
PAR

POUR L'OBTENTION DU GRADE DE

Patrick HANUSSE

I

C 1-111 IlL

BORDEAUXDE

PRÉSENTU

,

THESE

Contribution à l'étude des systèmes dissipatifs chimiques.
Simulation par une méthode de Monte-Carlo.

Ëtude d'une réaction oscillante.

DOCTEUR ÈS SCIENCES PHYSIQUES

I_J'UNIVERS ITÉ

Nu O'ENREGISTREIENT AU C.N.R.S.

A. O. 12 553

N° d'ordre: SU

Soutenue le 10 ma; 1976, devant la Comm;u;on d'Examen:

MM. A. PACA UL T P,ûidenl
I. PRIGOGINE Examinateur

J. CHANU ................".............

!
M. PTAK /(apporleurs
A. MARCHAND ..

- 1976 -



A me« paztent8ý

A ma fermre



l

AVANT-PROPOS
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de Recherche Paul Pascal du C.N.R.S. depuis plus de cinq ans. Auaune recherche

de ce type n'était en cours alors dans ce laboratoire, lorsque Monsieur le

Professeur A. PACAULT nous accueil la. La thermodynamique était depuis longtemps

de ses préoccupations. La première structure spatiale expérimentale venait

d'Itre découverte. Il nous proposait donc de regarder celà de plus près. C'est

avec un intérýt croissant que nous abordions ce sujet passionnant, sans cepen-

dant savoir où celà nous mènerait, ce qui n'allait pas sans quelques inquiétu-

des.

Nous devons remercier ici tout spécialement Monsieur le ýofesseur
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bien qu'aux problèmes théoriques qui s'y rapportent.

Le Professeur I. PRIGOGINE, de l'université Libre de Bruxelles, le

mattre en la matière, a toujours considéré nos travaux avec intérêt. Sa person-

nalité, ses travaux nous ont fortement inspiré. Notre travail se situe donc

dans la lignée de l'Ecole de Bruxelles dont il est le fondateur. Les contacts

que nous avons eus avec lui et ses collaborateurs nous ont été d'un grand se-

cours. Nous lui en sommes très reconnaissant.
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I N T ROD U C T ION

Un système dissipatif chimique est un système qui, sous l'effet de

contraintes, ne peut atteindre l'état d'équilibre thermodynamique. Au maintien
de ces contraintes, imposées par le milieu extérieur, est associée une consom-
mation d'énergie ou de matière qui se fait à l'intérieur du système au cours
de processus irréversibles. D'où l'adjectif "dissipatif" attribué au système,
physique ou chimique, et aux phénomènes particuliers qui s'y produisent: les

structures dissipatives.

Leur étude relève donc de la thermodynamique des processus irréversi-
bles qui fournit le cadre conceptuel approprié, sans leauel le reste de la dé-

marche perdrait non seulement une grande partie de sa cohérence, aussi bien
dans ses motivations premières que dans ses conclusions, mais surtout son ca-

ractère de généralité.

Notre objet est plus spécialement le système chimique.

Nous nous sommes d'abord intéressés aux conditions cinétiaues de

fonctionnement de ces systèmes afin de déterminer tout particulièrement les cir-
constances dans lesquelles peuvent, ou ne peuvent pas, aoparaître les structures
dissipatives.

L'étude analytique ainsi réalisée ne permet généralement oas d'analy-
ser les structures elles-mêmes et surtout les mécanismes de leur formation.
Une méthode de simulation du type Monte-Carlo devait nous permettre d'étudier
la morphologie même de certaines structures, mais aussi des aspects essentiels
de leur formation liés aux propriétés stochastiaues des processus qui inter-
viennent.

Ces divers aspects se traduisent dans les d1fférents chapitres de ce

mémoire.
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Le chapitre l rappelle les antécédents thermodynamiques qui sous-

tendent notre propos sans que nous les abordions euxýêmes.

Le chapitre II relate notre contribution à l'étude des éauations ci-

nétiques déterministes.

Dans le chapitre III est présentée notre méthode de sfmulation de

l'évolution des systèmes dissipatifs chimiques.

Une application de ces deux premiers chapitres conduit à l'étude
d'un système modèle dans le chapitre IV.

Le chapitre V est consacré aux propriétés stochastiques.

Une illustration expérimentale appara!t dans le chapitre VI avec
l'étude d'une réaction chimique oscillante.



CHA PIT REl

ELEMENTS DE THEORIE THERMODYNAMIQUE



1 - INTRODUCTION

Il est intéressant de préciser tout d'abord quelques termes généraux.
Ces définitions nous permettront, non seulement de définir l'objet de notre étu-

de et d'aborder la théorie thermodynamique, maýs également de dégager, plus tard,
des implications expérimentales.

Notre réflexýon porte sur un objet d'étude que nous définissons com-
me un ensemble de varýables ou de grandeurs. Nous décidons que cet ensemble est
constitué de deux types de varýables ; des Contraýntes et des Réponses. Les con-
traintes sont les varýables contrôlées par l'expérýmentateur. Les réponses sont
les variables non-contrblées par l'expérlmentateur ; ce sont les grandeurs qu'il
mesure. Nous défýnlssons alors le Système (S) comme l'ensemble des réponses et

le milieu extérýeur (E) comme l'ensemble des contralntes. L'Etat du système est
un ensemble de valeurs des réponses pour un ensemble donné de contraintes. Un

état statýonnaýre est un état du système ne dépendant pas du temps ou périodi-
que en fonction du temps Nous parlerons alors d'état oscillant stationnaire.

Un système homogène est un système où la variable d'espace n'ýnter-

vient pas. Dans un système inhomogène, les variables dépendent continûment de

la variable d'espace, alors que dans un système hétérogène cette continuité
n'est pas réalisée.

L'Equilibre du système est un état statýonnaire dans lequel les va-

leurs des réponses sont homogènes et égales aux valeurs des contraintes asso-

ciées, lorsque ces dernýères sont ýsotropes. Un équýlibre partiel est un équili-

bre établi pour certaines variables seulement.

La notion d'équilibre demande à être discutée. Considérons la varia-

ble température. Il est nécessaire de distinguer ce que contrôle l'expérimenta-
teur, la température du thermostat, de celle qu'il mesure, celle du système.
Dans le premier cas la température est une contrainte, dans le second une répon-

se, tant il est vrai que l'on ne contrôle Jamais directement la température
d'un système, malS seulement celle du thermostat qui constltue alors le milleu
extérieur. Prétendre le contralre est précýsément supposer que le système est
à l' équilibre t.he rnu.que , c'est-à-dire que la température "Réponse" est égale
à la température "ContY'aintý". CeCl peut. sembler banal: mais cette apparence
de banalité, en fait, résulte de conceptlons dues à l'habltude, or la Thermody-



namique des Processus Irréversibles, qui nous intéresse, a'est précisément pas

la thermodynamique habituelle des états d'équilibre.

On peut aller plus loin et dire que, lorsqu'un ensemble de variables

sont couplées par des relations de cause à effet, un équilibre partiel pour

l'une des variables n'est pas possible sans que toutes les autres variables

auxquelles elle est couplée soýent aussi à l'équilibre. Si un équilibre partiel

est possible, c'est donc que le système est formé de sous-systèmes indépendants.

Nous verrons plus tard une application expérimentale de ces réflexions.

Compte tenu des couplages, des processus qui interviennent dans le

système, il est possible que pour un jeu de contraintes données, le système

n'atteigne jamais l'état d'équilibre, mais seulement un état stationnaire dit

de non-équilibre.

Ces réflexions ont pour but de nous amener à la conclusion suivante
la notion de Contrainte et de Réponse, qui n'est pas seulement celle de sys-
tème et milieu extérieur classique, mais qui donne une place essentielle à

l'échange entre système et milieu extérieur, déborde et englobe les situations
rencontrées dans l'étude des systèmes en équilibre.

Notons que si nous pouvons sans danger oublier de mesurer une réponse,
il peut être dangereux d'oublier de contrôler une contrainte. Seul l'axiome du
détermýnisme nous permet de savoir quand nous avons oublié une contrainte utile,
nécessaire; il ne nous dit d'ailleurs pas laquelle. En effet, si pour un même
jeu de contraintes l'expérience conduit à des résultats différents, c'est qu'il
existe une contrainte que nous ne contrôlons pasX. En ce sens nous ne sommes
pas lýbres de choisir les contraintes.

L'étude des systèmes soumis à des contraintes, donc non-isolés, cons-
titue la Thermodynamique des Processus Irréversibles. Nous la résumons dans
le paragraphe suivant. Il s'agit de répondre à la quest;oný suivante. Que se
passe-t-il lorsque les valeurs des contra;ntes" sont progressivement écartées

x
ýeci ný s'oppose pas aux phénomènes d'hystérèses
'Z..n

...
terv.'Z..ent. Dans ce cas plusieuns

où l'histoire du système
ý états du système sont possýbles pouý unmeme Jeu de contraintes. v L-
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des valeurs compatibles avec l'établissement de l'état d'Equilibre?

Pour fixer les idées considérons un système chimique ouvert, siège
des réactions suivantes :

SUpposons que l'expérimentateur ait la possibilité de fixer la con-
centration de A et de B. L'équilibre est atteint lorsque

k1 A = k X k2 X = k B-1 _2

soit

(B)
k1k2

= -= K
A eq ý1ý2

Si le rapport B/A a la valeur K, le système atteindra l'Equilibre.
Qu'advient-il si ce rapport est progressivement écarté de cette valeur?

Dès que la contrainte maintient le système éloigné de l'équilibre,
celui-ci atteint un état stationnaire de non-équilibre. On peut montrer que si

l'état stationnaire est proche de l'équilibre, il en a les caractéristiques
il est stable, et I. PRIGOGINE a établi dans cette situation le théorème de la

production minimale d'entropie (1). Mais avec certains systèmes, si l'on s'éloi-

gne suffisamment de l'équilibre, un phénomène nouveau apparaît: l'état station-

naire devient instable et le système évolue vers un nouvel état qui peut avoir
des caractéristiques surprenantes: oscl11ations entretenues dans le temps,
structuration spontanée dans l'espace, flxe ou se propageant, phénomènes de

multistabilité et d'hystérèse. Ces "structures" formées et entretenues par ap-

port d'énergie ou de matière qu'elles dissipent ont été appelées structures

dissipatives. Elles sont fondamentalement différentes des structures d'équili-

bre qui se forment et se maintiennent au moyen de processus réversibles, par

exemple un cristal. Dans ce cas la structure n'est que le résultat de la struc-

ture microscopique sous-jacente, alors que la structure dissipative, qUl se

forme au macroscopique, n'a pas d'équivalent morphologique au niveau microsco-

pique.
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2 - RESUME DE LA THEORIE THERMODYNAMIQUE

Historiquement, l'étude des structures dissipatives est étroitement

liée au développement de la thermodynamique. La thermodynamique phénoménologi-
, obJ'et l'e-tude des états d'éq_uilibre. Une présentationque a d abord eu pour

. - sat1'sfal.'sante fal.'t encore défaut. Néammoins, l'axio-complètement axiomatl.see

matique la plus courante comprend le premier principe ou principe de conserva-

tion de l'énergie, le deuxième principe ou principe de l'accroissement d'en-

tropie, et le troisième principe en vertu duquel l'entropie d'une substance

dans un état quantique unique est nulle.

Partant de cette axiomatique, bon nombre de résultats théoriques et

pratiques sont déductibles, sous réserve que le système soit dans des états
d'équilibre ou évolue réversiblement, ce qui revient au même.

L'étude des phénomènes fondamentalement irréversibles comme ceux dans
lesquels interviennent des flux de mat1ère, ou de chaleur, échappe évidemment
à la thermodynamique des états d'équilibre, et sous l'influence en particulier
de DE DONDER et ses élèves, PRIGOGINE, GLANSDORFF et VAN RYSSELBERGHE, etc """ ,

s'est développée depuis une quarantaine d'année une thermodynamique des proces-
sus irréversibles qui semble un outil puissant de compréhension.

L'axiomatique de la thermodynamique des processus irréversibles est
const1tuée des tro1s principes précédents auxquels il faut ajouter un quatriè-
me axiome dit de l'équilibre local: les fonctions thermodynamiques d'état d'un
système siège de processus irréversibles sont les mêmes, dans un élément de vo-
lume macroscopique, que celles du système à l'équilibre, lorsque ces fonctions
sont exprimées en variables locales. Prenons un exemple cité par I. PRIGOGINE
et P. GLANSDORFF (1). La détente d'un gaz dans une canalisation est un phéno-
mène non homogène et irréversible, mais on supposera que localement, pression
et température seront reliées par la relation

pv = RT

relation valable à l'équilibre.

On pourra donc écrire en variables locales les lois de conservationspermettant de faire les bilans de masse, d'énerqie, de cruantité de mouvement.



du = T ds - P dv + E ý d n
y y y

Il n'est donc pas possible que la production d'entropie soit positive dans l'en-
semble du système tout en étant négative en certains endroits.

aisi production d'entropie par unité de volume et par unité de temps. Le second
principe entraIne alors non seulement

T dS - P dV +
ý

ýy d Ny

e [s] :> 0

d.S > 0
1

dU =

L'équation de GIBBS

s'écrira en variable locale

avec U, S, V énergie, entropie, volume du système, u, s, v, énergie, entropie,
volume de l'unité de masse, ý potentiel chimique molaire, N nombre de moles

y y

de l'espèce y dans le système, n nombre de moles par unité de masse. Cette
y

équation permet de faire le bilan d'entropie qui s'exprime comme la somme de
deux termes: un terme de flux résultant des échanges avec le milieu extérieur
(d S) et un terme de création, ou production d'entropie (d.S).e 1

d.S

J

__
1

__ = P(s) = aisi dVdt
V

mais

L'axiome de l'équilibre local n'a pas la généralité des trois pre-
miers, il n'est applicable que si les gradients ne sont pas trop importants et
si les variations dans le temps ne sont pas trop rapides. Il résulte de l'ana-
lyse de sa validité (39, 40) que cette thermodynamique est impuissante à étu-
dier les gaz raréfiés, les ondes de chocs, les turbulences et les plasmas par
exemple.

La méthode habituelle d'étude des systèmes qui sont le siège de phé-
nomènes irréversibles consiste à écrire, à partir des équations de bilan, la
production d'entropie par unité de temps et par unité de volume. Elle prend na-

turellement des formes différentes SUlvant la nature du système étudié. On peut



-+

+ 1: J

YY

u
(...r.)

T

x
u

production d'entropie d'un système chimique échan-

de la chaleur, de la matière, et siè-

-+

-+ F
-+

Xy
=

ý
- grad

coefficient stoechiométrique de y dans la réaction r.

vitesse du centre de gravité du système

vitesse du centre de gravité de l'espèce y

-+

v

-+

v
y

V yr

- 10 ...

lJy potentiel chimique massique

On remarque, et ceci semble se vérifier, quelle que soit la nature
du système étudié, que la production d'entropie peut se mettre sous la forme
d'une somme de produits de deux grandeurs, dont l'une est le flux Jk et l'au-
tre une force généralisée ý.

* Les foýes de viscosités sont ici ignorées.

ýr degré d'avancement de la réaction r.

F force par unité de masse s'exerçant sur l'espêce y.
y

-+ chaleurJ flux de
q

-+ -+ -+ flux de diffusionJ = Py (v - v)
y y

dt
r vitesse de réactionJ =

r dt

-+

avec X
u

montrer, par exemple, que la

geant avec le milieu extérieur du travail,

é t'ons ch'm·ques*, s'écritge de r r ac ... ... ...

Jt = - 1: lJ V affinité chimique
r Y Y yr



La production d'entropie s'écrit alors

- Il -

o<

L'exploitation d'une telle équation peut alors se faire en deux
temps en adoptant une simplification dont les limites seront justifiées à pos-
tériori. On construit une thermodynamique linéaire des processus irréversibles,
en supposant que les effets (flux) sont proportionnels aux causes (forces). On
pose donc

Le choix des flux et des forces n'est pas unique, et suivant la manière dont
est fait ce choix, les déductions seront plus ou moins fructueuses et signi-
ficatives.

Ces relations, dites phénoménologiques, sont extrathermodynamioues. Elles con-
tiennent les coefficients phénoménologiques Lik. En s'appuyant sur le principe
de microréversibilité, ONSAGER a démontré que la matrice des Lik est symétri-
que (41,42).

Ces coefficients doivent satisfaire au principe de CURIE.

La thermodynamique linéaire des processus irréversibles permet d'ex-
pliquer et de prévoir bon nombre de phénomènes dans lesquels des couplages
inattendus échappaient à d'autres analyses. Citons les effets thermocinétiques,
l'effet Soret, les effets thermomoléculaires, etc ..

Cependant, bien d'autres phénomènes, comme la réaction chimique, ne
peuvent être traités dans le cadre de cette simplification; il s'est alors dé-

veloppé une thermodynamique non-linéaire des processus irréversibles. PRIGOGINE
et GLANSDORFF ont établi le critère général d'évolution qui indique que la con-
tribution des forces à la variation de la production d'entropie ne peut être
que négative.
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p = t alsl dV

d pdP
dP _ ap .!_ + ý ý = 2... + .L-
dt

-
ax dt aJ dt dt dt

ý< 0dt

Ces rappels étant faits, la réaction chimique sera l'objet de ce qui

pour toute variation au voisinage d'un état stationnaire de non équilibre.

lorsque les relations entre flux et forces sont linéaires, ce critère se ramène

Enfin, ces mêmes auteurs ont développé la méthode variationnelle dite
du potentiel local, qui permet, à partir des équations de bilan, de déterminer
l'état stationnaire d'un système gouverné par des équations non linéaires, et
qui se prête à de nombreuses applications (43,44).

ou théorème de la production minimale d'entropie. Dans le cas général, un cri-

tère de stabilité peut être déduit

avec



CHA PIT R E II

ETUDE DES EQUATIONS CINETIQUES



151

Itl

dc.
ý

dt
t

\).

l.p

i ý
p p

ý 0

- r' v. '1-1;

i
ýp ....

'I-li
Le potentiel chimique défini par

Dans un tel système la production d'entropie s'écrit

;p = r' L ý."
P

pp' p'

La vitesse de réaction joue le rôle de flux généralisé

ýp Affinité de la p ième réaction

v. Coefficient stoechiométrique de l'espèce i dans la p ème réac-
l.p

tion.

En thermodynamique linéaire des processus irréversibles, les rela-
tions entre flux et forces prennent la forme suivante :

Il est intéressant de préciser ce que deviennent les termes généraux
de la théorie thermodynamique lorsqu'on l'applique au système chimique. L'Affi-
nité ýest la force généralisée d'un système chimique

et le second principe prend la forme

1 - INTRODUCTION

savoir : la proportionnalité des vitesses aux concentrations a une certaine
puissance égale à la molécularité lorsque la réaction est élémentaire (loi de

où les L ,constituent la matrice des coefficients phénoménologiques. Les re-
pp

lations précédentes impliquent que les vitesses soient proportionnelles au 10-

garithme des concentrations. Ce n'est pas ce qu'on constate habituellement, à
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Ceci posé, nous pouvons expliciter le critère de stabilité

auxquelles on associe les vitesses (k constante de vitesse) ,

pour (c) et (d)

pour (a) et (b)

, k = 1

- k AB

"
- k A

dA-=
dt

dt
dA-=

x + y -+ 2y

vant

A -+ B (a)

A-+ B + C (b)

A + B-+C (c)

A + B -+ C + D (d)

X A signifiera dans ce qui suit auBsi bien l'espýce chimique A que Ba concen-tration ou Bon activité.

Nous nous limiterons par la suite à ces étapes mono et bimoléculai-
res, les autres, trimoléculaires etc., étant fort peu probables dans le modèle
moléculaire.

E'ôý ôJf>o
ppp

pour toute fluctuation autour d'un état stationnaire donné par les équations
cinétiques (1). Il permet de prévoir que certaines étapes sont favorables à

l'apparition d'une instabilité de l'état stationnaire. Considérons par exemple
l'étape autocatalytique suivante

par réaction élémentaire, nous entendons des étapes du type sui-

en évolution peut être décrit par un ensem-
- tout système chimique

ble de réactions élémentaires, ou schéma réactionnel.

d nt que les deux formulations sont équiva-
Van' t Hoff). On peut montrer cepen a ..

lentes au voisinage de l'Equilibre thermodynamique.

d a_pparemment, de la thermo-
La réaction chimique ne relève onc pas,

lE conséquence, on admet aue :linéaire des Processus Irréversib es. n
ýdýyýnýam==iýqýuýeýý _
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Nous avons

Lorsque des réactions inverses sont absentes, ce système admet un

k1
A + X-+ 2X

k2
X + Y -+ 2y

k3
Y -+ B

.
E;,

= Xy

JI:
Log

X constante-= -+
RT Y

ô i ý= X 2 Y 2

RT Y
(ôY) +

X
(ôX)

2 - MODELES DE SYSTEMES DISSIPATIFS CHIMIQUES

Des schémas réactionnels ont donc été étudiés dans le but de trouver
des situations instables; c'est la condition d'apparition des structures dis-
sipatives, dans le temps ou dans l'espace. Citons quelques-uns de ces modèles.

d'où

Bien avant que le cadre conceptuel de la thermodynamique des Proces-
sus Irréversibles ait été élaboré, LaTKA, en 1910 puis 1920, a présenté deux
schémas dont le dernier est le plus connu (6,7,8,1).

On y distingue les espèces A et B dont la concentration est supposée
constante. Ce sont les contraintes. Les espèces X et Y sont les espèces inter-
médiaires, ou Réponses*.

qui comporte une contribution négative, donc déstabilisante. D'autres étapes,
ou ensembles d'étapes, peuvent être déstabilisants. Il est nécessaire que des

boucles de rétroaction adéquates soient réalisées dans le schéma réactionnel
(3,4,5) "

i
ý.

t

I
* Dans ce qui suit, les lettres du début de l'alphabet seront généralement

I affectées aux contraintes, celles de la fin, aux espèces intermédiaires .
"



X

Cycle de LOTKAFig. 11-1

y

Le modèle est le suivant

La trajectoire parcourue est déterminée par l'état initial du système.
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les modes normaux (voir plus loin) qui sont
On calcule facilement

La figure (11-1) donne l'allure des trajectoires.

En 1952, TURING (9) a étudié la stabilité d'un système chimique ou-
vert par rapport aux perturbations inhomogènes, montrant pour la première fois
la possibilité d'existence de structures dissipatives spatiales.

les trajectoires du système dans l'espa-Ils sont imaginaires purs :

Y ou espace des réponses, sont représentéesce des espèces intermédiaires X et ,

par une famille d'orbites concentriques (8) définie par

état stationnaire



A -+ X
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-+ Z
+-

-+ 2X...A + X

X + Y

A -+ X
+-

X + Y -+ C
+-

C -+ D
+-

B + C -+w...

w -+ Y + C...

Y -+ E...

Y + V -+ V'
...

V'-+ E + V
+-

B + X -+ Y + D

Les contraintes sont A, B, D et E.

2X + Y -+ sx

X -+ E

En 1970, EDELSTEIN (17) a étudié le modèle suivant qui présente des

états stationnaires multiples, pour une même valeur des contraintes.

Nous nous en servirons plus loin.

Ce modèle, appelé par eux "modèle trimoléculaire" à cause de la pré-
sence d'une étape trimoléculaire, et connu depuis sous l'appellation de "Bru-
xellateur", présente de nombreux comportements intéressants: cycle limite,
oscillation temporelle asymptotique ; structures spatiales fixes, localisées
ou non; ondes chimiques non-linéaires.

Plus tard, I. PRIGOGINE et ses collaborateurs ont étudié de manière
détaillée le modèle particulièrement simple et démonstratif qui suit (10-16).

NOYES, FIELD et KÔROS ont présenté l'''oregonateûr'' comme modèle de la

réaction de Belousov-Zhabotinskii (18,19,20).
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A - Théorie générale

111

fP + Q

A+Y-+X

X+y-+P

B + X -+ 2X + z

2X -+ 9

Z -+ fy

fA + 2B

1 à n, sont les variables du système ou réponses.
où les X., i =

1.

La résolution analytique de ces systèmes est généralement impossible.
On utilise alors une méthode de linéarisation des équations, dite méthode des
modes normaux.

Soit un système d'équation différentielle,

L'étude d'un schéma réactionnel comme ceux cités plus haut, se ramène,
dès qu'on s'est donné une loi cinétique, à la résolution d'un système d'équa-
tions différentielles du premier ordre, non-linéaire.

L'ensemble de ces études est retracé dans diverses revues: NICOLlS
119711(2), NICOLlS & PORTNOW 119731(31), CHANCE et all. 119731(32), HESS,
BOITEUX 119711 (30), NOYES, FIELD 119741 (33) "

3 - THEORIE CINETIQUE DE LA STABILITE

Enfin, plusieurs modèles ont été proposés pour rendre compte des os-

cillations et autres processus dissipatifs dans les systèmes biologiques et

biochimiques (33,51).

Citons également les travaux de ROSS, ORTOLEVA et leurs collabora-

teurs (21 à 29) qui ont analysé des modèles faisant intervenir des processus

physiques, température, pression, interaction entre milieu réagissant et ondes

sonores ou flux lumineux. A ce domaine se rattache l'étude des oscillations de

combustions (47).

dont le bilan est
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v.
ý

= 0ô. .to
ýJ

= (afi)ax,
J s

M, ,
ýJ

wt= a" e
ý

f. (X.) = 0
ý J

(
afi) _

aý s

Y-

i

On recherche d'abord les états stationnaires qui sont définis par

Xi = Xý + ni

Plusieurs états stationnaires peuvent exister. On linéarise le sys-
tème 111 au voisinage d'un état stationnaire en posant

On analyse la réponse du système à des perturbations de la forme

=
(:: i) Xj

(*)

j statio

En ne conservant que les termes du premier ordre, il devient

Elle exprime que les w sont les valeurs propres de la matrice

qui, introduites dans 141 , conduisent à l'équation caractéristique

* Nous utilisons la convention de sommation habituelle.

Ces valeurs propres sont les modes normaux du système. La stabilité
cinétique est assurée si tous les wont une partie réelle négative. Dans ce cas,
en effet, tous les termes tels que 151 tendent vers zéro au cours du temps.
Cette méthode, fondée sur une linéarisation des équations, ne renseigne que sur

la stabilité de l'état stationnaire par rapport aux petites perturbations.

L'équation caractéristique 161 est un polynôme de degré n en w,

n étant le nombre d'espèces intermédiaires. Analyser la stabilité de l'état
stationnaire consiste donc à trouver s'il existe une ou plusieurs racines à
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po-

lai= 0
i n-i n+ (-1) A. w + (-1) A

ý n

n-l
w- A

1

n
w

Il s'agit d'analyser la position des racines du polynôme lai dans
le plan complexe. Soit la fonction de variable complexe F(z) que définit le

B - Systèmes homogènes

Nous disposons, en principe, du critère de HURWITZ (34) qui donne
une condition nécessaire et suffisante pour que toutes les racines du polynôme
lai aient une partie réelle négative, ce qui, nous l'avons vu, assure la sta-
bilité de l'état stationnaire. L'emploi de ce cr{te-reý est néammoins très lourd
au cours d'une étude analytique dès qu'il y a plus de trois variables. De plus,
il ne renseigne pas sur le nombre de racines à part{e" réelle positive, que nous
qualifierons de modes normaux Il' tabl "ýns es. C'est pourquoi nous avons utilisé
une méthode différente qui ne semble pas avoir été exploitée dans ce domaine
(34) "

où Ai sont les sommes des mineurs principaux de rang i de la matrice M 171.

li ýýýhode d'analyse
Nous pouvons tout d'abord expliciter l'équation caractéristique 161.

Il est facile de montrer qu'elle prend la forme suivante:

Nous montrons qu'il est possible de faire une analyse complète et

simple de la stabilité cinétique de systèmes comportant jusqu'à cinq espèces

intermédiaires (E.I.). De plus, cinq théorèmes généraux ont été établis. Nous

étudierons successivement les systèmes homogènes et inhomogènes. Les dévelop-

pements et démonstrations sont donnés dans l'appendice de ce chapitre.

partie réelle positive

Nous avons appliqué cette méthode à l'étude de la classe d'équations

différentielles que définit l'ensemble des étapes élémentaires possibles pour

un nombre donné d'espèces intermédiaires, lorsque les étapes sont mono ou bi-

moléculaires. Nous pouvons ainsi rechercher la compléxité minimale nécessaire

à l'obtention des structures dissipatives chimiques. Ce choix résulte de la

constatation que nombre de schémas étudiés jusque-là font intervenir des éta-

pes de molécularité supérieure à deux, par exemple le Bruxellateur, ou faisant

intervenir des lois cinétiques complexes (1).
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y

110 I

x

=ý
A (y)

tg e

F{iy) = A{y) + i B (y)

n
F(Z) '\, z

+ R

Plan aomplexe

- R

Il nous faut trouver la variation de l'argument 8 défini par

L'argument de F varie donc de nn lorsque celui de z varie de n. Le long de

l'axe imaginaire, la fonction F prend la forme suivante:

Il est formé d'un demi-cercle de rayon R centré à l'origine dans le

demi-plan droit et de la portion de l'axe imaginaire joignant les deux extré-
mités de cet arc.

Nous calculons la variation de l'argument de la fonction F, le long
de ce contour, lorsque R tend vers l'infini. Il découle des propriétés des

fonctions de variables complexes que cet argument varie de Nn, où N est le nom-
bre de zéros de la fonction F situés à l'intérieur du domaine délimité par le

contour (C). Dans notre cas nous obtenons donc le nombre de racines à partie
réelle positive.

Le long du demi-cercle, dont le rayon tend vers l'infini, la fonction
F se réduit au terme du plus haut degré, soit

,
t

lynôme caractéristique. Nous considérons un contour fermé (C) comme indiqué

f sur la figure



Nous avons démontré le théorème suivant (35,36,37).

contraintes.
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la ma trice

(
ý)aX.

) s

Remarque: ce résultat n'est ?as démontrable si des étapes trimo-
léculaires sont présentes.

sont tous négatifs ou nuls.

Corollaire: la trace de cette matrice est négative ou nulle.

diagonaux de

Dans un système chimique contenant un nombre quelconque d'espèces
intermédiaires, et évoluant suivant un schéma réactionnel ne fai-
sant intervenir que des étapes mono et bimoléculaires, les termes

n
N =

2iT

La variation totale sera donc

O=n'll'+M

2/ Résuttatýnéraý

On trouve alors le nombre de racines de F dans le aemi-plan droit:

Théorème l

dXi
= cJt + ý I

m
+ E' Edt i;..D ij Xj

j K>j eijK Xj XK

Les constantes J., ý .. et I:"K dépendent des constantes de vitesse et des
1 1) 1)

Lorsque les étapes sont mono ou bimoléculaires, le système d'équa-

t10ns différentielles 111 prend la forme suivante:

Nous avons fait ce calcul pour les systèmes comportant jusqu'à cinq

espèces intermédiaires (des détails et exemples sont donnés en appendice).

lorsque y varie de +m à _m. Soit 6e cette valeur.



- 25 -

où T est la trace et f.. le déterminant de M.

2
w - Tw + f.. = 0

Systèmes à deux espèces intermédiaires.

un système chimique ouvert, évoluant suivant un schéma réac-

tionnel ne faisant intervenir que deux espèces intermédiaires

dans des étapes mono et bimoléculaires, ne peut se diriger vers

un cycle limite stable entourant un état stationnaire instable.

Tableau r

2SIGNES f.. T T -4f.. RACINES

+ - - + - + réelles

+ + + + + réelles
- - + - + réelles

+ + + + - complexes
- - + - - complexes

0 + 0 - imaginaires

4/ Systèmes à dýespèces intermédigirýý

Théorème II

On constate que, lorsque T est négatif, les deux parties réelles

ne peuvent être simultanément positives. Or l'existence d'un cycle limite

impose qu'elles le soient (8,37). D'où le théorème

Le tableau l donne la nature et le signe des parties réelles des
2

racines suivant les signes de T, f.. et T - 4f...

L'analyse de ces systèmes est bien connue (8,37). L'équation carac-
téristique prend la forme

3/ êlistèmes à u1J:!1.ýècýý£r:.!!1édiaf:r.ý

Dans ce cas la matrice M se réduit à un seul terme, ýý, qui est

aussi le mode normal du système. Celui-ci est nétatif en vertu du théorème l

l'état stationnaire est toujours stable.
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L'équation caractéristique prend la forme

2
Tw + ýw - â = 0

3

w

SIGNES 6. T cS Tô - â

+ + + + + + +

+ + - - tout autre combinaison possible
+ - - + - idem -
- - - - - + -

5/ Systèmes à tr£fs espèces intermédiaireý

3 2 2 2 3

4T l1 - 6 T + 276. - leTô6. + 46 < 0 1151

Les trois racines sont réelles si l'inégalité suivante est vérifiée

T6 - 6. :::

Tableau rI Trois espèces inteýdédiaires.

!t L'analyse est facilitée par l'existence de l l tiracines a re a on suiVante entre les

T trace de M

6 somme des mineurs principaux de rang deux

l1 déterminant.

Par une analyse directe, ou par la méthode du plan complexe, nous

pouvons déterminer le nombre de racines positives·. Le tableau II donne le si-

gne des parties réelles des racines en fonction des coefficients de l'équation
caractéristique. En tenant compte du théorème l CT < 0), on obtient le tableau
II bis (36,37).



L'équation caractéristique est de la forme

Ils sont liés aux racines de A et de B.

Trois E.I. et T < O.
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4 2
= Y - ôy + t:,

2= y(Ty - y)

A(y)

B(y)

Tableau II bis

4 3 2= w - Tw + ox - yx + t:, = 0

SIGNES t:, s Té - t:,

+ + - - + - +

- - + + + -
+ - + -

- - - - + -

F (w)

Les termes utiles à cette analyse sont les suivants

1
(0 + ! 02 - 46)P =

2

Q
1

(0 - /02 - 4M < P=
ï

R = l.
T

Il faut ici utiliser l'analyse des racines dans le plan complexe. Les fonc-
tions A et B, définies par la relation 1101 ont la forme suivante

Plusieurs situations sont possibles. Elles sont données dans le ta-

bleau III. Les situations Al et A3 se réfèrent à la fonction A, les autres à

la fonction B. La combinaison des situations A. et B. donne un ensemble de pos-
1. 1.

sibilités qui déterminent le nombre de racines à partie réelle positive. Ce

nombre est donné dans le tableau IV. Dans certains cas il existe plusieurs sub-

divisions suivant les positions relatives des racines de A et B.
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Tableau III Conditions sur tes fonctions A et B (4 E.I.J.

2 2
Toy - T !J. - YDT , t:, , y ,

NOOBRE DE VALEUR CONDITIONS
RACINES DES RACINES

!J. > 0 ô < 2/!J.
Al 0

±IP !J. < 0
A2 2

± §; ± vQ !J. > 0 ô > 2/!J.
A3 4

T < 0 ý y > 0
Bl 0

T > 0 ý y < 0
B2 0

± IR T < 0 ; y < 0
B3 2

± IR T> 0 ý y > 0
B4 2

Tableau IV Nombre de modes noýaux instables pour quatre espèces
intermédiaires. La notation RP indique ta condition
R < P : la racine de B est inférieure à cette de A ;
de même, QRP signifie Q < R < P.

Bl B2 B3 B4

Al 2 2 2 2

PR RP PR RP

A2 1 3 1 3 1 3

QRP RQP ; QPR QRP RQP ; QPR

A3 2 2 0 2 4 2

Il est possible de donner une forme différente de ces mêmes résul-
tats. Le tableau V donne les signes des parties réelles des racines en fonc-
tion du signe des termes suivants



Ce dernier n'est autre qu'un déterminant de HÜRWITZ (34).

Lorsque le schéma réactionnel ne contient que des éta?es mono et

bimoléculaires, le théorème l s'appliquant, il ne reste que les situations
indiquées dans les tableaux suivants (IV bis et V bis) "

Bl B3

Al 2 2

PR I RP

A2 1 1 3

QRP I RQP ; QPR

A3 2 0 2

nombre de modes normaux ins-
tables lorsque les étapes sont
mono et bimoléculaires (T < 0).
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Signes des parties réeZZes des modes
normaux d'un système à 4 E.I.

Tableau IV bis

Tableau V

6 T Y D

+ + + + + + + +

+ + + - - + - + -
- - - -

- + + +

+ + - - + autres combinaisons

+ - - - - - + + -
- - - +

- + + -

- - - - + - - +
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t. Y 0

- -+ + + - -

+ + - - + autres canbinaisons

+ + -+ - - - -
- - +

+ - +- - - -

Tableau V bis Signes des parties ýýelle8
(T < 0).

7/ §Y8ýme8 d cinq espý£!!_intermýdiaiýe8

L'équation caractéristique prend ici la forme suivante :

5 4 3 2
F(w) = w - Tw + 6w - yw + ýw - d

Les fonctions A et B définies précédemment sont

4 2A(y) = -
Ty + yy - d

( ) (
'+ ýy2 + ')By =yy -u

1\

Les termes utiles sont les suivants :

p ,. .z, + l / (y2 _ 4Td) / T2
2T 2

Q ... ý - l /(y2 _ 4Td) / T2
2T 2

s 1 I 2R=--+-cS -n2 2

s 1
/

2s ... ---
cS _ý2 2

L'analyse de la fonction A permet de distinguer trois cas, celle deB également. Ces situations sont données dans le tableau VI.



Le tableau VII donne le nombre de racines ayant une partie réelle po-

sitive suivant la combinaison de conditions réalisée. On utilise les conven-
tions introduites pour le tableau IV

Tableau VII: Nombl'"e de modes nol'"maUX instables pOUl'" cinq espýces
intel'"médiairoes.

lt Les situations ainsi maýuées sont impossibles lors-
que le théoroème l s'applique (T < 0).

NOMBRE DE VALEUR
RACINES DES RACINES CONDITIONS

Al 0 6/T > 0 ; y/T < 21 6/T

A2 2 ±IP 6/T < 0

AJ 4 ± 5i ±IQ 6/T > 0 i y/2 > 2.rt;ïT

Bl 0*
À > 0 i s < 2fT

B2 2* ±IR À < 0

BJ 4* ± lRi ±IS À > 0 i 6 > 21f"
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Conditions SUl'" les fonctiOns A et B (S E.I.).
*autl'"e que la l'"acine nulle.

Tableau VI

6 Bl B2 B3

Al
+* 3 J 3

- 2 2 2

RP
I

PR PSRiSRP
1

SPR

A2 + 3 3 1 3 1

*
2 2 4 2 4-

QPRiRQP
I

QRP QPSRiSRQP SQRP QSPR

QSRP;SQPR
AJ lt

3 3 1 3 1 5+

- 2 2 4 2 4 0



- 32 -

1171

D.
- ô ý

ij ý(
af.\

Mij =
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c - Systèmes Inhomogènes

Nous envisageons des perturbations de la forme

Nous poUvons alors démontrer le théorème suivant :

Le système d'équations différentielles s'écrit

Lorsqu'on fait intervenir la diffusion des espèces dans l'espace,

le problème de la stabilité change de visage. Ainsi il nous faut analyser la

stabilité de l'état stationnaire non seulement par rapport aux fluctuations

homogènes, mais également par rapport aux fluctuations inhomogènes. Lorsque
l'état stationnaire est stable par rapport aux premières, et instables par

rapport aux dernières, les conditions d'apparition d'une structure spatiale
sont réunies.

Nous supposons que la diffusion est représentée par la loi de FICK
sous la forme

où À est la longueur d'onde spatiale de la perturbation.

lequel, linéarisé . .au voýsýnage d'un état stationnaire, conduit à l'équation
caractéristique

Les w sont les valeurs propres de la matrice M.

Dans ce cas la diffusion n'intervient que sur les termes diagonaux.



Nous avons établi la condition nécessaire suivante

Nous avons établi le théorème suivant.

VÀ

Re (w + ý) < 0
À2

Re(w) < 0
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Dans un système contenant un nombre quelconque d'espèces inter-
médiaires, lorsque tous les coefficients de diffusion sont égaux,
si l'état stationnaire est stable par rapport aux perturbations
homogènes, il est stable par rapport à toute perturbation inho-
mogène.

Dans un système contenant deux espèces intermédiaires, lorsqu'on

ne fait intervenir que des étapes mono et bimoléculaires, aucune
instabilité inhomogène n'est possible, lorsque le système est ho-

mogènement stable.

1/ ýýstèmes à une espèce intermédiaire

F(w +ý) = 0
À2

En effet, dans ce cas, l'équation 1171 devient formellement

d'où

Ce théorème indique que pour obtenir une structure spatiale, les

coefficients de diffusion doivent être différents les uns des autres. Ce ré-

sultat a été observé dans l'étude de modèles particuliers (réf. 1, p. 237).

Nous l'établissons ainsi de manière générale.

Théorème IV

L'étude du cas homogène, conjointement au théorème précédent, impli-
que que l'état stationnaire est toujours stable.

Théorème III

F n'admet que des racines à partie réelle négative d'après l'hypothèse de sta-
bilité homogène. Donc les racines sont telles que
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Dans un système à trois espèces intermédiaires, les ýtapes étant
mono et bimolýculaires, une condition nýcessaire à l'apparition
d'une instabilitý inhomogène est que l'un au moins des mineurs
principaux de rang deux de la matrice M soit négatif "



METHODE DE MONTE-CARLO

CHA PIT R E III

SIMULATION DES SYSTEMES CHIMIQUES



1 - INTRODUCTION

Une étude purement analytique des équations cinétiques, comme celle
du chapitre précédent, se heurte à plusieurs difficultés.

Il est clair, tout d'abord, qu'il est impossible d'intégrer analyti-
quement les équations différentielles issues du schéma réactionnel, même dans
des cas simples. Parfois il est même impossible de déterminer les états sta-
tionnaires. De plus, même lorsqu'on sait calculer les états stationnaires homo-

gènes, obtenir les états stationnaires inhomogènes correspondant aux structures
spatiales est le plus souvent impossible. Il faut cependant noter d'intéressants

progrès réalisés dans ce sens grace à la théorie des bifurcations (52-56). Elle

permet de calculer les structures inhomogènes à proximité des points de bifur-

cations, valeurs des contraintes pour lesquelles un mode normal instable aýpa-
ratt. Ceci sera explicité au chapitre suivant, à l'occasion de l'étude d'un

schéma réactionnel particulier.

L'analyse de la stabilité par la méthode des modes normaux ne permet

pas de connattre le comportement du système loin de l'état stationnaire, puis-
qu'elle inclut une linéarisation des équations cinétiques. Seule est analysée
la "stabilité linéaire" ou stabilité par rapport à des perturbations infinité-

simales.

Enfin, on dispose de très peu de critères mathématiques généraux per-

mettant de prévoir analytiquement l'existence de cycle limite (8) ou de struc-

tures spatiales, dans les systèmes usuellement étudiés.

Là où s'arrête l'étude analytique commence donc l'étude numérique,

celle où intervient l'ordinateur.

Il existe plusieurs méthodes pour résoudre les problèmes divers que

l'on rencontre dans ce genre d'étude (57). Des méthodes numériques classiques

permettent la détermination des états stationnaires homogènes et l'étude de

leur stabilité suivant la méthode des modes normaux. La théorie du "potentiel

local" a été utilisée dans certains cas pour calculer des structures spatiales

et analyser leur stabilité (38). Néammoins, le plus souvent on intègre les

équations différentielles par des méthodes numériques comme celle de RUNGE-KUTTA.

Leur emploi n'est pas toujours très commode, en particulier lorsque les équa-
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systèmes spatialement infinis, on peut envlsager trois types de conditions aux

Des conditions aux llmites, tau res que celles llées à la manière
dont sont appliquées les tcon raintes, concernent les espèces intermédiaires
(X,Y .." ). Si l'on exclut l'étude, qui ne peut être alors qu'analytique, des

Les contraintes portent sur les espèces du même nom (A,B,C ."" ). On
pourra fixer leur concentration dans l'ensemble du système. Il s'agira donc
de contraintes homogènes. Cette situation est la plus utl1isée. L'étude du cha-
pitre précédent s'y rapporte. On pourra également fixer les concentrations de
ces espèces aux bornes du système seulement, et les lalsser diffuser en son
sein. On peut ainsi obtenir des structures spatiales localisées (16) de même
origine que les structures obtenues à contraintes homogènes, mais aussi des
structures non périodiques, comme celle étudiée par VIDAL (60).

Enfin, on pourra fixer, non plus les concentratl0ns, mais le flux en-
trant de ces espèces, cas d'un réacteur continu déjà envisagé par BOISSONADE.

tions aux limites.

On représente généralement l'espace en considérant un ensemble de

systèmes équivalents, ou "boites", qui échangent des espèces chimiques de ma-

nière à simuler la diffusion. L'espace sera le plus souvent unidimensionnel,

parfois bidimensionnel (58). La représentation de l'espace est donc disconti-

nue, et l'on conçoit aisément que l'apparence de contlnuité sera d'autant meil-

leure que le nombre de boites sera plus grand. CeCl sera malheureusement payé
par un temps de calcul important, particullèrement à deux dlmensions.

_ de suivre l'évolution d'un système chimique quelconque dans le

temps et dans l'espace,

_ de fixer sur ce système divers types de contraintes et de condi-

tique. Avant de la présenter, précisons ce qui nous

Il it la méthode utilisée, un
les systèmes dissipatifs chimiques. Que e que so

programme de simulation de ces systèmes devra permettre

mais qui nécessitent l'em-
Ce sont cependant des méthodes précises,

ff' es C'est en grande partie pour
ploi d'un ordinateur puissant pour être e lcac .

conçu et utillSé une méthode de simulation stochas-
ces raisons que nous avons

est nécessaire pour étudier

, " c'est-à-dire font intervenir
tions différentielles sont "mal conditlonnees ,

d très différents (33).
des termes d'ordre de gran eurs
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limites.

- les conditions aux limites périodiques: le système se présente
comme un anneau, ou une sphère. La boite "N" communicant avec la boite "1".

Ceci ne doit pas être considéré comme une manière de simuler un système infini,
car la cohérence macroscopique peut atteindre l'ensemble du système.

- les conditions aux limites fixes : la concentration des espèces
intermédiaires est fixée aux parois, le plus souvent à leur valeur stationnai-
re. Ceci implique un échange avec le milieu extérieur portant sur les espèces
intermédiaires, ou en tout cas, une discontinuité dans la structure même du
système. Par exemple, l'environnement sera de même nature que le système, mais
maintenu homogène, dans un état stationnaire stable.

- les conditions aux limites à flux nuls: les gradients de concen-
trations des espèces intermédiaires sont tous nuls aux parois ; celles-ci sont
imperméables aux espèces intermédiaires.

Le fait de considérer des systèmes finis, munis des conditions aux

limites précédentes, dans le cas de contraintes homogènes, entraîne nécessaire-
ment une "quantification macroscopique" (59). A l'état stationnaire, une struc-
ture spatiale périodique fixe, par exemple, sera formée d'un nombre entier de

demi-période. Ceci illustre bien l'importance bien connue des conditions aux

limites dans les systèmes finis.

2 - SIMULATION PAR UNE ý1ETHODE DE MONTE-CARLO

A - Généralités

La méthode de Monte-Carlo a beaucoup été utilisée dans des domaines
variés, surtout depuis l'avènement des calculateurs numériques rapides. Il faut
cependant noter que son usage a précédé cet avènement puisqu'on en trouve des

exemples isolés dès la fin du siècle dernier (61) ; son utilisation comme outil
de recherche date de trente ans environ.

La méthode de Monte-Carlo repose sur l'utilisation de nombres aléa-
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l l teur numérique*, qui déterminent
toires, facilement obtenus avec un ca cu a

modifiant l'état du système. C'est
la réalisation "d'évènements" ou processus

donc par essence une méthode stochastique. En fait on parle "des méthodes de

fozme du "modê Le de simulation" dépend du problème envi-Monte-Carlo", car la .L'"

sagé. On distingue cependant deux types de méthodes associées à deux catégories

de problèmes: les problèmes probabilistes et les oroblèmes déterministes.

Dans le premier cas, la description du système ohysique que l'on

étudie se fait elle-même en terme des processus aléatoires et les nombres aléa-

toires tirés serviront directement à provoquer la réalisation de ces processus.

Dans d'autres cas, le problème à résoudre n'a pas une nature stochas-

tique, il n'a aucun rapport avec des processus aléatoires, mais on sait cons-

tituer un modèle stochastique dont les grandeurs moyennes obéissent aux mêmes

équations que les variables du problème étudié. Nous présentons olus loin une

méthode de simulation des systèmes chimiques qui se classent dans les deux ca-

tégories suivant l'usage qu'on en fait.

Le mot de "simulation" associé aux méthodes de Monte-Carlo a été uti-
lisé quelquefois pour des applications non-stochastiques, purement numé r rque s ,

Il est parfois utilisé à propos de la "dynamique moléculaire". Bien que cette
méthode implique la mesure de grandeurs moyennes sur une population "d'indivi-
dus", elle est purement causale t f'e ne al.t intervenir aucun processus aléatoi-
re au sens strict. On distingue donc simulation stochastique, simulation numé-
rique et dynamique moléculaire. Le terme de simulation se rapport donc à des
méthodes de calcul qui permettent de résoudre d es problèmes dont on ne sait pas
formuler mathématiquement la solution, ce qUl.' fen ait des "exPériences sur or-
dinateur" .

Dans ce qui suit nous envisageons l'application des méthodes de Monte-
Carlo à la simulation d ýes systemes dissipatifs chimiques

*
Une suite de nombres pseudO-aZéatoires
de récurrence suivante: peut être obtenue par ta retation



- 41 -

B - Contributions antérieures

L'idée d'utiliser une méthode de Monte-Carlo pour simuler l'évolu-
tion d'un système chimique a déjà été exploitée par plusieurs auteurs.

En 1963, SCHAAD (62) présente la méthode simple suivante pour simu-
ler la réaction

On considère un tableau de N éléments dont NA ont la valeur 1, les autres
étant égaux à zéro. On tire un nombre entre 1 et N. Si l'élément correspondant
vaut 1, on le remplace par zéro. Tous les n tirages on compte les "1". La mé-

thode peut être généralisée à des systèmes plus complexes, non sans quelques
difficultés. La simplicité de la méthode est cependant payée par la nécessité
de recourir à d'importantes quantités de mémoires pour obtenir une précision
suffisante. Ceci limite considérablement son usage pour des systèmes complexes.

En 1967, LINDBLAD et DEGN (63) ont présenté une méthode différente
qui supprime cet inconvénient.

Etant donné le nombre de particules de chaque espèce et les constan-
tes de vitesses de chaque étape élémentaire, on calcule la probabilité de cha-
cune de ces étapes, et l'on tire un nombre aléatoire qui détermine quel proces-
sus doit se produire, transformation identique comprisex. On modifie alors les

nombres de particules suivant l'étape élémentaire correspondante. Cette techni-

que ne nécessite pas de grandes quantités de mémoires. Ses auteurs l'on ap?li-
quée à l'étude de divers schémas réactionnels, particulièrement des systèmes
oscillants. Les temps de calculs annoncés semblent très importants, mais ceci
semble dû, en partie, à l'ordinateur utilisé.

Les contributions précédentes n'ont pas abordé le problème de la dif-

fusion et par conséquent celui des conditions ou limites. D'autre part, le pre-
mier modèle ne permet pas de fixer des contraintes, et le second semble limi-
ter leur usage à des cas particuliers. C'est pourquoi nous avons réexaminé
la question et conçu un modèle différent au champ d'application élargi.

* Transformation qui laisse le système identique à lui-même.



X -+ y

X+Y-+z
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n
N ý r x.

" 1.
ý=l

à chaque fois que l'espèce X est tirée, nous diminuons le nombre de oarticules
de X de la quantité q et augmentons celle de y de la même quantité.

1/ Principe de ta métý

j+1t, Xi < T ý r Xi
i=l i=1

c - Présentation d'un modèle de simulation

Nous tirons donc une espèce quelconque avec une probabilité prooor-

Pour simuler des étapes bimoléculaires nous procédons de même, mais
en considérant deux tirages successifs A l'étape

L'
_X_1__..._X_2_....__X_3_ .....'- _ _ _

Xi
, LI _X_n.....lý ý

o N

En plus de ces tirages, nous définissons des règles de transforma-
tion sfmples qui dérivent du schéma réactionnel étudié. Ainsi, oour simuler la
réaction

tionnelle à sa "concentration".

Bien sirr on a :

é . l t à cho;s;r au hasard, avec équiprobabilité, unOn voit que ceci est quýva en ý ý

point sur l'axe suivant, formé de segments de longueur prooortionnelle au nom-

bre de particules de chaque espèce.

t les espèces Xi(1 ý i ý n). Nous ti-
Considérons un système contenan

o et N. Nous disons avoir tiré l'es-
rons un nombre aléatoire T compris entre

pèce j lorsque sont vérifiées les inégalités suivantes :
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nous associons les transformations

x ý X - q

Y==)Y-q
Z > Z + q

exécutées lorsque est tiré le couple (X,Y) ou (Y,X). La même méthode peut être
étendue aux étapes de molécularité supérieure.

Ces étapes peuvent faire intervenir des espèces "contraintes" qui ne
posent ici aucun problème particulier.

Reste à simuler la diffusion. Pour ce faire nous considérons un en-
semble de "boites". Soit Xii le nombre de particules de l'espèce Xi dans la
boite i. Les processus réactionnels sont les mêmes dans chaque boite. Lorsque
l'espèce X, est tirée dans la boite i, nous réalisons la transformation sui-

l.

vante :

Xu, > Xii - 2q

X'i :) Xi i+ 1
+ q

1. +1

Xii-1 ) X'i + q
1. -1

2q, particules de X" sont extraites de la boite i et réparties dans les boites
l.

adjacentes avec une probabilité proportionnelle à X,. On montre facilement que
1.

cette procédure stmule la diffusion isotrope dans un milieu unidimensionnel
suivant la loi de FICK lorsque la variable d'espace est discontinue comme
c'est le cas ici. L'équation cinétique correspondante est:

(X'n + X'n - 2X.n)
1.ý+1 1.ý-1 1.ý

La même procédure peut être étendue à des systèmes bidimensionnels, ou bien à

des systèmes de structures plus complexes dans lesquelles chaque boite est cou-
plée avec plusieurs voisins, soit par le processus décrit ci-dessus, soit par

des processus différents ; on peut imaginer par exemple de rendre la diffusion
anisotrope pour rendre compte de la présence d'un champ, ou bien encore simu-
ler une diffusion non-linéaire etc ...

*
La flèche " »" est synonyme de "devient".



x -+- """

- k X
dX-=
dt

X + Y -+ """

k Nq=-
UPx

Etapes monomoléculaires

La probabilité de tirage du couple (X, Y) ou (Y,X) est

P X PyYP(x,Y) = 2
X-
N N

Etapes bimoléculaires
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Chaque tirage, ou couple de tirages, entraine donc la réalisation

d'une transformation du système, transformation identique comprise. Cette der-
n

nière a lieu lorsque le tirage ne donne aucune des espèces Xi (T >iýl Xi)· Le

processus est répété un grand nombre de fois, et l'on décide que U tirages for-

ment une unité de temps.

Le lien quantitatif entre le processus de simulation défini au para-
graphe précédent et les équations cinétiques déterministes classiques peut être
fait de la manière suivante:

Soit X le nombre de particules, U le nombre de tirages par unité de
temps, k la constante de vitesse, N le "volume" du système et q la quantité
transformée. Px est un coefficient de pondération propre à l'espèce X, de tel-
le manière que la probabilité de tirer X à un moment donné est

La variation probable de X par unité de temps est donc

Elle doit être égale à la vitesse de réaction, soit :

d'où la valeur de q à utiliser, k étant donné



où Px est une constante de pondération.
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Diffusion

2
k N

2UPXPyq =

3/ ýfýen oeuvre eýrfoýances

U q P(X,Y)

d'où la variation probable

Le coefficient 2 provient du fait que le couple peut être obtenu de deux ma-

nières différentes. Il disparaît pour les étapes du type 2X ý """

Le calcul de q est le même que celui d'une réaction monomoléculaire
où k devient le coefficient de diffusion, lorsque l'unité d'espace est la boite.

Les trois types de conditions aux limites déjà citées peuvent être

utilisées (périodiques, fixes, à flux nuls). On dispose également d'un système
de renormalisation automatique des concentrations : le nombre total des parti-

cules peut atteindre le "volume" N du système (voir schéma) ou au contraire

tomber à des valeurs trop faibles, la plupart des tirages conduisant alors à

des transformations identiques. De plus, comme on l'a vu, chaque espèce peut

être séparément pondérée de telle sorte que l'axe des concentrations soit alors

formé de segments de longueur

La mise en oeuvre d'une méthode de Monte-Carlo se heurte, comme d'ail-

leurs tout calcul complexe, au problème du temps de calcul. Il est nécessaire,
quelles que soient les facilités d'accés à un ordinateur dont on dispose, d'op-

timiser les programmes quant à leur vitesse d'exécution. Cette nécessité nous
a conduit à utiliser le langage assembleur pour tout ou partie dans l'écriture

des diverses versions de nos programmes. Ceci étant, le programme dont nous
disposons actuellement permet d'étudier un schéma réactionnel quelconque, soit
dans un espace unidimensionnel dans lequel les interactions peuvent être de

portée quelconque, soit dans un espace de structure plus complexe.

dont on déduit
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nous reparlerons plus tard.

ý

.

l
I

i
!
t

\

que pour s'assurer que le résultat
équations déterministes. Ce type d'étude

d'une classe d'équations différen-
cependant être analysée en tant que processus

stochastique, ce qu'elle est, ne serait-ce
qu'elle donne est bien conforme aux

Telle qu'elle est présentée, la méthode de Monte-Carlo se range dans
la deuxième catégorie envisagée au paragraphe II-A. Elle est construite de
telle manière que le nombre de particules de chaque éespèce suive les lois cin -

tiques déterministes classiques. Rien n'oblige à considérer les transformations
mises en jeu comme images des réactions chimiques "

... microscopiques". C'est donc
au premier abord une méth9de d'intégration
tielles particulières. Elle peut

Les performances d'une telle méthode sont tout à fait intéressantes.

En effet, suivant la complexité du schéma réactionnel, il est possible d'ef-

fectuer de 1,5 105 à 4 105 tirages par minute. De plus, la capacité mémoire

utilisée est faible: 20 K octets pour un programme traitant jusqu'à 600 va-

riables (3 espèces, 200 boites), les entrées-sorties étant exécutées en "over-

lay". Au total cette méthode s'adapte très bien à des ordinateurs peti ts ou

moyens. Nous avons utilisé l'équipement de notre laboratoire. Les premiers cal-

culs ont été exécutés sur une machine DEC PDP 8, 8 Kmots de 12 bits, mini or-

dinateur destiné aux acquisitions de données. Nous utilisons actuellement un

PDP 11/45, 160 Ko. L'accés dont nous disposons permet d'exécuter en moyenne
8plus de 10 tirages par jour, ce qui permet de traiter des problèmes importants.

La durée d'un calcul est très variable. Pour simuler une seule réaction élémen-
taire monomoléculaire, quelques milliers de tirages suffisent au total. Des

problèmes complexes peuvent nécessiter d'effectuer typiquement 104 tirages par
unité de temps, pendant 100 unités de temps. Si l'étude est faite dans un es-

pace de cent boites, c'est un total de 108 tirages qui seront nécessaires, soit
plusieurs heures de calcul, ce qui pour nous est relativement peu.

4/ Leý deýýtiliýtiýý de la méthode---------

gramme de simulation proprement dit est

de fonctions de corrélation, transfor-
de traitements (calculs de moyennes,

l, t' tracé de courbes etc .". ). La visualisation des
mée de Fourier, visua ýsa ýon,

Utile et a permi la réalisation de films sur la
résultats est particulièrement

formation des structures spatiales, ou les phénomènes de nucléation, ce dont

système de sauvetage automatique de l'état
Le programme est muni d'un

d'arrêter et de relancer le calcul à tout moment, ca-
du calcul, ce qui permet

pour des calculs de longue durée. Enfin, le pro-
ractéristique indispensable

complété d'un ensemble de programmes
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f
f

a déjà été fait (64,65,66). Il ressort que le résultat attendu est obtenu à

condition que le nombre de particules soit grand (en fait, ici, que q« X) ,

et comme toute méthode de Monte-Carlo, celle-ci conduit à un résultat approché,
comportant une incertitude. Il est possible de la réduire autant que l'on veut,
mais au prix d'un temps de calcul accru. En fait, ces incertitudes ne sont gé-
néralement pas gênantes car elles sont de nature très différentes des impréci-
sions que l'on rencontre dans les méthodes d'intégration numériques. Augmen-
ter le pas de calcul dans une intégration numérique peut déformer dramatique-
ment le résultat au point de le rendre inacceptable. Ici, au contraire, les
"fluctuations", dans certaines limites, ne font qu'ajouter une composante aléa-
toire supplémentaire, les valeurs moyennes restant correctes. Nous avons pu

souvent vérifier qu'il est possible d'obtenir rapidement une intégration "ap-
prochée", c'est-à-dire comportant de grandes fluctuations tout en conservant
l'essentiel du résultat.

Cependant, la méthode de Monte-Carlo peut également servir à l'étude
des fluctuations elles-mêmes. Elle entre alors dans la deuxième catégorie dé-

jà citée. Il est en effet possible de faire une théorie stochastique de la

réaction chimique (66), dont la méthode de Monte-Carlo constitue alors une ex-

pression exacte, dans laquelle chaque étape élémentaire du schéma réactionnel
définit un processus Markovien dans l'espace des nombres de particules. Ainsi
pourra-t-on calculer les grandeurs moyennes, l'amplitude des fluctuations, la

fonction de distribution, etc ..

Dans le chapitre IV, la méthode servira à simuler les propriétés dé-

terministes d'un schéma réactionnel. Dans le chapitre V, elle sera utilisée

pour simuler des propriétés stochastiques. Il n'est pas superflu de faire re-

marquer que de ce fait elle permet l'étude du passage continu de l'un à l'autre.



CHA PIT R E IV

ETUDE D'UN SYSTEME DISSIPATIF CHIMIQUE MODELE



151

k1
A -+ X

k2
2X -+ 2Y

k3
Y + Z -+ 2Z

k,+
X + Z -+ B

1 - INTRODUCTION

Le schéma réactionnel est le suivant

f)
A ý X ý Y + Z -+ B

<c:>

Nous avons trouvé un tel modèle et ce chapitre est consacré à l'étu-
de de son comportement.

réactionnels conduisant à ces phénomènes.

Par une analyse détaillée des équations cinétiques générales nous
avons démontré qu'un système à deux variables indépendantes ne peut conduire
à aucune structure dissipative temporelle ou spatiale dans les conditions pré-
cisées. Rien de semblable n'est démontrable pour les systèmes à trois variables
et plus. Il nous faut donc, pour conclure la démonstration, trouver un schéma
réactionnel à trois variables qui produise des structures temporelles et spa-
tiàles ; nous aurons alors démontré que la présence de trois espèces intermé-
diaires est une condition nécessaire et suffisante à l'existence de schémas

A et B sont les contraintes, Z, y et Z les espèces intermédiaires. Le graphe
suivant indique la suite des transformations :

Soit globalement

d, t· t· l' iý dA aý l'étap.eOn remarque un processus ac ýva ýon vers arr ere u

autocatalytique 131, ainsi qu'un processus d'inhibition retardée vers l'arrière

dil à l'étape 141, Z qui consomme l'espèce X. La chaine de processus 151 peut
s'écrire alors (voir FRANCK et HIGGINS, réf. ý5).
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X = .!. .; A/k 110 Is 2 2

k4
Y =

2k .; A/k2s
3

y = a/2cs

X = a/2s

" 2
X = A - 2k2X - k4XZ

" 2
Y = 2k2X - k3YZ
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"x=y=z=o

Dans ce qui suit, nous analysons quelques comportements de ce sché-
ma réactionnel en milieu homogène (2) et en milieu 1nhomogène (3). Notre but
n'est pas d'en faire une étude exhaustive, s1 tant est qu'elle soit Possible,
mais de présenter les phénomènes essentiels qui peuvent être observés lors-
qu'on simule l'évolution du système par la méthode de Monte-Carlo.

2 - ANALYSE EN MILIEU HOMOGENE

Le système d'équations différentielles associé au schéma réactionnel
précédent s'écrit, en ne considérant pas les réactions inverses,

Il est facile de calculer l'état stationnaire déterminé par

On trouve

Nous utiliserons par la suite les changements de variables suivants :

L'état stationnaire s'écrit alors



1151

11s1

-1131

- bd/2c
- bd/2c

o

r < 06 < 0

o

2
ý = - b d/2cy

- bc

bc

[acc - 3) (c + 1) + 6c2(c + 3)J

ô > 0

T = - bCc + 3) ,

- 3b

2b
- b

T < 0

r = Tô - 6 =

2
d (c - 3) (c + 1) + 6c (c + 3) < 0

M =
[(::ý)J
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La matrice obtenue par la méthode des modes normaux

devient ici

Nous pouvons calculer la trace T de la matrice

les déterminantes principaux de ranq deux

le déterminant 6

d'oü le terme caractéristique ý

enfin le terme que nous appelons r

La condition nécessaire et suffisante de stabilité est (voir chapitre II)

La condition T < 0 est toujours vérifiée. Ceci est général en vertu
du théorème I. De plus, 6 est toujours négatif. Dans ces conditions, seul le

terme r détermine la stabilité. Lorsque r est positif il y a donc deux modes
normaux instables. La condition d'instabilité est donc
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X = 0

k2 = 0, 1.

d = 1/k2 variable

(k2 = 1/6)crd = 6cr

a = b = c = 1

" 2
X = 1 - 2k X

Xý = I 1/2k2

Observý sur la figure. Y croit alors de manière constante

"
Y = 1

Il est intéressant d'analyser l'effet d'un des paramètres, en parti-
culier k2 " Fixons A, kI, k3 et k4 à la valeur 1, soit

Un tel "régime stationnaire" est instable par rapport à toute augmentation de

Z ; on voit sur la figure qu'au moment du basculement, la vitesse de Zest

Le cycle limite correspondant est donné par la figure 3 en projection
dans les plans (X,Y) et (X,Z).

Au fur et à mesure que l'on diminue la valeur de k2 (qu'on augmente d), il ap-

paraît sur les courbes d'évolution des parties distinctes où les vitesses pren-

nent des ordres de grandeur différents. Le caractère d'oscillation de relaxa-

tion est alors très marqué (fig. 4). Chaque période comporte trois parties es-

sentielles. La plus nette est caractérisée par une concentration de Z quasiment

nulle. Le système d'équation différentielle se réduit alors à

La valeur critique de d est, d'après la relation 1191

des trois espèces X, Y et Z pour A = 1

La figure 1 situe le domaine d'instabilité dans l'espace des paramè-
tres c et d (partie hachurée). Il est donc facile d'obtenir un état stationnai-
re instable. Dans ce cas l'intégration des équations différentielles montre
qu'on obtient un cycle limite. La figure 2 donne l'évolution au cours du temps

Ce sous-système admet un état stationnaire en X



temps

Fig. IV-4 : Diff4renciation des 4cheýýe8 de temps osciýZation de reLaxation.
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alors :

On est alors ramené à la situation initiale.

o
"

X (x, y)

Or, X croissant, Z va nécessairement décroître puisque

donnée par

"
X = A

X = f (y)

Ce premier régime est alors brusquement détruit par "Z'expZosion" de Z. Pendant
cette chute, le système d'équations 171 lsi 191 se réduit au sous-système

En effet, considérons un système à deux variables X et Y tel que la

Z = Z(y - X).

Z :t s z

"
X = - XZ

La partie essentielle du système d'équations différentielles est

qui indique que X et Y décroissent de manière très rapide. Ce régime transitoi-
re conduit à un état où X et Y sont faibles.

"
y = - YZ

Que retenir d'une telle analyse? Le fait essentiel est que ce cycle
limite repose sur l'existence de deux régimes quasi-stationnaires évoluant sur
une échelle de temps lente, entre lesquels a lieu une transition rapide. Ceci
est-il le fait de tout cycle limite? Une analyse comparable a été faite sur le

cycle limite du modèle de Bruxelles par M. HERSCHOWITZ (3S). On peut d'ailleurs
obtenir dans ce cas un résultat plus quantitatif, car le système est plus sim-
ple (2 variables). On est donc tenté d'attribuer à ce fait une certaine géné-
ralité, surtout lorsqu'on se souvient qu'il est possible de construire une cy-

cle limite à partir d'un système possédant deux états stationnaires stables.

fonction

ait l'allure indiquée par la figure 5 (courbe continue).

définie par



Fig. IV-5 Cyale Limite rýsultant de l'existenae
de deux Atats pseudo-stationnaires.

"
Y<O

"
Y>O

Y
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3 - ANALYSE EN MILIEU INHOMOGENE

A
o

ch B (r-L/2)
ch 8 L/2

= A(L) =

A
o

2

-kA+D ý
l A ar2

A(o)

aA-=
at

A(r) =

A - Analyse de la stabilité

Les conditions cinétiques sont telles que Y étant fixé, X atteint
rapidement la valeur stationnaire définie par la relation 1201 ; cependant Y

évolue lentement, en augmentant sur la branche du bas et en diminuant sur la
branche du haut. On conçoit facilement que le système oscille entre les deux
branches en exécutant un saut rapide en YI et Y2"

L'oscillation a ici pour origine l'existence sous-jacente de deux
états pseudo-stationnaires. De tels phénomènes ont été analysés en détail par
FRANCK (4,5) et plusieurs exemples sont connus (48,49). Cependant, il n'est
pas toujours possible de décomposer ainsi un cycle limite, en particulier ce-
lui du modèle qui nous intéresse. On peut seulement postuler, sans que nous en
connaissions une démonstration générale, qu'un cycle limite repose sur l'exis-
tence de deux "régimes pseudo ou quasi-stationnaires" entre lesquels bascule
périodiquement le système. La différenciation des échelles de temps entre le
déplacement sur chacune des branches et la transition d'une branche à l'autre,
peut être très faible ce qui peut masquer l'aspect d'oscillation de relaxation.

Comme nous l'avons déjà précisé au chapitre-précédent, nous pouvons
envisager deux manières de fixer les contraintes, ici l'espèce A. Ou bien sa

concentration est homogène, ou bien sa valeur n'est fixée qu'aux bornes du

système, et elle diffuse en son sein. Nous ne considèrerons qu'un espace uni-

dtmensionnel. Lorsque l'espèce A diffuse, une équation différentielle supplé-
mentaire apparaît.

Il est facile de calculer le profil stationnaire de A, lorsque sa concentra-
tion est fixée à la valeur A I aux bornes d'un système de longueur L

o

on trouve



Le système d'équations différentielles 171191 devient

z = cid
s

l" = atZ

a
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z =

Y = 1/2c
s

dz-=
dT

yy=-
a

x = 1/2
s

a

xx=-

En revanche, nous considèrerons de manière plus approfondie le cas
où la valeur de A est constante et homogène dans tout l'espace, mais où les
espèces X, Y et Z peuvent diffuser. Le système d'équation différentielle 171
191 comportera donc des termes de diffusion, si bien que la méthode des modes

Nous n'analyserons pas davantage les structures obtenues à contrain-
tes inhomogènes, bien qu'il s'agisse d'un sujet auquel plusieurs auteurs se
soient intéressés (16,53,60).

ý = 2k2X2 - k yz
dl" 3

dx 2

dT
= k2 - 2k2 x - ký xz

Il ne dépend plus de A. Par conséquent nous pouvons fixer les paramètres k2,

k3 et k4 pour que soit vérifiée la condition d'instabilité 1191 qui ne dépend

pas de A. En chaque point de l'espace on observe donc un cycle limite dont la

position, l'amplitude et la fréquence sont proportionnels à ý ce qui résulte

du changement de variables 121 I. On peut donc s'attendre à une "onde de phase",

onde très particulière où la diffusion des espèces intermédiaires n'intervient
pas (53,67). Il s'agit plus tôt d'une illusion d'onde qui n'implique aucun dé-

placement de matière, sinon celle résultant de la diffusion de l'espèce A.

l'effet de l'inhomogénéité de A dans cette limite,
On peut analyser

réalýste. Pour ce faire, nous faisons le changement de varia-
au demeurant peu ...

bles suivant

y et Z ne se déduisent facilement que
Les concentrations stationnaires de X,

lorsque ces espèces ne diffusent pas.

avec



- 61 -

normaux conduira à la matrice (voir chapitre II) "

2- 3b - D lÀ 0 - bd/2cX

2b 2

1231M
- bc - D lÀ - bd/2c= y

b 2- bc - D lÀz

où À est la longueur d'onde de la perturbation spatiale considérée, DX' Dy et

DZ les coefficients de diffusion, les autres termes restant ceux de la matrice
1121·

Comme précédemment nous pouvons calculer, 'la trace T de la matrice

la samme des ,mineurs principaux de rang deux

6 = b2
[

Icd - d + 6c21 12c + hlcCDx + DZ) + 3(Dy + DZ) I

+ h21Dx Dy + Dy DZ + DX Dzl]

le déterminant

enfin le terme r

r = - b3
[

Id(c - 3) Cc + 1) + 6c2 Cc + 3)
I

12c

+ hlDx(c2 + 6c - d/2c) + Dy(6c + Y + d/2) + DZCC2 + 6c + Y + d/2 - d/2c) I

+ h212(c + 3} (DX Dy + Dy DZ + DX DZ) + (c DX2 + 3Dy2 + (c + 3) Dz21

+ h31 (DX + Dy + Dz) (DX Dy + Dy DZ + DZ DX> - DX Dy Dzi
I

2avec h = l/bÀ .



- 62 -

ront amplifiées.

En effet, un point de stabilité marginale sera défini par

2L
À

r = 0

6 = 0

n =

De l'équation 1291 nous tirons

Les signes de ces termes, particulièrement ceux de 6 et r, déterminent la sta-

bilité et l'on recherche le domaine de longueur d'onde, généralement fini, pOUr

lequel l'état stationnaire homogène est instable. Dans ce cas, les fluctuations

de concentrations dont la longueur d'onde spatiale se situe dans ce domaine, se-

L'analyse de la stabilité "inhomogène" peut être faite commodément
lorsqu'on sait trouver un "paramèbre de bifuraation" unique (52-56). Les condi-
tions de stabilité sont exprimées au moyen de ce paramètre, dont on cherchera
la valeur critique pour laquelle apparait une bifurcation, point où la branche
thermodynamique 111 devient instable. Dans l'étude de notre modèle, le paramè-
tre d joue ce rôle.

Il est, dans certains cas, commode de considérer, au lieu de la lon-

gueur d'onde, le nombre d'ondes n, défini par

où L est la longueur du système. Dans la mesure où dans les systèmes finis,
toute structure spatiale stationnaire est formée d'un nombre entier de demi-
périodes, ce nombre permet de décrire la structure de manière univoque, quelle
que soit la longueur du système. On parlera alors du "mode d'une stl'uatuPe" et
du ou des modes instables ou "éxcités" à l'état stationnaire homogène.

ou

puisque le signe de ces termes change lorsqu'apparatt une instabilité. Nous
pouvons tirer des relations 1291 et 1301 les valeurs de d en fonction de tous
les autres paramètres, en particulier, la longueur d'onde. Elles forment lafrontière du domaine d'instabilité.
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+ 1)

c > 3et

(fig. 6e)

(fig. 6d)

(fig. 6b et 6c)

> c

c < 3

c < 3

c > 3

4c= --- __ -
Dy - c DX

h
o

et

et

et

e > C

e > c

e < c

dr = 2c 3..;.c..;.{ c.:.....+_...;3ý}:__;+:......:.h:....:U:.....:.+__;:h:...2....:..V...:..+....;h:.!-3 _;wý __

hi {DX + DZ> - C(Dy + DZ} I
+ (3 - c) (c

w =

En revanche, un tel domaine d'instabilité existera pour

et de la relation 1301

avec

Pour chaque valeur de c, Dx' Dy et DZ nous pouvons tracer dý et dr
en fonction de h. Nous déterminons ainsi les domaines d'instabilité.

En analysant la fonction dý qui décrit la frontière où ý s'annule,
on montre que la condition

est nécessaire et suffisante à l'existence d'un domaine d'instabilité (fig. 6a,

zone hachurée), au delà de h défini par
o -

si l'on exclut le cas particulier où DZ est nul.

De même, en analysant la fonction dr' qui décrit la frontière où r

s'annule, on détermine qu'aucun domaine d'instabilité n'existe si
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Fig. IV-6 : Domaines d'Instabilitl en mili.u inhomogýnB
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cr3

La figure 7 décrit qualitativement une situation typique globale (fig. 6a et
Ge). Dans le plan (d,h), il existe quatre domaines:

Cette discussion générale et qualitative ne suffit pas, puisque l'ana-

lyse de la stabilité ainsi faite ne renseigne pas sur l'évolution ultérieure

du système vers des états ou régimes stationnaires, structurés dans l'espace,

fixes ou oscillants dans le temps. Nous n'avons pas appliqué la théorie des bi-

furcations à ce schéma réactionnel, comme celà a été fait pour celui de Bruxelles

(53,56). Elle pourrait s'avérer cependant intéressante, car les situations que

l'on peut rencontrer avec trois espèces intermédiaires sont peut-être plus va-

riées qu'avec deux.

l'état stationnaire est stable

il existe un mode normal réel instable

il existe deux modes normaux instables.

13 - cl (c + 1)

r < 0

r > 0

6 < 0

6 > 0

6 < 0

h =
o

(IV)

(I)

(II) et (III)
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h porté sur les figures 6d et 6c vaut
o

La position relative des minima (h , d ) et (h et d ) dépendcrI crI cr2 cr2 -

des paramètres c, Ox' 0y et OZ' Ils peuvent même ne pas exister. Sur la figure
considérée, lorsque d est inférieur à d , l'état stationnaire est stable.

crI
Lorsque d croît, il apparaît une "bifurcation" au point critique (h , d- crI crI)
la branche thermodynamique devient instable. Un mode normal instable apparaît,
et dans ce cas une structure spatiale fixe est attendue. Lorsque d est proche
de d et supérieur à lui, un seul "mode" est excité, mais lorsque d croît,

cl
plusieurs peuvent l'être (53). Lorsque d atteint d , il existe deux domaines

c2
disjoints de longueurs d'onde instables, l'un associé à l'instabilité d'un seul

mode normal, l'autre associé à l'instabilité de deux modes normaux instables.

Ce dernier domaine correspond généralement à des structures oscillantes. Lors-

que d croît encore, ces deux domaines se rejoignent et leur frontière commune

est formée par la courbe (6 = 0), à la traversée de laquelle on passe de un à

deux modes normaux instables. Enfin, il existera des valeurs de d pour lesquel-

les l'état stationnaire est instable par rapport à des perturbations homogènes
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d = la)k2 = 0.1 (c = 1k1 = k3 = k4

Dans ce qui suit, nous analysons quelques comportements typiques de
notre système modèle par la méthode de Monte-Carlo.

Le système est initialement homogène et son point reýrésentatif dans
l'espace des réponses est sur le cycle limite. Au cours de l'évolution, simulée
par la méthode de Monte-Carlo, nous observons que les moyennes spatiales des

concentrations prises sur l'ensemble du système décrivent un cycle limite
(fig. Sa, 9a, lOa) identique à celui obtenu en milieu homogène (fig. 2). Cepen-

dant le système ne reste pas homogène. Cette inhomogénéité peut être caracté-
risée par son amplitude, mesurée par l'écart-type et par sa "forme", analysée
en calculant la transformée de Fourier de la fonction de corrélation spatiale
définie par

B - Cycle limite et diffusion

Soit un système qui, en milieu homogène, oscille en parcourant un cy-
cle limite. Considérons un espace unidimensionnel, laissons diffuser les espè-
ces intermédiaires et fixons des conditions aux limites du type "flux nul".
Une telle situation est obtenue en prenant, par exemple,

«X(r + t) - x)(x(r) - x»
c (t) = __:.-----__;-:-----

«x(r) - X)2>

où les moyennes sont prises sur l'espace, X étant la concentration moyenne. Nous

Nous déterminons ainsi les composantes périodiques spatiales qui participent
à la structure.

L'écart-type présente deux pics par période (fig. Sb, 9b, lab). Ils

apparaissent au cours des phases d'évolution rapide, ce qui n'est pas pour

surprendre. La figure 11 donne la concentration de l'espèce Y dans l'espace

à divers moments d'une période. Enfin, la figure 12 donne la densité spectrale

pour la même espèce à deux moments du cycle (fig. lla et lle).

Les conditions de stabilités sont telles qu'à l'état stationnaire,

presque tous les modes accessibles sont excités. Cependant, au delà de ce cas

particulier, il est clair que lorsque l'état homogène est instable par rapport
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Fig. IV-II : cycýe Limite en milieu inhomogýne (profiý de r dane ý'eBpaoe).

t=15ýt=152t:150



(c = 3)

= D = 0
Z

d = 315

= 32

À = 10

A = 1

c - Structures oscillantes

Ces remarques ont des implications directes dans l'étude expérimenta-

le de systèmes non agités. On retiendra surtout l'apparition d'un ordre à cour-

te portée, superposé à l'évolution d'ensemble du système.
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Dans le paragraphe précédent nous avons vu l'exemple d'un système qui

est instable par rapport à des fluctuations homogènes. Le même type d'instabi-

lité peut être obtenu pour des fluctuations inhomogènes seulement. Ainsi, pour

les valeurs suivantes des paramètres

Pour d supérieur à 315 il existe un domaine de longueurs d'onde instables.

à des perturbations homogènes (A = 00), il est nécessairement instable par rap-
port aux perturbations inhomogènes dont les longueurs d'onde sont supérieures
à une valeur critique Àc. En d'autres termes, il existe toujours des modes non

nuls excités. Ceci explique que dans un système non agité où se produit une

oscillation des concentrations, l'homogénéité initiale ne tarde pas à dispa-
raître. Le calcul ici présenté illustre ce fait qui peut sembler assez naturel.
Cependant, il ne s'agit pas seulement de déphasages se produisant entre les

diverses parties du système, bien que de tels déphasages existent, mais de do-

maines où une forte cohérence spatiale apparaît, qui se présentent souvent
comme de véritables structures transitoires de quelques périodes spatiales se

superposent à l'oscillation d'ensemble. Cette structuration locale n'apparaît
qu'à certains moments du cycle, mais se retrouve d'une période à l'autre. Les

calculs que nous avons faits ne permettent pas de juger de leur stabilité à

long terme. On verra plutôt le déphasage comme une structuration à longue por-

tée, par opposition aux domaines envisagés ci-dessus de tailles faibles par

rapport à l'ensemble du système.

nous pouvons tracer les valeurs de dr en fonction de la longueur d'onde À

(fig. 13). La courbe formée, au dessus de laquelle r est positif, présente un

minimum à



r::.o

Fig. IVp13 : Domaine d'Instabilité en fonction de la
Longuela' d'onde (2 modes no:rmcru: insta-
bles) "

500



ýsp,cý

Fig. IV-14 : "Corde Viwante".

tspact

Fig. IV-IS: Structure OscilLante
Espýce X - (. noeud de vibration).



- 74 -

saux.

Cependant, ces mouvements ne sont pas aléatoires et l'on peut en déga-

ger quelques caractéristiques qui se retrouvent dans des situations variées.

j

plusl.·eurs calculs dans des conditions similaires, dif-
Nous avons fait

seulement par les valeurs des coefficients de diffusion, lorsque les con-

La figure 15 présente un état instantané du profil de concentration
de l'espèce X. Il comporte deux noeuds. Entre ces neuds et les limites du sys-
tème, l'oscillation se fait à peu près sans propagation. Entre les deux noeuds,

L'espace compris entre deux noeuds, assez proches, peut osciller en
phase. Il n'y a pas alors de propagation entre les deux noeuds. Enfin, lorsque
le niveau de fluctuations est faible, ce mode d'oscillation peut s'étendre à

l'ensemble du système qui se présente alors comme une véritable corde vibrante,
peu stable semble-t-il. La figure 14 présente la concentration de l'espèce X

dans deux états en opposition de phase. On remarque 6 noeuds de vibration. Les
paramètres utilisés sont ceux indiqués ci-dessus, sauf D qui vaut 2.

X

Certains points du système se fixent à la concentration stationnaire

et forment ainsi des noeuds de vibration: ils n'oscillent pas ou peu. Certains

de ces noeuds, ceux qui oscillent légèrement semble-t-il, émettent des ondes
de concentration qui se déplacent rapidement en s'amortissant à l'approche d'un

autre noeuf ou d'une frontière du système. Dans certains cas, ces ondes peuvent
atteindre une amplitude, une "force" suffisante pour entrainer le noeud qui les

arrêtait jusque-là, celui-ci se mettant à osciller violemment, donc à disparaî-
tre en tant que noeud. Un noeud peut apparaître, disparaître ou se déplacer.

Le comportement du système est en général complexe. Il se forme ce

qu'on peut appeler une "structure oscillante" : les concentrations des espèces

intermédiaires oscillent dans le temps et dans l'espace. Dans la plupart des

statl.·onnal.·re ne semble devoir être atteinte. On peut ré-
cas, aucune structure
sumer le comportement du système en disant que le profil des concentrations

ressemble à une corde fixée à ses extrémités et agitée de mouvements transver-

. t fixées aux bornes du système à la
centrations des espèces intermédial.res son

valeur de l'état stationnaire homogène.

ý étant négatif dans tout le plan, il existe dans ce domaine deux modes normaux
,- d d 7 à 15 unités d'espace.

instables. Pour d égal à 360, celui-ci s eten e

férant
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une onde se déplace de droite à gauche. Les figures ne donnent qu'une idée
approximative des phénomènes qui ne peuvent être correctement rapportés que
par un film, tel que celui que nous avons réalisé.

Le fait que dans un tel système des centres d'émission puissent appa-
raître spontanément nous semble particulièrement intéressant. Ce comoortement
ressemble fortement aux observations faites en étudiant la réaction de Belousov-
Zhabotinskii (voir chapitre VI), particulièrement en couche mince. Ceoendant,
pour faire une comparaison valable, il serait utile de simuler des systèmes
plus grands pour diminuer l'effet des bords, et peut-être à deux dimensions.

Le comportement global du système illustre assez bien l'idée de "tur-

bulence" chimique émise récemment (53) : aucune cohérence ne s'établit à long
terme et à longue portée, sauf dans des cas particuliers. Il existe ceoendant
une cohérence à courte portée, qui se maintient dans une forme déterminée pen-

dant un temps fini, dans un domaine limité. Cet aspect apparaissait déjà dans

l'exemple du paragraphe C.

Enfin, particulièrement 1ntéressante est l'apparition de frontières
nouvelles à l'intérieur du système. L'espace entre deux neuds semble former
quelquefois une "cellule", un objet, au comportement propre et dont l'intérieur
est relativement isolé du milieu qU1 l'entoure.

Ce type de localisation est très différent de celui obtenu à contrain-
te inhomogène, où les conditions de stabilité varient en fonction de la posi-
tion (16). Ici, aucune inhomogénéité initiale, ni des contraintes, ni des es-

pèces intermédiaires n'est introduite.

o - Structures fixes

Nous avons obtenu des structures spatiales fixes lorsque le terme 6

est positif dans un domaine fini de longueur d'onde, r étant négatif.

Soit le jeu de paramètres suivant

A = 2 k2 = lid k3 = 1 k4 = 1/1,4 (c = 1,4)

D = 0 Dy = 103 Dz = 20
X



dý

15

10

5

°0ý---------5ý---------ýýO----------ýý
À
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4,3 < À < 12,3

(d = 10)

d = 4,35À = 10

Xs = 2,23 YS = 1,60 Zs = 0,63

ce qui, pour un système de longueur 50, correspond aux modes 8 à 23.

"
On dbnne le profil de x et zý aelui de Y étant similaire à aeZui de x.

Nous avons fait plusieurs calculs avec

Plusieurs calculs ont été faits pour un système de longueur 50. Deux

types de structures ont été obtenus. Soit asymétrique du mode 1 (À = 100)

(fig. 17)·, dont il existe deux formes de "polarité" opposées soit une symé-

trique de mode 2 (À = 50) (fig. 18).

Comme précédemment nous pouvons tracer la frontière du domaine d'ins-
tabilité dans l'espace (d,À) en utilisant la relation 1311 (fig. 16). La courbe
présente un minimum pour

L'état stationnaire homogène a alors pour coordonnée

Sont instables les longueurs d'onde situées dans le domaine

Nous considérons un système initialement homogène à l'état stationnai-

re, avec des conditions aux limites à "flux nul". Nous laissons se former la

structure sous l'effet des fluctuations.

La multiplicité des "histoires" est obtenue simplement en prenant des

séries de nombres pseudo-aléatoires différents. Il serait en principe possible

de déterminer la probabilité d'obtenir l'une ou l'autre forme de structure. Il

faudrait pour celà faire un grand nombre de calculs pour que le résultat soit

significatif. La structure de mode 1 semble à cet égard plus probable "
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Dans un système de longueur 100, nous avons obtenu une structure de

mode 2 (À = 100) après passage transitoire par une structure de mode 3 (fig. 19).
Dans un système de longueur 200, il se forme une structure de mode 5 (À = 80)

(fig. 20). Dans ces deux derniers cas, il n'est pas possible d'affirmer que ces
seules structures soient stables, trop peu de calculs ayant été faits.

Lorsque le mode est impair, la structure n'est pas symétrique. Il y

a brisement de symétrie au cours de l'évolution alors que les contraintes sont
homogènes et isotropes. Ce résultat n'est pas en contradiction avec le principe
de CUrie. En effet, les fluctuations des concentrations introduisent une dissy-
métrie qui empêche d'appliquer ce principe à une structure donnée. Cependant,

si l'on considère la moyenne d'un grand nombre d"histoires", on peut y appli-

quer le principe de Curie i les fluctuations disparaissent, l'assymétrie aussi.
Ceci indique que les deux formes de structure "gauche" ou "droite", en quelque
sorte, sont également probables.

Une remarque générale s'impose: les structures obtenues correspondent
à des modes non excités à l'état stationnaire. En d'autres termes, une pertur-

bation infinitésimale de même mode que la structure finale est régressive. Le

résultat en lui-même n'est pas surprenant si l'on considère que la structure fi-

nale n'est en aucune manière une perturbation infinitésimale de l'état station-

naire homogène; c'est un état très différent, en partie parce que l'état sta-

tionnaire est très instable. La surprise vient plutôt du fait que dans presque

tous les cas la structure sort directement du bruit auquel est soumis l'état

stationnaire, sans hésitation apparente, comme si le mode correspondant était

instable. Nous pouvons montrer qu'il n'y a là aucune- contradiction avec l'ana-

lyse de la stabilité linéaire.

Pour ce faire, nous analysons la cohérence spatiale des fluctuations

au voisinage de l'état stationnaire. La transformée de Fourier de la fonction

de corrélation spatiale permet de découvrir que pendant toute la phase initiale

où le système est macroscopiquement homogène, les contributions spectrales dans

le domaine excité .sorrt; importantes (fig. 21a et b). Elles disparaissent progres-

sivement au profit de contributions de longueur d'onde plus grandes (fig. 21

b à d), pendant que sý forme la structure spatiale qui émerge macroscopique-

ment du bruit (fig. 21 d). Dans le cas présent la structure de mode 3 (À = 66)

se transforme ultérieurement en structure de mode 2 (fig. 20). Le mécanisme de

formation de cette structure est donc bien normal. Des structures de longueur

d'onde de plus en plus grandes se succèdent jusqu'à ce qu'un état stable soit

trouvé.



- 82 -

4 - CONCLUSION

que l'on rencontre dans l'étude d'un schéma réaction-
Les difficultés

nel tiennent à la grande variété des phénomènes qui peuvent se produire. Les

c1'-dessus en sont la preuve. Bien d'autres situations peuventexemples étudiés
par exemples celles où deux types d'instabilité existent si-être envisagées,

d doma1'nes de longueur d'onde (un ou deux modes normauxmultanément, dans eux

instables). Cependant, pour un jeu de paramètres donné, la variété des compor-

tements est déjà grande ; soit que plusieurs états stationnaires inhomogènes

stables existent (III-D), soit que plusieurs régimes de fonctionnement se suc-

cèdent dans le temps ou l'espace (III-B). Au total, prédire l'existence de ces

structures et analyser leur stabilité est un problème difficile.

Lorsqu'on utilise une méthode numérique, il est exclu de considérer

un système initialement homogène car il resterait ainsi. On est donc contraint

à envisager une inhomogénéité initiale. On trouve alors que dans une certaine

mesure, la structure finale obtenue dépend de l'état initial du système. Il

en est de même lorsqu'on veut tester sa stabilité en la perturbant de manière
définie : la réponse est propre à la perturbation envisagée.

La méthode de Monte-Carlo est plus satisfaisante puisqu'elle inclut
une représentation des fluctuations, ce qui manque aux méthodes numériques.
Nous verrons au chapitre suivant que ces fluctuations peuvent être réalistes et

rendre compte ainsi des propriétés stochastiques propres du système chimique.
Il est donc possible, dans un système initialement homogène, de voir se former
spontanément une structure dont la stabilité est assurée par rapport au grand
nombre de perturbations qu'elle a subi au cours de sa formation. Il reste que
dans certains cas, plusieurs structures stables peuvent être obtenues, ce qui
laisse un certain hasard apparent dans le choix de l'état final. Le système a

donc des états stationnaires multiples comme peuvent en avoir certains systèmes
homogènes (chapitre V). Pour reprendre le langage de THOM (68), nous dirons
qu'il existe plusieurs "bassins attroacteuros". Lorsque ces bassins sont peu pro-
fonds par rapport à l'amplitude moyenne des fluctuations, on pourra avoir pas-
sage de l'un à l'autre. C'est le cas, semble-t-il, en régime "tiurbul.ent:";

On imagine l'importance du rôle des fluctuations dans de telles conti-
tions. C'est pourquoi leur analyse const1'tue' , d éun sUJet important dans l étu e r -

cente des systèmes dissipatifs. Le chapitre suivant est consacré à notre contri-
bution dans ce domaine.



CHA PIT REV

LES FLUCTUATIONS DANS LES SYSTEMES

DISSIPATIFS CHIMIQUES



1 - INTRODUCTION

L'étude de structures dissipatives par la méthode de Monte-Carlo tel-
le qu'elle apparaît dans le chapitre précédent, laisse entrevoir l'importance
du rôle des fluctuations dans l'évolution d'un système dissipatif.

Si l'on ne l'évoque généralement pas dans l'étude classique du sys-
tème chimique, c'est que, dans les conditions le plus souvent adoptées à savoir
à proximité de l'équilibre thermodynamique, elles sont régressives. L'étude ci-

nétique du système chimique fait alors appel à des équations déterministes, com-

me celles envisagées au chapitre II, dans lesquelles les variables qui décrivent
l'état du système sont des grandeurs macroscopiques moyennes. L'étude des fluc-
tuations échappe donc complètement à une telle description. Un traitement sto-
chastique est nécessaire.

L'étude des fluctuations a déjà été faite assez complètement au voi-
sinage de l'équilibre thermodynamique. On sait que la relation d'Einstein, sous
la forme suivante (1,69,73)

relie la probabilité d'une déviation ôX à l'entropie d'excès évaluée à l'équi-
libre ; k est la constante de Boltzmann.

Il existe plusieurs manières d'introduire ou de décrire les fluctua-
tions dans le but de déduire une équation cinétique stochastique dans laquelle
interviennent, cette fois, des variables aléatoires.

Partant de l'équation cinétique déterministe

dX--- = f(X)dt

on forme une équation stochastique

dX
dt

= f(X) + K(t)

où X est une variable aléatoire et K une fonction aléatoire de moyenne nulle
et de propriétés particulières (70,71). Ceci constitue la méthode de LANGEVIN (72).
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Ainsi considérons le schéma simple suivant

j

2
()

[A (x) P (X) ] +
ý ý [B (X) P (X) Jax ax

=ap (X)
at

2 - EQUATIONS CINETIQUES STOCHASTIQUES

Il est possible de développer une théorie stochastique de la réaction
chimique (66), dans laquelle chaque étape du schéma réactionnel définit un pro-
cessus markovien dans l'espace des nombres de particules. On en déduit alors
l'équation maîtresse qui décrit l'évolution de la fonction de distribution.

Dans le paragraphe suivant, nous rappelons les traits principaux de
la théorie stochastique de la réaction chimique et les principaux résultats
qu'elle permet d'obtenir.

où A et B sont des contraintes, X une espèce intermédiaire.

Les fluctuations doivent être analysées dans un cadre théorique beau-
coup plus large comme la théorie des processus stochastiques, ou même la méca-
nique statistique.

décrit l'évolution de la fonction de distribution à l'approche de l'équilibre

statistique. Cette équation ne s'applique pas non plus aux systèmes non linéai-

res, puisqu'il n'est pas possible de trouver des fonctions A(X) et B(X) uniques

telles que la moyenne obéisse à l'équation déterministe. On remarquera, de plus,

que les méthodes qui introduisent les fluctuations a priori, ne permettront pas

d'obtenir une information nouvelle (73).

La théorie des processus markovien permet d'établir l'équation de

FOKKER-PLANCK qui, sous la forme suivante

Malheureusement, un tel procédé ne s'applique pas lorsque la fonction

f(X) est non linéaire, à cause de l'inexistence de solutions, telles que la

abl aleýato;re X ainsi déduite obéisse à l'équation détermi-
moyenne de la vari e ý

niste initiale (70).
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rl existe un état stationnaire stable

On suppose que les fluctuations des contraintes A et B ont une échelle de temps
lente par rapport à celle de X (45). Soit P(X) la fonction de distribution, X

étant le nombre de paxt.Lcu Les de l'espèce X.

A la première étape correspond le processus

X - 1 => X

dont la probabilité pendant l'intervalle de temps 6t est

De même, à la deuxième étape correspond le processus

X + 1 ý X

de probabilité

k2 (X + 1) 6t

Nous pouvons exprtmer la fonction de distribution au temps t en fonction de

sa valeur au temps t - 6t et des probabilités de chaque processus.

P(X,t) = P(x - l,t - 6t) k1 A 6t + p(X + l,t - 6t) k2 (X + 1) 6t

+ p(x,t - 6t) (1 - k1 A 6t - k2 X 6t)

Le troisième terme correspond à la possibilité pour qu'aucune transformation

ne se produise pendant le temps 6t. rl vient

P(X,t) - p(X,t - 6t) = p(x _ l,t _ 6t) k1 A + p(x + l,t - 6t) k2 (X + 1)
6t

- p(X,t - 6t) (k1 A + k2 X)

*
La fZèche est synonyme de devient.
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= r
X

(a
af

ýas (s as)
S=1

ap
(X,t)at

}tf = (S - 1) (kl A f - k !!.)
2 as

f(1) = 1

f(S)

(ll) - r X p (X) = < X >
as S=1

-
X

f(S,t) = r' SX p(X,t)
X

qui tend vers

Ceci constitue l'équation ma!tresse. On voit que c'est une équation
aux différences fines ce qui complique sa résolution. Pour la résoudre on uti-
lise fréquemment la fonction génératrice des moments (45)

quand ât tend vers zéro.

qui a les propriétés suivantes

En multipliant l'équation mattresse par SX et en sommant sur X on obtient
l'équation suivante

A l'état stationnaire on obtient

dont la solution est

d'où les moments

< X > = Xs

< X2 > = Xs + X 2
S

< ôX 2
> = X

Savec
ôX = X - < X >
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On observe que le second moment centré est égal à la moyenne, ce oui
caractérise une distribution de Poisson. Ce résultat, déjà obtenu à l'équilibre,
est valable au voisinage d'un état stationnaire lorsque tous les processus sont
comme ici linéaires (étapes monomoléculaires (49). Ce résultat n'est plus vala-
ble lorsque des étapes bimoléculaires sont présentes, et l'on trouve (74,73)
que l'amplitude des fluctuations prend la forme

2
< ôX > = ý < X >

où ý dépend du schéma réactionnel étudié.

Nous avons calculé ce terme ý pour un schéma réactionnel quelconque
faisant intervenir une seule espèce intermédiaire dans des étapes mono et bi-

moléculaires.

En effet, dans un tel système, seuls les quatre types de processus
suivants peuvent intervenir

type 0 A -+ X V = k A
0

type 1 X -+ B VI = k < X >

type l' A + X -+ 2X V' = k A < X >
l

type 2 2X -+ B V2 = 2k < X > *

Les termes V nous servirons plus loin. Nous voyons qu'ils représen-

tent les vitesses déterministes de transformation de l'espèce X.

L'équation maîtresse aura donc la forme générale

où les sommes portent sur des termes de même type qui s'expriment comme suit

* Les proaessus A -+ 2x (type 0') et 2X ý B + X (2') se traitent de manière

analogue aux processus 0 et 2.



2
< t5X > = < x >

222
< X > = < ýX > - < X >

â l'état stationnaire statis-

L sx 2 a p
= 2._ <

2
>

X at dt oX

1: X 2.£. (X, t) = ...!!... < X >

X at dt

222
< X T > = - 2k < X > + 2k « X > - < ýX »

< XT > =kA=V
0 0

< X Tl > = - k < X > =-V
1

< X T' > = k A < X > = V'
I 1

2 + 2k X >< X T2 > = 2k < X > <

T = k A I
p (X - 1) - p (X) I

0

Tl = k I (X + 1) P (X + 1) - X p (X) I

T' = k A I (X - 1) p(X - 1) - X P (X) I

I

T2 = k I (X + 2) (X + 1) p (X + 2) - X (X - 1) P (X) I

De la même manière nous pouvons calculer l'amplitude des fluctuations
â l'état stationnaire en utilisant la relation suivante

Dans ce cas on a

On retrouve ici le résultat connu (65) selon lequel la vitesse "stochastique"
diffère de la vitesse ndéteýiniste" sauf lorsque la distribution est poisson-
nienne :

ou, puisqu'on a
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Chacun des termes T conduit aux résultats suivants

La moyenne de la variable aléatoire X

tique peut être obtenue en calculant
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3
2< ôX >

2
< X >

r Vo + r Vl + r Vi + 2r V2

2(r VI - r Vi + 2r V2)
=

2
< ôX >

T2 > = - 4V 2 -<---X->- + 2V
2

2
2

< ôX Tl > = V -2V < ôX >

I I < X >

< ÔX2 T' k < 2k <
2

> = X > + ôX >
I

2
= Vi 2V' < ôX >

+
I < X >

2
< ôX

2
< ôX >

< X >
Ct =

< ôx2 T > = _ 4V
< ÔX2 >

(1
2 2 < X >

\

Voici le résultat pour chacun des teýes T

2 3 2 2
< ôX T2 > = 4k I

- < ôX > + 2 < ôX > (1 - < X » + < X > - < X >1

ou encore

2
< ÔX T > = k A = V

o 0
2 2< ôX Tl > = k < X > - 2k < ôX >

Quelques remarques générales peuvent être faites.

Lorsque n'interviennent que des processus linéaires (types 0 et 1),

qui peut se mettre sous la forme

Lorsque le nombre moyen de particules à l'état stationnaire est grand «X> » 1),
c'est-A-dire lorsque les fluctuations sont de faible amplitude, ce terme se ré-
duit à

En sommant ces différents teýes, et en se plaçant A l'état stationnaire, nous
obtenons

valable pour de petites fluctuations.

"
POUX' un processus 0' un facteur 2 apparaùt: devant V ý pour un processus 2' ý

o
le facteur 2 disparatt devant V2ý au numérateur dans les deux cas.

-
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parti-

2X -+ BA-+X

Pour les types l'et 2, on a

o et 2 seulement (ou 01 et 2')
Ainsi pour les types

de processus conduisent à des valeurs
D'autres combinaisons

Dans tout le traitement présenté jusque-là, on a considéré que le
nombre de particules de chaque espèce permettrait de décrire complètement l'état

d'unedu système. On n'a pas tenu compte de la possibilité pour chaque particule
espèce donnée de se trouver dans plusieurs états "internes", ni de la possibi-

On remarque que, dlune manière qénérale, les étapes autocatalytiques (type 1')

augmentent l'amplitude des fluctuations

1a=-
2

Avec des processus 0 et 21, on trouve

1: Vo + 21: V
2 3a= ='4

41:1 V
2

NICOLlS (74) pour le schéma suivant, à la suite d'un traite-
résultat obtenu par

ment spécifique

culières de Ct.

, à mbre quelconque d'espèces in-
déj' cité pour un systeme no

c'est le résultat a

termédiaires (45).

on a nécessairement
a, llétat stationnaire,puisque,

Ct devient
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où R est un terme de réaction, D un coefficient de diffusion.

2 2
X R(X) + 2D « X > - < ÔX »> = E

X

L'équation décrivant l'évolution du second moment devient alors

lité d'observer un état différent du système en des points différents de l'es-
pace géométrique. On n'a donc traité que de fluctuations homogènes, non seule-
ment macroscopiquement mais globalement : on a exclu des fluctuations locales
différentes, même dans un système macroscopiquement homogène. Des études récen-
tes (73-77) ont permis de montrer que, lorsqu'un traitement local des fluctua-
tions est réalisé dans un "espace de phase" plus complet et lorsque le système
évolue dans des conditions où l'hypothèse de "l'équilibre local" (1) s'applique,
la distribution est poissoniènne et les petites fluctuations sont régressives.
En effet, dans ce cas les chocs élastiques ou non réactifs sont prépondérants
par rapport aux chocs réactionnels, les premiers restaurant en permanence l'équi-
libre local perturbé par les seconds. Un traitement intermédiaire dü à PRIGOGINE,
NICOLlS et coll. permet d'éclaircir cet aspect (69,78). Ils considèrent un petit
élément de volume 6V interagissant par diffusion avec le reste du système
(V - 6V). En considérant un système macroscopiquement homogène et en supposant
statistiquement indépendants le petit volume 6t et son environnement, ils dé-

duisent l'équation maîtresse suivante

dý P(X,t) = R(X) + D < X > (P(X - 1) - P(X»)

+ D
(

(X + 1) P (X + 1) - X P (X»)

On voit que le terme de diffusion favorise une distribution de Poisson

qui est obtenue lorsque ce terme devient prépondérant (D ý m). Ils montrent que

le terme D peut être relié à une paramètre caractérisant la taille de l'élément

de volume 6v qui mesure la distance sur laquelle les fluctuations ont un carac-

tère cohérent. Ainsi deux paramètres importants caractérisent les fluctuations :

leur amplitude et leur cohérence spatiale.

Puisque dans ces conditions des fluctuations infinitésimales sont

touJours régressives, une instabilité éventuelle de l'état stationnaire ne se

manifestera que s'il apparalt des fluctuations macroscopiques ayant une extension

spatiale suffisante, ce qui caractérise un processus de nucléation.
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Il existe une situation où les résultats ci-dessus trouvent une appli-

l'ý t ýnte-ressante " il s'agit des systèmes possédant plu-cation particu ýeremen ý

sieurs états stationnaires stables (chap. IV, fig. IV).

L'intérêt porté à un tel système résulte de considérations à la fois

théoriques et expérimentales (79-82,71). L'analyse des équations déterministes

ne permet de faire aucune distinction de nature et de stabilité entre les deux

états que peut prendre le système pour une valeur donnée de la contrainte. On

peut cependant se demander si, lorsque la contrainte varie, la transition d'un

état à l'autre ne peut se faire pour une valeur intermédiaire de la contrainte,

par analogie avec une transition de phase du premier ordre (isothermes du dia-

gramme d'état). Divers modèles théoriques ont été étudiés sous ce rapport (80,

81) et tout particulièrement le modèle d'EDELSTEIN (17) déjà cité au chapitre II,

et l'analogie avec les transitions de phase a été faite dans le cas général (71).

Dans un petit élément de volume comportant un nombre relativement
faible de particules, l'amplitude des fluctuations peut être suffisamment impor-
tante pour permettre le passage d'un état dans l'autre et réciproquement. La

fonction de distribution des fluctuations homoqènes doit donc être uniaue (li-

néarité de l'équation maîtresse) et présenter deux pics correspondant à chaque
état stationnaire macroscopique, cependant que la moyenne de cette distribution
ne peut prendre qu'une seule valeur à contrainte fixée. Lorsque la diffusion
intervient, l'équation maîtresse devient non-linéaire, et deux distributions
sont alors possibles.

L'étude analytique de ces oropriétév est rendue difficile par le fait
qu'on ne sait généralement pas résoudre l'équation maltresse. Jusau'à présent
ces phénomènes n'ont pu être mis en évidence sur le modèle d'EDELSTEIN, système
chimique bistable le plus simple que l'on puisse imaginer, semble-t-il, malqré
les tentatives de TURNER (81) dont nous reparlerons. Une méthode de résolution
de l'équation maltresse suffisamment générale et efficace faisait défaut, c'est
pourquoi, après avoir utilisé la méthode de simulation précédemment décrite
dans l'étude des comportements déterministes, nous l'avons appliquée à l'étude
des propriétés stochastiques. La suite de ce chapitre y est consacrée.
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3 - ETUDE DES PROPRIETES STOCHASTIQUES PAR SIMULATION

A - Problèmes de simulation

L'étude analytique de l'équation maîtresse, soit par la fonction gé-
nératrice des moments, soit par une équation de FOKKER-PLANCK approchée (74),
ne conduit pas toujours à un résultat. On peut alors tenter de résoudre numé-
riquement l'équation maîtresse comme l'a fait TURNER (81,82). Il est facile,
en effet, de calculer la fonction de distribution au temps t, connaissant sa
valeur au temps t - tot pour chacun des "états" possibles du système, c'est-à-
dire pour chaque nombre de particules. En se donnant une valeur initiale de
P(X) pour chaque valeur de X, on calculera de proche en proche la valeur sta-
tionnaire de P telle que

P(X,t) = P(X,t - tot) VX

En fait, TURNER se sert des moments pour décider que l'état station-
naire est atteint.

Cette méthode est en principe très simple ; cependant, appliquée à un
schéma aussi simple que celui d'EDELSTEIN, elle nécessite, typiquement, le cal-
cul de 45.000 équations simultanées. Ceci constitue un calcul considérable.

Une deuxième voie a été utilisée par PORTNOW (83) : il s'agit de dy-

namique moléculaire. La simulation microscopique est donc directe et aucune
théorie stochastique n'est impliquée. Cependant, malgré sa simplicité formelle,
cette méthode est difficilement applicable à des schémas un peu "complexes"

comme celui d'EDELSTEIN.

Notre méthode de simulation constitue une troisième voie. Elle permet
la résolution de l'équation maîtresse, donc reste dans le cadre de la théorie

stochastique de la réaction chimique, ce qui la différencie de la dynamique mo-

léculaire.

Il s'agit de simuler le processus markovien dont découle directement

l'équation maîtresse. L'analyse du processus de simulation présenté dans le cha-

pitre III permet de voir qu'il est possible de simuler rigoureusement les pro-

cessus stochastiques tels que les définit la théorie.

En effet, nous considérons un système de composition (X,Y "" ) au
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temps t, donc dans un des états accessibles des variables aléatoires X, Y etc ". ,

et nous autorisons la réalisation de processus de transformation associés à cha-

que étape du schéma réactionnel dont les probabilités sont celles exigées par

la théorie stochastique (voir chapitre III). Cependant, dans le cas général, une

différence demeure. La quantité q dont varie le nombre de particules lorsqu'une

réaction se produit, est propre à chaque étape, alors que dans la théorie sto-

chastique elle vaut 1 ou 2 suivant que l'étape transforme une particule ou deux.

Dans bien des cas cette difficulté disparait car il est possible de rendre éga-

les toutes les quantités q, ou bien on peut évaluer l'effet de cette différence

par un traitement tout à fait analogue à celui qui apparaît au paragraphe II de

ce chapitre pour le calcul du terme R, si bien que la valeur exacte de l'ampli-

tude des fluctuations peut être déduite.

Enfin, en modifiant légèrement le processus de stmulation utilisé pour
l'étude des propriétés déterministes, il est possible de stmuler rigoureusement
les mêmes processus que ceux impliqués dans la théorie stochastique, à savoir :

X devient X-n, avec une probabilité kX pour une étape
x -+ """

X devient X-2n, avec une probabilité kX(X-n) pour une étape
2X -+ """

et de même pour les autres processus possibles.

La valeur de n peut être arbitrairement choisie, ce qui permet de fi-
xer le nombre effectif de particules d'une espèce dans le système

où X est la "concentzoation" de l'espèce X.

Nous appellerons N le nombre de particules par unité de concentration

1
N =

n

Nous pouvons ainsi étudier l'effet du mbno re de particules sans changer le com-
portement cinétique moyen du système, 0 l ý

i ému P us prec sent sans changer l'équa-
tion déterministe associée.

Pour mesurer la fonction de distribution et ses moments, nous simulons
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l'évolution simultanée de plusieurs copies indépendantes du même système (typi-
quement 200). Un état initial étant donné, nous pouvons étudier aussi bien la
dynamique du système que l'état stationnaire qu'il atteint. Enfin, en établis-
sent une interaction diffusionnelle entre ces copies nous pouvons représenter
les fluctuations locales et analyser leur effet.

Ce qui suit permet de juger des possibilités de cette méthode de si-
mulation. Nous analysons d'abord des problèmes simples connus, puis des problè-
mes plus complexes où la méthode permet d'atteindre un résultat impossible à

obtenir par voie analytique.

B - Fluctuations à l'équilibre

Nous nous intéressons ici aux fluctuations homogènes dans un système
fermé, à l'équilibre thermodynamique. Paradoxalement, cette situation ne semble
pas avoir été envisagée, du moins dans le cadre strict de la théorie stochasti-
que. NICOLlS et al. (45) ont analysé le comportement fluctuationnel de systèmes
ouverts à l'équilibre thermodynamique et conclu au caractère poissonnien des

fluctuations. La simulation de systèmes fermés nous a conduit au résultat sur-
prenant suivant : les fluctuations homogènes peuvent ne pas être poissonniènes
dans un système fermé, à l'équilibre thermodynamique, même lorsque tous les

processus sont linéaires.

Il est possible, en effet, de démontrer ce fait en calculant l'ampli-

tude des fluctuations à partir de l'équation maitresse.

Considérons le schéma simple suivant

1
X -+ Y

+

1

L'équation maitresse correspondante s'écrit

ý(X,y,t) = (X + 1) p(X + l,Y - 1) + (y + 1) p(X - l,Y + 1) - (X + Y) P(X,Y)

Par la méthode déjà utilisée nous calculons l'équation du second moment.

2 2 2
> = < X (ôX - 1) + Y (ôX + 1) - (X + Y) ôX >

2
= - 2 < ôX > + 2 < ôX ôY > + < X > + < y >
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le même traitement conduit à

n-l
n

a =

De plus ici, à l'équilibre nous avons

< X > = < y >

3a='4

W-+X-+Y-+Z
-+ .... ....

oY = - oX

2a=T

2 2
.2_ < sx > = - 4 < sx > + 2 < X >
dt

X-+Y-+Z
-+ -+

< c5X2 > = ! < X > = a < X >
2

les variables X et Y ne sont pas indépen-
Or dans un système fermé,

où n est le nombre d'espèces mises en jeu. Dans la mesure où cette relation
serait valable pour n quelconque, ce que nous n'avons pas démontré, a tend vers
1 lorsque la lonqueur de la chaine augmente, c'est-à-dire lorsaue la corréla-
tion introduite entre les variables aléatoires par la relation de conservation
du nombre de particules se fait moins contraignante. Un traitement analogue
peut être fait sur un schéma comportant des processus non linéaires. Ainsi a

Soit pour ces trois schémas

De même, pour le schéma

résultat également obtenu par simulation stochastique. Pour le schéma

soit à l'équilibre

si bien que l'équation précédente devient
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vaut 0,5 pour le schéma suivant
1

X + Y -+ 2y
+-

1

Dans tous ces traitements il faut tenir compte de tous les coefficients de cor-
rélation comme

< ýX ýy > ou < ýX ýZ >

qui ne sont pas nuls à l'équilibre.

Ce résultat remet-il en cause le caractère poissonnien universel des
fluctuations à l'équilibre? Non dans la mesure où, considérant des fluctuations
homogènes, le traitement par l'équation maitresse de seuls processus de "nais-

sance et mort" n'est pas physiquement réaliste, comme le montrent, à d'autres
égards, des travaux récents (77). Un traitement local des fluctuations, en aug-
mentant le nombre des processus mettant en jeu chaque espèce, particulièrement
les processus linéaires, tendra à faire perdre l'effet des corrélations intro-
duites par la fermeture du système. La diffusion sera utilisée dans ce but dans
le paragraphe suivant.

c - Fluctuations autour d'un état stationnaire stable

Le schéma simple suivant a été étudié par sýulation

On sait que pour ce schéma (paragraphe II), l'amplitude des fluctuations est

donnée par

2 3
< ýX > = 4 < X >

La simulation réalisée pour les valeurs suivantes des paramètres

k1 = k2 = 1 A = 2 Xs = 1 N = 100

avec les conditions initiales

2
< X > = a , < ýX > = a
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. bles X et Y ne sont pas indépen-
système fermé, les var1a

Or dans un

dantes
ôY = - ôX

De plus ici, à l'équilibre nouS avons:

<X>=<Y>

si bien que l'équation précédente devient

2
d 2

4 < ýX > + 2 < X >
_ < ôX > = - u

dt

soit à l'équilibre

résultat également obtenu par simulation stochastique. Pour le schéma

X + Y + Z
+ +

le même traitement conduit à

2a=-
3

De même, pour le schéma

W+X+Y+Z
+ + +

3a=:r

Soit pour ces trois schémas

n-l
Cl =-

n

où n est le nombre d'espèces mises en jeu. Dans la mesure où cette relation
serait valable pour n quelconque, ce que nous n'avons pas démontré, Cl tend vers

1 lorsque la longueur de la chaine augmente, c'est-à-dire lorsaue la corréla-
tion introduite entre les variables aléatoires par la relation de conservation
du nombre de particules se fait moins contraignante. Un traitement analogue
peut être fait sur un schéma comportant des processus non linéaires. Ainsi Cl
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vaut 0,5 pour le schéma suivant
1

X + Y ý 2Y
+

1

Dans tous ces traitements il faut tenir compte de tous les coefficients de cor-
rélation comme

< ôX ôY > ou < ôX ôZ >

qui ne sont pas nuls à l'équilibre.

Ce résultat remet-il en cause le caractère poissonnien universel des
fluctuations à l'équilibre? Non dans la mesure où, considérant des fluctuations
homogènes, le traitement par l'équation ma1tresse de seuls processus de "nais-

sance et mort" n'est pas physiquement réaliste, comme le montrent, à d'autres
égards, des travaux récents (77). Un traitement local des fluctuations, en aug-
mentant le nombre des processus mettant en jeu chaque espèce, particulièrement
les processus linéaires, tendra à faire perdre l'effet des corrélations intro-
duites par la fermeture du système. La diffusion sera utilisée dans ce but dans
le paragraphe suivant.

c - Fluctuations autour d'un état stationnaire stable

1/ Fluctuations homogèýýý

Le schéma simple suivant a été étudié par stmulation

On sait que pour ce schéma (paragraphe II), l'amplitude des fluctuations est

donnée par

2 3
< ôX > =

4
< X >

La simulation réalisée pour les valeurs suivantes des paramètres

k1 = k2 = 1 A = 2 Xs = 1 N = 100

avec les conditions initiales

2
< X > = a < ôX > = a



soit

où les contraintes de vitesses ont la valeur du coefficient de diffusion. L'un
ou l'autre des deux processus peut avoir lieu pendant l'intervalle de temps 6t,
ou bien aucun, mais jamais les deux.

- 100 ...

à une valeur de l'écart type de 8,660.10-2 alors que la valeur théori-

8,665.10-2" L'accord est remarquable.

Xi devient xi-n et Xi+1 devient Xi+1+ n avec une probabilité DXi

Xi devient xi-n et X.
1

devient X. + n avec une probabilité DXi"
1.- 1.-1

La situation est différente dans notre processus de simulation, puis-
que nous exécutons un tirage dans chaque boite pendant l'intervalle de temps 6t.
Plusieurs processus élémentaires peuvent donc avoir lieu pendant le même 6t, en

Pour ce faire, considérons un processus de diffusion dans un système
comptant seulement deux boites contenant respectivement Xl et X2 particules de
l'espèce X. Dans la théorie stochastique, un tel processus est équivalent, en
système homogène, au schéma

et

2/ ýatuations ZoaaZes

Considérons un processus de diffusion dans un espace unidimensionnel.

Soit X. le nombre de particules de l'espèce X dans la "boite" i. Deux processus
1.

élémentaires peuvent se produire dans cette boite

Lorsqu'on simule par notre méthode un tel processus de diffusion à

l'équilibre (diffusion pure), on trouve que la distribution n'est pas poisson-
nienne, l'amplitude des fluctuations étant inférieure à la moyenne (n < 1), ce

qui semble en contradiction non seulement avec la théorie générale, mais aussi
avec l'analyse faite précédemment (§B). Cette difficulté peut être levée par
une analyse détaillée du processus de simulation.

que est

conduit



Tl = D(X + 1)(1 - D(X -
1»)

P (Xl + 1,X2 - 1)
I 2

T2 = D(X2 + 1)(1 - D(XI - 1») P (Xl - 1,X2 + 1)

Chacun d'eux combine plusieurs processus élémentaires ou locaux.

L'équation maltresse correspondante s'écrit

ý < X > = D < X2 > - D < Xl >

dt I

2 2
= - 2D < 6XI > + D« Xl > + < X2 » - 2D < Xl >< X2 >

2
+ (2D - 2D ) < ýXl ýX2 >
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pour les raisons déjà vues.

En effet, d'après notre modèle de simulation, pendant l'intervalle de
temps ýt, l'un des trois processus globaux suivants peut avoir lieu:

En procédant comme au paragraphe II, nous obtenons les équations suivantes pour

les deux premiers moments

avec

or

des endroits différents du système. Ceci nous semble constituer une description
stochastique plus npéaZiste" du système. La simultanéité de processus en des en-
droits différents du système n'est pas prise en compte dans la formulation habi-
tuelle de la théorie. Cette différence suffit à expliquer le résultat.
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= 1 - D < X >

1 - D < X >

2 - D
a =

soit

<x >=<x >=<X>
1 2

A l'état stationnaire nous obtenons alors

2
< 6X > = S < X >

On ne retrouve donc le résultat du traitement homogène (a = 0,5) que

lorsque la probabilité de chaque évènement (D < X » est faible. Par simulation,
nous trouvons que dans un système comportant un grand nombre de boites, a suit
assez bien la relation

ce qui est conforme au résultat précédent aussi bien qu'au traitement réalisé
en milieu homogène (§B).

Si on étend quantitativement ce résultat, on peut conclure que dans
un système où un grand nombre de processus peuvent avoir lieu dans chaque boite
(processus de réaction, processus de diffusion dans un espace-bi ou tridimen-
sionnel), la valeur de la probabilité D < X > sera faible et a tendra vers l'uni-
té, ce qui est conforme au résultat général. Mais, il faut noter que ce résul-
tat peut ne pas être atteint dans des cas particuliers.

Ces remarques étant faites, nous pouvons calculer la valeur du coef-
ficient a fonction du coefficient de diffusion pour le modèle simple suivant

Ce schéma a été analysé par NICOLlS (74). Lorsque les fluctuations sont homo-
gènes, on trouve
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o - Stabilisation d'un état stationnaire instable

+ X, .) - 2nxi)ý-J+ D(r (X,+.
j=l ý J

R + 2nD (S - X.)
ý

dX.
a-=

dt

ý
La valeur de 0 qui apparait en abscisse est à comparer .aux valeurs des cýns-
tantes de vitesse. Cette valeur n'est pas celle apparaýssant dans lý traýte-

ment analytique précédent, particulièrement l'expression de ,aD ' puýsque
o < X > Y est la probabilité « 1) d'un 'mouvement" de partýcule, < X > étant

le nombre de particules (» 1).

La figure 1 donne l'évolution de n t d /e u rapport n no en fonction de
D* (A = B = 1 ; k3 = 2). Elle décrit donc le passage de fluctuations homogènes
(D = 0) aux fluctuations locales (D grand) avec établissement d'un régime fluc-
tuationnel complètement contrôlé par la diffusion. Pour la raison déjà évoquée,
n devient inférieur à l'unité. Le caractère strictement poissonnien serait re-
trouvé dans un système de dimensionnalité plus élevée.

La tendance poissonnienne du régime fluctuationnel lorsnue le carac-
tère local des fluctuations est pris en compte, doit avoir pour conséauence
une stabilisation de l'état stationnaire. Lorsaue l'état stationnaire considéré
est instable en milieu homogène, cet effet doit modifier le comportement macros-
copique du système. Pour le vérifier, nous avons considéré l'état stationnaire
du schéma étudié au cours du chapitre IV lorsaue celui-ci étant instable, le

système évolue vers un cycle limite. Nous considérons un tel système initiale-
ment homogène et à l'état stationnaire dans un espace unidimensionnel. Lorsque
chaque boite est en interaction avec deux boites voisines, quelle que soit la

valeur du coefficient de diffusion, l'instabilité se manifeste. En revanche,
nous pouvons faire interagir chaque boite avec plusieurs boites voisines, ce

qui revient à augmenter la portée des interactions. Il existe alors, pour cha-

que valeur du coefficient de diffusion, un nombre minimum de "coordination" tel

que l'état stationnaire est stabilisé. Ceci correspond à la limite dans laquel-

le l'interaction de chaque boite avec son environnement peut être représenté

par un "champ moyen", comme celà a été envisagé par NICOLlS et al. (78). l'équa-

tion cinétique pour l'espèce X dans la boite i peut s'écrire

où R est un ter.me de réaction et 2n le nombre de boites interagissant par diffu-

sion avec la boite i. On peut aussi l'écrire
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Fig. V-l : RappOl't < 61 >/< x > en fonction du coefficient de diffusion.
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2,36 < A < 2,63

E - Bistabilité et Nucléation

k3
Z-+-Y+B

+-
k-3

B = 0,1 ; Y + Z = 5 ; N = 20k
... i

= 0,5k. = 1
1.

k2
X+Y-+-Z

+-
k-2

k}
A + X -+- 2X

-ë-

k-l

avec

< X > = X
S

Lorsque n est grand et chaque boite statistiquement indépendante, le terme S
devient constant et vaut

Le terme de diffusion ainsi obtenu est bien stabilisant. La méthode de simula-
tion permet donc de démontrer "expérimentalement" ce phénomène, et en principe,
de déduire une information quantitative sur le rôle de la diffusion et la di-
mensionnalité des interactions.

Nous avons calculé les moments de la fonction de distribution en mi-
lieu homogène par la procédure déjà évoquée, pour diverses valeurs de la con-

trainte dans les conditions suivantes

Nous avons évoqué à plusieurs reprises la possibilité d'observer deux
états stationnaires stables pour un même jeu de contraintes. Le modèle d'EDELSTEIN
présenté dans le chapitre II a fait l'objet de plusieurs études. Nous lui avons
appliqué la méthode de simulation stochastique.

Deux états stationnaires existent lorsque A est situé dans le domaine

suivant (fig. 2)
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Fig. V-2 : Etats stationnaires en fonction de la contrainte (__ ) etmoyenne stochastique ( __ ).
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Z = 3,21

N = 11
Z

Z = 0,56

Y = 1,79

N = 3
X

X = 2,63

X = 0,14 ; Y = 4,44

et

soit en nombre de particules

A titre d'exemple pour A égal à 2,5, les états stationnaires stables
sont donnés par

AT = 2,47

A = 2,445
th
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Une distribution bimodale est observée. Sa moyenne appara!t en poin-
tillé sur la figure 2, en fonction de la contrainte A. Elle a été obtenue au
moyen de la version initiale du programme de simulation ce qui rend difficile
son interprétation quantitative. Cependant, le calcul de quelques points (-:-)

obtenus récemment par résolution rigoureuse de l'équation ma!tresse indique
que ce résultat reste valable: le point de transition effectif n'est pas dé-

placé. Il se situe pour une valeur de la contrainte

de chaque état stationnaire en fonction de A permet de déterminer la valeur de

la contrainte pour laquelle les deux états stationnaires ont même potentiel.

On supposera (79) que cette valeur définit le point de transition théorique.

Pour les paramètres choisis on trouve

Cette valeur peut être comparée à celle obtenue par l'étude d'un

pseudo-potentiel cinétique qui peut être construit à partir des équations ciné-

tiques. On sait (1) qu'il n'existe pas de potentiel universel dans les systè-
mes hors d'équilibre, mais que dans certains cas un potentiel cinétique peut
être calculé. Pour le modèle d'EDELSTEIN un tel potentiel n'existe pas (82).

Cependant, on peut définir un pseudo-potentiel sur une ligne particulière de

l'espace (X,Y), le choix de cette ligne étant guidé par des propriétés parti-

culières des équations cinétiques (appendice, 1, 82). Le calcul du potentiel

Compte tenu de toutes les hypothèses impliquées, on peut considérer que l'ac-

cord est bon.
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transition par nucZýation.
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Lorsque la diffusion est très forte, l'état El devient stable, du moins

= 1A = 2,56

Dans un deuxième temps, nous avons simulé l'évolution du système dans
un espace unidimensionnel où diffusent les espèces X, Y et Z.

Qualitativement ces résultats diffèrent de ceux obtenus par TURNER
(81,82), pour d'autres valeurs des paramètres. Il trouve que le point de tran-
sition, déterminé par calcul numérique de la fonction de distribution station-
naire, est presque complètement déplacé vers la borne supérieure du domaine de
bistabilité, valeur très différente de celle donnée par le pseudo-potentiel ci-
nétique. A la suite de calculs récents (82), il semble émettre un doute sur la
valeur de ce résultat influencé, semble-t-il, par des problèmes de précision
de calcul.

Au point A (sur la moyenne), un germe apparaît: deux fronts de con-

centration progressent à vitesse constante. Au point B un deuxième germe appa-

rait (quatre fronts de concentration). Au point C, les deux germes atteignent

à peu près simultanément les frontières du système (deux fronts de concentra-

tion). A partir de là, les deux fronts se rapprochent et disparaissent au point

D où l'ensemble du système a transité. Pendant toute la transition l'écart-type

est très élevé, a atteignant des valeurs de l'ordre de 30, ce qui résulte de la

forte inhomogénéité du système.

Considérons le système initialement homogène dans l'état de basse con-
centration en X(E1), pour une valeur de la contrainte A supérieure à la valeur

ý. Si la valeur des coefficients de diffusion est faible, cet état est insta-
ble et le système transite Dnffiédiatement vers un état de concentration moyenne
en X proche de la branche supérieure (E2). Il n'y a donc qu'un état stable et

une seule fonction de distribution stationnaire. Lorsqu'on augmente la valeur
des coefficients de diffusion, l'état initial a une durée de vie finie. Au bout
d'un temps variable, et après quelques hésitations, il apparaît un ou plusieurs
domaines de concentration en X plus élevée qui, au lieu de régresser, grossis-
sent et entraînent, grâce à la diffusion, le reste du système vers l'état supé-
rieur. La transition s'est donc faite par un processus de nucléation : appari-
tion d'un germe de taille suffisante, portion d'état, de "phase" El dans la

"phase" E2" La figure 3 donne l'évolution de la moyenne et de l'écart-type pen-

dant une telle transition, pour les valeurs suivantes des paramètres :
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métastable. De plus, lorsque le système est initialement dans l'état E2, il y

reste. Il apparait donc deux fonctions de distribution stationnaire, en même

temps que réapparait l'hystérèse liée à la bistabilité. Il faut noter cependant,

hl est liée à la probabilité d'apparition
que la stabilité de l'état métasta e

d'un germe de taille suffisante ou germe critique. Ce germe critiaue est d'au-

tant plus gros, donc plus improbable, que la diffusion est plus forte. Augmen-

ter les coefficients de diffusion augmente donc la durée de vie de l'état méta-

stable sans jamais la rendre infinie.

Un résultat identique est obtenu pour A inférieur à AT ' les deux

branches jouant des rôles inversés.

Ce phénomène de nucléation a fait l'objet d'un film. Il illustre bien

les deux attributs des fluctuations déjà évoquées (78,80) : leur amplitude et

leur portée ou longueur de cohérence.

Plusieurs calculs ont montré que les germes stables ont tendance à

se former près des extrémités du système. Les conditions aux limites sont du ty-

pe "flux nul" ce qui, à notre avis, suffit à expliquer ce fait puisqu'aux parois
le système bénéficie d'une certaine "liberté". Cet effet de bord peut très bien
expliquer l'importance de petites hétérogénéités dans la formation de structures
spatiales comme celles observées dans la réaction de BELOUSOV-ZHABOTINSKII dé-

crite dans le chapitre VI.

4 - CONCLUSION

Les résultats présentés ci-dessus mettent en lumière les possibilités
importantes de la méthode de simulation du type Monte-Carlo dans l'étude des
propriétés stochastiques des systèmes chimiaues. Elle permet d'obtenir des résul-
tats quantitatifs, dans certains cas avec une grande précision, et généralement
de manière assez rapide. L'étude possible des fluctuations locales est un avan-
tage important. Elle ouvre les possibilités d'études quantitatives approfondies
dans un domaine particulièrement intéressant qu'est celui de la formation de
structures dissipatives par nucléation, phénomène aui intéresse non seulement
l'évolution des systèmes chimiques, mais aussi celle de tous les systèmes com-
plexes faisant intervenir un grand nombre de sous-unités en interaction.



CHA PIT R E VI

ETUDE EXPERIMENTALE D'UN SYSTEME

DISSIPATIF CHIMIQUE



1 - INTRODUCTION

Depuis longtemps déjà (85-88) des phénomènes physicochimiques pério-
diques, c'est-à-dire dont les réponses sont des fonctions périodiaues du temps
et/ou de l'espace, ont été décrits, parmi lesquels: les anneaux de LIESEGANG
(89), les cristallisations rythmiques, la dissolution périodique des métaux,
la décomposition catalytique de l'eau oxygénée, la luminescence du phosphore,
les réactions enzymatiques en milieu colloIdal, l'adsorption périodique des gaz,
les phénomènes oscillatoires se produisant aux électrodes, etc ."

Toutes ces transformations, fort étudiées, ont lieu dans un milieu
hétérogène, et il est peu probable qu'une seule interprétation puisse rendre
compte de leur diversité (90).

En milieu homogène, ou supposé tel, les réactions chimioues dont l'évo-
lution n'est pas monotone sont rares (30-33,91-94).

La réaction en solution aqueuse de l'iodate de potassium, de l'eau
oxygénée et de l'acide sulfurique observée en 1917 par BRAY et CAULKINS, décrite
en 1921 par BRAY (95), semble être la première réaction chimique temporellement
périodique expérimentée, si on excepte avec BRAY, qui la qualifie d'hétérogène,
la décomposition périodique de l'acide formique en présence d'acide sulfurique
décrite par MORGAN en 1916 (96).

La réaction de BRIGGS et RAUSCHER (97), dérivée de celle de BRAY, met
en oeuvre l'iodate de potassium, l'eau oxygénée, les acides maloniaue et per-
chlorique et le sulfate de manganèse.

La deuxième réaction chimique périodique est celle décrite par BELOUSOV
(98) en 1959 ; elle se produit entre le bromate de potassium, le sulfate cérique,
les acides citrique et sulfurique. Cette réaction, ainsi que ses variantes, fut

largement expérimentée, en particulier par ZHABOTINSKII (91) dans les années 60.

Elle est la seule à présenter une périodicité des concentrations à la fois dans
le temps et dans l'espace.

Quelques réactions biochimiques sont périodiaues, comme l'oxydation
aéIObie de NADH en présence de péroxyda se de raifort, étudiée par YAMAZAKI et

ses collaborateurs (99), ainsi que les réactions de la glycolyse (31,32).



nm par l'iode, le potentiel électro-

sants restent encore à trouver.
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sont la quantité totale d'oxygène

A - Réacti on de BRA Y (1921) (95)

Les expériences précédentes sont faites à contrainte température cons-

tante, ce qui n'exclut d'ailleurs pas la périodicité temporelle de la réponse

température (100-103). Cependant, les faibles concentrations des réactifs n'en-

trainent que de très faibles variations de température, probablement insuffi-

santes pour justifier un couplage entre processus thermique et chtmique, phé-

nomène par ailleurs bien connu en génie chimique (143). Un tel couplage est éga-

lement à l'origine des flammes froides qui se produisent lors de la combustion

des hydrocarbures (47).

L'étude des schémas réactionnels dans le cadre conceptuel de la ther-

modynamique des processus irréversibles, telle qu'elle est présentée dans les

chapitres II et IV, fournit une base théorique explicative de nombres de ces

phénomènes. Cependant, expériences de laboratoire et "expériences SU'I' ordina-

teur" doivent être confrontées pour établir un mécanisme réactionnel. Malqré
d'intéressantes tentatives, comme celle de NOYES (123,138) à propose de la ré-

action de BELOUSOV-ZHABOTINSKII, des mécanismes réactionnels vraiment satisfai-

L'étude du caractère oscillant de la décomposition de l'eau oxygénée
par les ions I03 en milieu acide, découverte par BRAY, n'a été reprise que ré-
cemment (104-108), exception faite pour les mémoires de RICE et REIFF (109) et
de PEARD et CULLIS (110) publiés en 1927 et 1951.

Pour situer notre propre contribution, décrivons sommairement les
deux réactions chimiques périodiques les plus connues, en excluant les réac-
tions biochimiques et les oscillations thermo-chimiques.

Quel que soit l'auteur, l'expérimentation a toujours été réalisée
dans un réacteur ouvert t'- au orýsant le départ de l'oxyqène qui se forme - mais
non entretenu par une alimentation en réact'f Aý s. u nombre des contraintes appli-
quées on relève la température les conc t t' '", en ra ýons ýnýtýales des corps mis en
présence ("202' KIO H SO HClo )3' 2 4

ou 4' le plus souvent l'agitation du milieu,
lumineux éclairant le réacteur. Les

parfois, enfin, l'intensité du rayonnement
réponses les plus fréquemment enregistrées
dégagé, l'absorption de la lumière à 460
chimique dü à l'activité des ions l-

, la vitesse de dégagement de l'oxygène.Exceptionnellement, la température et le pH de la solution (107) ont été déter-



bromate de potassium, l'acide malonique (ou tout autre diacide ou dicétone éno-
3+(112-114), en présence de cations métalliaues tels que Ce (98,112),

2+ 2+
(phen)3 (115,116) ou Ru (diphen)3 (116).

lisable)
2+

Mn (l13, 114), Fe

minés, ainsi que la quantité d'oxygène dissous (108).

D'une expérience à l'autre les observations paraissent assez souvent
contradictoires. Ainsi, par exemple, l'agitation joue, selon certains (106,109,
110), un rôle prépondérant dans la formation des oscillations, alors que d'au-
tres (106) jugent ce paramètre négligeable. De même, l'influence de la lumière
est très controversée: nulle (104), déterminante (106), certaine (108) mais
ayant des effets contraires suivant les conditions. La période des oscillations
et le temps d'induction qui précède l'apparition de celles-ci restent des don-
nées expérimentales peu reproductibles. Aussi n'est-on pas surpris de voir,
d'une publication à la suivante, considérer ces oscillations comme résultant
d'un processus tantôt homogène (104), tant8t hétérogène (106,109,110). Ceoen-
dant, il est clair aujourd'hui que la réponse à cette auestion essentielle pas-
se par la mise en évidence d'un mécanisme réactionnel décrivant l'ensemble des
phénomènes observés. Les tentatives les plus récentes (107,108,111) sont loin
d'aboutir à un tel résultat.

B - Réaction de BELOUSOV-ZHABOTINSKII (1959) (98)

La réaction chimique a lieu en solution sulfurique aqueuse entre le

... 115 ..

réacteur (117-119).

A quelques exceptions près (101,117-119) cette réaction a été étudiée

dans un réacteur non entretenu mais ouvert, puisque du gaz carbonique se déga-

ge dans le cas de l'emploi d'un diacide (114,120,121) (dans le cas de l'acétyl-

acétone, un liquide huileux appara!t (102». Les contraintes sont, outre les

concentrations initiales des réactifs, la température (de 20 et 57°C (122», le

rayonnement et, éventuellement, l'agitation et le temps de renouvellement du

Les réponses ordinairement étudiées sont les potentiels électrochimi-
4+

ques (ce4+/ce3+ (114,123) et Br- (123», les densités optiques du Ce à 317 nm

(112-114) et du brome (101) à 500 nm, la température (101-103) et, exception-

nellement, la concentration de l'acide bromomalonique par polarographie (116).

L'analyse des produits organiques de la réaction a révélé essentiellement la

présence de Br CH(COOH)2 et de Br2 CHCOOH (124), indépendamment des produits

gazeux qui s'échappent.
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Une ébauche du diagramme des états dans l'espace bromate de potassium-

acide malonique-sulfate de cérium a été établie par VAVILIN et ZHABOTINSKII

(125) dans un réacteur non alimenté. certains auteurs ont étudié l'évolution du

système lorsqu'il est soumis à des contraintes périodiques telles que le rayon-

nement (126), le flux de matière entrant dans les réacteurs altmentés (127), ou

à des perturbations périodiques avec KBr (128). L'existence d'états multista-

tionnaires et la synchronisation entre deux réactions oscillantes entretenues

ont également été étudiées (119) et des phénomènes de double oscillation (117-

119) observés. Le caractère homogène de la réaction, bien au'accepté par NOYES,

est encore discuté par d'autres (114,120,121) ; en effet, le rôle de l'agitation,

généralement passé sous silence, reste obscur puisque celle-ci peut arrêter ou

favoriser les oscillations (129). Cette réaction est actuellement la seule à

donner naissance à des structures spatiales ; elles peuvent se former dans de

longs tubes (130,133), ou dans des couches minces n'excédant pas 2 mm d'épais-
seur (134-136), leur observation dans ce dernier cas étant faite parallèlement
ou perpendiculairement à la surface (137). Aucune structure spatiale observée
n'est permanente. Il s'agit d'ondes chimiques dépendant ou non de la diffusion.

Les ondes du premier type, appelées ondes déclenchées (135,137,67),

sont arrêtées par des barrières introduites dans le réacteur; leur vitesse de
propagation dépend de la composition du milieu (ý 5 mm min.-1 à 25°C (137».
Elles ont pour origine une hétérogénéité (poussière, bulle de CO2 (130,134-138),
fluctuation locale) et sont liées à l'excitabilité du milieu. En couche mince,
ces structures se présentent comme une succession d'ondes circulaires émanant
d'un centre d'émission. Instables par rapport à une perturbation inhomogène
(secousse du réacteur), elles se transforment en ondes spirales (134,135,137).

Les ondes du second type, encore appelées ondes de phase (137), ne
sont pas arrêtées par des obstaches introduits dans le milieu, et sont produi-
tes par des gradients de concentration (130,131,133) ; leur vitesse de propa-
gation est très variable et peut être sans rapport avec les vitesses de diffu-
sion.

2 - CONSTRUCTION D'UN SYSTEME DISSIPATIF CHIMIQUE

Le premier objectif fut la mise au point d'un dispositif expérimen-
tal fiable, permettant de réunir les conditions théoriques d'obtention et d'étu-
de des structures dissipatives (présence de flux de masse, contrôle des contrain-
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tenant les réactifs à des concentrations connues,

Le dispositif expérimental comprend (fig. 1)

(rapport du volume du réacteur au débit

lA. I
après mélange et avant toute réac-

ý 0

pression, le temps de renouvellement T

volumique total) et les concentrations

Les contraintes sont l'agitation, le rayonnement, la température, la

L'objet d'étude est la transformation chimique, dans le réacteur, de

l'iodate de potassium, de l'eau oxygénée, de l'acide malonique, de l'acide per-

chlorique et du sulfate de manganèse en solution aqueuse.

La réaction de BRIGGS et RAUSCHER (97) a été étudiée à l'aide de cet

appareillage (fig. 1).

L'équation caractéristique (143) d'évolution de ce réacteur, continu

et agité, est fonction du temps t et des contraintes qui lui sont imposées :

les flux de matière et leur température T , la pression P et la température T
o

du fluide dans le réacteur. Les conditions de fonctionnement choisies sont tel-

les qu'une instabilité éventuelle ne soit pas due à un effet thermique (143,47).

L'équation caractéristique d'évolution montre que, dans ces conditions, une ré-

action chimique dont la vitesse est une fonction périodique du temps, engendre

une variation périodique de la température.

- des pompes péristaltiques assurant le contrôle des flux de réactifs.

_2
- des flacons, thermostatés à 10 oC près, à une température T , con-

o

- le réacteur proprement dit, siège de la réaction chimique, muni
d'orifices permettant l'injection des espèces contrôlées, d'un trop plein per-
mettant de maintenir constant le volume réactionnel, d'un agitateur, de deux
fenêtres planes parallèles en vue d'une détection spectroscopique, de deux élec-

trodes (calomel-platine ou électrode spécifique à ions I-) pour la détection
potentiométrique, et enfin d'un thermocouple,

tes, mesure continue des réponses), et capable d'assurer une excellente repro-
ductibilité (100,139). Ainsi devenait possible l'étude de phénomènes variés ap-
paraissant dans les systèmes chimiques: cycle limite et son domaine d'existen-
ce dans l'espace des contraintes (140), multistationnarité (100,141), transition
de première et de deuxième espèce, double oscillation (141), excitabilité (142).
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Un tel réacteur permet d'atteindre des états stationnaires.

A - Nature des états

3 - LES ETATS DU SYSTEME

soit au total 10 con-

- 119 -

tion dans le réacteur des espèces chtmiques entrantes
traintes.

B - Diagramme des états

On distingue qualitativement la classe des états oscillants entrete-
nus de celle des états stationnaires non-oscillants.

Les réponses sont la température, le potentiel d'oxydo-réduction et
la concentration de l'iode, espèce chimique intermédiaire se formant au cours
de la réaction chimique.

Les états oscillants ont une fréquence remarquablement constante ;

l'addition passagère dans le réacteur d'une espèce intermédiaire perturbe l'os-
cillation, mais celle-ci reprend sa forme initiale. C'est donc un cycle limite.
L'oscillation peut durer indéfiniment, sous réserve d'alimenter le réacteur. On
illustre ainsi un véritable temps theýodynamique, à côté du temps atomique et
des temps astronomiques (144).

Suivant la valeur des contraintes on observe des états oscillants et

des états non-oscillants. On peut donc tracer dans l'espace des contraintes
l'hypersurface séparant ces deux classes d'états.

La figure 2 représente, à titre d'exemple, une série de coupes dans
le plan ([CH2(COOH)2]' OKI03]) de ce diagramme des états; les périodes des

états oscillants indiquées en seconde varient dans de larges limites en fonc-

tion des contraintes. On conçoit qu'un grand nombre de ces coupes soit néces-

Le diagramme des états de la réaction de BRIGGS et RAUSCHER fut éta-
bli de la manière suivante : cinq contraintes (agitation, rayonnement, pression
de 1 atm, [HCl04JO= 0,056 M et ýnso4]o = 0,004 M) sont toujours restées cons-

tantes. Des cinq autres contraintes C., trois sont les coordonnées d'un trièdre
J

rectangle, pendant que deux autres restent constantes.
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saire pour établir ce diagramme des états 7 elles sont données dans la réfé-
rence (140).

c - Transitions entre états

Les transitions, ou passage d'un état à l'autre, se classent en deux
catégories : les transitions se faisant sans discontinuité des valeurs moyen-
nes des réponses, appelées transitions de deuxième espèce, et les transitions
entra!nant une discontinuité des réponses ou transitions de première espèce.

Les transitions peuvent être obtenues, soit par variation des con-
traintes C, soit, à contraintes constantes, par une perturbation : addition ra-

pide par l'observateur d'une espèce chimiaue intermédiaire. Dans ce dernier cas,
l'apparition d'une transition est subordonnée à l'existence d'états stationnai-
res multiples.

1/ ltgýsitions deýýfýre espèce - ýltistationnarité

Les transitions de première espèce, accompaqnées d'une variation bru-
tale de la concentration movenne d'espèces intermédiaires telles 12, peuvent

*être non-renversables - cas de la multistationnarité - ou renversables .

- L'état étant oscillant, l'observateur fait décro!tre la contrainte
C en un temps supérieur au temps de relaxation du système. Pour une valeur cri-
tique C de la contrainte, le système cesse d'osciller et la concentration moyen-

s
ne de l'iode varie brutalement. L'état devient non-oscillant. Inversons alors
le sens de la variation de la contrainte C ; le système reste dans cet état non-

oscillant jusqu'à ce que le contrainte ait atteint une valeur critique
C (C ý C ), pour laquelle les oscillations reprennent spontanément, alors que

o 0 s

la concentration moyenne de l'iode présente une discontinuité. On peut à nou-

veau faire décroître ou croître la contrainte C et le svstème reste oscillant

tant que la contrainte n'atteint pas la valeur C .

s

ý Conformément aux idées de DUý on distingue le caractère 'ýenversable" d'une
réaction chimique ct v , A. -+ L \) A') du caractère "rëuereib le" de la transfor-

. 1 1 +
j i

mation dans laquellý cette rýaction est engagée. Très souvent les réactions
chimiques se déroulent dans des conditions fort éloignées de la rëvereibi l.itié
thermodynamique.
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La transition spontanée entre les états oscillants et non-oscillants

ne se produit que pour deux valeurs caractéristiques, Co et Cs' de la contrain-

te. En effet, pour toute valeur de la contrainte comprise entre Co et Cs' le

système est dans l'un des deux états stables, oscillant ou non-oscillant. Il

s'agit donc d'un système bistable, le passage d'un état à l'autre, par varia-

tion de la contrainte, n'étant pas renversable mais présentant une hystérèse.

- Pour une valeur de la contrainte comprise entre C et C on peut
o s

faire transiter le système d'un état stationnaire à l'autre par une perturba-
tion (ici l'iode) entraînant une brusque variation de la concentration en iode
du système. Si, après la perturbation le système, momentanément écarté de son
état stationnaire, revient à son état initial, la perturbation est dite régres-
sive ; si pour une perturbation plus importante, le système bascule sur l'autre
état stationnaire, la perturbation est dite non-régressive. Entre ces deux cas,
déterminés pour diverses valeurs de la contrainte C, il existe une ligne de
perturbation seuil matérialisant la frontière entre les perturbations régres-
sives et les perturbations non-régressives. Ce type de transition n'est possi-
ble que dans certains domaines limités du diagramme d'état (fig. 2, zone hachu-
rée) .

Il est possible de faire des transitions forcées inverses, par ex-
traction de l'iode de la solution, en injectant quelques centtmètres cubes de
benzène dans le réacteur ; le benzène remonte à la surface du mélange réaction-
nel et est ainsi rapidement éliminé par le trop plein du réacteur en entraînant
l'iode, ce qui a pour effet de faire passer le système des états non-oscillants
aux états oscillants.

2/ Transitions de deuxième ýspèce

Elles sont renversables pour une valeur donnée de contraintes. Elles
se caractérisent par une décroissance progressive de l'amplitude du cycle en
fonction de la contrainte.

On trouve de nombreux exemples de telles transitions en établissant
le diagramme des états.



4 - CONCLUSION

Une étude expérllnentale ainsi réalisée en système ouvert en entretenu
permet d'acquérir une connaissance approfondie des comportements du système
dans des conditions variées. Les phénomènes observés présentent une grande va-
riété,et une interprétation phénoménologique est toujours facilitée par la con-
naissance du diagramme d'état.

Une telle étude s'est développée dans notre groupe deýuis quelques
années. DE KEPPER et ROSSI ont étudié particulièrement le détail des transi-
tions et les nombreux phénomènes associés (effets de seuil, excitabilité, double-
oscillation (84», et déterminé très complètement le diagramme d'état.

Une étude détaillée de la composition du système au cours de l'oscil-
lation est actuellement réalisée par ROUX et al. (145), grâce au couplage du

dispositif expérllnental avec un ordinateur. Le caractère périodioue du phéno-
mène permet d'accumuler les mesures afin d'éliminer le "bruit" produit aussi
bien par le système que les détecteurs.

L'ensemble de ce faisceau d'études devrait déboucher sur la détermi-
nation du mécanisme réactionnel, avec toutes les garanties expérimentales que

procure le fait de pouvoir observer le système en régime stationnaire pendant
de longues durées.



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Au terme de ce travail, on peut constater la diversité des problèmes
que soulève une étude des systèmes dissipatifs chýiques. Cette diversité con-
duit cependant à une remarquable convergence des résultats, et plus encore à

une grande cohérence des idées générales qui se dégagent, bien au-delà du sim-

ple objet d'étude que nous avons choisi. Ce fait a été développé par I. PRIGOGINE
(73,146,147) "

Il s'agit, dans son ensemble, d'une étude de l'évolution des systè-
mes chimiques dans les conditions déjà précisées: loin de l'éouilibre thermo-
dynamique. Deux perspectives fondamentales, étroitement liées, sont envisagées
l'évolution "déterministe" et l'évolution "stochastique".

L'évolution déterministe obéit à des lois cinétioues qui font inter-

venir des attributs d'un ensemble, d'une population de particules, sans que

celles-ci apparaissent explicitement. L'état de l'objet d'étude est alors en-

tièrement décrit par un petit nombre de variables.

Dans le chapitre II, nous avons étudié ces équations cinétiques. Nous

avons établi les critères de stabilité de plusieurs classes de systèmes chimi-

ques et démontré plusieurs théorèmes définissant les conditions d'apparition

d'instabilités. En plus de son intérêt, dirons-nous, technioue, cette analyse

fait ressortir que seuls des systèmes manifestant une certaine complexité peu-

vent produire ces phénomènes: trois espèces intermédiaires au moins sont néces-

saires, à condition, en se limitant aux étapes mono et bimoléculaires, de faire

intervenir des étapes autocatalytiques directes ce qui, bien qu'habituel dans

cette sphère, n'a pas d'équivalent simple dans un système réel. Ceci doit être

rapproché des travaux de MAY (148) qui conclut que les "grands systèmes" ont

toutes les chances d'être instables.

Grâce à la méthode de Monte-Carlo (chap. III), nous avons pu étudier

la formation de structures dissipatives. On retiendra oue dans les systèmes

particulièrement instables, la structure stable finale apparait après l'inter-

vention transitoire de structures instables ou même métastables (chap. IV).
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différents.

., t t ut dans la mesure où ils constituent
pas le phénomène le m01ns 1ntéressan , sur 0

des frontières "naturelles" entre des régions fonctionnant selon des régimes

un chaos, puisqu'une
points fixes n'est

le cas de structures oscillantes, on voit le système, incapable

état structure à longue portée et à durée de vie grande, suivre
Dans

Les développements théoriques trouvent une application concrète dans
l'étude de réactions chimiques particulières comme celle présentée dans le cha-
pitre VI. Les conditions dans lesquelles étaient faites jusque-là les études
expérimentales, ne permettaient pas de maintenir les contraintes pendant de
longues durées, soit qu'on avait ignoré ce problème, cas le plus fréquent, soit
qu'on ne l'avait pas complètement résolu. Cette condition théorique fondamenta-

L'étude des fluctuations locales a permis de mettre en évidence di-

recte, d'une part, le caractère stabilisant de la "localisation" grâce à la
diffusion, d'autre part, la transition par nucléation entre deux états accessi-
bles du système. Ainsi, un système instable peut-il devenir métastable lorsqu'il
subit la pression moyenne de ses voisins, à condition que l'indépendance sta-
tistique entre voisins soit réalisée (hypothèse de champ moyen). L'instabilité
potentielle ne se manifestera que si le champ moyen peut être localement per-
turbé par la formation d'un germe suffisamment grand. Beaucoup de travail reste
à faire dans cette voie largement ouverte, grâce à la simulation stochastique.

Nous avons étudié quelques caractéristiques des équations cinétiques

stochastiques et donné l'expression générale de l'amplitude des fluctuations

pour des systèmes simples (chap. V). Lorsque les fluctuations sont homogènes,
l'étude de systèmes à l'équilibre montre que le régime fluctuationnel poisson-
nien résulte plus de la perte des corrélations entre les diverses variables du

système que de la fermeture du système ou de la linéarité des processus.

d'atteindre un

un régime turbulent. Cette turbulence n'est cependant pas

certaine cohérence existe à courte portée. L'apparition de

L'étude des propriétés à priori déterministes, par une méthode de si-

mulation comme celle que nous avons mise au point, permet d'apercevoir déjà

l'importance de l'aspect stochastique. Loin des points d'instabilité, l'évolu-

tion obéit aux lois déterministes. A proximité de ceux-ci, la nature "corpus-

culaire" des éléments qui forment le système apparaît entraînant le caractère
" 1 t' "d .

t 10 un pa astochastique des processus. La taille de la popu&a &on eV1en a rs r -

mètre important.
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le étant remplie, on retrouve nombre de phénomènes décrits par des modèles théo-

riques. En premier lieu les oscillations du type cycle limite parfaitement sta-
bles, puis les points de transition par variation de contrainte, ou à contrainte
constante, par perturbation extérieure, transition associée à un phénomène d'hys-
térèse. Des perspectives importantes s'ouvrent vers l'étude expérimentale fine
de ces systèmes, à partir du moment où des états ou régimes véritablement sta-
tionnaires sont accessibles.

Au-delà d'une application centrée sur le système chimique, les pers-
pectives ouvertes par l'étude de systèmes dissipatifs sont particulièrement in-
téressantes, par la signification qu'on peut donner aux phénomènes rencontrés,
ou mieux, aux processus mis en jeu. Précisémment, l'accent est mis sur les pro-
cessus plus que sur l'objet étudié. A des processus de même caractéristiaue on
est donc tenté d'appliquer le même traitement cruel crue soit l'objet étudié,
physique, biologique, sociologicrue ou économiaue.

Ainsi, l'étude de systèmes chimiaues simoles permet-elle d'illustrer
l'émergence de l'ordre à partir du désordre, la structure de l'homogène, la ?O-
larité de l'isotropie, sans que soit violé le second principe de la thermodyn_a-
mique. Il suffit pour celà que le système soit ouvert, fonctionne loin de l'équi-
libre et soit le siège de processus catalytiques particuliers, autant de carac-
téristiques que semblent manifester les systèmes vivants.

Plus important, peut-être, est la possibilité de voir se succéder
dans l'évolution d'un système un comportement déterministe et un comportemený
stochastique. On serait tenté de dire rationnel et imaginatif. La phase sto-

chastique est la plus intéressante parce au'elle introduit un certain haýý
dans l'évolution. Deux grands types de processus s'y affrontent. D'une ýt ceux

qui, comme la diffusion, constituent des interactions symétriques et teýdent i

éliminer les corrélations entre variables, établissant ainsi un régýe stýle.
C'est ce qui prévaut à l'état d'équilibre: chaque particule, chaque inýviýý
se comporte avec son voisin comme son voisin se comporte avec lui. D'aýýý ýý:.
il y a les processus dissymétriques, irréversibles, comme une réacti0n ýýýi:ýý
directe, influences non compensées qui, au contraire, favorisent la ýýrý!i-
vité, augmentent les corrélations. Ils sont capables de vro\ýuer l'iný!ýý:::ýý
du système, entraînant son évolution vers une structure nouvelle, trZ\n:.::: ...

'!"':" .....'\:-:"::

ainsi le système qui devient autre, généralement après un brisement jý :.::,ýý"::r:ý.

PRIGOGINE (146) rapporte des exemples de tels processus : le phén..::mýný ...ý ý',':"'-

voir-", étudié en économie par F. PERROUX (149), oui établit La .1i:'::ý\'ý!t'ý::'-:ý· ,ý,ý
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relations entre des individus ou des groupes, OU encore les phénomènes d'imi-

tation ou de contre-imitation.

L'évolution, la création de formes nouvelles, apparaissent comme le

résultat de transitions, lorsque dans le système devenu métastable, une inno-

vation pourra, si elle atteint une extension suffisante dans l'espace où se ma-

nifestent les processus d'interactions, qu'il soit chimique ou économique, uti-
liser les processus de communication qui tendaient à la réduire et se répandre
dans tout l'espace, devenant la nouvelle mode, la nouvelle habitude ou la nou-
velle idéologie dominante.

Ainsi, notre science ne s'intéresse plus seulement à la rationalité
découlant du déterministe, mais aussi à la magie de l'évolution créative qu'il-
luste la transition par nucléation. La science peut donc se pencher sur l'être
lui-même au lieu de sa cantonner dans la seule préoccupation de l'image ou
l'idée qu'elle se fait de l'objet, comme le postule une philosophie nominaliste
radicale.

C'est bien le sentiment de participer à une grande aventure qui rend
si passionnante l'étude des systèmes dissipatifs.



A P PEN DIe E S



Cette équation peut être réécrite en y faisant apparaltre le membre de droite

de l'équation 121

Les valeurs stationnaires xý qui apparaissent dans 121 vérifient les relations

de stationnarité, issues de 111

111

i = 1 à n

_ rJI;, + r ý" xý + r
L 1. j#i 1.J J j#i

k#i

"
ax,

xs 1.

i (ax) 5
=

i

Soit le système d'équations différentielles

"

(ax,) to t: ses_2:.. =.0 +ý x +2 xýx ii ý ii' J' 1.'ii iaiS j#i J

APPENDICE DU CHAPITRE If

Les termes diagonaux de la matrice

Démonstration du théorème r

sont, d'après 111

d'où l'on déduit



j et k quelconques,

ou

etc ""

Ceci n'est pas toujours vérifié si des étapes trýoléculaires comme
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Au contraire, les étapes comme

sont présentes. Elles constituent le seul moyen d'obtenir une instabilité du
type noeud, ou foyer instable, dans un système comportant deux espèces inter-
médiaires seulement.

des
ý j#i qui résultent d'étapes comme

Il en est de même ter.mes ýij'

-A.. i if puisque résultant d I étapes du type
Les ter.mes ýý. sont pos t s

i

Ainsi, quel que soit le nombre d'espèces intermédiaires, on a

2X + y -+ 3X

X -+ X
j i

consomment toujours Xi' ce qui entratne que les tennes ýiii sont toujours né-

gatifs.

qui toutes fonnent Xi et ne le consomment pas.

ou encore

Les termes i: , jýi, kýi proviennent dl étapes du type
ijk

qui augmente nécessairement Xi·

issant dans le crochet sont posi-
fi tous les teýes apparaOn peut véri er que

tifs, ce qui établit le théorème t.
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L'équation caractéristique est

La fonction A admet deux racines non nulles

3= - Y + Ô YB (y)

= !ili1..
A(y)tg (e)

3 2= X - T x + ôx - ýF (x)

2= T Y - ýA(y)

3 2
F(iy) = - i y + T Y + ô i y - ý = A(y) + i B(y)

al ý > 0 T > 0

a2 ý < 0 T < 0

a3 ý > 0 T < 0

a4 ý < 0 T > 0

La fonction B(y) peut prendre deux formes

bl ô < 0

b2 ô > 0

IJ.
1/2

R = ± (-)
A T

Considérons une des combinaisons possibles obtenues en prenant une

forme possible de chaque fonction: a2 et b2"

lorsque y varie de + ý à - ý

Nous cherchons la variation de l'argument e défini par

avec

On peut distinguer quatre formes pour la fonction ACy) suivant le

signe des paramètres

Pour illustrer la méthode nous détaillons le cas d'un système à trois
espèces intermédiaires. Les systèmes à quatre et cinq espèces intermédiaires
sont étudiés de la même manière.

Sur l'axe imaginaire, cette fonction de variable complexe s'écrit

Méthode du "plan complexe" appliquée à un système à trois LI.
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et de même la fonctiýn B

- 00
, B , A , B , A , B , + 00

Sn y-ý
2

3n
2

e =ettg e = 00

11' 2

ý
= ± (ô)

tg e = 0 et e = 2n

Supposons d'abord RB supérieur à RA. La succession des racines se

fait donc dans l'ordre croissant suivant (voir schéma).

qui admet en plus une racine nulle.

En continuant, on rencontre la racine positive de B, A étant négatif.

Lorsque B s'annule, la tangente de l'argument est nulle; l'argument vaut donc

un multiple de n. Soit n sa valeur. En allant vers les valeurs croissantes de

y on rencontre une racine de A, B étant positif. On a donc

A l'infini, la tangente redevient infinie sans aucun changement de signe. L'ar-
Sngument tend donc vers :r lorsýue y tend vers l'infini.
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l'état stationnaire

Tô - f::. < 0

f::. > 0)

nous aurions pu prendre 0 ou 211'.

11' 11'

2" ' 2

e = 0

f::.

ô > - ou
T

, 11' , 11' ,11',

ô > 0

ty e = 0

3" 11'

f::.e = -- - = 11'

2 2

n = 411'

N = 2

311'

2,
311'

2

T < 0f::. < 0

De même, en allant vers les valeurs négatives de y, on rencontre d'abord une
racine de A

- m
, A , B , B , B , A , + m

puis celle de B

ty e = OD

n = 311' - 311' = 0

A moins l'infini, la tangente tend vers l'infini

11' 511'
M = -

2"
-

T
= - 311'

Au total, lorsque y est passé de + OD à - OD
, l'argument a varié de

ty e -+ + OD

La variation totale le long du contour (C) défini dans le chapitre II est donc

Il n'existe donc aucune racine à partie réelle positive
est stable. La condition de stabilité est donc

Lorsque les racines se succèdent dans l'ordre (Tô

On a done

Une analyse similaire montre que l'argument prend les valeurs correspondantes
suivantes :

la valeur w pour y nul, racine centrale de B

Il existe deux racines à partie réelle positive. Notons a.ue le choix de la

valeur de l'argument prise comme référence est arbitraire. Ici nous avons pris

L'analyse des autres combinaisons se fait de la même manière.



Le système a trois espèces inter.médiaires. La matrice des modes nor-
maux s'écrit

on a donc

2
k = l/À

!J. > 0
o

!J. = ad - bc
o

T < 0
o

a - k DX b c

d e - k D f k = l/À
2

y

g h s: - k DZ

- 136 -

T = a + d
o

Démonstration du théorème V

Les termes caractéristiques de la stabilité s'écrivent donc

T = T - k (DX + Dy>
0

(a DX + Dy>
2

!J. = !J. k + k DX Dy
0

En vertu du théorème I, a et d sont toujours négatifs. On voit donc
que les termes d'inhomogénéité ne peuvent jamais mettre en péril la stabilité.
Le système sera stable par rapport à toute perturbation inhomogène.

avec

Considérons un état stationnaire homogènement stable
(voir tableau I, chap. II>

d'où

èm
ý

d espeýces l'ntermédiaires ; Dx et Dy les coeffi-Soit un syst e a eux

cients de diffusion. La matrice des modes normaux prend la forme

Démonstration du théorème IV
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r < 0
o

t::. < 0
o

lS > 0
o

<5x
= e i h f

ày = a i c g

àx = a e - b d

<5 = àx + ày + àz
0

a < 0 e < 0 i < 0

T < 0
o

r - kl (D + D > (à + iT> + (D + DZ> (<5 + eT>o X y Z 0 X Y 0

2+ (Dy + D > (à + aT>
I

+ k la(D + D > (20 + D +Z X 0 Z y X Y

+ e(Dx + DZ> (DX + 2Dy + DZ> + i(DX + Dy> (DX + Dy +

3
- k I (DX + Dy + DZ> (D D + D D + D D > - DX DyX Y X Z Y Z

Considérons un état stationnaire hamogênement stable

à = à kle(Dx + D > + a(D + DZ> + i(DX + Dy> I
0 z y

+ k21D Dy + Dy Dz + DZ DxlX

l!. = Ô kl àx DX + <5y
2

0 Dy + <5z Dxl + k Ii D
X Dy + e DX Dz + a Dy Dzi

3- k ID D D
IX y z

r =

On en déduit

avec

On voit que seul le terme en k peut changer le signe de t::. et r qui, d'après
l'étude générale, suffisent à déterminer la stabilité. Il faut pour celà que
l'un au moins des mineurs principaux de rang deux, <5x, <5y ou <5z soit négatif.
Soit, par exemple, <5 " Une valeur élevée de D favorisera le changement de si-

X X
gne de l!. (une valeur élevée de Dy favorisera le changement de signe de f>.

La condition établie est nécessaire mais non suffisante. On peut vé-
rifier que le schéma étudié dans le chapitre IV remplit la condition: ôy est

négatif.



k3 Z
= Log

k BY-3
.ft

3

A. k2 XY
"e; = Log

k Z2 -2
t'tl =

dX.
1.

= 1: J. - dx
i

1. dx

Ceci peýet de calculer dxO qui prend la foýe suivante

= _ .!. ý dX - ..E_ dY dY
X dt YZ dt
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APPENDICE DU CHAPITRE V

Pseudo-potentiel cinétigue du schéma d'Edelstein

La recherche d'un potentiel cinétique peut être guidée par le critêre
général d'évolution évoqué dans le chapitre l (1) qui prend la forme suivante:

où J. et X. sont respectivement les flux et les forces généralisées. Dans le
1. 1.

cas simple où flux et forces ne dépendent que d'une seule variable indépendan-
te, x, un potentiel cinétique ý est défini par la relation suivante :

Lorsque deux états, xl et x2' sont accessibles comme dans le modêle d'EDELSTEIN,
on suppose que la transition est située à l'état de contrainte défini par

et les forces

Pour l'appliquer au schéma d'EDELSTEIN, on considêrera les flux

les premiers étant les vitesses de chaque étape, les seconds, à un facteur prês,

les affinités.



on obtient

relation de conservation tmposée par le schéma réactionnel.
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C = y + z

" "
a X a cr

ýy (X)= ax (Zy)

(k_2 + k3)C
y (X) = ---ý------

k_2 + k3 + k_3 B + k2 X

d+
dX = - kl A + K IX + Y(X) (k k X - k k B)/lxCk_2 + k3) I- 2 3 -2-3

"
Y = 0

avec

Nous avons ici deux variables indépendantes, X et Y. Il est facile de

vérifier que la forme dxo n'est pas une différentielle total, ce oui supposerait
que la relation suivante soit vérifiée, ce qui n'est pas.

Il n'existe donc pas, pour ce modèle, de potentiel cinétique. Une hypothèse sim-
plificatrice (1,82) permet cependant de définir un pseudo-potentiel: on suppo-
sera que la variable y est toujours à la valeur stationnaire pour chaque valeur
de X. En écrivant

Cette relation permet de ne conserver qu'une seule variable indépendante, X, et
de déduire le pseudo-potentiel cinétique défini par
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