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Introduction

INTRODUCTION
GENERALE

Beaucoup de problemes de sciences de l'ingénieur, et particuliérement, ceux
rencontrés en mécanique des milieux continus, imposent des conditions aux limites
appropriées sur le corps a étudier. La résolution de ces systémes (d’équations
variationnelles) qui en découlent, se complique avec des formes géométriques

complexes du corps

Face aux difficultés et aux temps pris par cette résolution , nous voulons utiliser
des solutions, pour un domaine bien précis, déja connues ou faciles a obtenir afin de

pouvoir établir des estimations pour un domaine donné .

Polya et Schiffer (1) proposaient une méthode permettant d’obtenir des
estimations a priori de I’intégrale de I’énergie de déormation dans des problémes

elliptiques auto-adjoints.

Si la construction des états admissibles, dans un probléme de minimum, est une
des questions parmi les plus délicates des procédures de type variationnel, la méthode
de la transplantation s’aveére €tre un instrument efficace et simple a utiliser,
particulierement dans les questions de la théorie de I’élasticité, ou 1’évaluation de

I’énergie de déformation est souvent nécessaire.

L’objectif principal de ce travail est de montrer comment il est possible d’étendre
la méthode aux problémes de I’¢lasticité et, d’obtenir, en méme temps, une procédure

d’estimation de I’énergie de déformation, par exces et par défaut, du corps élastique.




Introduction

Afin d’atteindre notre objectif, on abordera en premier lieu, tout ce qui concerne
I’¢lasticité, et les systemes des équations qui interprétent le comportement des
structures mécaniques a savoir son ¢énergie de déformation, et les hypothéses

fondamentales.

Plus loin, au chapitre 11 , on traitera des équations aux dérivées partielles et le
calcul variationnel (définitions et classifications des équations, conditions et méthodes
de résolutions, type et probléme variationnels ...) qui représentent un outil
incontournable dans les problémes de 1’¢lasticité, et sur lesquels les conditions et la

validité de la méthode de transplantation seront posées.

Des exemples caractéristiques et concrets occuperont le reste de ce mémoire au
moyen desquels nous montrerons comment la méthode de transplantation peut étre
étendue aux problemes de I’élasticité et fournit, en méme temps, une procédure
permettant de calculer les bornes inférieures, et supérieures, de 1’énergie de

déformation de corps élastique.
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Chapitre 1 Théorie de I’élésticité

THEORIE DE
L’ELASTICITE

La théorie de 1’¢lasticité trouve son origine dans la pratique, le domaine de
construction, (pont construction mécanique automobile...), font signe de I’utilisation
des propriétés des corps solides ...), capables de supporter et transmettre certaines
charges. L’étude des propriétés de la matiere permet la compéhension des

phénomeénes, les prévoir et, de concevoir dans les conditions souhaitables.

La théorie de 1’¢lasticité est 'une des branches les plus vigoureuses de la
mécanique des milieux continus déformables, ses lois régissent I’étude de tous les
corps solides qui nous environnent, du point de vue de leurs équilibres et leurs

mouvements.

I.1.Définitions générales

L’¢lasticité est la capacité physique d’un corps a reprendre sa forme initiale apres
suppression de la sollicitation. Le corps est parfaitement élastique s’il recouvre
complétement sa forme originale aprés suppression de la charge; il est partiellement
¢lastique si la déformation produite par les forces externes ne disparait pas
complétement apreés avoir retiré la charge. Dans le cas d’un corps parfaitement
¢lastique, le travail di aux forces externes, pendant la déformation, est enticrement

transformé en énergie potentielle de déformation. Dans le cas d’un corps partiellement
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¢lastique, une partie du travail, créé par les forces externes pendant la déformation, se

dissipe sous forme de chaleur dans le corps pendant la déformation non €lastique. (2)

Le modéle du corps élastique est caractérisé par les hypothéses fondamentales

suivantes (3) :

Hypothése de [D’espace —temps newtonien : 1’espace est euclidien (a trois
dimensions), le temps est indépendant des coordonnés spatiales.

Hypothése du milieu continu : chaque domaine élémentaire contient de la
maticre, cette hypothése permet de considérer toutes les quantités comme fonctions du
point dans le domaine élastique occupé par le corps.

Hypothése de la rigidisation des parties (ou de la solidification) : un corps se
trouve en équilibre si, et seulement si, les forces agissent sur chacune de ses parties
forment un systéme nul ; cette hypotheése permet de séparer une partie arbitraire du
corps, de remplacer 1’action du reste par certaines forces, et de déterminer ces
dernieres par la condition que 1’équilibre du corps entier reste intact.

Hypotheése de la dépendance locale : Les forces intérieures (tension) sont des
fonctions du point, de la déformation, de la température, etc.

Hypothése de I’élasticité idéale : il existe une correspondance bi-univoque entre
les déformations et les tensions. Ceci caractérise un certain état de la matiére, étant
dans lequel la connaissance des tensions et celle des déformations fournissent des

informations équivalentes.

et les hypothéses simplificatrices :

Hypothése de linéarité géométrique : les déformations sont des fonctions
linéaires des dérivées des déplacements.

Hypothése de linéarité physique : les tensions sont des fonctions lin€aires des
déformations.

Hypothése d’isotropie : les propriétés mécaniques du matériau ne changent pas
avec la direction autour du point.

Hypothése d’homogénéité : les propriétés mécaniques du matériau ne changent

pas avec le point dans le corps.
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I.2.Contraintes et équilibres

1.2.1. Contrainte

Sous I’action des charges externes Py P, _F, appliquées sur un corps, des efforts

internes se produisent pour le mettre en équilibre. Ces derniers, sont que la résultante
des efforts élémentaires agissant sur chaque section de 1’é¢lément sollicité par les forces
extérieures. On appelle ces efforts élémentaires, contraintes o. (4)

On consideére les plans sécants A et A’ passant par un point O d’un corps sollicité
par des forces extérieures (Figure 1.1).Une contrainte normale ¢ de traction ou de
compression au point O est I’effet d’éloignement ou de rapprochement respectivement
des plans A et A". L’effet de glissement des deux plans est attribue aux contraintes

tangentielles T .L’existence simultanée des contraintes normales et tangentielles tend a

déplacer les plans suivant la direction de la résultante dite, vecteur contrainte P (AF).

P P,

r

P Py

Figure I-1 : Solide soumis a des charges externes

1.2.2. Etat de contrainte

Découpons au voisinage du point O du corps sollicité un parallélépede rectangle
infiniment petit de cotes dx, dy, dz. Sur chaque face de ce parallélépede agissent une
contrainte normale et deux contraintes tangentielles. La contrainte normale est positive
quand elle agit sur une facette positive dans le sens positive de I’axe considéré ou sur

une facette négative dans le sens négatif de cet axe. Une contrainte tangentielle est

5
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positive quant elle agit sur une facette positive dans le sens positif de I’axe paralléle a
cette facette ou sur une facette négative dans le sens négatif de 1’axe parallele de cette

facette. Toutes les contraintes de 1’élément, sont représentées sur la Figure I-2.

27 Ty

x¥

2l
[l

X x=Z

-
/ X
z
Figure I-2 : Comportement des contraintes

L’¢état de contrainte plan est le cas particulier d’une seule facette du volume ou sur

chaque coté agissent une contrainte normale et une contrainte tangentielle.

L’¢état de contrainte lin€aire est le cas particulier d’un seul coté de la facette sur

lequel agissent une contrainte normale et une contrainte tangentielle.

I.2.3. Transformation de contrainte

Nous pouvons déterminer des nouveaux comportements dans n’importe quel

autre systéme en utilisant la matrice de rotation. (5)
Pour le cas général tridimensionnel, la matrice de rotation est donnée par :

(L1)

Ij_ gy My
Q,—; = IIZ Mz ﬂz]
Ig Mz Tz

Ou Q;; = cos(x';,x;)

Utilisant cette notation, les relations de transformation pour les contraintes deviennent
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o, = li+ a}.mi +o ni+ 2Ty lymy + Ty mymy + T, l4)
oy =ali+ ﬂ}-mzz +a, ni+ 2Ty lymy + Ty Mang T T, 1515)
ol =g,li+ I:T}_mi::| + o, ni+ 2(Tyylamg + 1, mang + 7, 1515)
Ty = Ol + @ mym, + oongn, + 1, (Imy + myly) + 7 (myng +nymy) + 7, (nyl, + Iyny)
Ty = O bl + @ momy + o ngng + 1, (Img +myly) + 1 (mang +nymg) + 7, (ny 13 + 1yny)

T, = 0. l3ly + o ymemy + ongny + 1, (lgmy + maly) + 7, (many + ngmy ) + 7, (ngly + 13my)

(1.2)
Pour le cas bidimensionnel, les comportements de contraintes sont:
o, = o,co5°0 + o, Sin 0 + 2t,,sinfcos0
oy = 0,5in ‘0 + o, €056 — 21, sinflcosd (1.3)
T,y = —0,5infcos6 + o,sinBcosb + t,,(cos*8 — sin” @)
Elles peuvent étre écrites en termes de double angle :
+ay —ay }
ol = %—I— ﬂx;} c0520 + T,,5in20
T+ Tx— 0y .
oy = . £ *c0520 — 1,,5in20 (1.4)
Th, = a}';axsinzﬁ' + T,,c0520

I.2.4. Contraintes principales

En variant I’angle 0, les contraintes normales et tangentielles varient. Et pour
n’importe quel tenseur de contrainte nous pouvons établir le probleme de la valeur
principale et résoudre 1’équation caractéristique pour déterminer les valeurs et les
directions. L’équation caractéristique générale pour les contraintes

det[a'ij- ﬁ'u] o+ Lo —Lo+I; =0 (1.5)
Ou o sont les contraintes principales; I4, I, I5 sont les invariants.
Il =04 + ) + ]
IZ == 6152 + 5263 + 6361 (16)

I; = 0,0,0;

01, G2, 03 sont les contraintes principales
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v

Figure I-3 : Contraintes générales et principales

Dans le systeme des coordonnées principales, la matrice des contraintes prend

la forme diagonale spéciale

a1 0 0
0 0 Jz

1.2.5. Equation d’équilibre

Le champ des contraintes dans un solide élastique est distribué¢ continument dans
le corps et déterminé uniquement par les charges appliquées. Ces charges doivent
satisfaire 1’équation d’équilibre statique. La somme des forces et des moments est
égale a zéro. Si le corps entier est en équilibre, donc toute partie est en équilibre.
Alors, nous partitionnons le solide en sous domaines et appliquons le principe

d’équilibre a cette région.

Considérons un sous domaines fermé avec un volume V et surface S a ’intérieur d’un

corps en équilibre.
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Figure I-4 : Forces de volume et de surfac agissantes sur une portion du corps

L’équation d’équilibre est donnée par I’équation suivante:

Les équations d’équilibres en notation scalaire s’écrit
ﬂ»!_-}_x ﬂTZI

da, Otz i
et oy t o TF=0

Bty o, Ot

Mzy —
o tay T TFy=0 (1.9)
Itz | OTyz B0 _

- + ay + ﬂz—l—Fz—ﬂ

Donc, tous les champs de contraintes €lastiques doivent satisfaire ces relations

afin d'étre en équilibre statique .

I.3.Déformation et compatibilite

1.3.1. Déformations et déplacements

Sous I’action d’un chargement externe ou d’une variation de température, les
dimensions d’un corps varient: il en résulte une déformation. Nous pouvons distinguer
deux types de déformations, le premier est la déformation normale, le deuxiéme est la

déformation de cisaillement. (2)
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La figure (I-5) illustre une déformation bidimensionnelle d’un ¢élément
rectangulaire avec des dimensions originales dx par dy. Apres déformation, 1’élément
prend la forme montrée par le contour en pointillé. Les déplacements des points de

référence sont indiqués dans la figure (I-6).

du o
dy —» <4— -
ay E v e D’Il
S — L ;
'L'J[.'X', v+ d}":] B/"I ,‘ﬂ\ ,I
! |
N |
D i ’
yvA C i },13/""{
A - a
[ PP PR R T--
|y I A T
v(x, ) ! dv
i ! dx
A d B al ] !
e et de T

Figure I-5 : Déformation géométrique bidimensionnelle
Le point de référence A est pris en coordonnées (x,y), et les comportement de
déplacement de ce point sont u(x,y) et v(x,y). Les déplacements correspondants au
point B sont u(x+dx,y) et v(x+dx,y), et les déplacements pour les autres points de coin
sont définis d’une maniére analogue. Pour la théorie des petites déformations,

u(x+dx,y)=u(x,y)+(ou/ox)dx, avec expansions similaires pour les autres termes.

10
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La déformation normale ou extensionnelle dans la direction n est définie par le
changement de longueur par unité de longueur des fibres orientés dans la direction n.
La théorie des petites déformations donne :

du _ﬂv

2r €y = o (1.10)

£y =

La déformation de cisaillement est définie par le changement d’angle entre deux
directions orthogonales. Pour les petites déformations (4)

du dr v dw

Txy:ﬂ—y—ka,]’yz —;-Fﬂ—y (I.11)

Dans le cas général tridimensionnel, les trois comportements de déformations

normales et les trois comportements de déformation de cisaillement sont:

ol aw
L }’_ﬂy’ Y o8z
_u _ o aw _w o (1.12)
Vay = gy dx Vyz = gz  adv Vax = dr  dz

En utilisant 1’écriture tensoriel eij, les relations déformations-déplacements

peuvent étre exprimées sous forme:

e, =—,e, =—
x gx’ Y dy

:l(ﬂu_i_ﬂu) l(ﬂv_l_ﬂw) l(ﬂw_i_ﬂu)
e r e - r e vy — L — I} e = -\ -
x 2\dy  dx yz 2 Mz dy zx 2 \ix dz

du dr dw
18y = —
z dz

(L13)

Les six équations de comportements indépendants décrivent la théorie de petites
déformations, et cet ensemble des équations est référé comme les relations

déformations-déplacements.

I.3.2. Transformation des déformations

Si la deéformation est donnée pour un systeme de coordonnés, nous pouvons
déterminer le nouveau comportement dans n’importe quel systeme de rotation. Pour le

cas tridimensionnel la matrice de rotation est définie comme 1’équation (I.1):

Les relations de transformation sont:

11
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e, =elit+e m1 +e ni+ 2(exylymy + ey, myny +e,mly)
e, =eli+emite ni+2(e, lm+e, mmn, +e, ml)
el =el3+emi+e ni+2e, lymgte, mgngt+e ngly)
€y = €xlily + e mumy +engny +ey (Limy + myb) + e (mmny +nymy) + e (g + 1yny)
e,. = e byl +e,mumy + e.ngng + ey, (Lomy +myly) + e, (mong + nymy) + e (nyly + Lony)

e, =e_lsl + e,mymy +enyny +e, [£3m1 +mgly) + e, Amgny +namy) +e_ (ngly +1;n,)

(L14)
Pour le cas bidimensionnel la matrice s’écrit:
cosf sinf 0
Qi; = |—sinf cosf 0
0 0 1
Sous cette transformation les déformations deviennent:
e, = e,cos’0 + eysin ‘8 + 2e,y,sinBcost
e, = e,sin 0 + e},cﬂszﬁ' — 2e,,sinfcos0 (1.15)
e,y = —e,sinfcosB + e, sin Bcosb + e, (cos?8 — sin’8)
Ou elles peuvent étre écrites en termes de double angle
e, +te,. By—E.,. .
e, = % ——*co0s520 + e, sin20
1 Extey  Ex~Ey .
ey =— . Lcos5260 — e,y Sin2t (I.16)

e.—8, .
€y == . =5in20 + e,,cos20

La relation de transformation peut étre appliquée directement pour établir les

transformations entre les coordonnés cartésiennes et les coordonnés polaires. (5)

1.3.3. Les déformations principales
Nous pouvons identifier et déterminer les valeurs de déformation principales et
les directions principales en résolvant I’équation caractéristique suivante
det [eij &'H] —e?+ 9,62 —9,e+9;,=0 (1.17)

Ou e est la déformation principale et les invariants fondamentaux de la déformation

peuvent étre exprimés par les trois déformations principales:

12
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'ﬂi = E]_ + Ez + 83
ﬂz = 84565 + €465 + =2 1=21 (118)
93 = e ey e;

Le premier invariant 7,=9 est nommé la délitation cubique, parce qu’il a une

relation avec le changement de volume de 1’é¢lément matériel.

La matrice de déformation dans le syst¢éme de coordonnés principales prend la forme

diagonale
&4 0 0
EI-_]; =10 ez 0 ] (I 1 9)
0 0 ez

On note que dans le systtme de coordonnées principales, la déformation ne

produit pas de cisaillement mais uniquement une extension.

1.3.4. Compatibilité de déformation

Pour assurer la continuité de I'uniformité des déplacements, les déformations
doivent satisfaire les relations additionnelles nommées les équations d’intégrabilité ou
les équations de compatibilité. Avant de développer ces équations, il est instructif de
considérer I’interprétation géométrique de ce concept. L’exemple bidimensionnel est
montré dans la figure (I-7) ou le solide élastique est premierement divisé en série
d’¢éléments dans le cas (a). Pour la simple visualisation, considérons uniquement
quatre ¢léments. Dans la configuration indéformée montrée dans le cas (b), ces
¢léments sont unis parfaitement. Aprés déformation arbitraire pour chaque élément et
reconstrution le solide, pour le cas (c), les €léments ont ét¢ unis et arrangés de facon

continue et d’un déplacement uniforme. (5)
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ole
0]

Figure I-7 : Interprétation physique de la compatibilité de déformation

00
1] ola

(a) (b) () (d)

Cependant, pour le cas (d), les éléments ont été individuellement déformés sans aucun
intérét pour les déformations avoisinantes. Il est observé dans ce cas que le systéme ne
sera pas ajusté sans des vides et des écarts, et cette situation produits un champ de
déplacement discontinu. Nous concluons donc que les comportements de déformation
doivent étre de maniere ou d’autre reliés pour produire des déplacements continus et
uniformes. La procédure de développer ces équations est basée sur 1’¢limination des

déplacements des relations de déformation-déplacement.

Ceci nous conduit a une équation de compatibilité¢ de Saint VENANT sous forme

tensorielle.
€.kl + €rlij — Cikj1 — €jLik = 0 (L.20)

Ce systéme conduit a 81 équations individuelles, la pluparts, sont répétées et

nous aurons six équations restent indépendantes. Ces relations deviennent pour 1=k:

e, ﬂ'zsl. ﬂ‘zsx}
ay* Axt dxdy
e, e, ey
az* ay® dydz
a%e, e, _ Bl egy
dx® dz" dzdx

(121)
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Ces relations sont de conditions nécessaires et suffisantes pour des déplacements

continues et uniformes dans une région simplement connexe.

1.4.Relations contraintes-déformations

1.4.1. Caractérisation des matériaux

Les relations qui caractérisent les propriétés physiques des matériaux sont
appelées les équations constitutives; la théorie de la mécanique réelle a établi quelques
principes pour le développement des équations constitutives, la majorité des lois
constitutives ont été développées au moyen des relations empiriques basées sur
I’évidence expérimentale. Pour une certaine classe de matériaux solides le
comportement mécanique est défini par les relations constitutives contraintes—
déformations.Ces relations expriment la contraintes en fonction des déformations, et

des propriétés des matériaux.

L’une des techniques est le test de la tension simple dans la quelle un cylindre
spécial préparé est chargé axialement dans une machine a test .La déformation est
déterminée par le changement de longueur entre les marques de référence sur
I’échantillon. Les données de charge mesurées par les cellules de charge sont divisées
par l’aire pour calculer les contraintes.Les données de contrainte-déformation sont
rapportés et tracés en utilisant la technique expérimentale standard. Il est observé que
chaque matériau montre une réponse contraintes-déformation initiale pour des petites
déformations qui est approximativement linéaire. Elle est suivie par un changement de
comportement non linéaire qui conduit a une large déformation et finalement se

termine par une rupture.

Observe aussi dans la région initiale que si le chargement est enlevé 1’échantillon
retourne a sa forme originale et la déformation disparaisse. Cette caractéristique est le
descripteur primaire du comportement €lastique. Cependant, a un certain point sur la
courbe contraintes-déformation, le déchargement ne fait pas amener 1’échantillon a

une déformation nulle et il résulte une certaine déformation plastique permanente. (5)
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Steel

Cast Iron

Aluminum ;

Figure I-8 : Courbes uni axiales contrainte-déformation typiques pour trois structures de matériaux

Conclut par cette étude, que la variété des matériaux réels montre un
comportement ¢lastique linéaire sous des petites déformations. Cela conduit & un
modele constitutif linéaire pour le cas de charges axiales unidimensionnelles donnée

par la relation & = Eg , Ou E est la pente de la courbe contrainte-déformation uni

axiale.

1.4.2. Loi de Hooke loi constitutive

Se basant sur les observations précédentes, et dans le but de construire la loi
constitutive générale tridimensionnelle pour les matériaux élastiques, nous concluons
que chaque comportement de contrainte est linéairement reli¢ de chaque

comportement déformation.

x = Cppey +Cypey +Cy3e; +2C e, + 2050, + 20555,
oy = Cyyey + Capey + Coze; + 20ye, + 20558, +2055e,,
0, = C318, + O30y + C33e, + 20340, +2035ey; + 2035,
Tyy = Cyp@y + Cypey + Cyze; + 2048, + 20 5y7 + 20605,
Tyz = Ce, + EEZE}, + C53e, + 2(?5491}, + 2C05zep; + 20,8,

Ty = Cgp8, + Eﬁze}, + Cyse, + 2(?6491}, + 20 zep; + 208,

(1.22)

Ou les coefficients C;; sont des paramétres materiels, le facteurs de deux est present a

cause de la symétrie de déformation. On note que cette relation doit étre exprimée par
I’écriture des déformations par une fonction linéaire des comportements des

contraintes
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La relation (I.22) peut étre exprimée dans une notation standard de tenseur par
I’€criture
Gij = Cijri€p (L.23)

Ou Cjjy; est le tenseur de quatriéme ordre dont les comportements incluent tous les

parametres nécessaires pour caractériser le matériau. Basant sur la symétrie du tenseur
de contrainte et déformation, le tenseur d’¢élasticité doit avoir les propriétés suivantes:

Ci’_fH = Cﬁm (1.24)

Cijta = Cjike '

En général, le tenseur du quatrieme ordre C;;;; a 81 composantes. Toutefois, les

relations (1.24) réduisent le nombre de composantes indépendantes a 36, ce qui fournit

la correspondance avec la forme (I.21). Les composantes de C;j,; sont appelés

modules ¢€lastiques et ont des unités de contraintes (force / surface).

Appliquant D’hypothése simplificatrice de 1’homogénéité le comportement

¢lastique ne varie pas dans I’espace, et donc tous les modules élastiques sont constants

Similaire a I'hnomogénéité, une autre propriété isotropie a faire a des différences

dans les modules de matériau a 1'égard de I'orientation

La forme tensorielle (I.23) fournit un moyen simple d'établir les relations
isotropes contrainte-déformation. Si l'on suppose un comportement isotrope, le tenseur
d'¢lasticité doit étre le méme dans toutes les rotations du systéme de coordonnées. Le

quatrieme ordre du tenseur d’¢lasticité doit satisfaire:
Cijki = QimQinQup Qg (1.25)
Utilisant la forme générale contrainte-déformation nous aurons:

Ou nous avons utilisé notamment les constantes d’¢€lasticités A et . La constante A est
appelée la constante de Lamé, et p est appelé le module de cisaillement ou module de

rigidité. L équation (I1.26) peut étre €crite dans des équations scalaires individuelles
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o, = }{(ex +e, + ez) + 2ue,
o, =Ale, + ey + e,) + 2ue,

o, = i(ex +e, + ez) + 2pe, (1.27)
Tyy = 2Heyy,
Tyy = 21ey,

Tox = 2[€5,

Les relations (1.26) ou (1.27) sont appelés lois Hooke généralisée pour les solides
¢lastiques lin€aires isotropes. Hooke en 1678, a proposé pour la premiére fois que la
déformation d’une structure élastique est proportionnelle a la force appliquée. Il
convient de noter que seulement deux des constantes ¢€lastiques sont nécessaires pour

décrire le comportement des matériaux isotropes. (6)

Les relations contraintes -déformations (1.26) ou (1.27) doivent étre inversées

pour exprimer la déformation en fonction de la contrainte.

T — (31 + zﬂ:}ﬂ‘mﬂ (128)
Et nous pouvons écrire
1+v v

OuE = pu(34 4+ 2u) /(A + p) est appelé le module d'¢lasticité ou le module de Young,
et v=M/[2(A+p)] est considéré comme le ratio de Poisson. La relation (1.29) doit étre

écrite en composants (scalaires) qui forment les six équations
1
e = ¢ ['Er.-r —v(o, + sz':l

1
ey =1 [ﬂ'}, —v(o, +0,)]

1
€; = E [Jz —vio, + J}’)]

. 1+v . 1 (1.30)
€y = Tay = 3, Tay
14w 1
€yz = Tp Tyz = 3, Tyz
1+v 1
e, =——T,, = —T
ZX E ZX Zﬂ ZX

La forme constitutive de (1.29) ou (1.30) montre a nouveau que seulement deux
constantes ¢€lastiques sont nécessaires pour formuler la loi de Hooke pour les

matériaux isotropes. En utilisant I'une des formes isotropes de la loi de Hooke, il peut
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étre démontré que les principaux axes de contrainte coincident avec les principaux

axes de déformation.

I.5.Formulations générales et stratégies de solution

Les résultats comprennent un systeme différentiel et algébrique de relations entre
les contraintes, les déformations, et déplacements. La formulation générale s’acheve
par, le développement des conditions aux limites appropriées. Ces conditions précisent
le phénomeéne qui se produit sur la limite du corps et, plus généralement, le
chargement qui a créé¢ physiquement des contraintes internes, déformations, et les
champs des déplacements. Bien que les champs des équations sont les mémes pour
tous les problémes, les conditions aux limites sont différentes pour chaque probléme.
Par conséquent, le bon choix de conditions aux limites est essentiel pour la solution du
probléme, il est donc important d'acquérir une bonne compréhension de 1'évolution des
procédures. La combinaison des champs des équations avec les conditions aux limites,
¢établit les problémes fondamentaux de la valeur limite de la théorie. Cela nous amene
finalement en deux formules différentes, en termes de 1’une en termes de déplacements
et I'autre en termes de contraintes. Parce que ces problémes aux limites sont difficiles a
résoudre, de nombreuses stratégies ont été¢ développées pour aider a la solution du

probléme.

I.5.1. Les équations fondamentales de I’élasticité

Nous pouvons résumer le champ des équations de base ou les équations
fondamentales pour [’¢lasticité¢ linéaire isotropique sous les formules indicielles

suivantes.

Les relations déformations-déplacements
1
Les relations de compatibilités

.kl T €kLij — Cikj1 — €jLik = 0 (1.32)
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Les équations d’équilibre

o+ F;i=0 (1.33)

La loi constitutive élastique (loi de Hooke)

ﬂ'ij: = .H.Ekk 6"1 + ZHEij

1+v v (1.34)
€ = Tij g Tkk Sij

Par conséquent, le systetme général du champ des équations d'élasticité
correspond aux 15 relations (I.31), (1.33) et (I.34). Il est pratique de définir I'ensemble

de ce systéme en utilisant un opérateur généralisé de notation comme

E{Hi: €ijs ﬂ'ipﬂ; i, Fi} =0 (I.35)
1.5.2. Conditions aux limites

Les types de conditions aux limites pour les applications de 1'¢lasticité incluent la
spécification de la fagon dont le corps est pris en charge (supporté) ou chargé. Ce
concept est mathématiquement formulé par les déplacements ou les tractions aux
points limites. La figure (I-9) illustre cette idée générale pour trois cas typiques, y
compris tractions, déplacements, et un mélange de cas pour lesquels les tractions sont

indiquées sur la fronticre 5, et les déplacements sont donnés sur la portion restante S,

Tin}

Conditions traction Conditions éplacement Conditions mixte

Figure I-9 : Conditions aux limites typiques
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Donc nous pouvons formuler et classifier les trois problémes fondamentaux de la
valeur-limite dans la théorie de 1'¢lasticité qui sont liés a la résolution du systeéme

général de champ des équations (I.33). Notre présentation est limitée au cas statique.

Probleme 1 : Probleme traction

Déterminer la distribution des déplacements, déformations, et contraintes a
l'intérieur d'un corps élastique en équilibre lorsque les forces du corps sont données et

la répartition des tractions est prescrite sur la surface du corps
() (5] (s]
T, (x") = fu(x; ) (136)

Ou x:.:s" désignent les points de frontiére (limites) et j‘}[x;:s") sont les valeurs de la

traction.

Probleme 2 : Probleme déplacement

Déterminer la distribution des déplacements, déformations et contraintes a
I’intérieur d’un corps élastique en équilibre lorsque les forces du corps sont données et

la distribution des déplacements est prescrite sur la surface du corps,
(m) r_ (5] (5]
u (%) = gi(x;) (1.37)

Ou x;.:s" désignent les points de frontiere (limites) et g; [x:.:s"} Sont les valeurs de

déplacement.

Probléeme 3 : Probleme mixte

Déterminer la distribution des déplacements, déformations, et contraintes a
I’intérieur, la traction est prescrite par (I1.36) sur la surface S, et la répartition des

déplacements est prescrite que par (1.37) sur la surface du corps 5, (voir Figure I-9).

La simplification de (I.35) est nécessaire pour le développement des méthodes de
solution analytique. Sur la base de la description du probleme 1 avec seulement les

conditions aux limites de tractions, il serait souhaitable d'exprimer le systéme
fondamental uniquement en termes de contrainte, qui est, St{, Ty s L, P}} de maniére a

réduire le nombre d'inconnues dans le systtme. De méme pour le probléeme 2, la
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formulation des déplacements seulement est exprimée sous la formeS™ {uz-, AL, E—})
de manicre a simplifier le probléme. Nous allons maintenant poursuivre ces

formulations spécialisées et déterminons explicitement ces systémes d'équations. (5)

1.5.3. Formulation des contraintes

Pour le premier probleme fondamental de 1'élasticité, les conditions aux limites
doivent étre données que dans les termes de tractions ou comportements de contrainte.
En vue de développer des méthodes de solution pour ce cas, il est trés utile de
reformuler le systeme général (1.33), en éliminant les déplacements et les déformations
et ainsi obtenir un nouveau systeme uniquement en termes de contraintes. Nous allons
maintenant inclure les équations de compatibilité dans le syst¢tme fondamental. Donc,
nous commengons par l'utilisation de la loi Hooke (I.34) et nous éliminons les

déformations des relations de compatibilité (1.32) pour obtenir

1
Tiinie T Tureij — Cikejie — Ciiesin — 1tv (Jmm,kk'ﬁij + ﬂmm,z‘j'ﬁkk - Jmm,_;l'k'ﬁz’k - ﬂmm,ikﬁjk (1.38)

Apres quelques simplifications et modifications nous obtenons les relations de
compatibilité en termes de contraintes et sont communément appelés les équations de

compatibilité de Beltrami-Michell.

1 v
Tk + 50 Oickeij = — 730y F ki — Fij — Fi (L.39)

Pour le cas sans les forces de volume, ces relations peuvent étre exprimées

comme les six équations scalaires:
2

a
1 +wvPlo, +5(o +0o,+0,)=0
ﬂz
(1+v)7%e, +$(a’x +oy,+ o,)=0
ﬂZ
1 +wP?e, +5(0,+0,+0,)=0
, % (1.40)
(1 +v)P?r,, + 32y (6, +0,+0,)=0
2 9
(1+wv)vir, +E(ﬂ'x+ o, +0,)=0
ﬂE
(1+v)Pir,, + P (6,+0,+0,)=0
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Ainsi, en combinant ces équations avec les équations d'équilibre (I.33) on a les
données nécessaires pour résoudre les six relations pour les six contraintes inconnues
pour le cas en trois dimensions. Ce systéme constitue la formulation des contraintes de
la théorie de 1'¢lasticité et est approprié pour une utilisation avec les problémes des
conditions de limites de traction. Une fois les contraintes déterminées, les
déformations sont disponibles a partir de la loi de Hooke (I.34), et les déplacements

peuvent étre alors étre calculée par l'intégration de (1.31).

Le systéeme d'équations pour la formulation des contraintes est encore assez
complexe, et les solutions analytiques sont déterminées pour ce cas en utilisant des
fonctions de contraintes. Ce concept prévoit une représentation des contraintes qui
satisfait les équations d'équilibre. Pour le cas a deux dimensions, ce concept représente
des contraintes dans le plan en termes d'une fonction unique. La représentation satisfait
I’équilibre, et le reste des équations de compatibilité les rendent en une seule équation

aux dérivées partielles (équation biharmonique) en termes de fonction de contrainte.

1.5.4. Formulation des déplacements

La réduction du champ d’équations en termes de déplacements uniquement est le
systtme dénomm¢é formulation de déplacements. Il est plus utile lorsqu'il est associé
aux conditions limites de déplacement dans le probléme 2.Dans ce cas, nous éliminons
les déformations et les contraintes du systeme fondamental (I.35). Ceci est facilement
accompli en utilisant les relations déformation-déplacement et la loi de Hooke pour

donner
Oy = A8y + p(w; + ;) (L41)

qui peut étre exprimé en six équations scalaires

A )y g
Ox = Bx + dy + Bz + Hoax
du 2 dw a
oy =A(F+ 2+ ) 42
dxr dy 9=z dy 1.42
() g (1.42)
Tz = dx  dv dz ”ﬂz
du @ dv  dw dw  du
o= k(G +5) e n (G +5) T =0 (G4 3)
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Utilisant ces relations dans les équations d’équilibre nous aurons
s gy + (A4 g g + F; = 0 (1.43)

qui sont les équations d'équilibre en termes de déplacements et sont désignés comme
les équations de Navier ou Lamé. Ce systéme peut €tre exprimé en termes de trois

équations scalaires comme

a dw
quu+[i+H)a( +— +ﬂz)—|—F =0
2 3 (du ﬂu dw B
;LFI?-I-[}{-I-H)E}( 4 +ﬂz)+ =0 (1.44)
dw
u7?w+ 4+ )5 (542 +az)+F =0

Ou le Laplacien est donnée par V* = (8°/dx®) + (8°/ay?) + (8% /9z°) .Les
équations de Navier sont la formulation souhaitée pour le probleme de déplacements,
et le systetme représente trois équations pour les trois inconnus de composantes de
déplacement. Semblable a la formulation de contraintes, ce systéme est encore difficile
a résoudre, et de nouvelles techniques mathématiques ont été développées dans le but
de simplifier ces équations pour la solution du probléme. Ces méthodes emploient les

fonctions de potentiel de déplacement.
1.6. Hypothéses fondamentales de I’élasticité linéaire

1.6.1. Energie de déformation

Le travail effectué sur un élément, et emmagasiné a l'intérieur, sera appelée
énergie de déformation. Il est supposé que 1'élément reste élastique et aucune énergie
cinétique n’est développee, c’est a dire que le retrait des charges résulte de la

récupération compléte de I'énergie stockée dans le corps. (6)

Afin de quantifier ce comportement, nous voulons a présent déterminer I’énergie
de déformation en fonction de la contrainte et de la déformation qui en résulte dans le
solide ¢lastique. Considérons d'abord le cas de déformation uniaxial et uniforme sans

les forces de volume, comme le montre la Figure I-10.
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dy
l— 11 + dx
dx
A T g
4 T =
C <+ |
d ! L
d ___________
<_d.X_ u

v

Figure I-10 : Déformation sous une contrainte uniaxiale uniforme
Si L’¢élément cubique de dimensions dx, dy, dz est sous l'action d'une contrainte
normale uniforme o, dans la direction x comme montré¢, nous avons une force o, dydz
qui produit un travail sur D’extension &,dx . La relation entre ces deux quantités

durant la contrainte est représentée par la ligne droite (figure I-11), et le travail

effectué durant la déformation est donné par I’aire 1 /5 (0,dydz) (g,dx) du triangle.

Figure I-11 : L énergie de déformation pour une déformation uniaxiale

Ecrivons dU pour ce travail nous aurons :

dv =1/, 6,2, dxdydz (1.45)

De la méme maniere ou I’¢lément est soumis aux six comportements, 1’énergie

de déformation devient :

dU = Uydxdydz ; U= [l Uydxdydz (1.46)
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. 1
Ou U, = 5 (O &+ Oy8, + 0,8, + ToyVay + Tpa¥yz + TozVaz) (1.47)

U, est la quantité de travail par unité de volume, ou I’énergie de déformation par unité

de volume.

En utilisant la loi de Hooke, nous pouvons exprimer 1’énergie de déformation

uniquement en fonction des contraintes :

1 1
Up = gplot+ oy + 0%, —2v(o.0y + 0,0, + 0,0)] + 2 (23, + 73 + 73) (148)

d’ou
v =30 (lot+ 3+ ot —2v(oio,+0y0, + 00|+ L (2 + o +

rﬁz) } dxdydz
(1.49)

Comme nous pouvons 1’écrire:

14w v

Uulo) = o (of+o)+07 + 215, + 212, + 212,) — 2 (0, + 0,+0,)°
14w v

U[J} = TJE'JE" _EJ_J:J:JI(I(

Nous pouvons aussi exprimer la quantité de travail uniquement en fonction des

comportements de déformation
U, = %1@2 +6(e2 + &2 +¢,7) +§G(vw2 ¥yt Vi) (L50)
d’ou
U= [520% + G(e2 + &%+ &) +3 Glvg > + vy +vad)| AV (151
Avec B =e,+e,te, =&, +e,t1e;

Comme nous pouvons 1’€crire

1 1 1 1
U[E) = Eﬂ'[ex + = +Ez)2 + P"[ Eﬁ"i_e;f'i_ezz + E}".}?y + E}"}?z +E}rz?x)

1
U[E} = EAE'UEU — #EHEH{
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Le développement du concept de 1'énergie de déformation peut produire de
nouvelles informations utiles non trouvées par d'autres méthodes. Cette ¢tude a aussi
conduit a des nouvelles méthodes ou des principes qui permettent de nouvelles
techniques pour résoudre les problemes d'élasticité. Dans un certain sens, ces
méthodes peuvent étre considérées comme une alternative au champ d’équations
dérivés. Pour les problémes en mécanique des structures (barres, poutres, plaques, et
coques) les méthodes de I'énergie se sont révélées tres utiles dans le développement

des équations régissant le comportement et les conditions aux limites associées (6).

1.6.2. Théoremes fondamentaux

Théoréme de Clapeyron

Si I’on applique un effort aux points A; du corps, supposé dans son ¢€tat naturel,
des forces F;, les points 4; se déplacent en 4} et u; désigne la projection de 4;4; sur la

direction de la force F;. Le théoréme des travaux virtuels donne la relation :

Nous obtenons ainsi 1’expression de 1’énergie de déformation en fonction des

forces et des déplacements due a Clapeyron :

1
Théoréme de réciprocité de Maxwell-Betti

Considérons deux systémes de forces Fj et F;" appliquées aux points A ; du corps.
Le premier donne lieu aux déplacements u;, aux contraintes o; et aux déformations ;.
Le second donne lieu aux déplacementst; , aux contraintes ;" et aux déformationss;’.

Appliquons a chaque systeme le théoréme des travaux virtuels en prenant pour
déplacements et déformations virtuelles les déplacements et les déformations dus a

I’autre systéme :

YiF'y' = [¢"e"dv = [ ¢"Ec"dv
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YF'u = [o"e'dv = [o"Ec'dv

Le scalaire c™Ea" est égal a son transposéc’"Ea’. Nous obtenons donc 1’égalité
suivante, qui exprime le théoréme de réciprocité de Maxwell-Betti :

Ej Fiu' = X Fi u (1.53)

Voici une importante conséquence du théoréme de réciprocité (7): la structure

étant soumise aux forces F; appliquées aux points4;, proposons-nous de calculer le

déplacement u d’un point 4 dans une directiond. Pour cela, appliquons au point 4 une

force unité suivant la direction & ; les points A; se déplacent de 4; dans la direction des

forcesF;. Le théoreme de réciprocité donne la relation :

= EJ- A;F; (1.54)
qui montre que le déplacement d’un point quelconque est une fonction linéaire et
homogene des forces appliquées.

Théorémes de Castigliano

La structure €tant soumise aux forcesF;, nous venons de voir, d’apres le théoréme

de réciprocité, que :
= Xy Ak Fi (A = M)

En reportant cette valeur dans D’expression (I.52), I’énergie de déformation

apparait comme une forme quadratique des forces appliquées :

1
U =22 XA FiFy

et les déplacements u; peuvent s’¢crire sous la forme :

au
llj = E-'_E'] (155)
qui exprime le théoréme de Castigliano.

Si I’on donne des variations quelconques d F; aux forcesF;, nous avons, d’apres la

définition méme de 1’énergie de déformation :
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dU = X; F; dy;

I en résulte que, si I’on exprime U en fonction des déplacements, les forces F;

peuvent s’écrire sous la forme :

ad
F =2

= o (1.56)

qui exprime le théoreme dual du théoréme de Castigliano. (8)

Le théoréme de Castigliano permet de calculer le déplacement A d’un point A4 de
la structure dans une direction &. Pour cela, appliquons au point 4 une force auxiliaire
F suivant la directiond. Si U est I’énergie de déformation exprimée en fonction des
forces F; et F, il suffit d’appliquer le théoréme de Castigliano et de faire /=0 dans le

résultat

29



cHAPITRE 11

METHODES ET
APPROCHES
MATHEMATIQUES



Chapitre 11 Meéthodes et approches mathématiques

METHODES ET
APPROCHES
MATHEMATIQUES

Apres avoir developpé la formulation générale et les principes de formulation
des problémes d’¢élasticité, qui sont la plupart sous forme d équations différentielles,
quelques stratégies et méthodes mathématiques de solutions sont couramment utilisées
pour résoudre ces problémes ou nous distinguons trois méthodes appelés direct,

inverse et de semi inverse .

Meéthode directe

Cette méthode vise a déterminer la solution d'intégration directe du champ des
équations (I1.20) ou encore des formulations des contraintes et/ou des déplacements.
Les conditions aux limites doivent étre remplies exactement. Cette méthode des
difficultés mathématiques importantes, ce qui limite son application a des problémes
de géométrie simple.

Meéthode inverse

Pour cette technique, une partie du champ de déplacements ou de contraintes

sont sélectionnés qui satisfont le champ des équations de base. Une recherche est alors

menée pour identifier un probléme spécifique qui serait résolu par cette solution, ce

qui revient a déterminer la géométrie du probléme de la géométrie approprié, les
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conditions aux limites, et les forces de volume qui determineront la solution pour
satisfaire toutes les conditions du le probleme. Cependant, il est parfois difficile de

construire des solutions spécifiques a un probléme d’intérét pratique.
Méthode semi inverse

Pour cette technique une partie du champ de déplacement et / ou contraintes est
spécifiéé, et D’autre portion est déterminée par les équations fondamentales
(normalement en utilisant une intégration directe) et les conditions aux limites. Il est
souvent, le cas échéant, que la construction de la solution de déplacements et / ou de
contraintes peut €tre guidé par la théorie approximative de résistance des matériaux.
L’utilité de cette approche est grandement renforcée par 1'emploi du principe de Saint-
Venant, pour lequel une condition a la limite complexe peut étre remplacée par une

simple distribution équivalente statique .

La complexité géométrique du corps a étudier complique la résolution du
probléme. De cet fait, nous allons voir plus loin une méthode mathématique proposée
par Polya et Schiffer permettant d’obtenir des estimations de 1’intégrale de I’énergie de
déformation dans des problémes elliptiques auto adjoints ; cette méthode est une
extension de la méthode de transplantation des domaines qui s’avére étre un
instrument efficace et simple a utiliser dans la construction des états admissibles, dans
les problémes de minimum.

De ceci, nous donnerons briévement un aper¢u général sur les méthodes et les outils
mathématiques sur lesquels la stratégie de résolution de Polya et schiffer est fondée

ainsi que les méthodes de résolution des problémes ¢€lastiques.

II.1. Les équations différentielles aux dérivées

partielles

Une équation faisant intervenir une ou plusieurs dérivées partielles d'une fonction
inconnue de deux ou plusieurs variables indépendantes est une équation aux dérivées
partielles. Par rapport aux équations différentielles ordinaires, beaucoup de problemes

en physique conduisent a des équations aux dérivées partielles.
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En général, la totalité des solutions d'une équation différentielle aux dérivées
partielles est tres large. Toutefois, une unique solution d'une équation différentielle aux
dérivées partielles correspond & un probleme physique et peut étre obtenue par
l'utilisation des conditions aux limites et/ou les conditions initiales. Dans la pratique,
les conditions aux limites servent fréquemment de guide dans le choix d'une forme
particuliere de la solution, qui satisfait I’équation différentielle, ainsi que les

conditions aux limites.

I1.1.1. Définitions générales

Une équation différentielle (9)est une relation entre les dérivées (partielles) d’une

fonction u: 2 © IR™ — IRqui peut formellement se mettre sous la forme :

F (x, U U U Uy o ) =0 (IL.1)
Ou
fu du &y )
F (x,jf, we S g ) = 0
Ou

-x,V, ... ,les variables indépendantes

—u , la fonction "inconnue" variable dépendante.

fu ou 8%y .. , e .
~ 32’ 37 5.2 U0 nombre fini de dérivées partielles de u.

u est solution de I’EDP si, apres substitution, la relation F(x, y, ..., u, Ou/0x, Ou/0y,
02u/0x2,..)=0 est satisfaite pour x, y, ... appartenant a une certaine région 2 de 1’espace

des variables indépendantes.

Ty

\
L1
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Une équation différentielle peut étre caractérisée par les définitions suivantes (9):

e On définit I’ordre d’une équation différentielle comme ’ordre de dérivation le
plus grand des dérivées partielles apparaissant dans la relation (I1.1).

e Si la relation (II.1) peut se mettre sous la forme d’un polynome, on définit le
degré d’une équation différentielle comme le degré du polyndme formé par les

dérivées partielles d’ordre le plus élevé.

Enfin, on peut définir les notions de linéarité et de quasi-linéarité des équations

différentielles.

e On dit qu’une équation différentielle est quasi-linéaire si elle est de degré 1.

De fagon équivalente, on dit aussi qu’une équation différentielle est quasi-

linéaire si elle est linéaire par rapport aux dérivées d’ordre le plus élevé.

e On dit qu'une équation différentielle est lin€aire si la relation (II.1) peut se
mettre sous la forme d’un polyndme de degré 1 dont les coefficients ne

dépendent que des variables indépendantes x :
a(x) + b(x)u + XLy ¢; (u,, + Lo Xy dy (D, + - =0 (IL2)

Lorsque les coefficients du polynome ne dépendent plus de x, on parle alors

d’équation différentielle linéaire a coefficients constants.
e On dit qu'une équation différentielle linéaire est homogene si elle ne contient
pas de terme indépendant de u et de ses dérivées. Elle peut se mettre sous la

forme :
b[x}u + E?:1 C; [x}ux!. + E?:iE}]::[ di_;' [x)u;r,-xj- +--=0 (H.3)

En d’autre termes, une équation différentielle linéaire homogene ne contient ni

termes constants, ni termes dépendant seulement de x.

e La propriét¢é fondamentale des équations linéaires est le principe de

superposition,
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Si uy etu, sont des solutions d’une équation aux dérivées partielles linéaires
homogene, alors pour @y et @, des réels quelconques, ayuy + a@,u, est aussi une
solution.
Si uy, est une solution de I’équation lin€aire homogene et u,, est solution de
I’équation lin€aire non homogene, alors u, + 1, est une solution de 1I’équation

complete.

I1.1.2. Classement des équations différentielles
Les grandes classes d’équations différentielles sont

e FEquations différentielles ordinaires (EDO)

Lorsque la fonction u ne dépend que d’une variable indépendante, que 1’on peut
noter ¢, la dérivée de u par rapport a ¢, notée u'(z) est une dérivée totale. L’équation
(IL.1) devient alors une Equation Différentielle Ordinaire (EDO) que I’on peut définir

de la facon suivante :

Une Equation Différentielle Ordinaire (EDO) scalaire est une équation mettant
en jeu une fonction d’une variable scalaire u(?): I € IR — IR ainsi que ses dérivées

jusqu’a I’ordre m>1:

F (t, wu,u ... .. ,u':m:') =0 (I1.4)

Ou 1™ représente la dérivée d’ordre m de u par rapport a ¢ et F est une fonction
suffisamment réguliére de I x IR™ dans IR.
L’ordre d’une EDO, défini comme le plus grand ordre de dérivation présent dans

I’équation, est donc égal a m dans ce cas.

o FEquation aux Dérivées Partielles (EDP)

Une ¢équation aux dérivées partielles est tout simplement une équation
différentielle faisant intervenir une fonction d’au moins deux variables indépendantes.
On note usuellement ces deux variables x et y lorsqu’elles représentent des variables

d’espace et x et ¢ lorsque le temps intervient.
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L’équation différentielle bidimensionnelle du premier ordre quasi-linéaire est

I’une des EDP les plus simples :

alx,y,wu, (x,y)+b(x, y,u}u},(x,y) =c(x,y,u), (x,y) € IR? (1L.5)

Elle est linéaire si a, b et ¢ ne dépendent que x et y. La forme la plus générale

d’équation linéaire du premier ordre est donc :

alx,y,)u, (x,y) + b(x,y)u},[x, y) + c(x,y)ulx,y) = d(x,y), (x,y)€ IR?(L6)

Elle modélise la plupart du temps un phénomene de transport.

I1.1.3. Classement des EDP du second ordre quasi-linéaires

dansIR>.

Les EDP du second ordre quasi-linéaire conduisent a des comportements variés.
Afin de séparer les principaux types de comportements, il existe une classification
basée sur le classement des coniques (ellipse, hyperbole, parabole). De la méme
maniere que pour les coniques, on introduit une forme canonique qui permet une ¢tude

plus systématique (10).
Forme canonique
Considérons donc le cas le plus général d’EDP linéaire du second ordre :
au,, + 2bu,, + cuy, +d =0 (IL.7)
ou a, b, ¢ et d sont de fonctions de x, y, u, et u,, seulement
Changement de variables De méme que pour les coniques, on cherche a

¢liminer les termes croisés, 2bu,,, Pour cela, on introduit un changement de variables

suffisamment régulier (C1-difféomorphisme),
X=ny), ¥=3%xy) (I1.8)
permettant de passer de (I1.7)(1.2.4) a une forme canonique du type :

Auxx + CHY}' + D=0 (119)
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On note les gradients de ce changement de variables de la maniére suivante :

_ dnixy) iz _ dExy) _ BEixy)
a=—— B _—ﬂr Y= 5——3}, (I1.10)

La matrice jacobéenne du changement de variables devient alors :

_Je B
J= [T 5] (IL.11)
On suppose que ce changement de variables n’est pas dégénéré, c’est a dire que
det] = ad — By = 0, V(x,y) € 2 € IR? (I1.12)

Cherchons maintenant ce que devient 1’équation (II.7) avec le changement de variables

(I1.8) :

Upy = azuxx + zm'ruxy + TZHFF + [...] (1113)
ux}, = ﬂ:ﬁuxx + [ﬂ:ﬁ + ﬁ}r:}uxy + TSHYY + [...] (1114)
u},}, = ﬁzu}{x + zﬁﬁu}ir + Szu}r}r + [] (IIIS)

ou les termes entre crochets ne font intervenir que des dérivées d’ordre inférieure
strictement a deux. En reportant ces expressions dans 1’équation (II.7), on obtient la

nouvelle équation linéaire :

Au,, + 2Bu,, + Cu,, + D =0 (IL.16)
avece
A= aa’ + 2baf + cf* (I1.17)
B = aay + b(ad + By) + cffb (I1.18)
C = ay® + 2byé + cé&° (I1.19)

Discriminant De méme que pour les coniques, on peut remarquer la propriété

d’invariance suivante par changement de variables :

B* — AC = (ab — By)*(b* — ac) (11.20)

Le signe du discriminant b — ac est invariant par changement de variables non
dégénéré. 11 va donc nous permettre de classer les EDP (quasi-)linéaires du second

ordre suivant le signe de ce discriminant.
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Réduction a une forme canonique Comme pour les coniques, il est toujours
possible de choisir un changement de variables particulier qui annule B. Choisissons

une simple rotation des axes autour de 1’origine pour n et & :
X =nlx,y) = xcosB + ysinf (I1.21)
Y = &(x,y) = —xsinf + ycos8 (11.22)
On obtient alors pour a, f, y et o
a=cosB , B=-sinf (I1.23)
Y= —sinf, &§=cos0 (11.24)
Naturellement avec ce choix particulier de changement de variables,

det] = a8 — By = cos*8 + sin*8 = 1 et donc B — AC = (b* — ac). Les relations
(I1.17),(I1.18) et (I1.19) deviennent alors :

A = acos*6 + 2bcosBsin + csin’6 (I1.25)
B = —acos0sind + b(cos*0 — sin”0) + cosBsind (I1.26)
C = asin’6 — 2bsinfBcosO + ccos’0 (IL.27)

En introduisant deux nouvelles variablesp = (a +¢)/2 etq = (a —c)/2, et en
considérant les relations trigonométriques avec les angles doubles

(cos28 = cos’B — sin“ 8 et sin26 = 2sinfcosA, on obtient les relations simplifiées :

A=p+qcos20 + 2bsin26 (11.28)
B = —qsin26 + bcos26 (I1.29)
C=p—qcos20 — 2bsin20 (11.30)

Pour annuler B, il suffit de choisir

2b

a—cC

1 1
H=Earctan( )—l—k;, kel (I1.31)

Dans le cas = ¢, on trouve & = E Le terme L:g, k € Z indique juste que la

. A , . W , . , .
rotation peut étre définie a S brés, ce qui semble cohérent avec une rotation d’axes.

Dans le cas ou B = 0, on trouve —AC = b* — ac. On peut classer les formes

canoniques simplement suivant le signe de AC.
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On remarque de plus que 4 et C ne peuvent pas étre nuls tous les deux si ’EDP

est effectivement du second ordre. En effet, 4 = C = 0 impliquerait que ¢ = —a et

cos28 + [fsin28 . La condition B = 0 implique alors — acos26 — fsin28 = 0. On

obtient alors que @ = b = ¢ = 0 ce qui est faux par hypothese.

> EDP elliptique b2 —ac=AC <0, 4 et C sont de méme signe. Si
b* —ac= —AC = 0, les coefficients 4 et C sont de méme signe. On parle

alors d’EDP elliptique que 1’on écrit sous la forme générique suivante :
Auyy + Cupy +D =0, AC > 0 (11.32)
> EDP hyperbolique -AC = b* —ac = 0, 4 et C sont de signes opposés. On

parle d’EDP hyperbolique que 1’on écrit sous la forme générique suivante :

Auyy + Cuyy+D =0, AC < 0 (11.33)

> EDP parabolique b* — ac = 0, A ou C est nul (quitte & changer 0 en 8 + m4),
on peut toujours supposer que C s’annule. On parle alors d’EDP parabolique,

qui peut, de la méme fagon, se mettre sous la forme :

I1.1.4. Classement des EDP scalaires du second ordre linéaires

a coefficients constants dansIRZ.

Elimination des termes du premier ordre : Exprimons de nouveau les termes
d’ordre inférieur dans leur forme complete pour une équation elliptique adimensionnée

par un changement d’échelle de longueur :

Uyy + Uyy + DHH + Eu}r + Fu + =0 (1135)

On peut montrer facilement qu’il est possible de supprimer les termes du premier ordre

uy etuy. Effectuons pour cela un changement d’inconnues en posant :
u(X,¥) = exp(pXx) . v(X,¥), pER (11.36)

qui nous donne
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uy = exp(pX) (vy + pv) , uyy = explaX) (vyy + 2pvy + p2v) (11.37)
I1 vient alors pour ’EDP (11.35)
Uyy +Vypy +(2p + D)oy + Evy + (p2 + Dp+ F)v+ G =0 (I1.38)

.. D ) . .
En choisissant ¢ = —— , on peut faire disparaitre le terme en. v
P 2 X

Si au lieu de (I1.36), on pose
u(X,¥) = exp(pX +7¥).v(X,¥), p,TER (11.39)
Et en choisissant p = —g et T = —g , on peut éliminer a la fois vy et vy et I'on
obtient une forme « ramassée » de la forme :
Vyy tVyy +Fv+ G =0 (1I1.40)

On peut effectuer exactement le méme calcul avec une équation hyperbolique

adimensionnelle pour obtenir :
Vyy _v}r}r‘i‘FP‘i‘G: 0 (1141)

En ce qui concerne 1’équation parabolique adimensionnelle, il n’est plus
possible d’utiliser le second changement d’inconnue (I1.39). On obtient une forme

ramassée oury reste présente:

Donc les trois formes canoniques pour les EDP quasi-linéaires dans IR sont :

Avyy + Coyy + D=0 AC=0 EDP elliptiq (11.43)
Avyy + Coyy + D=0 A EDP hyperbolique (11.44)
Avyy + D=0 EDP parabolique  (I1.45)

Et les trois formes canoniques pour les EDP linéaires a coefficients constants

Vyy t ¥y tFv + G =10 EDP elliptique (11.46)
Vyy —Vypy tFv + G =10 EDP hyperbolique (11.47)
vyy tEvy + Fv+ G =0 EDP parabolique  (11.48)
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I1.1.5. Classement des EDP scalaires du second ordre (quasi)
linéaire dans IR™

En considérant toujours le cas scalaire ou 1’on a une seule fonction inconnue u et
n variables indépendantes, x4, ,.....,x,Une EDP du second ordre (quasi-)linéaire

dans IR™ peut s’écrire sous la forme suivante :

izt +[]=0 (I1.49)

ou le terme entre crochets ne comporte pas de dérivées secondes. Du fait du role
symétrique de x; etx;, il est toujours possible de se ramener a une matrice @ = [az- j]
qui est symétrique. On peut donc dés lors envisager les valeurs propres réelles de la

matrice .Q

Le classement réalisé¢ dans les paragraphes précédents peut se généraliser de la
facon suivante :
— Si toutes les valeurs propres de la matrice @ = [aU—] sont non nulles et de méme
signe, alors 1’équation est dite elliptique. La forme canonique la plus simple d’EDP

elliptique dans IR™ est la suivante :
Uy oy s Uy, T Uy =0 (11.50)

— Si toutes les valeurs propres de la matrice Q sont non nulles et qu’une seule d’entre
elles est de signe opposé, alors I’équation est dite hyperbolique. La forme canonique la

plus simple d’EDP hyperbolique dans IR™ est la suivante :

Ut Uy, Uy, =0 (IL.51)

2Xz
On dit aussi que [’équation est ultra-hyperbolique si on a au moins deux valeurs

propres de chaque signe.

— Si au moins une des valeurs propres de la matrice Q est nulle (detQ = 0), alors
I’équation est dite parabolique. La forme canonique la plus simple d’EDP parabolique

dans IR™ est la suivante :
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Up = Uypppy T Uy g (I1.52)
I1.1.6. Solutions et conditions

Une solution a I’équation aux dérivées partielles qui a été définie sur un domaine
IR de I’espace des variables indépendantes, est une fonction, qui posseéde toutes les
dérivées partielles apparaissant dans 1’équation, pour un domaine incluant R , et

satisfaisant I’équation sur tout le domaine [R. (11)

En général, il existe une grande variété de fonctions qui satisfont une équation
aux dérivées partielles.

Les fonctions suivantes :

u=x" -y, u=e'cosy u = In(x* + y%)

) i . . . ) #*u  6°u
sont toutes des solutions de I’équation de Laplace a deux dimensions : E T 0

Une solution particuliére a un probléme donné, nécessite I’introduction de
conditions aux frontiéres pour u, ou encore de conditions initiales (si 1’'une des

variables indépendantes est le temps).

On peut citer quelques équations aux dérivées partielles célebres :

Au = 0. Equation de Laplace

Au—f =0. Equation de Poisson

u, — Au = 0. Equation de la chaleur en diffusion homogene
Uy, — Au = 0. Equation des ondes

La solution générale d’une équation aux dérivées partielles d’ordre m dépend en

général de m fonctions arbitraire de (d-1) variables.

La solution générale d’une équation aux dérivées partielles est celle qui permet
de trouver touts les solutions de 1’équation (sauf des cas de solutions singuliéres) en

donnant des valeurs particulieres aux fonctions arbitraires.

Pour trouver des solutions particuliéres d’une équation aux dérivées partielles, a
partir de la solution générale, on va importer des conditions restrictives sur I’ensemble

des solutions.
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Les contraintes les plus fréquentes sont :

e Conditions initiales : si u est fonction de (x,t) € IR? x IR on donne

ulx, tg) = ¢p(x)

ou D ulx,ty) = ¢ (x) , on parle aussi de conditions de Cauchy ;

o Conditions au bord :

- Condition aux bords de Dirichlet

La condition de Dirichlet aux bords peut se définir comme la donnée d’une

fonction u: IR™ — IR sur une partie /" de la frontiére de Q, ce qui peut se noter :
ulx) = f(x),vx € rcon (I1.53)

ult,x) = f(x),vx € I' c an(t)

La fonction f'est une donnée du probléme.

En particulier, en mécanique des milieux continus, ces conditions de Dirichlet

reviennent & imposer une vitesse ou un déplacement sur le bord du milieu.
- Condition aux bords de Neumann

La condition de Neumann aux bords peut se définir comme la donnée de la
dérivée de la fonction u: IR™ — IR par rapport a 71 sur une partie I” de la frontiére de

Q, ce qui peut se noter

duix)
ai‘? =glx),vx € I c a0 (11.54)
Ou
duix.b)
;;.** = g(x),vx € I'c a0(t) (IL.55)

La fonction g est une donnée du probléme.
- Condition mixte de Robin

Il y a plusieurs fagons d’obtenir des conditions mixtes de Neumann-Dirichlet. La

premiere est d’imposer des conditions de Dirichlet dans certaines directions et des
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conditions de Neumann dans d’autres au méme point du bord. La seconde fagon est
imposer une moyenne pondérée des deux types de conditions sur une partie du bord de
Q:

dux)
dn

alx)ulx) + B(x) = f(x),vx € I' c a0 (11.56)

On parle alors de la condition mixte de Robin aux bords.

e Conditions a infini : si Q n’est pas borné on a des conditions de la forme

u(x)~<(x) quand
x| = oo oullull, < oo ;

e Conditions sur les interfaces : sit = 01; U (05, avecll; N 01, = d0; N30, , et

si I’on a déterminé u sur {14 et £1,, alors pour pouvoir définir u sur {2 on a des

.- du
conditions sur u, resp o oSur a0y Nan,.

Les conditons sont en général imposées par la nature du problémes que 1’on
essaie de modéliser, I’équation aux dérivées partielles et ses conditions restrictives

seront donc a priori cohérentes.

De fagon générale une équation aux dérivées partielles ne donne lieu a un
probléme raisonnable que si on I’associe a un certain type de conditions restrictives,
par exemple des conditions initiales pour des problémes d’évolution (équation de la

chaleur, équation des ondes ) ou des conditions au bord pour I’équation de Laplace.

I1.2. Méthodes variationnelles

11.2.1. Calcul des variations

Le calcul des variations a une longue histoire d'interaction avec d'autres branches
des mathématiques, comme la géométrie et les équations différentielles, en physique,
et en particulier de la mécanique. Plus récemment, le calcul des variations a trouvé des

applications dans d'autres domaines comme I'économie et de I'ingénierie
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Le calcul des variations a pour objet des problémes d’extremums, c'est-a-dire de
maximes et de minimes (maximum ou minimum), de nature plus compliquée que les
questions d’extremums ordinaires dont s'occupe le calcul différentiel. Celui-ci permet
de déterminer les valeurs d'une ou de plusieurs variables, (géométriquement, des
coordonnées de certains points) pour lesquelles une fonction donnée de ces variables
acquiert la plus grande ou la plus petite valeur. Mais déja la question géométrique
fondamentale du plus court chemin entre deux points et celle de la courbe
brachistochrone, quoique résolues d'abord par J. Bernoulli et L. Euler par les méthodes
du calcul différentiel ordinaire, ne peuvent étre traitées d'une maniére rigoureuse et

complete que par d'autres théories.

Le calcul des variations consiste dans la recherche des conditions pour lesquelles
ont lieu les extrémes d'une quantité, qui peut étre une intégrale définie (c'est le cas le
plus fréquent), la solution d'une équation différentielle, etc., dépendant de fonctions a
déterminer. On fait donc jouer a des fonctions le role attribué, en calcul différentiel, a
des variables. On peut toutefois envisager les questions de variations comme étant

relatives aux extrémes de fonctions d'une infinité de parameétres.

Le calcul des variations est aujourd’hui considéré comme un cas particulier du
calcul fonctionnel. Cette conception, faisant apparaitre des horizons nouveaux, semble

appelée a jouer un réle particulierement important.

L’étude d’une fonction a valeurs réelles compte en particulier la détermination de
ces extrémums. C’est 1a un des objets du calcul différentiel classique lorsque la source

de cette fonction est un espace numérique.

Ce n’est cependant qu’au XVIlle siécle que Euler I’appelé le calcul des
variations lorsque cette source est un espace fonctionnel. La suite de I’essor du calcul
infinitésimal, Euler et Lagrange établirent les fondements du calcul des variations et
donnérent une premiére condition d’extremum. Cette équation d’Euler-Lagrange allait
jouer un role trés important, surtout en physique, ou elle justifiait les principes
variationnels : principe de Fermat pour la propagation de la lumicre dans les milieux
différemment réfringents ; principe du moindre action de Maupertuis et Hamilton pour

la détermination des mouvements en mécanique analytique (10).
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I1.2.2. Définitions générales

Fonctionnelle

Une fonctionnelle J est une loi de correspondance qui, a chaque fonction d’une

certaine classe, fait correspondre un nombre réel. (12)
Soit par exemple la fonctionnelle J défini par : ] = fn y*dx. Si on substitue a
y(x) diverses fonctions, J prendra différentes valeurs numériques.

D’une certaine fagon, on peut dire qu’une fonctionnelle est une fonction de

fonction .
Argument d’une fonctionnelle

Soit par exemple la fonctionnelle J donnée par :

J=[2F(xy,y)dx (1L.57)

La fonction y = y(x) est appelée argument de la fonctionnelle.
Variation de I’argument d’une fonctionnelle

L’accroissement de 1’argument d’une fonctionnelle est la différence de deux

fonctions (voir Fig. II-1).
On le note 0y=0y(x).
8y = y(x) —y (x) (11.58)
Il y a une différence essentielle entre dy et dy qui sont toutes deux des variations
infinitésimales de y; dy provient d’une variation de la fonction donnée par une

variation infinitésimale de x, alors que Jy est un changement infinitésimal de y causé

par une nouvelle fonction. Généralement, on prend la variation 0y(x) sous la forme :

8y = en(x) (I1.59)
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¥ ix)

y (x) /

/

|1

Figure II-1 : Accroissement de la fonctionnelle
a) Probléeme fondamental du calcul des variations
Dans le cas général du calcul des variations le probléme consiste a trouver

I’extremum (maximum ou minimum) de la fonctionnelle f: F(x,y,y')dx
Avec une solution satisfait les conditions aux limites :
y(x1) =y, 900) = v,

b) Lemme fondamental du calcul des variations

Si Pintégral f:f f(x)g(x)dx est nulle quelle que soit la fonction f{x), continue

pour x € [x, x,] et nulle pour x = x; et x = x,, et si g(x) est une fonction continue,

alors la fonction g(x) est nulle.

¢) Equaion d’Euler-Lagrange

L'équation (II-59) exprime la dérivée premiere de la fonctionnelle J ayant comme
argument (x) = y"(x) + en(x) . Puisque y*(x) rend la fonctionnelle J extrémale,
alors; (pour £ = 0 on aura y{(x) = y”(x) et la valeur de la dérivée premiére doit étre

nulle pour cette valeur de ¢ (13).

Ainsi on aura :;
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J(o) = [ (ZF > [a"")) ndx = 0 (I1.59)

Puisque # est non nulle entre x; et x,, il faut alors que son facteur soit nul, donc :

9F d [OF
ﬂ_} Cdx (ﬂ}r) =0 (I1.60)

c'est I'équation d'Euler—Lagrange. La résolution de cette équation donnera la fonction

y(x) pour laquelle la fonctionnelle J sera stationnaire.

L'équation d'Euler—Lagrange peut étre écrite aussi sous la forme :

dy GF _,\ _ GF
ax (F Y ) P (IL61)
ou bien, en développant (II-61), sous la forme :

8°F I 8°F N a2 F aF

ayr® yo+ dyrdy Y Gy N E =0 (IL.62)

qui est une équation différentielle du second ordre non linéaire. Sa solution dépend de

deux constantes arbitraires qui se déterminent par les conditions aux limites.

La valeur de la dérivée seconde pour ¢ = 0 est :

o ag (3°F 8y , 8%y
j"(0) = j;_f (a =N+ a»awnn + awzn’z) dx (11.63)

Elle permet de déterminer la nature de I'extremum (soit minimum ou maximum)

I1.3.  Méthode de Polya et Schiffer

11.3.1. Introduction

Divers fonctionnelles seront définies par certains problémes d’extremum, ou par
les problémes de la valeur limite pour les équations aux dérivées partielles de type
elliptique. Dans les deux cas, il est difficile de calculer la fonctionnelle d'un domaine
donné arbitrairement, tandis que des solutions explicites sont disponibles. Il se pose

alors la question d'utiliser la connaissance de la fonctionnelle pour quelques domaines
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spéciaux afin d'obtenir des informations sur la méme fonctionnelle dans le cas général.
Deux méthodes ont été appliquées avec succes a cette intention; nommeées, la méthode

de transplantation des fonctions extremum et la méthode de variations. (1)

La méthode de transplantation peut étre appliquées, lorsque la fonctionnelle en
question est caractérisée comme la valeur extremum d’une autre fonctionnelle sur une
certaine classe de fonction en respectant le domaine de définition D. Supposons que
nous savons que la fonction en D donne la valeur extremum correcte de la
fonctionnelle et si D' est un autre domaine référé de D par une transformation de un a
un d'un degré suffisant de continuité, nous devons considérer la fonction extremum de
D lorsqu'il est correctement transplanté comme une nouvelle fonction dans D'. Enfin,
nous devons de cette maniere obtenir une comparaison entre les extrema en respectant
D et D 'de sorte que, si le D-extremum est connu, le borne de D'-extremum est trouvé.
La méthode de variation suppose 1'hypothése d'une fonctionnelle est connue pour un
domaine donné D et prévoit une formule de changement infinitésimal de la
fonctionnelle dans le cas ou le domaine de définition D est changé infinitésimalement.
La formule variationnelle doit servir a caractériser les domaines pour lesquels la
fonctionnelle atteint les valeurs extrémum sous des conditions variées. Il arrive
souvent que la structure formelle de la fonctionnelle variationnelle indique la

monotonicité ou d'autres caractéristiques de croissance de la fonctionnelle étudiée.

La méthode de Polya et Schiffer est une certaine synthése entre ces deux
méthodes. La méthode de transplantation sera utilisée au sein d'une famille de
domaines D (t), qui se déduit d'un domaine donné¢ D (1) par un paramétre de
transformation. De cette fagon, nous sommes en mesure d'obtenir des formules
variationnelles et des expressions de la convexité pour des fonctionnelles considérées.
L'information obtenue est plus étendue que celle trouvée par une transplantation
discréte de la fonction extremum. La méthode de Polya et Schiffer est appliquée aux
quelques types de transformations simples telles que les transformations conformables
dans le cas du plan ou I’extension sur un seul c6té dans le cas de deux et trois
dimensions. Comme elle est applicable a d'autres transformations, ainsi, divers
résultats analogues peuvent étre obtenus. Nous indiquons briévement I’extension

partiel qui s'étend sur un seul c6té¢ d'un domaine qui consiste en une extension d’une
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partie du domaine qui se trouve d'un seul coté d'une ligne donnée ou plan tandis que le
reste du domaine reste inchangé. En utilisant la bonne extension partielle, de
nombreuses formules variationnelles générales peuvent étre obtenues par 1’argument

de transplantation.

I1.3.2. Transplantation de domaines

La transplantation de domaines est un instrument efficace et simple a utiliser
particulierement dans les questions de la théorie de 1’¢lasticité, ou 1’évaluation de

I’énergie de déformation est souvent nécessaire.

Pour évaluer 1’énergie de déformation accumulée dans un corps élastique de
forme donnée, il est possible de considérer que cette dernicre peut étre obtenue a partir
d’une autre forme plus simple, au moyen d’une dilatation uniforme, suivant un axe de
coordonnées, celui des x par exemple, pendant que les autres cordonnées restent

inchangées.

Pour clarifier cette opération, considérons une ellipse de semi-axe (tg, 1) ,

paralléles aux axes de coordonnées x et y, et dont 1’équation cartésienne est :

2

S+y =1 (IL.64)
o

Cette ellipse, peut étre considérée comme étant la courbe image d’un cercle de rayon

unitaire et d’équation cartésienne,
x?+v?%=1 (I1.65)
lorsqu’on effectue la transformation de données suivante :
X =—x
[ ty (I1.66)
)
y =Y
On peut méme considérer que la transformation, entre les deux domaines, peut

étre paramétrisée tout simplement, en posant :

X =—x
{ o (1L.67)
y =%y
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Ou t, est une variable additionnelle (Figure 11-2)

v
>

Figure I1-2

Polya et Schiffer appelérent ce type de transformation, « une transplantation de
domaines », et se posérent la question qui consiste a savoir, comment, et de combien,
les solutions d’un probléme formulé sur un domaine circulaire, domaine pour lequel
leur détermination peut étre simple, différent des solutions du méme probléme mais

sur un domaine elliptique. Polya et Schiffer obtiennent ,alors, deux types de résultats :

- Une méthode de comparaison entre les
énergies du probléme originaire et celle du transplant¢ ;
- Un critere d’évaluation de la dépendance

de I’énergie vis-a-vis du parameétre t dans les expressions (II-68).

De cette facon, nous allons utiliser cette méthode de transplantation pour calculer

ou estimer 1’énergie de déformation dans le chapitre suivant .
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TRANSPLANTATION
ET LIMITES
ELASTIQUES DE
L’ENERGIE DE
DEFORMATION

Dans ce chapitre, nous allons étendre la méthode de (la transplantation de
domaines)dans des exemples concrets pour calculer les bornes inferieure et supérieure
de I’énergie de déformation.Pour cela nous avons pris trois exemples pour montrer
I’efficacité de la méthode pour le calcul de I’énergie de déformation, ou le premier
exemple est une membrane élastique, le second exemple est la transplantation dans la
théorie de la torsion et le troisiéme est une extension a la théorie de I’¢élasticité ou nous

prenons le probléme de Schteicher

II1.1. La membrane

L’exemple est choisi pour le plus simple pour montrer I’efficacité de la méthode
de la transplantation qui réside dans la comparaison de 1’énergie de déformation
accumulée dans une membrane elliptique, soumise a une charge uniforme P, lorsque
celle-ci est considérée comme étant la transplantée d’un domaine circulaire pour lequel

la solution est élémentaire ou connue.
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membrane

v

X x + Ax

Figure Il1I-1 :Membrane élastique

Figure I11-2 : Tension de la membrane élastique

Soit une charge transversale P, uniformément répartie. Si T est la tension
parall¢le au plan médian, 1’équation qui décrit le déplacement u, perpendiculaire a ce

plan, lorsque les déformations sont infinitésimales, est la suivante :

To (1IL1)

{ﬂu + £ — 0, alintérieur;
u=0 sur le bord;

A étant I’opérateur de Laplace
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La charge étant uniformément répartie, la solution de (IIl.1) dépend uniquement
de la distance entre I’origine et un point quelconque. L’opérateur de Laplace en

coordonnées polaires ayant la forme suivante :

w1

Au=5+735

(I11.2)

r ¢étant la distance entre le point d’application et I’origine, la solution de 1’équation

(ITL.1) est simplement :
P 2
u=-—001-7r") (I11.3)
Ce qui représente une parabole de rotation ayant pour sommet I’ origine.

Connaissant la déformée, on peut calculer 1’énergie de déformation accumulée

dans la membrane, ou son double :

w =[], [(g)z + G)E] ds = ;%n' (11L.4)

On remarque que (I11.2) peut, également, étre obtenue en appliquant le théoreme

de Clapeyron, en vertu duquel, W est égale au travail de la charge externe, c'est-a-dire

P P 5 P?
L=[J‘—udS=PJJ‘—[1—T)dS=—2TI
) T, ) ar, 8T;

Supposont, a présent, qu’on ait a résoudre le probléme (III.1) pour une membrane

occupant une région elliptique D’ , de semi-axes —et 1 (Figure.Il.2), ou t; est une
o

constante positive et t un paramétre positif. Le domaine D' peut étre considéré comme

étant le résultat de la transformation du cercle, par le changement de variables

indépendantes suivant :
' r
x'=—x;
{ tp (ITL.5)
y =y

En effet, I’image de D sur le plan x"y" est la courbe image

55



Chapitre 111 Transplantation de domaine en élasticité

Pour t = t,, en récupére 1’équation du cercle.

On se demande alors s’il est possible de trouver une limite supérieure et une
limite inférieure de 1’énergie de déformation accumulée dans D', sachant que la
solution explicite pour D est connue (exprimée par (III.3)). Ceci est, en substance, la
méthode de la transplantation. Pour répondre a cette question , il faut remarquer que
pour limiter I’énergie de déformation, il suffit de construire une fonction u(x’, ¥") , qui
soit suffisamment réguliere afin de pouvoir admettre I’intégrale finie et pouvoir
vérifier des conditions au bord de type stable, comme le sont d’ailleurs ceux du
probléme(I11.1).En outre, il faut trouver une fonction vectorielle, g, (x',v"”, g, (x",y" ,

qui vérifie I’équation,

91  %a2 P _
o Ty T =0 (I1L6)

Sans aucune autre condition sur le contour. A travers les fonctions u', g1, ¢, , il

est possible de calculer les limites inférieure et supérieure de 1’énergie de déformation,

en appliquant deux principes dus a Friedrichs (14) et repris par Synge (15)
Ces principes peuvent étre résumés simplement par 1’intégrale suivante :

([lpr-u'dx'd :"]2
[prgu'dx'dy’,

Mol () + (u]) Jaxay'

<w' < [[,(q} +q3)dx'dy (111.7)

Ou u' est une fonction admissible, q; etq,, vérifiant (II1.6).Partant du fait que le
domaine D’ est le transplant¢ de D au moyen de la transformation (IIL.5), pour
construire les deux champs admissibles, il suffit d’observer que u'(x’, ") est obtenu a

partir de u(x, y),en posant :
r r tn r
ey = ()

Ce qui signifie que,

t F t
u (_Ux.r’ 1"’) _ (1 __stz N 1J,.I'E)
t 4T, t? -

s’annule sur le bord de I’ellipse D' . Connaissant u'(x’,y") , il vient :
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r [
D () (2). 28 < oy (2
ax’  F\e T\ STayt YA T/

Et par conséquent,

My [ Q)+ () ]axay =
ﬂu*[(t_u) H(ex J’)+“ (3xy ]dxdy

(IT1.8)
Au moyen de la transformation
t
x'=—x;
to
1}" =y
et sachant que,
t
dx'dy' = (—) dxdy ,
to
I’intégrale double du premier membre de (I11;8) s’écrit,
[ 2 r 2 r r Iy 2 2 2 r r
(ulr)” + (uyr) dx'dy = [, (T) uy +uy| dx'dy’. (111.9)

En procédant de la méme maniere, on obtient alors,

ﬂ‘ —u "dx'dy’ —ﬂ‘ dxdv
pr T, t

Ces deux dernicres relations, une fois remplacées dans (III.7), permettent de

trouver une borne inférieure de 1’énergie de déformation accumulée dans D

2

(U) Uf _dedy)
JT [( ) (ttu)uf.]dxdy’

Ou bien,
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(&) (1, & udxdy)

max {Gﬂ , (tin)} ffﬂ [u2 + uf,]dxdj} ;

w' =

et, en définitive,

.

max{(2) (5]} "&r5

W' = (I11.10)

[

Pour établir la borne supérieure, il suffit d’observer que les fonctions

r ' t tU r N r tﬂ r
q.(x',y") = (t—)ux (;x ,:af’) (YY) =, (?x ::af’),

]

Satisfont I’équation

dgy  dgn
— + —

(0 o, o) = _r
oe T oy = U (t x,y) +u},},(t x,y) = U, (2, y) + u,,(x,y) = - (I11.11)

Le systtme q;, g, , est par conséquent admissible. On obtient ainsi, la majoration

suivante :
AW AWEIrI A
w' = ﬂ‘ (—) us + us | dx'dy’ = ﬂ‘ (—) us + us (—)dxdv.
p' [ Mg : ’ p LMo "M, )
Donc
w' < {(1)3 [i)}"z—“ 11112
smaxi\ ) L)y a2 (IIL.12)

Ou, évidemment, pour - = 1, les deux limites coincident avec la valeur exacte de
o

I’énergie.

III.2. Transplantation dans la théorie de la torsion

L’exemple suivant sert a clarifier I’idée. La fonction des contraintes induites par
torsion pure d’une section limitée par deux cercles qui se coupent, comme ceux

illustreés par la figure (I1.1), peut €tre représentée, sous forme explicite (6)
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Figure II1-3 Barre de section droite limitée par deux cercles qui se coupent
En particulier, si les deux cercles sont tels que le premier, de rayon b et de centre,

I’origine O, le second possédant le rayon a et dont le centre est situé¢ au point (a, O), la

fonction des contraintes, dans le systéme de coordonnées xoy de la figure (III.1), a la

forme suivante :
_1c 2 .2y_ ¢ poox 1,2
¢—4(x +3 ]—2x+2arz+r2—4b. (I11.13)
I1 est évident que la fonction, ainsi choisie, vérifie I’équation
(I11.14)

A @ =1,3al'intérieur,
et la condition @=0, sur le bord. Si @ est connue, la rigidité a la torsion peut étre

déterminée apres que :
(II1.15)

J=-2[f, ®dxdy,

ait été évaluée.

Par un calcul élémentaire on obtient
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& 2acosd
J=—2[;"d6 ],

1, 1 2 . 1
a’b? (; sin26,; + 3 H‘i) + Eabzsmﬁ'i — Ebﬁ'ﬁ]

@ (T, H)} dr = 2 [i a*sind8, + éa‘*sinZﬁ'i + i a*f, —

(I11.16)

Ou 8, = arccos E Weber (16) est parvenu au résultat, avec des symboles différents.
En connaissant J, la rigidité a la torsion est donnée par :
G, = —4 [, ®dxdy = 2GJ. (I11.17)

Weber a obtenu également une expression asymptotique de la rigidité a la
torsion, lorsque 1’angle & est assez petit et la région de la figure (III.1) se réduit a une
mince tranche de forme lenticulaire comprise entre deux cercles, comme il a été
indiqué en double trait dans la figure méme. Dans ce cas, £, est petit par rapport a
I’unité, la longueur de la tranche est de 2af; , son épaisseur maximale étant af;t. Si

on pose
b ) ) ) . .
-= 2co0s6, ,5in46, = 8sinf,cos6,; — 4sinf,cosB, ,sin28, = 2sinb,cos6,(111.18)

La rigidité a la torsion s’écrit alors :
) 1 7 1
GJ, = 4Ga* [smﬁ'1 (; cos0, —|—Ecﬂsgﬁi) + (;— 2cos50, — 2665‘431)], (II1.19)

Et, un développement en série en &, de cette expression, donne

32
GJ, =7 a*e] + -, (I11.20)

Ou les termes d’ordre supérieur ont ét€¢ omis (16)

Supposons, a présent, que (I11.20) représente une expression suffisamment
précise de la rigidité a la torsion d’une section lenticulaire fine. On soumet celle-ci a
une transplantation, parallele a 1’axe des x du type défini par (II1.5), et on se propose
de borner I’énergie de déformation accumulée dans une barre, de longueur 1, soumise a
I’action d’un moment de torsion constant M, ; I’énergie de déformation est donnée par

I’expression

2
P 1 M7l
2 GJ;

(I11.21)

Ou G, est larigidité a la torsion de la section apres transplantation.
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Pour W' | en utilisant directement les résultats obtenus dans le paragraphe

précédent, on peut écrire que :

ﬂm(;m < W' =< max {(é)a , (é)} W; (IIL.22)

Sachant que W est lié¢ a la rigidité a la torsion ], , de la section originaire, par
une relation analogue a (II.7), on arrive a conclure que GJ, vérifie I’intégralité

suivante :

max (L ()} 61 = GJ! = max {(ﬂ)a ’ (é)}ﬂiha (1I1.23)

Ou GJ, estdonnée par la (I11.19) ou par sa version approchée (II1.20).

. . t i
Ainsi, on remarque qu’en manipulant le facteur — ,on peut déformer le profil en
a

forme de lune de la figure (III.1), jusqu’a obtenir approximativement celui d’une
section en « C », qui est tres utilisée dans la pratique et, les résultats numériques de la
rigidité a la torsion sont trés proches de ceux obtenus par les formules empiriques,

lorsque 1’épaisseur de la section est assez exigue.

II1.3. Extension aux problémes de I’élasticité.

Dans ce paragraphe, on procede a une confrontation énergétique, au moyen de la
transplantation, entre les solutions de deux problémes de I’¢lasticité, formulée sur un
semi-espace ¢lastique, homogéne et isotrope, sollicité sur deux régions différentes de

la superficie et relaxe sur la partie restante.

Dans le probleéme illustré par la figure I11-4 le semi-espace est limité par le plan

7=0, et la direction positive de I’axe Z est celle qui procéde a I’intérieur du corps
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Figure III-4 : Demi espace élastique sous [’action d’'une matrice circulaire de rayon a et de poids P

I’origine O ; celui-ci induit, sur la région interne du cercle, un déplacement
constant dans la direction de I’axe Z, provoqué par 1’action d’une force P, qui agit
suivant cet axe. On suppose que le poincon travaille sans frottement et, par

conséquent, les tangentielles sont nulles sur la région chargée.

Le probléme ainsi posé, bien qu’assez compliqué du fait que les conditions au
bord de type mixte, peut étre résolu sous forme explicite, connue sous le nom de

«solution de Schteicher» (17). Le déplacement provoqué par la charge est

wy =P, (111.24)

nwEa

Ou E et v représentent, respectivement, le module de Young et le facteur de Poisson

du matériau.
Connaissant le déplacement wy , le double de I’intégrale de déformation
accumulée dans le corps est, en vertu du théoréme de Clapeyron :

1%

W = Pw, = P2 (I11.25)

TEa
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A présent, supposons que les coordonnées x, y, z du systéme précédent, soient
assu-jetties a une transformation du type

t

x' =—

Iy
r__
y=y
z'= 2z,

r

(I11.26)

qui transformera la région sollicitée D du plan x, y, en une ellipse D , de semi-axes

—acta Ainsi, dans le syst¢tme de coordonnées x,y .,z , la base d’appui du
a

pénétrateur, qui était un cercle de rayon a, devient une ellipse. Pour le probléeme du
poingon elliptique (Figure.IIl.2), la solution du probléme élastique correspondant, bien
que connue, n’est pas ¢lémentaire. Toutefois, une simple application de la méthode de
la transplantation permet d’estimer, par exces et par défaut, I’énergie de déformation

et, par conséquent, la profondeur de pénétration.

Pour obtenir un état de déplacement admissible, il suffit de remarquer que, si u, v
et w, sont les composantes du déplacement dans le corps originaire, celles définies

par :
8
u'((x',y.2)=u (?ux’, ¥, zr) )
[ #
vix,y,z)=v (T”x’, y’,z’) , (1I1.27)
r r r r L r r r
w'(x',y',2") = W(T”x,y,Z),
représentent un état admissible dans le corps transplanté, car elles sont régulicres, en
tant que solutions du probléme relatif au poingon circulaire et satisfont la condition

cinématique, qui se traduit par le fait que W' est constant a I’intérieur de la base de

contact.

Pour I’¢tat u,v,w' | les déformations correspondantes s’obtiennent par

dérivation :
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(I11.28)

1 2 [ # o
ro__ = ! L A -0 D S
-"'J’_zuJ’(rx’y’z)-l_(r)vx(tx’y’z)]’
1 [# [
r o _.r ro_r o _.r r r
Exzzauz(Tx,y,z)—l—wx(Tx,y,z)],
1 [ [
roo_ = R o oo o
=2 (B2y2) o, (220y.2)].

Le corps étant homogene et isotrope, on récupere 1’énergie de déformation au

moyen des équations de I’¢lasticité :

E T
r —
ﬂ':rx_i_,_v ;rx+ ( ;r;r+£}y+£zz] 4
E T
r _ r r r
ﬂ' }:}: - 1+'|_-" }:}: + 1 21_.1' (E Y + E J"J" + E i ] ]
o =L + = +& , +& )]
zz £ zz £ xx vy zZZ ’
;H’ (111.29)
roo_ r
Txy = 1y Sy
E
ro_ r
Tyz = 150
E
ro_ r
Ozy = 1+ Ezx

qui permettent d’écrire,

E
1+ v m.ﬂ [Eﬁﬁg’?‘r +e'5 + 26, 4+ 265, + 267,

(&', + g'yy + e’zz)z] dx'dy'dz'

_I_—
1—2v
ou D' estlarégion Z' = 0

En substituant dans cette intégrale, les expressions des déformations (I11.28) et,

en passant au semi-espace Z' = 0 , celle-ci prend la forme :

R (6 R RRe N )
— ((?) u, + o )z} (é) dxdydz

(111.30)
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Mais cette derniére peut étre majorée par 1’intégrale,

maxg(tt—n)(;—n)}l iu HL {uf—Jr--- +%[uy +u,] 4

(u, + - )2} dxdydz.

+
1—2v

En observant que, par le théoréme de Clapeyron, cette derniére intégrale se calcule a

travers (I11.25), on conclut que :

), (£)} Pwy, (I11.30)

max {(—
t ty

représente une borne supérieure pour I’énergie de déformation.

D’autre part, pour construire un état de tension admissible, il suffit de partir des

Y+ U

composantes de la tension dans le systéme x,y, z, indiquées par 7,

définir dans le systéme x’, ¥',z’, les tensions,

2
¥ [ Y S r Iy _r ror
Jxx(xryrz}_(g) EF_.H(TI,_}?,Z),
r r r r _ t_l} r r F)
a'},},[x,y,z) —ﬂ'},},(tx,y,z ,
r o ™~ ty _ ro_r
Fzz('xr.}rrz} = Ogz (Txryrz)r
: : (IT1.31)
ﬂ"F [x.r r zr) — (—)ﬂ" (_I]x.r r Zr)
xy 1_}? » ty xy " :}' ) ]
r r N E 3 o v v 4
sz[xryrz) = (ﬂ) Tz (?x V.2 );
r r [ E Iy _.r ro_r
cr},z[x,y VE ) = Tyy (?x V. Z ) .
Celles-ci satisfont aussi les conditions d’équilibre, a 1’intérieur du semi-espace

Z' 20 , que les conditions au bord sur la superficie externe a ’ellipse, de semi-axes

L , .
—aa. L’énergie
a

1+v 2 2 7 3 2 5 v
E fﬂu [J’II-FJ’J,}, + 5"22 + Eﬁ’x}, + 25’},2 + zﬂsz - (JF;r;r n J,}T n
2 . . .
szz ]dx dy dz'.
(I11.32)

En utilisant les relations (I111.32), et en passant au systeme de coordonnées x,y,z, il

est facile de vérifier que I’intégrale (I11.33) se majorée par :
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t 3 1+v . 5
max (t H‘J. [Cl" T +a'2 yy T Cr'zz + gg’M + 2.:}' -+ 20",
0

( thJL+u:r,,,,,+c:|rzz ]dx’dy’dz’_

14w
Apres avoir appliqué, bien entendu, le théoréme de Clapeyron avec,
£ 3
max {(—) , 1} Pwy. (II1.33)
]

Pour la détermination de la borne inférieure, on doit trouver une estimation par

deéfaut de I’intégrale,
I, P,w'odx'dy’, (111.34)

Ou I représente 1’aire de ’ellipse, P, la charge agissant sur I'' , w'y le déplacement
vertical de la base. Dans ce cas aussi, I’intégrale (II1.35) peut étre ramenée sur le plan

x,y sous la forme :
fJ; Pawo— dxdy, (I1.35)

Ou par I, on désigne I’aire du cercle de rayon a sur le plan x, y.

Mais puisque ti est une constante que peut I’extraire du signe de 1’intégrale, alors
o]
8 [
aﬂ} P.wy dxdy = ;Pwu, (I11.36)

En définitive, sachant qu’une limite inférieure de 1’énergie de déformation est
fournie par une expression analogue a (II1.37), on peut conclure que cette énergie est

bornée inférieurement par le rapport,

% (111.37)
maxy|— |
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Conclusion Générale

CONCLUSION

La méthode de la transplantation est une méthode mathématique qui permet

I’obtention d’estimation a priori dans les problémes variationnels.

Si, elle est bien connue des mathématiciens travaillant dans le domaine de

I’¢électromagnétisme, elle reste étrangement méconnue des mécaniciens.

C’est pour cette raison, que 1’objectif de ce mémoire consiste a 1’étendre a la

théorie de 1’élasticité.

En effet, son application a 1’¢lasticité, nous a permis de calculer les bornes
inférieure et supérieure de 1’énergie de déformation d’un corps élastique et par

conséquent, d’etablir les déplacements et contraintes.

Nous avons montré¢, au moyen de quelques exemples réels, 1’efficacité de cette
méthode, laquelle est en mesure de traiter des problémes qui échappent a tout

traitement analytique ou numérique.
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RESUME

En 1953, Polya et Schiffer proposerent une méthode permettant d’estimer

I’intgrale d’energies auto adjointes

Le sujet traitera de 1’extension de la méthode de la transplantation des domaines
a la théorie de 1’¢lasticité.

Dans ce travail, a partir d’exemples concrets, on montrera comment la méthode

peut étre étendue et fournit, en méme temps, une procédure permettant de calculer les

bornes inférieures et supérieures de 1’énergie de déformation de corps ¢élastique

Mots clés : Elasticité, Equations différentielles, Calcul variationnel, transplantation de

domaine
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ABSTRACT

In 1953, Polya and Schiffer proposed a method for estimating the energies of

intgrale self adjoint

The topic will address the extension of the method of transplantation of fields to the

theory of elasticity

In this work, using concrete examples, we show how the method can be
extended and shall, at the same time, a procedure to calculate the lower and upper

bounds of the strain energy of elastic body

Key words: Elasticity, variational calculus, differential equations
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