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Chapitre 1

Introduction

L’Intégrale de chemin est une intgrale fonctionnelle, c’est-a-dire que I'intégrant est une fonc-
tionnelle et que la somme est prise sur des fonctions, et non sur des nombres réels (ou complexes)
comme pour les intégrales ordinaires. On a donc ici affaire & une intégrale en dimension infinie.
Ainsi, on distinguera soigneusement l'intégrale de chemin (intégrale fonctionnelle) d’une inté-
grale ordinaire calculée sur un chemin de ’espace physique, que les mathématiciens appellent
intégrale curviligne.

C’est Richard Feynman qui a introduit les intégrales de chemin en physique dans sa thése,
soutenue en mai 1942, portant sur la formulation de la mécanique quantique basée sur le La-
grangien. En raison de la seconde guerre mondiale, ces résultats ne seront publiés qu’en 1948.
Cet outil mathématique s’est rapidement imposé en physique théorique avec sa généralisation
a la théorie quantique des champs, permettant notamment une quantification des théories de
jauge non-abéliennes plus simple que la procédure de quantification canonique.

L’intégrale de chemin est un objet mathématique qui peut etre considéré comme une généra-
lisation & un nombre infini de variables, représenté par des chemins et des intégrales ordinaires,
Elle partage les proprietes algébriques des intégrales ordinaires, mais présente des propriétés
nouvelles du point de vue de ’analyse. L’intégrale de chemin c’est un outil puissant pour 1’étude
de la mécanique quantique, car elle met en correspondance de facon trés explicite les deux mé-
caniques classique et quantique. Les quantités physiques s’obtiennent en moyennant sur tous les
chemins possibles, mais dans la limite semi-classique A — 0, les chemins dominant 'intégrale

se trouvent dans un voisinage du chemin classique.



Ainsi, I'intégrale de chemin permet une compréhension intuitive et un calcul simple des
effets semi-classiques tant du point de vue de la diffusion que des propriétés spectrales ou de
leffet tunnel. De plus la formulation de la mécanique quantique basée sur I'intégrale de chemin,
si elle peut paraitre plus compliquée du point de vue mathématique, puisqu’elle se substitue
a un formalisme d’équations aux dérivées partielles, est bien adaptée a 1’étude de systémes a
un grand nombre de degrés de liberté ot un formalisme de type équation de Schriédinger est
beaucoup moins utile.

En 1948, Richard Feynman a initié une véritable révolution, méme si elle n’a pas été soudaine
et est encore en marche, en proposant une nouvelle formulation de la mécanique quantique. I'idée
de départ, due a Dirac, est la recherche d’une formulation de la mécanique quantique directe-
ment en termes du lagrangien. La formulation Hamiltonienne n’est en effet pas complétement
satisfaisante pour au moins deux raisons :

- Elle suppose l'existence d’un moment conjugué p; = (3% pour chaque variable, ce qui
n’est pas le cas le plus général ( les difficultés de cette méthode pour le champ électromagné-
tique).

- Elle n’est pas manifestement covariante par une transformation de Lorentz.

Pour mieux comprendre les motivations de Dirac et Feynman, il est utile de faire un bref
rappel des différentes formulations de la mécanique quantique [1] ( cours du Professeur Frédéric

Mila EPFL (2004)).

1.1 La théorie des quanta (Bohr-Sommerfeld, 1915)

La premiére théorie de la quantification des niveaux d’énergie dans les atomes due & Bohr
et sommerfeld (1915) est basée de fagon tout a fait essentielle sur la formulation Hamiltonienne
de la mécanique classique. Les étapes sont les suivantes :

- Déterminer le Lagrangien L(qi ..., qn, g1, ..-¢n) (supposé indépendant du temps ).

- Déduire le hamiltonien par une transformation de Legendre :

H(q1,...qn,p1,.-PN) = Zpiqz' — L(q1, s qN+ G1--, GN), (1.1)
i

ou les ¢; sont des fonctions de (q1,....qN, p1, ...pn) données par p; = quz




- Résoudre 1’équation de Hamilton-Jacobi

ow ow

AL gy 0} 1.2
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et en déduire une transformation canonique vers les variables action-angle I;, w; telles que

7 =0
Ao (1.3)
= wj.
dt !
Les régles de quantification sont alors données par : I; = hn; avec n; = 0, 1, .... Pour un systéme

ayant un degré de liberté, I’expression de I est donnée par

1= ;ﬂygpdq:nh, (1.4)
ot h = 4t (h est la constante de Planck) =quantum d’action.

Cette théorie, considérée par Sommerfelde comme “la voie royale vers la quantification”, s’est
en fait rapidement révélée insuffisante. Sa limitation majeure est de reposer sur une solution
compléte de I'équation de Hamilton-Jacobi. Cela suppose que le systéme est séparable. Or les
systémes séparables constituent ’exception : I'immense majorité des systémes mécaniques ne

sont pas séparables, et il s’est avéré impossible de généraliser cette formulation sans introduire

de nouveaux concepts.

1.2 La théorie des matrices (Heisenberg, 1926 )

En 1926, Heisenberg a démontré que les méme régles de quantification pouvaient étre ob-
tenues pour un systéme séparable si les énergies étaient définies comme les valeurs propres de

l'opérateur hamiltonien H :

2
H = % + V (z) pour une particule, (1.5)
m

ou x et p doivent étre considérés comme des opérateurs satisfaisant les régles de commutation

[, p] = ih. (1.6)



Mais cette formulation, qui peut étre étendue automatiquement a n’importe quel systéme

comportant plusieurs particules en introduisant le hamiltonien

2
Z D;

et les régles de commutation

(@i, 2;] =0, [pi,pj] =0, [4,p;] = ihdy;, (1.8)

ne nécessite pas que le systéme soit intégrable. Heisenberg ’a donc proposée comme une théorie
générale de la quatification. C’est effectivement la premiére théorie de la mécanique quantique.
L’idée d’introduire des opérateurs qui ne commutent pas était basée sur les propriétés des
matrices, et Heisenberg a utilisé cette représentation pour déterminer les valeurs propres du
hamiltonien.

Cette fagon de quantifier le mouvement, connue sous le nom de “quantification canonique”,
repose toujours de fagon essentielle sur la formulation hamiltonienne du probléme de mécanique
classique correspondant . En particulier, I’évolution temporelle des opérateurs est régie par

I’équation
i = [O, H} . (1.9)

1.3 La meécanique ondulatoire (Schrédinger, 1927)

Indépendamment de Heisenberg, et en se basant sur les propriétés d’onde des électrons
révélées dans les expériences de diffraction, Schrodinger a formulé une autre approche basée sur
le concept de fonction d’onde.

Dans cette approche, I’état d’un systéme est repéré par une fonction d’onde dont I’évolution
temporelle est régie par ’équation

n? 02

0
zha\ll (x,t) = —%@W(m,t)—FV(:c)\P(x,t) (1.10)

(pour une particule non relatviste).



Les niveaux d’énergie d’un atome correspondent aux états stationnaires

0
zha\ll (r,t) = BV (x,t). (1.11)

Dans cette formulation, le hamiltonien n’apparait pas explicitement. Cependant, il est pos-

sible de faire le lien avec la formulation de Heisenberg en remarquant que I’équation peut se

récrire
ov
h— = HY 1.12
avec
~9
p . . 0
H=—+YV t = —ith—. 1.13
Poiv) e p=-ing (113)
En effet, les opérateurs Z et p définis par
0
T:p— 1z, D:op— —iha—¢ (1.14)
i

satisfont [z, p] = ih.
Le lien entre les deux représentations en termes de bases de ’espace de Hilbert a été établi

par Dirac.

1.4 L’intégrale de chemin (Feynman, 1948)
L’évolution temporelle de la fonction d’onde peut se décrire a I'aide de 'opérateur d’évolut-
tion :
W (t) =U(t,to) ¥ (to) (1.15)

ou U (t,tg) est un opérateur qui satisfait 1’équation

LU
i~ = HU. (1.16)

L’opérateur d’évolution peut étre aussi défini par ses éléments de matrice dans une base de



Pespace de Hilbert des fonctions d’onde. Deux bases sont particulierement utiles : |x) et |p) .

- |p) sont définis comme les vecteurs propres de opérateur p de valeurs propres p

comme

0
= —ih— 1.1
Zhax (1.17)

La fonction d’onde ¢,(z) associée a p satisfait donc :

0
~ihg ), = pd). (1.18)

Cette équation est manifestement satisfaite par exp(ipzh). La seule subtilité réside dans la
normalisation. Comme exp(ipz/h) n’est pas de carré sommable, on ne peut pas la normaliser &

1. La convention de normalisation est fixée par la relation de fermeture

/ dplp) (p| = 1 (1.19)

Posons

‘exp ipz/h) > (1.20)

[ wlo@) = 5 [db [ do'expipe/miexn—ins' iy (o).
= ]\1[2/dp(expsz/h /dw exp —ipz’ /h)¢ ( ) (1.21)

Or, la transformée de Fourrier de ¢ (z) est définie par

& (k) = \/127 / da(exp —ikz)o (z), (1.22)

et la transformation inverse est donnée par :

1 . ,
(@) = <= / di(expikz)d’ (k). (1.23)



Jarwwiow) = 5 [dexpiemvans (7). (k=%)

I3 h
= g dk(expikz)¢’ (k) = 2Ni2¢ ()

— N =+2rh. (1.24)

- |x) sont les vecteurs propres de &. Or, par définition de 'opérateur Z, on a :

2o (z) = w¢ (x) (1.25)

Une fonction propre ¢, de 'opérateure & de valeur propre xo satisfait par ailleurs :

Ly, (T) = T0dy, (7). (1.26)

doit donc satisfaire 1’équation :
o q

T, () = ¢y, () (1.27)

pour tout z.
On en déduit que ¢, (z) = 0si z # xq et que ¢, (xo) peut prendre n’importe quelle valeur.
Mais pour que cette fonction n’ait pas une intégrale nulle, il faut qu’elle soit proportionnelle a

la fonction ¢ de Dirac ¢ (x — x¢) définie par :

/5 (x — o) f (z)dz = f (x9) pour toute fonction f.

Pour la normalistion, on va encore imposer une relation de fermeture. Or, le choix

|[w0) =10 (z — 20)) (1.28)

conduit & la relation de fermeture

/dx |z) (x| = 1. (1.29)



En effet, (¢| ) = ¢* (z) et (z] ¢) = ¢ (x). Ainsi,

/

(¢ z) (x| ¢') = ¢" () ¢ () (1.30)

— / dx (9| z) (z] ) = / dr g () 6 (2) = (8] ). (1.31)

Par ailleurs, la transformée de Fourier de la fonction § (z — xg) est une onde plane :

/5 (x — x0) exp(—ipz/h)dx = exp(—ipxo/h). (1.32)

La transformation inverse conduit & la relation suivante

/exp(ipm/h) exp(—ipzo/h)dp = %5 (x — x0) (1.33)

Le propagateur (ou fonction de Green ) est défini par

G (z,t ;x,t0) = (x| U (t,t0)| zo) - (1.34)

Si 'on connait le propagateur pour tout = et tout zg, on connait I'opérateur d’évolution,
i.e. la solution de I’équation de Schroédinger.
L’objectif de Feynman était de relier le propagateur au Lagrangien du systéme classique

correspondant. Or, la solution de I’équation de mouvement pour I'opérateur d’évolution s’écrit :

i(t —to)

U (t, tg) = exp(— -

H), (1.35)

une expression qui fait intervenir le hamiltonien et non pas le lagrangien.
L’idée de base vient de la remarque suivante : L’hamiltonien H est la somme de deux termes
H=T+V.
- V (Z) a pour états propres |z) : V (2) |z) =V (z) |z)
T — P’ 4 T _ 7
- = 4 a pour états propres |p) : T'[p) = 5 |p) .

D’autre part, une valeur moyenne de type (z| e_’\Te_AV| xo) est facile a calculer. Il suffit

10



i(t*to))

d’insérer la relation de fermeture 1 = [ dp|p) (p| (on a posé A = ===

h

= (x| e*)‘Te*)‘V‘ xo) = /dp (x| e*)‘T‘ p) (p| e*’\V’ xo)

2
_ / dp (a] p) e (p] o) eV @), (1.36)

Malheureusement, comme 71" et V ne commutent pas ,

67}\(T+V) # ef/\Tef)\V' (137)

Comment faire ?

L’idée de Feynman consiste & utiliser ce qu’on appelle la formule de Trotter qui stipule que

—\NT+V) z0) = lim (x| e~ AT/N ,—AV/N  —AT/N ,—AV/N |z0) - (1.38)

N—+o00

(z] e

La démonstration procéde en 3 étapes :

0o MNT+V) (G—LT;‘/))N
° e_A(T;V) = 6_%6% +0 <]\1f2> . (1.39)
En effet,
2
eSATB) = I+5(A+B)+%(A+B)2+...
. A? B?
et eeB = (I+eA+ 52? +.. ) +eB+ 527 +...)
= I+cA+eB+0(?) (1.40)
donc
ATE) — ¢ etB 40 (2) (1.41)

11



o[ F eI (FN] =0 <;I> . (1.42)

Pour cela, on remarque d’abord que l'identité

2N —yN =(z—y) (xN_l +2V 2y 4 yN_l) (1.43)

pour x, y € R doit étre réarrangée pour deux opérateurs qui ne commutent pas :

V=N =2V @y +2N @y y+ (e —y) (1.44)

Dans le membre de droite de cette égalité, tous les termes sont de la forme zPy?, et ils

s’annulent 2 & 2, comme dans l'identité habituelle, sauf =V et y'V.

.. _AT =2V _AT+V) . . _AT =AV
Ainsi, (e" ¥ e~ )N—(e7" & )V est lasomme de N termes qui contiennent touse™ ¥ e ¥ —

7)\(T+V) 1 s 1
e~ N~ . Comme ce facteur est 0 (W) , la somme est d ordre(ﬁ) .

Revenons & 'expression du propagateur :

G (z,t; xo,t0) = N lim (x| e MNe AN o= AT/N=AVIN |70 (1.45)

—400

et insérons des relations de fermeture du type [ dp|p) (p| entre e MIN ot e AV/N ot du

type [ dz |x) (x| entre e~ AV/N et e AT/N 11 vient :
ype [
. —My _ AV XN—1
Gzt z0,t0) = | lim [ dpye =y (z \pzv)/d:cN_w N (pN |zN-1) ¥

% _q V(XN _2)
X/dele 2N (TN-_1 |PN1>/dSCN16 N (pN-1 |zN—2) X

—Ap? _AV(XQ)
e [ e (o oy e (o ) (1.46)
L’expression devient donc l'intégrale du produit de facteurs de la forme

AV (y)

[ ot |0 o | ) = [apem e ol @)

Mais (z |p) = ﬁeim/h. L’intégrale devient

12



_AV(y)

ap? j
c 27717\; /dpeﬁv exp (;p (x — y)) . (1.48)

C’est une intégrale gaussienne.

-2
2(j) = /d$e_21A””2+jx \/%657

A ) )
mN’

e Ap? e [2amN _e-pmy
—ap? _(@=y)’mN
= 57 /dpe 2N e P(PY) = 5T ;y e 2mZ (1.49)

Cette expression reste valable si A est imaginaire pur a condition d’interpréter v/i comme

exp(im/4). On en déduit 'expression suivante pour G :

N
N\ 2
G (z,t; xo,tg) = Nl—i>HJlroo dri..dry_1 (2:7:)%2) X
N-1 2
—m (ijrl —."L‘j) N AV (l‘j)
X H exp [ 2 ~ % , (1.50)
7=0
avec Iy = .
Posons
_ (t—to)_)\h _iNe
e = N TN A= 5 On a
-N _ —Nrh_ i
M2 R2iNe ke
A i€
-4 - = 1.51
N . (1.51)

Le propagateur peut donc étre réécrit :

13



N
. m z
o taoto) =  lim | derdeyo (5o)
N1
X exp EZ 5 (P 2—V(~"U') (1.52)
=g © ]

N-1 N2
L’expression ¢ [’g (767“67%) — V(xj)} rappelle une somme de Riemann. En effet,
§=0

(t;\fto). Considérons une fonction dérivable z (s) définie entre ¢y et ¢, et exprimons l'intégrale

el @) v

sous forme d’une somme de Riemann :

E =

t t—tg N m
ds | =i* -V (z)| = i —it -V
/to 3[2"” (‘”ﬂ N N par & = Vi)
Mais
N Tj+1 — T
’ (t —to)/N’
t
= ds [%i‘Z—V(m)]:
to
hm (B to Nz_:l mo( Lt Ty 2fv(x,) (1.54)
N—too \ N ) = |2 (t —to)/N J '

Or, %:sz — V (z) n’est rien d’autre que le Lagrangien, et ftz dsL (z,,s) est I'action le long
de la trajectoire z (s) .

Ceci suggeére d’écrire le propagateur sous la forme

G (z,t; xo,to) = /DIQZSM (1.55)

ou le symbole [ Dz désigne la somme sur tous les chemins possibles, modulo une mesure qui reste

a définir. Le propagateur apparait donc comme la somme de exp (%S [az]) sur tous les chemins

14



possibles du systéme (voir Appendice ; Figurel). Cet objet s’appelle une intégrale fonctionnelle.
Cette écriture est trés suggestive, mais elle est purement formelle, et pour lui donner un sens,
autrement dit pour définir la mesure [ D, il faut impérativement revenir a la forme explicite.
C’est d’autant plus vrai que le chemin typique n’est pas différentiable : comme z; et z; 41
prennent toutes les valeurs entre —oo et 400 w, ne tend pas vers une constante mais
diverge quand N — +o0.

Ceci étant dit, cette formulation répond a la question que s’était posée Feynman (et avant
lui Dirac) sur la possibilité de formuler la mécanique quantique a I’aide du Lagrangien. Avec la
définition de l'intégrale fonctionnelle donnée par la correspondance entre les deux expressions
précédentes du propagateur, la mécanique quantique peut étre basée sur cette définition du
propagateur. En d’autres termes, on peut faire I’économie de la quantification canonique et
prendre cette expression du propagateur pour quantifier le mouvement d’une particule dans un
potentiel.

La difficulté essentielle de cette méthode, c’est qu’elle ne fournit pas de fagon interne la
définition de l'integrale fonctionnelle. Il faut par exemple rajouter une prescription pour obtenir
une expression qui redonne 1’équation de Schriodinger en présence d’un champ magnétique . De
méme, en théorie quantique des champs, le sens qu’il faut donner a l'intégrale se référe a la
quantifiquation canonique.

Notons que la généralisation & N degrés de liberté est sans probléme : les intégrales inter-
médiaires sont des intégrales de volume & N dimensions :dx; — dNx; .

ex :particule libre (V = 0)

Dans ce cas, le propagateur se calcule facilement :

g2 eipx/hefipxg/h
@l e a0) = [ dpal ] p) ol o) = [ dpe S

2mh
1 —2p?
- = o ip(z—z0)/h
5T dpe2m e
1 27rme _(z—=m0)"m
~ omV A P 122\
A . i(z—x)
A= — A 1.56
(=2, =t (1.56)

15



soit :

_i(t—tg) p%
<x| e h 2m

o) = Umexp [2h(t—to) (z — $0)2 : (1.57)

Or, pour une particule libre, I’action se calcule aisément. La trajectoire classique est donnée

par :

N /thlm (m - %)2 - 1mL —0)*
2 \t—t 2 t—tg
m 1S
Gz, t; tg) =4/ ————— . 1.58
— Gt @oto) =\ [oma o eXp( h ) (1.58)

L’objet de ce travail est de solutionner quelques problémes par I’approche des intégrales

de chemins en se servant de la technique des transformations spatio-temporelles ainsi que des
outils mathématiques indispensables pour les résoudre le plus simplement possible. Toutes les
fois que cela est possible, les fonctions d’onde et les spectres correspondant sont comparés a
ceux obtenus dans le cadre de la mécanique classique et de la mécanique quantique.

Le premier chapitre constitue un rappel historique des formulations habituelles de la méca-
nique quantique ( principe d’action, mécanique des matrices de Heisenberg, la mécanique ondu-
latoire de Schrodinger ) avec les succes réalisés mais aussi les difficultés rencontrées. L’intégrale
de chemin est présentée comme une nouvelle formulation qui offre un point de vue alternatif
a la mécanique quantique et qui s’est révélée un formalisme mathématique trés fécond pour
l’étude de toutes les disciplines de la physique théorique [Cours du Professeur Frédéric Mila,
EPFL (Mécanique quantique avancée II : Introduction a l'intégrale de chemin)].

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude du mouvement d’une particule libre mais as-
treinte a se déplacer sur la surface d’un cone au moyen d’une contrainte représentant I’équation
du cone [11]. Grace a des transformations successivement spatiale et temporelle convenablement

choisies, les variables ont été séparées, le spectre continu de I’énergie et les fonctions d’onde ont
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été exactement déduits.

Dans le troisiéme chapitre nous avons reconsidéré le probléme traité précédemment. Cette
méme particule subie maintenant l’action d’un oscillateur quadratique inverse [12]. Comme le
potentiel présente une singularité a ’origine, il a paru nécessaire de rejeter cette singularité a
I'infini par I'utilisation d’une transformation spatiale suivie d’une transformation temporelle.
La fonction de Green de ce systéme est ramenée & celle associée & un potentiel de type Morse
dont la solution est connue depuis longtemps. Le spectre discret de 1’énergie et les fonctions
d’onde des états liés ont été obtenus.

Le quatriéme chapitre concerne I’étude, par I’approche de 'intégrale de chemin dans ’espace
des phases, de deux problémes sur un cercle en I'occurrence le probléme de 'oscillateur singulier
et le probléeme de Coulomb singulier. La technique utilisée est basée essentiellement sur la
fonctionnelle delta de Dirac et le formalisme Hamiltonien. L’expression du propagateur de
loscillateur singulier a été développée avec un maximum de détails et de clarté. Le spectre
discret de I’énergie est exact et concorde parfaitement avec celui de la littérature [17] par contre
les fonctions d’onde n’ont pas été convenablement déduites. Grace a une transformation-dualité,
nous avons établi une relation entre le systéme de Coulomb singulier et celui de l'oscillateur
singulier. Ce lien est a I’origine de la similitude de la forme des deux propagateurs. Pour les deux
problémes, le propagateur a été ramené a celui du probléme bien connu de Péschl-Teller abordé
auparavant dans le cadre de la formulation de Schriodinger et celle de I'intégrale de chemin dans
I’espace de configurations. Autrement dit, la transformation -dualité nous a permis de déduire
de maniére fructueuse et élégante les solutions du probléme de Coulomb singulier & partir de

celles du probléme de l'oscillateur singulier.
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Chapitre 2

Particule libre sur un céne

Ce chapitre est consacré a I’étude du mouvement d’une particule se déplacant sur la surface
d’un cone. Nous commencons cette étude par le cas simple d’ une particule libre astreinte a se
déplacer sur la topologie du céne via une contrainte bien définie. Nous allons voir que l'effet de
la contrainte liée a la topologie du cone se traduit par 'apparition d’un potentiel effectif d’ordre
quantique. Pour ce faire, nous construisons tout d’abord le propagateur relatif au probléme dans
le formalisme des intégrales de chemins, puis nous déduisons le spectre des énergies relatif a la
particule libre et leurs fonctions d’ondes associées.

Considérons une particule non relativiste de masse m astreinte & se mouvoir sur un cone
via la contrainte

z=4/(a2-1)r, 0<a<l (2.1)
Le Lagrangien régissant ’évolution de la particule est obtenu en soustrayant 1’énergie potentiel
V de I'énergie cinétique T,

L=T-V=2(&+§+2) - V. (2.2)

Comme le potentiel est nul, le Lagrangien précédent exprimé dans les coordonnées cylin-
driques pourrait, en vertu de la contrainte (2.1), s’exprimer dans les coordonnées polaires (r, )

comine

_m (.2 2,252
L_2a2<r +ar0). (2.3)
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Faisons le changement de variable (6 — ¢) : ¢ = af dou 0 < ¢ < 27w« et pour étendre

l'intégrale a tout le domaine i.e. de zéro a 27, on introduit un potentiel V' (¢) défini par

0 0<¢<2ra
V(p) = ) (2.4)

00 ailleurs

Par conséquent, en passant au systéme (r, @), le Lagrangien (2.5) prend la forme

L= % (72 +1%6") - V(o). (2.5)
avec M = ma 2.

Il peut étre remarqué que 'introduction du potentiel V' (¢) limite le mouvement libre de la

particule & l'intérieur du secteur d’ouverture angulaire ¢ =27 (0 < a < 1).

2.1 Le propagateur

Le propagateur associé a une particule de masse m, soumise & un potentiel bidimensionnel

V(x,y), s’écrit formellement dans les coordonnées cartésiennes comme

K(rp,r;T) = /Dx(t)/Dy(t) exp{;/OT []\24 (2% + 9°) — V(x,y)} dt}, (2.6)

ou sous une forme discréte comme

M N N-1 i N
K(rfari;T) = lim <2’L7Th€> /]l;[l dxjdyj exp %ZS(‘% i=1], (2.7)

N—o00 .
Jj=1

o S(j,j — 1) est Paction isométrique sur la distance infinitésimale e durant un laps de temps

[tj*btj]a
. M L
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avec la notation standard

éztj—tj_l, T:tf—ti:EN,
~ Ui + Uj—1
Auj =uj —uj_y, 1 =-—"—7>—
j j j j 2 (2.9)
uj = u(t;), u; = u(t), up = u(ty),
r; = (i, i) ry=(zf,ys)-

En se plagant dans le systéme des coordonnées polaires (r, ¢) associ¢ aux coordonnées car-

tésiennes (z,y)

Tj = TjCOS qu, Yy; = r;8in ija (2.10)
le propagateur (2.7) devient
M N N-1 i N
K(ryr;;T) = lim <2mh€> / jl;[l ridridg; exp h;S(]’,j -1, (2.11)
ou
. M 9 -
S(j,7—1) = o [Arj + 2711 (1 — CoS A¢j)] — 5V(¢j). (2.12)

Notons que la mesure n’est pas symétrique. Néanmoins, nous pouvons symétriser la mesure
en faisant usage de la procédure de I’expansion au voisinage du point moyen ;, (2.9), et en
-ieme

tenant compte du fait que les extrémes du j intervalle [j, 7 — 1] doivent jouer le méme role

dans l’expression du propagateur. Sachant que Arjz ~ ¢, la mesure peut se transformer en

N-1 N-1 N Ar2

1
ridridg; = drjde; 72— —2
N-1 N 2
1 Ar?
= dride; | |7 |1 - =% |, 2.13
VIOTN Jd’fjllf( 8@) @13)

et l'action en

S(jm?_l) = _€V<¢])

Ar?\ [(A¢?  Ag?
2 ~2 J J J
Arj —|—2<7"j— 1 > ( TR

_ - M 1.
(Arf + 7 AG5) — eV (9;) — = (Aﬁmﬁ + 3T§A¢;¥) . (2.14)

Bl ®I=

20



ol nous n’avons retenu que les termes Ar?AgZ)? et Agb? qui sont tous d’ordre €2. Nous écrivons

donc
i N i
exp | 2> SGi-1)] = Hexp(hS(j,j—1)>
j=1
N i M
— H{1 hg( rIAg? + A¢4>]

Jj=1

X exp {; [;‘i (Ar2 + 72A%) — gv@j)} } . (215)

En reportant (2.13) et (2.15) dans (2.11), le propagateur peut étre réécrit dans les coordonnées

polaires comme

1
KirprsT) = J\lll—>oo <227Th€) / H drjdd)] Tj
Ar? M
J 2A A
[ 875 h8e ( @ + %)
. N
¢ Z M 2 | A2 A 42 ot

Appliquons maintenant la procédure de Mc Laughlin-Schulman [2]. Autrement dit, faisons

usage de 'identité

/00 u?™ exp ( ;b ) du = W /_c: exp (_2%“2) du. (2.17)

—00

Ceci nous ameéne & apporter au propagateur précédent les substitutions suivantes

3 [ihe\? 1 [ihe\? ihe
At — Ar?Ag? == Ar? —. 2.18
¢ T'? (M) ’ T’J ¢] I fj2 (M) ) T - M ( )

Il s’ensuit que

K(rs,r;T) =

. N
1
e e <2mh6> / H drjde; HTJ exp gg Gi-1], (219
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avec

. M - 9 ~ h?
A(j,7—1) = o (Arjz + T‘?Aqu) —€ (V(qu) + AV]> , AV = SR (2.20)
J
ol nous avons utilisé le fait que I’expression 1 + 8}\%2 peut étre approximée par exp 8]"\%2.
i i

Nous avons vu s’introduire un terme centrifuge supplémentaire, AV}, appelé correction quan-
tique, qui ne dépend pas du potentiel initial et est de Pordre A2

Il s’avere que la forme du propagateur est tellement compliquée pour des calculs expli-
cites, entre autres, la difficulté d’intégrer sur les variables radiales et angulaires 7; et ¢;. Nous

contournons ce probléme en adoptant la transformation temporelle ¢t — s définie par

dt
i r2(s). (2.21)

qui est équivalente &

S
= ST‘28 .
T—/O dsr?(s), (2.22)

ou par discrétisation,

o Arjz 5 AT‘?
€ = O-jrjrjfl = O'j T‘j — T = O'j?"j 1-— 4’[12 . (223)

2.2 Fonction de Green

En introduisant la fonction de Green G(ry,r;; F)
G(rri; E) = / dTK (v, 133 T) exp (;ET> , (2.24)
0

qui est la transformée de Fourier du propagateur K (rs,r;; T), et en utilisant la contrainte (2.22)

nous obtenons

o)
G(rf,ri;E) = \/T‘Z’T‘f/ dSPE(I'f,I'i;S), (2.25)
0
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ot le promoteur Pg(ry,r;;.5) est donné par

1 ATJQ-
Pg(rs,r;S) = hm /Hdmd@ 227rhaj E 1+4f2 X
J
. N 2 2
i Arj Ar; 9
X exp Z [20] ( 4@2) <7:2 +Adj | —

J=1

~ 2
—075 (V(¢j) -FE- SJZTQM } , (2.26)

ou encore

1+

Ar? i M (Ar? AT?A%?)

-+ ——| = —
47’32. h 8o ; T? 72

. 1
Pg(ry,r;S) = A}gnoo/ H dr]d¢] <2z7rhaj) E >
j

. N 2 h2
X exp Z LUJ ( TA Aqﬁj) 0;T; ( (%) 8M?’j2>] )

(2.27)

ol nous avons remplacé e par son expression (2.23). En faisant maintenant intervenir les chan-

gements (toujours par application de la procédure de Mc Laughlin-Schulman, (2.17))

Ar? thaj Art — 37 @ 2 2A¢ ZhU] 2 (2.28)
j i M 9 7 7 M ) j M 9 .

le promoteur s’écrit de maniére plus commode comme

1
Pp(rs,ri;S) = Jim /H drjdqﬁj <227rhaj> Ex
. N
17 M Ar B2
X exp + Ag] (¢ )—E+ —— )
]; [201 < j ) < J 8M7‘]2-

(2.29)
oll nous avons tenu compte du fait que I'expression 1 — 437[;? est approximée par exp(— 4;7[‘;]2 ).
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Le promoteur peut étre réécrit sous une forme plus formelle comme

Po(rsoris S) = ~ / L Dr(s)Do(s) exp (;L /0 ’ L(r,f,@,é)ds), (2.30)

a ) r(s)

ol nous avons, pour simplifier les notations, revenu a la variable 6 (0 = ¢/«a) avec

1/2 1
217rh(7] 7

N-1 N 1/2
Mo
| | do; <2mhaj) , (2.31)
Jj=1 J=

::]2

N-1

D?”(S) H
dr;
7=1 7j=1

o)
>
—
Va)
~—
Il

1=

L(r,7,0, 9) est le pseudo-Lagrangien

. M [ 72 . 5 2
L(r,7,0,0) = = <:2 + a292> e (V(ej) - E) - 8% (2.32)

La correction quantique —h%/8M joue le role d’une pseudo-énergie, canoniquement associée au
pseudo-temps s. Il est important de noter que la forme particuliére du potentiel V() (2.4) va
nous permettre d’intégrer sur la variable 6.

Nous allons dans ce qui suit effectuer le calcul par I'intermédiaire de la formule de sommation

de Poisson [3],

Z f() :/ du Z f(u)exp (2mipn) . (2.33)

|l=—o0 n=—oo

Posons d’abord

or N—1 2 N\ 1/2 . N

Mo 7

I = d@ T —
/ H <2i7ThUj> exp hz

<M a'z A02-> : (2.34)

Nous pouvons écrire

:jl]j f: /Whlde | <2i\7{2‘0 )1/2exp h;(gﬁ“ (A0 +27mj)> . (2.35)

oll nous avons, pour permettre 'application de la formule de sommation de Poisson, d’abord
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introduit I’indice de sommation E via la condition de périodicité sous la transformation
Nn;=—00

0 — 0+ 2x .
= > f(0+2nl). (2.36)

l=—o00

Il vient que

N ox N—1 1/2 N ... 9
d Ma? Mo AG 49 9;
I'= H Z H do; NH 2irho; exp ]Z; ho; - (Af;+ i) —2imn

j=1lnj=—o0
(2.37)

En utilisant I'intégrale de Gauss,

00 b2
/ dX exp (—a)\2 + b\ + c) = \/Zexp (4@ + c) , (2.38)

Pexpression (2.37) peut étre linéarisée comme

2r V-1 i N 7202 o;
) ) . J
< 27r> s | T dtsen| 1 3 (imsnes - 22 ) | o)
j=1nj=—c0 j=1 j=1
D’autre part, nous pouvons aisément effectuer la décomposition suivante
N N—1
H exp [in;Af;] = expli(nnOn —ni16o)] H exp [i (nj — nj41)0;].
j=1 j=1

(2.40)

Alors, l'intégration sur la variable 6 est devenue immédiate. Compte tenu du résultat (2.40),

Pexpression (2.39) se transforme finalement, aprés avoir intégrer sur la variable 6, en

1 N 0 N—-1 N Z h2n O'J

j=lnj=—00 j=1 j=1

ou encore
00

1 N i h’n’o;
I= Py Z exp [in (05 — 0;)] Hexp (h Mo ) , (2.42)

n=-—00 j=1
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ot les indices n; sont rendus tous égaux a n grace au delta de Kronecker,

B 1 nj = anr]_
g, Mj+1
0 nj#njn

Il est a noter que le delta de Kronecker est obtenu lors de 'intégration sur la variable 6, & savoir

27 2T le = ’I’Lj+1
/ dfj exp [i (nj —nji1) 0] = exp [2mi (nj — njy1)] — 1
0 - =0 n; 7é nj+1
i(nj —njt1)
= 200, nyi- (2.43)

Comme le potentiel V' est nul pour 6 appartenant a l'intervalle [0, 27] (2.4), le promoteur

(2.30) et la fonction de Green (2.25) s’écrivent, compte tenu du résultat (2.42), respectivement

o G2 o, TP g (Ge+i)f ew
e o0 N-1 N M 1/2 4
G(ry,ri; E) = /riry lim Z exp[m(ﬁf—&)]/ dS/ dTJH(Q - ) —
e 0 o1 o1 \2imho; T
. N 2
{ M Ar 2 R?o; (n? 1
- - 2R J 4 =
*exp h; 20, @2 7T T o0 <a2+4> !

(2.45)

ou de maniére concise

Glrg e B) = 5 n;iooexp [in (07 — 6,)] /0 s / Yi”(’S) exp (; /0 ’ L’(r,f)ds), (2.46)

ou

M 72 R o(n? 1
L'(r,7) = —:— +7r?F — — (n + ) (2.47)

26



est le nouveau pseudo-Lagrangien.
Il est bon de remarquer que la transformation temporelle s — t se traduit par les change-

ments
K2 K2
 8Mr? 7 SMr2’

T'Z"f’f—>

1
m, (2.48)

comme nous le voyons directement dans les expressions (2.19) et (2.25). Donc, pour revenir
maintenant & l’ancienne variable temporelle ¢, par le biais de ’équation (2.21), il suffit de
procéder aux changements inverses des expressions mentionnées ci-dessus. La fonction de Green

devient alors
o

1 . e 1
G(ry,ri; E) = W Z exp[m(ﬁf—«%)]/o dT exp <hET> X

/Dr exp{ / []\2472 2]@12 <$—i>}dt}. (2.49)

Il est & remarquer que 'intégrale de chemin sur la variable r coincide exactement, dans le cas

d’une fréquence nulle, w = 0, avec celle de 'oscillateur quadratique inverse avec un moment

orbital n/a, dont la solution est donnée comme suit [4]

/D / M2 h? Tﬁ_} dt _ - % %(24_ 2) X
r(t) exp 2 oMr2 \a2 14 = VI P o T TS

x I M
2] \Grr ") -

Maintenant, en vue d’obtenir les énergies et leurs fonctions d’onde associées, faisons usage de

la formule suivante [8], pour séparer r;, r¢ et T

/oood:cexp(—w )y (28V) ], (27Vx) = 7eXp <_52+V2>L/ <2ﬁ7>, (250

w w

valable pour Rev > —1 ou

M M . 1T

Ju(x) et I, (y) sont respectivement les fonctions de Bessel et les fonctions de Bessel modifiées.

27



Ainsi, le propagateur peut s’écrire

M\ : >0 iT
K(ry,ri;T) = Sl Z exp[m(GfGi)]/ dFE exp <7"ZE> X

0
2ME 2ME
><<]|n| ( T’f) J|§| < h27“2> s (2.52)

ce qui nous permet finalement, & partir de la décomposition spectrale, de déduire les fonctions

d’onde, normalisées, & ’échelle de 1’énergie

M . 2MFE
Vg, n(r,0) = \/;exp(mﬁ)J’m ( hQr) , (2.53)

et un spectre continu d’énergie
h2k?
E=—. 2.54
Wi (2.54)
Il est important de remarquer que les fonctions d’onde obtenues (2.53) ne satisfont pas les
conditions de confinement du mouvement de la particule dans le secteur d’ouverture angulaire

¢ [0<¢<2ma; 0 <a<1]dou la reconsidération de l'intégration sur la variable angulaire

6. Pour ce faire, nous utilisons 'intégrale de chemin relative au rotateur rigide[15]

/D9(8> exp {Z/S ds []\240‘292 + W} }

i (n+1+1/2)* 128 (n+ 20)!
Ze [ 7 2Ma? (nl+1/2) === x
X (sm 6 fsinb;) 1/2 p- 1 (cosOp) P (0080 ), (2.55)
P) (cos 0) sont les fonctions de Legendre.
Le terme 53\4(271@ est éliminé en posant [ = 3
M o2 i (n+1)?h%8 2
/Dg s) exp { 6 ds] Zexp [ F oMar (n+1)

X (sin @ sin 91-)1/2 PTL_J:{/QQ (cosby) Pn+{?2 (cos ;).

(2.56)
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Ensuite, en tenant compte de la relation entre les fonctions de Legendre et la fonction

trigonométrique sinus [8]

P 1/2 2 sin 6

12 (cost) = avec v =n+1, (2.57)

wsinf v

qui conduit aux relations suivantes :

1/2 2 sin(n+1)0f
P 0r) =
n+1/2 (cosy) 7rsin9f (n+1) 7
—1/2 A B sin TL + 1
P (cosb;) = 4/ 7rs1n0 , (2.58)

nous pouvons donner & 'intégrale fonctionnelle sur les chemins 6 ’expression suivante

SM i (n+1)%0%S] | ,
/D@ exp[ 2a0d} = —Zex {_hZJ\/[aQ sin(n+1)0sin(n + 1) 6;
2 25

= 72 { 730 a 2} sin nfd s sin nd;,

(2.59)

ol nous avons changé (n + 1) en n.

En substituant ce résultat dans expression (2.44) du promoteur, ce dernier apparait sous

la forme
> 9 M \Y?1
Pg(ry,r;S) = A}Enoo msmnﬁfsmnH/Hdr] <2z7rha]> f—jx
=1
MA?” N ho: (n?2 1
X exp hzl%—j w2 + 0,75 P2E — 2}\; (()[2—1—4)] . (2.60)
"

En suivant les mémes étapes du calcul pour I'intégrale fonctionnelle sur la variable radiale

r, le propagateur du systéme s’écrit

29



oM &

o T
K 1) = sin nd ¢ sin no; dE -——F
(rg,r3;T) 77@712;5111” fsinn Z/0 exp( . ) X

2MFE 2MFE

Ainsi, les fonctions d’onde s’expriment dans le plan de I’énergie comme

2M 2ME
Vg n(r,0) = \/msmn&]g ( hzr) . (2.62)

2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le mouvement d’une particule libre astreinte & se dépla-
cer sur la surface d’un cone. Pour effectuer les calculs, nous avons adopté le principe privilégié
dit prescription du mid-point et utilisé une transformation spatiale adaptée qui restreint le
mouvement de la particule & l'intérieur d’un secteur. Le propagateur a été évalué d’une ma-
niére claire et simple. Les fonctions d’onde et le spectre correspondant, ont été convenablement

déduits. Nos résultats sont en accord avec ceux obtenus par la théorie de Schrodinger.
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Chapitre 3

Traitement du mouvement d’une
particule sur un céne et soumise a

un potentiel quadratique inverse

Dans ce chapitre, nous considérons de nouveau le probléme de la particule de masse m
évoluant sur la surface d’'un cone et soumise en plus & 'action d’un potentiel quadratique

inverse de la forme.

V(r) zlmw%z + . (3.1)

Le Lagrangien régissant I’évolution de la particule est déterminé en coordonnées cartésiennes

par ’expression suivante

. r . . . 1
L(I‘, I') = §m(x2 + y2 + 22) — 577?;(.02(1‘2 + y2 + 22) — m (32)

La contrainte qui oblige la particule & rester sur le cone est définie par

z:(a*2—1)1/2\/w2+y2, 0<a<l. (3.3)

Cette restriction représente I’équation du cone.
Comme le potentiel est central, les coordonnées polaires (r, ) sont les plus adéquates pour

le calcul du propagateur
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T =rcosf
0<0<2r

y =rsinf
Avec ces coordonnées, le Lagrangien s’écrit comme

. 1 2
L(r,t) = % (a_QT"Q + 7‘292) — §mo¢_2w2r2 — g% (3.4)

avec la contrainte z = (OF2 — 1)1/2 T.

Posons ¢ = af, d’otu 0 < ¢ < 27 et pour étendre U'intégrale a tout le domaine c’est-a-dire

de 0 a 27, nous introduisons un potentiel V' (¢) défini par

0 0<¢ < 21«
V(p) = . (3.5)
00 ailleurs
Cette définition signifie que le potentiel V(¢) remplace la contrainte indiquée ci-dessus et
que la particule est astreinte & un mouvement dans un secteur d’ouverture angulaire 2ra (0 <
a<1).
Alors en passant au systéme (7, ¢) le Lagrangien devient

2
Lie#) = 5 (2 47287 - Hutr? - 9% v() (3.6)

avec M = ma 2.

En coordonnées cartésiennes le Lagrangien se met sous la forme suivante

C

A P T N S N B
L(I‘,I’):?(ZE +y)—§Mw (l‘ +y)—m

—V(x,y), (3.7)

avec C' = ga?
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3.1 Le propagateur

Suivant ’approche de Feynman [9], le propagateur pour ce systéme est donné, en coordon-

nées cartésiennes, par I'intégrale fonctionnelle suivante

K(rf,r;;T) = lim <2mﬁ€> /Hd:cjdy]exp hZS , (3.8)

N—o0
S (j,7 — 1) représente Paction élémentaire

. M €
S, j—1)= 5 [A$J2 + Ayf] - §Mw2(x§ + y?) — — €V (z5,v5). (3.9)

S
(3 +93)

En suivant les mémes étapes de calcul effectué dans le chapitre précédent, il s’ensuit que le

propagateur peut étre mis, en fonction des nouvelles variables (7, ¢), sous la forme

. N
i
K(rpryT) = NIEHOO/H <2z7rhe> 1;[ ridrjdg; exp hZ[ Ar +

Jj=1

+2rj7j1 (1= cos Agy)) — e (A;w%z + TC; + V(¢j)>] } - (310)
J

Il est clair que 'expression ci-dessus admet une singularité a l’origine. Il est donc nécessaire
de I’éliminer afin d’obtenir une intégrale de chemin stable. Pour cela, introduisons, en premier

lieu, ’énergie F¥ au moyen de la fonction de Green, transformée de Fourier du propagateur

G (rs,ri; E) :/ dT exp (;ET> K(rs,r;T) (3.11)
0

et ensuite utilisons la procédure de reparamétrisation des chemins de Duru et Kleinert[13]

en effectuant la transformation temporelle t — s définie par

— dsf(r) = dsfu(v) fa(r), (3.12)

avec la contrainte dT" = dS fr(ry) fr.(r;)
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ou sous forme discréte

€ =€ fr(rj)fr(rj—1), € =sj—5j-1, S=s5r—5;=Ne,. (3.13)

f(r) est une fonction régulatrice qui sera judicieusement choisie.

La fonction de Green pour ce probléme peut maintenant étre écrite de la fagon suivante
o
G(ry,r; E) :/ dSPE (rf,r; ), (3.14)
0

ou

N N M N-1 i N
P (i §) = fR(rf)fL(ri)J\}gnoo/jE[l <2i7Th€st(rj)fR(rj—1)) ng Ty 05 exp (hAE> '
(3.15)

représente le promoteur avec la nouvelle action définie par

N
M
A= { 2¢5fL(rj) fr(rj-1) (A 2ryrymr (1= confg) -

j=1

M C
—65fL(rj) [20027’]2' + 7“72 + V(¢]) —F
J

fR(rj—1>} . (316)

Une famille appropriée de fonctions régulatrices a été donnée par Kleinert [14] de la maniere

suivante

f(x) = folry) frlri-1) = f1 () falri-1), (3.17)

oll A\ est un paramétre.
Pour simplifier le calcul dans la prescription du post-point, posons A = 0. Les fonctions

régulatrices deviennent alors

fL=f et fr=1.
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Avec un tel choix, le promoteur (3.15) et action (3.16) s’écrivent respectivement

N N-1 .
M 1
N . — AR F Ay - 2AN
P (rpori ) = f(e) Jim_ [ 11 (57 f(r]-)) T vyt o (7a2). s
et
al M
N 2
A = Sy 1+ (oo -
M C
—es f(r;) [w%ﬁ + 5 +V(g;)—E } : (3.19)
2 T
A ce stade, effectuons la transformation spatiale (z,y) — (g, ¢) définie par les équations
suivantes :

r=el, —co<qg<+oo et 0<¢<2ma. (3.20)

AZp = Tp—Tp—1 = 7 COS P, —Tn—1€08 P, 1, AYp = Yn—Yn—1 = TSNP, —Tp_18In @), _4
Ar, = el — efn=1, AQH = dn — qn-1, A¢n = ¢n - anfl'

et utilisons, dans la suite du calcul, I’identité

N-1 N
/H dxjdy; = /Hd(qu‘)d(A%), (3.21)
J=1 Jj=2

permettant d’effectuer 'intégration par rapport aux intervalles Ag; et A¢; au lieu de I'in-
tégration habituelle sur le post-point. Ce qui élimine tout privilége d’un point quelconque.

Le Jacobien de la transformation est

J:

‘3(&% AY;) | _ a0 (3.22)

9(Agj, Ad;)

Choisissons maintenant la fonction régulatrice comme suit

fr)=€*, € = e,V (3.23)
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La nouvelle expression du promoteur (3.18) est alors donnée par

Py (ry,ri;8) = €® lim /H <2mhe = > H 21d(Aqj)d(Ag;) exp <;Ag> , (3.29)

N—oo
j=2

et Paction Ag devient

N

M
Ay = S {5 [l - v 2emeni (1 - cos 20y -
j=1
M - C
—6562% |:2(.d2€2qj + 627(11 + V(¢]) - E:| } ’
(M M
= Z {2 1+ e 22 _ 9¢A cos Ag;| — e [2w264qﬂ' — B V((Z)j)quf + C’] } .
- €s
Jj=1

(3.25)

Développons les quantités e‘AqJ',

e 2845 et cos Ag¢; en série de Taylor jusqu’a l'orde 4 en
Au;j (u est une variable

quelconque), c’est-a-dire a l'ordre 2 en €4, 'action est alors

N

Ap =>" {26 [(Aqf. + A¢7) — € (2w2e4q1 — B + V(¢;)e’V + c)] + AAN } (3.26)
j=1

ol AAg représente la correction relative a ’action regroupant les termes d’ordre 3 et 4 en

Auy;

M 7 1 1
AAY ~ o —Ag} — AgiAY? + - Ag) — = AG] + AT A | (3.27)
€s 12 12 2

En développons aussi la mesure jusqu’a 'ordre 2 en Agj, nous obtenons

N

M N
e ] <m> U PU1d(Agy)d(Ag;)

,]:

N M N
N H <2z7rh6 >H (14 Cines) H (Agj)d A¢J) (3.28)
, s s

]:1 =1
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ou

Cines = —2Aq; + 2Aq7, (3.29)

est la correction relative a la mesure.
En rassemblant les deux corrections provenant de ’action et de la mesure, nous obtenons
I’expression de la correction totale suivante :

1
2h2

i

hAAg ). (3.30)

Cr ~ LAAN —

5 (AAg)Q + Cmes(l +

La contribution des termes d’ordre impaire étant nulle & la limite e, — 0 d’ou (AA% )2 et

cmesAAg ont pour expressions :

M2
(AANY? ~ <26> (A +2A¢]AGT + AT AG]] (3.31)
N M 4 2 A 12

Remplagons les termes d’ordre 2, 4 et 6 dans ’expression de la correction totale, en uti-
lisant la procédure de Mc Laughlin-Schulman, qui consiste a la limite ¢, — 0, a effectuer les

substitutions suivantes :

. . . 2 . 2
ag — Srad— 0o ad —3(5F) L ad—s ()

M’ J M’ M
AQjA¢' - M ) AQjA¢j —3 M ) AQjA¢j — 3 M )
theg 3
Af — 15( M> : (3.33)

En tenant compte de ces substitutions, la correction (3.30) conduit & un potentiel effectif

nul (Cr = 0 — Ve = 0). Autrement dit, les transformations spatiale et temporelle définies

par les relations (3.20) et (3.23) n’introduisent aucune correction quantique dans l’expression

de l'action. Par conséquent, le promoteur de ’équation (3.24) s’écrit simplement ainsi
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. N
N .. = i 2
Py (rfyr’L)S> - ]\}Enoo/H <227Th65> E[d qu A¢] exp { h; { qu

#86) — o (e — e+ vigen +c) |} (334

Revenons, maintenant, & la variable 6( 6 = 1¢) et a I'identité

/Hd Agj)d(Ad)) = /H dg;d;,

Pg devient :

N 1 N M 1/2 N—1 1/2 N—-1 i N
Py (rporis§) = J\}E»nooa/H (inhes> H % H <227I‘h6 ) H d0; exp Z
j=1

h =
M M
— (A ++a?A0%) — €5 | —w?e — Bl 4V (0;)e*% 4+ C
2€, J J 2
(3.35)
N
Constatons d’abord que lorsque S = > ¢ — 0 nous avons
j=1
M 1 .
<2Z7Th65> P [ﬁQ qu] o 0(Ag;)
1
Ma? \ 2 i Ma?
<2i7rhes> P { ho2e, 0 } o o 0180, (3.36)
et par conséquent
1 N N-1
P (e ) oo [ ] o0a5(80,) [ dayat,
j=1 Jj=1
= Lola-a) (0~ 0) = =07 (g7 - ). (337
Q@ @
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Alors, en raison de la normalisation pg s’écrit :

N

N +oo0 )
P]JEV(rfarza = ]%}LHOH Z /H <227Th6 > H dg;d0; exp Z[ qu

j=1llj=—o0 7=1 =
2 2 M 5 44 2q; 2,
a“(A0; +21m)7) — € Swe i — EeB +V(0;)e +C .
(3.38)

La sommation ) figurant dans (3.38) signifie que l'intégration sur la variable € porte sur
tous les chemins angulaires directs et indirects.

Rappelons que le mouvement de la particule est confiné dans un secteur d’ouverture angu-
laire ¢, alors le promoteur P,]EV (rf,ri;.5) s’annule pour toutes les positions r; et ry a I'extérieur
du secteur indiqué, et par conséquent la forme particuliére du potentiel V(¢) nous permet d’ef-

fectuer Iintégration sur la variable 6. Maintenant, Nous sommes prét & éliminer les chemins

6(s), en intégrant sur les variables angulaires 6; a ’aide de la formule de Poisson

+oo +oo 400
Z f() Z / duf(p)exp (—2irpl), [ est entier, (3.39)
[=—00 l=—0"

d’oll nous pouvons écrire I'intégrale sur # sous la forme

N +oo onr N—1

1y I w0 hi(ﬂgoﬂ (A9j+21m2>

j=1llj=—o00 j=1

N 4o or N—1

N o
H Z / Hd@/ dp exp 2 [ZZ;ZZ:T A

Jj=1l;=

) .
+ <;EWTA9]- - 2z'lj7r> [t ;;;Z (Aej)2] } . (3.40)

Afin d’effectuer 'intégration sur les variables 6, linéarisons I'expression (3.40) suivant la
+oo T b2

/ dp exp (—au2 +bu+c) =4/ —exp ( + c) , (3.41)
oo a 4a
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I'équation(3.40) se réduit a

N +oo oxr N—1

1Y /0 1_[1d9jexp ;z(z‘i‘ﬁ (A9j+2zj7r)2>
ph

Jj=1lj=—o0 j

—_

J]=

N +o0 on N ihe %N*l i N _ 2l2
_ S . J . .
_H Z /o H<2m77> Hdﬁjexp ﬁz< 2m 68+hl]A97> - (342)
j=1lj=—o0 J=1 7j=1 j=1
et si nous tenons compte de I’écriture
N N—-1
leAQj =InOn — [10g + Z 9]' (lj — lj+1) (3.43)
j=1 j=1

I'intégration sur les 6; donne

N 4oo < N—1 N

1S [ Tme |25 (2 (a0, 27

i=1l=—00”0  j=1 j=1 N =

ﬂ T (o)t [i(z 0 zM]ﬁ(mﬁs)é

= ™ €ex - — X

e p 5 LNUN =100 1 S
LN g2 N-1

X exp ﬁ Z ( Qmj 65) H (slj’ljJrl. (3.44)
=1 j=1

En reportant ce résultat dans (3.38), le promoteur s’écrit

N

too N Y N-1
PY(rsr;;S) = lim o €XP [il(6f — 6;)] / H <2i7rhes) H dg; %
00 j=1 =1

N—o0
l J

M, M o5 4 o0 R212
|:268qu—63<2006%—E6 q]—FC"‘W

. N
X exp %Z

7j=1
(3.45)

En insérant l'expression ( 3.45) du promoteur dans expression (3.14) de la fonction de

Green, cette derniére admet la forme compacte suivante
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Clor o) — S~ ©X[il(0; — 0)] T A
(I‘f,I‘Z, )_ Z o gq,l(QﬁQz: q)7 (3 6)

l=—00
ou

9q, 1045, ai; Eq) —/ dSK, (a5, q;9), (3.47)
0

et K, ; est un propagateur partiel décrit par I'expression suivante

M . M h21?
Ky 1(qf, 08 /D exp{ / ds[2q2—<2we Ee2q+<C+W)>]},

avec la mesure

N %N 1
Dy(s) = lim <2mhﬁs> quj (3.49)

N—00 -

Le propagateur partiel K, ; & précisément la forme du propagateur relatif au potentiel de
Morse suivant ’axe q pour une particule de masse constante M . Comme il & été démontré
par [14, 10, 6], le propagateur associé au potentiel de Morse et relié au propagateur associé au

potentiel de l'oscillateur radial par I’équation

1
(rf|ri )Eo = exp [2(a:f | z; )] (xf i)y, avec r=ce". (3.50)

En raison de cette relation, I’équation (3.47) est intégrable et nous déduisons, apres de légers

réarrangements, le résultat familier suivant

Mw & 1 )
9q, l(qf7Qi7Eq) = (Zﬁ) /0 dSm exp (ﬁES> X

(3.51)

I, (2) sont les fonctions de Bessel modifieés avec
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aMC 12\

Finalement, nous pouvons dire que la fonction de Green associée au probléme d’une parti-
cule se déplacant sur la surface d’un cone et soumise a un potentiel quadratique inverse a été
exactement calculée par 'approche de l'intégrale de chemin, comme nous allons le prouver &

travers les résultats bien connus de certains cas particuliers. Son expression est la suivante :

o (Mw) X explil(0y —0;)] [™ 1 i

G(rf7 rg; E) - <Zh> l;oo o'r /0 dSiSln(wS) exp (hES> X
i [ M 9 9 _z'Mw ‘ 1

X exp {h {Qw(rf +77) cot(wS)} } Iy [ 7 rfnsin(wS)] - (3.53)

3.2 Spectre d’énergie et fonctions d’onde des états liés

Afin d’obtenir, pour cette particule, les énergies des états liés et les fonctions d’onde corres-
pondantes, nous écrivons la fonction de Green (3.53) sous la forme d’un développement spectral.

Ceci est possible en utilisant la formule de Hille et Hardy [8]

273 1 142 2\ /Tyz
—= — I
1_zeXP[ 2(x+y)1_z} w5

Zrple3(@+Y) v

= 2Tty D) L@ W), (3.54)
n=0

valable pour |z| < 1 et L¥(u) sont les polynomes de Laguerre.

En tenant compte des subtitutions suivantes :

M M
T = (Tw)rfa Y= (Tw)rfc, z = exp(—2iwS), (3.55)

nous trouvons, par un simple calcul, I’expression suivante pour la fonction de Green partielle

gq,l

42



IMw n! Mw i Mw
B — E . _ T2 2
9q, l(vaq“ q) ( 7 )nzo F(’I’L—I— |I/| n 1) ( 7 7‘le> exp |: oh (Tf+’rl ):| X
M M L4
<Ly Tff)va”'({uT?)/o (5o)7 7z, (3.56)
N E
ouP= "%

Par conséquent, la fonction de Green (3.53) du systéme en considération se réécrit comme

suit

o 2Mw X Xexplil(0y — 6;)] !
Gprap) = (Bp2) 30 S o=t

l=—00 n=0

Muw i ~ Muw
X\ =i ) exp 5T, (Tf—i—r )| %

l/Mw VMU') liiinluf
<L L (2 2>/0 ()=, (3.57)

L’intégration sur la variable z donne naissance aux poéles dans le plan de I’énergie

1
/ siptntz(vl=1) g, — : 11 _ (3.58)
0 ip+n+s5(v—1)
Le spectre de I’énergie se déduit de I’équation :
ip+n+ - (|V|—1) = 0. (3.59)

Il est évident que cette équation nous permet de tirer les niveaux d’énergie pour ce sytéme

En, l(gaa):m(2n+1+|y|)a (360)

ou encore

2mg 12 1/2
Ey, 1(9,a) = hw 2n—|—1+< 7+ ) . (3.61)
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Finalement, nous arrivons a la représentation spectrale suivante de la fonction de Green

+oo 0

G(rfarm ) =ih Z ZE E )\I’n l(rf Hf)\Il 1 (73, 0i)

l=—oc0on=0

avec les fonctions d’onde des états liés, obtenues & partir des résidus correpondant aux poles

(3.61)de I'équation (3.58)

e’/ omw n! 2 mw b mw mw
U, (r,0) = 2 ) I (362
1 (r9) Vor <7ia2 F(n—|—|1/]—|—1)) (hoz2r> exp<2h 2" > " (hoﬁr ) (3.62)

CALCUL ELABORE :

Faisons remarquer que les fonctions d’onde obtenues (3.62) n’explicitent pas les conditions
de confinement du mouvement de la particule dans le secteur d’ouverture angulaire ¢. En effet,
il est commode de s’intéresser a4 une solution qui rend manifeste les conditions aux limites de
ce mouvement. Pour cela, revenons a l’expression (3.35) du promoteur qui s’écrit aussi sous la

forme

Pg (rf,r; S) /D )Dy(s exp{ / ds [M(qz +a292)—
n 2
- ( 5 wlel — Ee® 4 21V () + C)] } , (3.63)

les mesures Dg(s) et Dy(s) sont données par les équations

N %N 1
Dy(s) = lim 2 (227rhes> Ed%a

N MO&Q 1/2 N—-1
Do(s) = ] <2mh65> 1T ;. (3.64)
j=1 i=1

et reconsidérons 'intégration sur la variable angulaire 6 en utilisant 'intégrale de chemin relative
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au rotateur rigide[15]

i (% [M 5.2 Bh%(n?—1/4)
D ~ds |—a?0t 4 L
/ G(S)eXp{h/O 5[20‘ +2Ma25in29]}
> [_z’(l+n+1/2)2h25 (L+2m)!
h

SV o2 (l+n+1/2) 7

X (sin @ sin 0;)"/? P (cosOy) P (cos0;), (3.65)

P} (cos ) sont les fonctions de Legendre.

N[ =

Il est évident que le terme R (n?-1/4) disparailt en posant n =
q 2M a2 sin? 0 p P -

i (1+1)2h2S

5 M ( 2
Dy( a6 = g —_ | (I +1
/ o(s) exp [ > 0 ds} l 0exp [ N oMol (1 )

. . 1/2 p—1/2 1/2
X (sin 0 sin ;) / Pl+1//2 (cosby) l+1//2 (cosb;) .
(3.66)
Ensuite, en tenant compte de la relation entre les fonctions de Legendre et la fonction
trigonométrique sinus [§]
p 2 (cosf) = 2 sinvf avec v=1+1 (3.67)
v=1/2 ~ Vrsing v N ’ ’

qui conduit aux relations suivantes :

(l+1)0
p- 1/2 _ 1I1
i+1/2 (cos ) \/ 7rs1n0f (I+1) =
_1/2 ) _ sm i
Pyiifp (cos i) \/ Wsmei (l - 1) , (3.68)

nous pouvons donner & 'intégrale fonctionnelle sur les chemins 6 I’expression suivante

45



S M 2 — (14 1)2h2
/Dg s) exp [ —a?h ds] = — ) exp [;(l;\}a};s} sin(l4+1)0fsin(l+1)06;

| 12h?

(3.69)

ol nous avons changé (I + 1) en [.

En substituant ce résultat dans I'expression (3.63) du promoteur, ce dernier apparait sous

la forme
Pg (rp,r;S) = ii 5in 10 ¢ si l@-/D (s) Z./Sd %'2f
E (rf,Ti; i 2 SIn 40 ¢ sin L0 q\s) exp h S 5 q

M 2% K272
—<2we — Fe +<C+2M2

L’intégrale de chemin sur la variable ¢ s’effectue de la méme maniére que précédemment ;

ce qui nous permet d’écrire la fonction de Green comme

AMw
G(ry,r; E) (ﬂhQ)ZZF n+"/‘ 1 x sin 16 sin [6;

Mw v ~ Muw
X\ =rmi ] exp | = (Tf+T )| x

M M i
R e e Rt CE D

h

Les poles de la fonction de Green s’obtiennent & partir de 'intégration sur la variable z. Sa

substitution dans (3.70) donne pour la fonction de Green I’écriture suivante :

G(ry,ri; E) = mzz . a)qzn,l(rf O0F)Wr  (rs, 0;) . (3.71)

lan

Le spectre discret de 1’énergie est alors donné par la relation

2mg 12 1/2
En, 1(g,0) = hw 2n+1+< 2 +a) : (3.72)
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Les fonctions d’onde se déduisent directement & partir des résidus correspondant & ces poles

[ SIS

1 8mw n! mw 5 —mw mw
U, (r,0) = inif (—r? 2) L=,
1(r9) V2ra < ha? T'(n+ |v| + 1)> S <ﬁa2r ) P (271042 " ) " <hoz2r )

3.3 Cas particuliers

Premier cas: a=1et g =0
Il s’agit dans ce cas d’un oscillateur harmonique simple bidimensionnel car lorsque o =1 la

contrainte z = (of2 — 1)1/ *r devient nulle et par conséquent le lagrangien s’écrit

oy 1
L(r,#) = % <¢2 n r202> — Smw?r?, (3.73)

En effet, en posant a = 1 et g = 0 dans ’expression (3.53), nous obtenons

K(rj,ri8) — <m“’(ws)> exp[imw(rj%—}-r?)cot(wb’)] «

2imhsin h 2
<2 mw
Ay | ———==T¢fTi | 74
X Z_ZOO exp(ilA0) I, [ihsin(wS’) rfr} (3.74)
ou Af =07 —0;
et grace a la formule de la décomposition en séries de Fourier [§]
+o0
exp (zcos W) = Z exp (ilW) I (2), (3.75)
l=—00

nous aboutissons & I'expression suivante du propagateur

. _ mw T Mmw 9 2 o
K(rs,r;S) = (21' Fisin S)> exp {h? n(w9) [(r + r7) cos(wS) — 2rpr; cos AG) } ,
(3.76)

d’ou le propagateur relatif & I'oscillateur harmonique simple.
Deuxiéme cas : a« =1 et g #0

. . _ 1/2 . .
Dans ce cas aussi la contrainte z = (a 2 _ 1) 2 est nulle ce qui donne au lagrangien
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régissant le mouvement de la particule la forme suivante
. 1
L(r,#) = % (7'2 + 7‘292> — gmw?r? - 9. (3.77)

Il s’agit alors du probléme de 'oscillateur quadratique inverse bidimensionnel. Il suffit de poser
a =1 avec g # 0 dans 'expression (3.53) du propagateur, pour déduire le résultat suivant :

LSy = me KA S
K(rs,r;S) = <2i7rhsin(w5))eXp [h 5 (rf+rz)cot(w5)] X

+oo
. mw
X Z exp(zlAH)IM [’thnl(u}S)Tle] s (378)

l=—00

1/2
ici |v] = <2;Z§g +l2)

3.4 Conclusion

Dans ce travail, nous avons calculé, en coordonnées polaires, la fonction de Green et avons
déduit le spectre d’énergie et les fonctions d’onde des états liés dans le cas d’une particule qui
se déplace sur la surface d’un cone et soumise & un potentiel quadratique inverse. La fonction
de Green relative au potentiel en considération est ramenée via une transformation temporelle
convenablement choisie combinée & une transformation spatiale & celle associée & un potentiel
de type Morse dont la solution est connue depuis longtemps. Les résultats obtenus sont les

niveaux d’énergie du spectre discret ainsi que les fonctions d’onde des états liés.
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Chapitre 4

Résolution exacte de deux problémes

a une dimension sur un cercle

La résolution de I’équation de Schrodinger stationnaire pour un potentiel arbitraire peut
se révéler délicate techniquement. Néanmoins, il est souhaitable de connaitre tous les poten-
tiels pour lesquels nous pouvons résoudre I’équation de Schrédinger et exprimer ses solutions
en termes de celles des équations différentielles que nous pouvons actuellement résoudre car
il est essentiel pour la physique d’avoir des solutions analytiques exactes afin d’expliquer avec
certitude certaines expériences. Les potentiels exactement solubles sont des exceptions dans la
théorie quantique Seules certaines classes de potentiels admettent des solutions exactes (on dit
alors que le probléme est intégrable). Nous trouvons en effet parmi ceux-ci des potentiels so-
lubles d’intérét certain, pensons en particulier aux potentiels unidimensionnels harmoniques, de
Poschl-Teller et de Morse. Une des raisons d’une telle popularité est que leurs études modélisent
la situation trés fréquente ol le systéme est au voisinage de I’équilibre. Les résultats obtenus
pour ces potentiels pourront s’appliquer & I’étude des vibrations d’une molécule diatomique,
des vibrations de molécules plus complexes ou méme des solides. Dans ’approche de Feyn-
man, 1’évaluation du propagateur a joué un roéle central dans un grand nombre de problémes
de la physique quantique non relativiste ; citons le cas des potentiels singuliers a ’origine pour
lesquels des solutions analytiques sont hautement désirables et cela quelle que soit leur forme

fonctionnelle. Les transformations sur ’espace est sur le temps étaient 1’outil mathématique
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puissant permettant de Contourner beaucoup de difficultés rencontrées en utilisant le forma-
lisme de Schrodinger. Depuis, les résultats obtenus dans cette voie sont spectaculaires et sont
parfaitement identiques & ceux trouvés par la résolution de I’équation de Schriodinger.

Ce chapitre est consacré a 1’étude, par l'intégrale de chemin formulée dans I’espace des
phases, de deux problémes unidimensionnels sur un cercle en 'occurrence 'oscillateur singulier
et le potentiels Coulombien singulier. Le comportement de la particule (m = i = 1) est analysé
sous ’angle d’une approche qui utilise la fonctionnelle delta de Dirac. Cette approche s’ins-
pire des critiques formulées par Katz concernant les méthodes de calcul jugées trop laborieuses
et contenant trop de détails inutiles. Cette méthode a été par la suite développée par Arlem
Anderson et Scott B. Anderson. Le propagateur associé au potentiel de 'oscillateur singulier
a été explicitement construit. Cependant, grace a des transformations judicieusement choisies,
un lien a été établi entre le probléme de l'oscillateur singulier et celui du Coulombien singulier.
Ce lien est a lorigine de la similitude de la forme des deux propagateurs. Dans les deux cas, le
probléme a été reconverti a celui du potentiel de Poschl-Teller. Le spectre d’énergie et les fonc-
tions d’onde des états liés du probléme de Coulomb singulier ont été alors directement déduits

de ceux relatif a l'oscillateur singulier et sont conformes & ceux existants dans la littérature.

4.1 Présentation de la technique de la fonctionnelle delta de

Dirac

L’approche de la fonctionnelle delta de Dirac est un outil puissant pour I’évaluation des in-
tégrales de chemin pour des systémes quantiques possédant un hamiltonien linéaire par rapport
a la variable ¢(t) qui caractérise la position de la particule au temps t, car elle met en ceuvre
des techniques de calcul simples. Pour les hamiltoniens plus généraux, la stratégie générale pour
appliquer cette approche est de faire des transformations canoniques et autres qui permettent
de donner & l'action une forme linéaire. A ce niveau, 'intégrale sur les variables de la position
est directe et fait apparaitre une fonction delta dont 'argument est 1’équation différentielle du
mouvement de la variable d’impulsion p(t). Par conséquent, 'intégrale sur les moments conju-
gués est facile & manipuler et se réduit & une intégrale ordinaire sur une variable impulsion pg

qui représente la condition initiale de la solution de I’équation du mouvement correspondant
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a un temps initial convenablement choisi. Notons que l'intégration sur les moments conjugués
donne naissance & un facteur appelé facteur de composition dépendant des temps initial et final

et de la derniére variable d’intégration po.

4.2 Quantification de I’ Hamiltonien classique

Le propagateur est ’amplitude de transition pour une particule repérée par le point initial
¢; a l'instant ¢; et le point final ¢, & I'instant t¢ . Son expression pour un intervalle de temps

infinitésimal s’écrit

K (¢j7¢j—1;6) = [g(sé’j‘)g(<,0j—1)]_i / ((g;z;jn CexXp {Z [pj(%‘ - <Pj—1) - EHeff(@japj)” )
(4.1)

avec g(i) est le déterminant du tenseur métrique gap, @; =(; + ¢;j_1)/2 et Hepy est 'Ha-

miltonien effectif évalué au point moyen @;

Hepp = HA+AV

1
= 50" Ppa+V +AV, (4.2)

ot ¢g°@est I'inverse de la matrice g.q.
H.pr est une fonction des variables . et p. et s’identifie & I’'Hamiltonien classique a la
différence d’un terme supplémentaire dépendant de la constante de Planck (AV). AV représente

la correction quantique donnée par

h2 a C
AV = = (R +¢" Tart,)
h2
= = <gab T,y + 2 (gab ra) o g“{’ab) . (4.3)

m

Cette correction est proportionnelle & A2 et disparait & la limite classique (A — 0).

R représente la courbure scalaire de I'espace et I'¢, est la connection affine ou le symbole de
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Christoffel de deuxiéme espéce défini par

1
ab = QQCd (Oabd + ObGad — Oagap) - (4.4)

Suivant la procédure standard de dérivation d’une intégrale de chemin basée sur la formule

du produit de Kato-Trotter, le propagateur intégral s’écrit sous la forme suivante :

_1

K (¢pp05T) = Jim [g(p5)9( 4/ Hd% X

N
dp; —¥j_1) -
H ([ e (3 I )] | @
7j=1
L’expression (4.5) est la représentation de 'integrale de chemin dans I’espace des phases.

Elle peut étre écrite sous forme compacte comme
-1 i [ .
K (o) = [o(o)ae0) T [ Dla@] Do) oo (5 [Tty - ). @0

4.3 Probléme de ’oscillateur singulier sur un cercle

En suivant la prescription de 'ordre de Weyl, le propagateur relatif & une particule se
déplgant sur un cercle (S7 : s% + 52 = R?) et soumise & l'action du potentiel de l'oscillateur

singulier

voswy = “Rst 1H -1/
2 s2 2 s
wWwrR%?sin?p k2 —1/4

_ 47
2 cos?p * 2R2sin? ¢’ (47)

k1 est un parameétre réel et sop = Rcos g, s1 = Rsiny (¢ € [—m,7]) sont les coordonnées polaires

dont la métrique

Jap = diag (1, RQ) , (4.8)
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avec

et un élément de ligne

est donné comme suit

Kos(en,0;T)

avec l'action élémentaire

1 lim <
\/EN—n)o

g = +/det g, = R,

ds® = dR? + R?dy?,

1
2mie

A(j,j—1) =pile; — ;1) — €Hess (2,15) -

Heyy (gbj,pj) est ’'Hamiltonien effectif

Hesy

alors :

donc le propagateur s’écrit :

2
p,
PjASOj —€< =

1
igabpapb +V +AV,o0 AV =0 car:

1
¢ ) 227 po

b#c#d) = I'¢ =0,

N N-1 N dp N
> J a1l [ glvew|iy
j=1 j=1 (27) j=1

LT
2R? 2 2R?

cos?p;  sin® @,
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(4.10)

A(]?J - 1) )

(4.11)

(4.12)

(4.13)
(4.14)

(4.15)

(4.16)



K-

1
4
"oR?

1 dp,ydep

T 2 2 1 2 1
X dt — - 4.17
P [1/0 {pww 2R? 2R? {COS2 ?; * sin® @ (417)

avec la notation standard suivante e = %, o =pti=0)=s5=a, oy =@ty =T) =

sfp=">

et k3 = w?RY+ 1.

L’équation ci-dessus est ’expression du propagateur associé au systéme de 'oscillateur sin-
gulier qui a été traité dans le cadre de la mécanique de Schrodinger [17].

Suivant I’approche de la fonctionnelle delta de Dirac, commengons par linéariser I’Hamilto-

nien en ¢(t). Pour cela effectuons, en premier lieu, la transformation canonique définie par

Q = cos2p

Il s’en suit que la mesure dy se transforme en f/(Q)dQ. En tenant compte du changement

(p,p) — (Q, P)

92 (Q) = f(Q) = _W7 (4.18)

p= garceosQ = (@), p=

ol P est le moment conjugué a Q).
Un préfacteur métrique apparait dans la nouvelle expression de I'integrale de chemin relative

aux nouvelles variables (Q, P)

-1

9(B)g(A)F =2[(1- BY) (1 - 4?)]7 (4.19)

ol B = cos2b et A = cos2a.

Ce changement conduit & un potentiel effectif V., donné par la relation suivante :
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9g/2 g//
1 3

En Substituant ces résultas dans 1’éxpression du propagateur , alors il s’écrit en fonction

des nouvelles variables (P, ) comme suit :

k-1 dPdQ (T .2 2 2
Kos (B, T;A,0) = Dexp |i 52 T /[ o ]exp{z/o dt <PQ—R2(1—Q )P?—
1 |e?+7 ¥+71 .3
Rl1ro T1-0 "2l (4.21)
ou
1 —1 1 1
D = —[gB)g(A) 7T, a® =k —=, *=k¥ -~
\/R[g( )g( )] y & 0 47 v 1 47
k2 k?
ol = R—02 et 7> R12' (4.22)

Les termes ﬁ et ﬁ peuvent étre éliminés en changeant le moment P — P de sorte

que [16]

pop_ o R 7

_151—1-@_221—@' (4.23)

Le propagateur se met alors sous la forme :
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k2 —1
Kos (B,T;A,0) = Dexp [1024T

dPdQ T . o Q
/[2% ]exp{/o (PQ1R21+Q

e @ 2 avme o P B
IRQ 1-Q R2(1 Q)P +2ZR(046+’7€)
P 1 s 3
—2’L§ (ae - 7@) - 5 (Ole — ")/e) + 2_R2> dt} . (424)

T a Q 1+ B\ "%

T Ve Q _ 1-— _R’YTE

L’expression ( 4.24) du propagateur devient

k-1 dPdQ AT (5 2 2\ 52
kos (B,T;A,0) = D'exp(z 2R24T>/{ 5 ]exp{z/ﬂ <PQ—R2(1—Q)P+

P P 1 , 3
+2ig(ae +7¢) = Zig(ae = 7e) = 5ae —7e)" + 2R2) dt} . (4.25)

ou

o p(L+B RS 1B\ RS L
a <1+A) <1A> ' (4.26)

A ce niveau, nous remarquons que l'action n’est pas encore linéaire en Q(t). Pour cela,

insérons, en deuxiéme lieu, I'identité suivante

/+ :O db / (da]? exp (z /0 ' fdt) — 1. (4.27)

Cette identité représente I'intégrale sur toutes les positions possibles du point final du propa-

gateur d’une particule libre.
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Maintenant, nous faisons le changement suivant :
.2 5 .
xr— I+ EPQJrz(oze —Ye)s (4.28)

qui conduit & un potentiel effectif

3

~5p (4.29)

.‘23:

et remplagons le résultat dans (4.25). Le propagateur devient

k‘2— 1 +oo _ D T 2
somran = o (51r) [ [ [28]mfo [ -
o T 0

2P? p = p
~ St 2@% (e +7.) + PQ — 29‘5%@ — i (e — ) x) dt} .
(4.30)
Intégrons les termes suivants de ’action :

r_. _ _ T -

/ PQdt = [P(T)B—-P(0)A] — [ PQdt (4.31)
0 0
T —
/ —i (e — V) &dt = —i(ae—".)b, (4.32)
0

ainsi, 'expression ( 4.30) prend la forme :

oz 1))
X/ [Czlﬂ exp [i [P(T)B—P(O)A]]exp{i/: <—§:&2_}§2p2+

+2z% (e +%)) dt}/[d@] exp [z /OT <—j§— ]2%5519) th] . (4.33)

]{32—1 +oo B _
Kos(B,T;A,0) = D'exp |i——4T / db exp [(ae—fye)b]/[dx]gx

Il est évident que l'intégration sur les Q(t) s’effectue directement et produit une fonction
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1) (]5 + %P:fc) de Dirac. Sa substitution dans ’équation (4.33) donne pour le propagateur 1’ex-

pression suivante :

2R? -

k2 _1 +oo  _ B _
Kos (B, T;A,0) = —exp (z 0 4T>/ dbexp [(ae—’ye)b]/[dm]g

x/[dp] exp [i [P(T)B—P(O)A]]exp{i/OT [—155 -

P 525,
+21E (cve + %)} dt} 5 (P + RP:::)

7]524_

(4.34)

Suivant la méthode en question, I'intégrale fonctionnelle sur les moments P (¢) se réduit a

une intégrale ordinaire sur la variable Py, il suffit de remplacer la variable P (t) par la solution

de l'équation différentielle du mouvement P + %Pi‘ = 0 dont la solution est

_ _ 2
P (t) = Pyexp <—R:E> , (4.35)
pour la condition initiale P(t = 0) = Py = Py avec z(t = 0) = 0 et 2(T") = b.
Dans ces conditions, le facteur de composition est donné par
— — 1 _
dP (t)dP(0)]2 b
- —— ). 4.36
[ dPy dP PR (4.36)
D’aprés ce résultat, le propagateur s’écrit sous la forme suivante :
DB ey [
Kos (B, T;A,0) = o5 EXP (z 572 T /_OO dbexp [(ae —’ye)b] exp <_R> X
+oo - : T 1‘2
x/ dPyexp [in (Be_ﬁb - A)} /[dm]o exp {—z/ dt (—I—
—o0 0 2
2 -4 P =2
—I—ﬁpoe R —2z]§(ae+'ye)el%x>}. (4.37)

Il est clair que I'intégrale fonctionnelle sur la variable z(t) s’identifie au complexe conjugué

du propagateur décrivant le mouvement d’une particule (m = 1) sous l’action d’un potentiel de

Morse inversé & une dimension ;

V(z) = Vo (e72% — 2)e %) ot Vg = 72 PZ et 2AVp = Z (ae +7,) Po.
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Comme le potentiel de Morse inversé ne posséde pas d’états liés en dessous du demi-plan
supérieur. Nous pouvons contourner cette difficulté en modifiant le contour d’intégration sur
Py par rotation dans le plan complexe de la variable Py. Ainsi le contour modifié est formé
d’un quart d’un cercle décrit dans le sens direct, centré en 0 et compris entre ’axe réel positif
et ’axe imaginaire positif. Il n’existe pas de poles Py situés & l'intérieur du contour fermé et
Iintégrale sur ’arc tend vers 0 quand le rayon de cet arc tend vers oo. D’o1, la rotation opérée
sur le contour d’intégration change le potentiel de Morse inversé au potentiel de Morse standard.
L’intégration sur les valeurs négatives Py est écartée car sa contribution est nulle (il n’éxiste
pas d’états liés pour Py < 0).

Autrement dit

0

R
jf(PO)dPO 2/0 [ (P )dRy +/Cf(P0 ) dPy +/Z [P )dPy . (4.38)

iR
Comme aucun pole Py n’est inclu dans C', I'intégration sur le contour fermé est nulle de

plus lintégration sur 'arc est nulle quand I'arc tend vers oo ; il résulte

[ rwan == [ smoar = [T ran ian (439)

L’expression du propagateur (4.37) devient

D’ ‘kg__ % +oo 1\ -
Kos (B, T;4,0) = —exp|iDm T dbexp | (@ =7 — 5 | b|

x /0 " ap, exp [—PO (Be’ql_’ —A)] x

X / (] exp {—i /0 "t <"”22 —Vp (72 — 2)«3“”))} (4.40)

avec

2
T R?

2
Py, q= et )\:ae—i_%

Vo R 2P,

R. (4.41)

Elle peut étre aussi écrite sous la forme

59



D/ k(z) _1 +o0o _ 1 B

X /0 o idPy exp [—PO (Be‘qE—A)]KX/[ (b,7;0,0),  (4.42)

ou K3, (I_), T;0, 0) représente le complexe conjugué du propagateur associé au potentiel de

Morse standard. Le calcul de ce propagateur a été donné dans la référence [6]

- 2 [T®JdE . Too 4dS .
K* (b.T: 4 z(E—i—n)T/ —iR(ae+7,)S
M ( ’ ’0’0) q /_OO o C 0 Sin(S)e X

X exp [—iPO cot(S) (e—z% + 1)] I, (%) , (4.43)

1
2R?

N

ou 2v = (—8(E +n)q?)
(Re2v > —1).

et n = (k:(z) — i) I, sont les fonctions de Bessel modifiées
5

Dans le but de séparer les variables ppe 2%, pg et S, nous utilisons la formule de Hille-

Hardy écrite ci-dessous. Cela consiste & faire les changements suivants dans l’expression de

K3, (b,T30,0) :

z e*QiS, Yy = —2poe*2§ et T = —2pg
“i(1-2) “i(1+2)
z72(1l—z Z72 z
sin(S) = o cos(s) = (4.44)
nous obtenons alors
_ 9 [T JE . +oo . .
K3 (b,T50,0) = / e’(EJr")T/ —2dSe"S e aetre)S o
q.J-x 27 0

o) )} (). a

A Taide de la formule de Hille- Hardy [8]
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(4.46)

valable pour |z| < 1, o Ly (z) sont les polynomes de Laguerre, le propagateur K3, (l_), T;0, 0)

s’écrit maintenant comme :

exp (—%(—QP()ein — QPO))

K (l; T.0 0) — 2/+oo ﬂei(EHﬁT in!
MASS S q) o 27 — F2v+n+1)
% (—2P) (—2Pye 2R )Y L2 (—2Py) L% (—2Pye 2% ) x C(E + n)} ,
(4.47)
ol les variables x, y et z ont été séparées, avec
(4.48)

+0o0
O(E + 77) — / dSe*i(2n+1+2V+R(ae+’Ye))S'
0

En substituant le résultat obtenu dans 'expression (4.42), le propagateur relatif au potentiel

de l'oscillateur singulier s’écrit,

2D' [t JdE . too 1\ -
Kos (B, T;A,0) = p / _261(E+77)T/ dbexp [(ae — Ve — R) b} X
s o0 T —oo
+oo _
X idPyexp |—Py (Be ™ — A) | x
/ [~ (e - )]

®©  exp (Poe_qg + P0>
n!
= '2v+n+1)

X (—2Py)" (—2Pye 2R )Y L2 (—2Py) L2 (—2Ppe21) x C(E + n},
(4.49)

X

Pour effectuer I'intégration sur la variable Py, nous choisissons comme contour d’intégration
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le demi cercle dans le demi plan supérieur c’est-a -dire

+o0o —+o00
/ f(Po)dPy = —/ f(=Fo)dFy, (4.50)
0 0

et en changeant (E + n) par — (E + ), le propagateur (4.49) prend la forme

Tq J_o 270 0o

2D/ +oo dE ) +oo 1 B
Kos (B, T,4,0) = - / .E_Z(EJF”)T/ dbexp |:<Ole —Ye — R> b] X

, 00 —Pye® — P,
: /0+°° dPoexp [Py (B - 4)] ;”!expr(@y/i n+ 1) )

x (2R) (2Foe %) L2 (2P0) L2 (2Poe20) x C (~(E +n)) }

(4.51)
ou 2v et 21/ sont données par les quantitées suivantes
1 1
2v = (—2(E +n)R?)> — 2/ = (2(E +n)R?)2. (4.52)
4.4 Fonction de Green
La forme de I’équation(4.51) indique que le propagateur admet I’écriture suivante
T dE
Kos (B, T; A,0) = / — e T Ghg (B, A E) (4.53)
oo 2T

ou Gog (B, A; E) est la fonction de Green associée au potentiel de l'oscillateur singulier

transformée de Fourier du propagateur

—2D" [T 1\ -
Gos (B, A;E) = / dbexp [(ae—'ye— R> b} X

¢ )

+o0 , ©  exp (—Pge_qB — Pg)
dP, [P (B —ab _ A)} !
x/o v exp [Py (Be gon e

x (2P0)” (2Poe™2R)” L2 (2P) L (2Foe 20)C (—(E+m) b (4.54)
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L’intégration sur la variable b est possible en faisant le changement de variable z = 2poe_ql;

et en utilisant la formule suivante

8]

too Fr(B+1Dr+n+1)
—StB76 (1) _ —B-1p(_ .g-1
/0 dte”>"P LY (t) MINCESY S F(—n,8+1,0+1;8") (4.55)

valable pour [Re 8 > —1,Re(s) > 0], l'intégration donne le résultat suivant

oo 1. ; ; . ;
/ db exp <(ae — Y — )b> exp(PyBe™ ) exp(—Pye ) (2Pye ") L2 (2Pye~ %)

o R
T R T ATy ek
(2Py)~ o (v + . L +n+1) /9 p\ v
B q n!' (20 + 1) 2 2 %
1 -1
O 1 B
Fl-nv+Bo/t1,(--= 4.56
x(n,wr . 7v+,<2 2) ) (4.56)
ol nous avons posé
gl ST S
t=2P0€q,S:§(1—B),,3:I/—1+7,5:2V. (4.57)
q

De méme, l'intégration sur la variable Py s’effectue en utilisant la relation (4.55) apres avoir

changer —2pg en y

1

1 o0 YeTVeT R 1oyt
q/o dP0(2P0) q exp(—PoA) eXp(—P0>(2P0>V Lny (2P0)
1

1 0/ + MTER + DTV +n+1) 1 A, ) e %k
- = 4= q

2 (20 + 1) 3 +t3) %

—~ =L -1
N B ke s S P ST (. : (4.58)
q 2 2

ici, nous avons posé
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1

1 — - =
t=2po, S=3(1+4), f=1/ 4]

§ =2 4.59
= B g2 (459)

Pour donner a la fonction de Green la forme la plus symmeétrique possible, nous utilisons
les deux propriétés suivantes relatives & la fonction spéciale gamma et & la fonction hypergéo-

métrique successivement

s - 92z—1 (i}; (z+ %)’ (4.60)

—a 1,1 2
Fl(a,B,28;2) = @—5) F<T2+2ﬁ+2%éfz>>. (4.61)

Nous arrivons alors & I’expression de la fonction de Green exprimée en fonction des anciennes

variables a et b :

D 1)+l (I/’ + 0‘6*%*% )FQ(V/ + ae*%*%)
Gos (b a; E) = —5 E (_ ) g 4 X
T wq? e~ 220 nIT? (20 + 1)

k1+1 -2

x (cos2bcos 2a)” (sin® beos® a) cos “a X

1
_ 1 ae_,Ye_E 1
x F <_;L72n+2’y’+q—|—2,2y'—|—1;cos_22b> X

— 1 Qe —7Y,— % 3
< F (_n n+’y’+”83+2,21/—|—1;008_22a> X
q

xC (—(E+1n)). (4.62)

4.5 Spectre d’énergie et fonctions d’onde des états liés

Afin d’obtenir, pour cette particule, les énergies des états liés et les fonctions d’onde corres-
pondantes, nous considérons la fonction de Green donnée par l'expression (4.62) et intégrons

sur la variable S
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o0
) , 1
C(—(E + _ / dSe—z(2n+1+21/ +R(e+7.))S — : ’
(= n) 0 —i(2n+ 142V + R(ae +7,))

(4.63)

les niveaux d’énergie du spectre discret sont alors les solutions de I’équation
2n+1+2v + R(ae +7.) =0, (4.64)

c’est-a-dire
1

By = 5 20+ 14 Rlae +7,)]* —n. (4.65)

T 2R?
En remplacant a.,7,. et  par leurs expressions, nous obtenons les valeurs de 1’énergie

suivantes :

1 2
E.(R) = <2n + k1 + > +(2ko+1)2n+k1+1)|, n=0,1,2... (4.66)

2R? 2

Les fonctions d’onde se déduisent directement & partir des résidus correspondant aux poles
autrement dit
E—-F,

a(O)W(a) = lim =

Gos (b,a; E). (4.67)

Nous aurons finalement

\I/n(b)\ll* (a) _ (_1)nR2D, (—n — k1 — 1)F2(—7’L — Kk — 1)F(—n — ko — kl)

" 41 n!I‘Q(—Zn — ko — kl)
(cos 2bcos 2a)" (sin® beos® a) Mt s 2a
— 1 1
F(—g, 771 + 5, —-n — ]C]_ — 5, COS_2 2b)
— 1 1
F(—%, 7” + 5o —n— ki + 55cos 2 2b). (4.68)
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4.6 Probléme de Coulomb singulier sur un cercle

Dans cette partie, nous analysons le comportement de cette méme particule évoluant sur

un cercle sous I’action du potentiel de Coulomb singulier. Ce potentiel est défini par

1;02—l
vos(ey =L P 3 4.69
(S) R’Sl’ 2 S% Y ( )
Oou encore
2 1
P21
VOS(p) = —E ot - = i 4.70
() =~ cotlel — gt (1.70)

1 est la constante de couplage et p est un parameétre réel.
En suivant le méme procédé de calcul utilisé dans le paragraphe précédent, nous parvenons
& la construction des intégrales de chemin dans ’espace des phases pour ce systéme suivant la

prescription de 'ordre de Weyl

1 dp,dy . 7 . 1,
Kes (b7 Ta CL,O) = / |:SO:| exp Z/dt |:p<)0s0 — 553Dt
v/ 2 2R27Y
R 0
1 _ p? — i
—— | 2uR cot 4.71
+2R2 ( pRcot ||+ sin2g_0 ’ ( )

ola=yb=ypyetpec|[-mmr.

Notre objectif est de ramener le systéme de Coulomb singulier & un systéme familier notam-
ment celui correspondant au potentiel de Poschl-Teller. Pour atteindre ce but, nous limitons,
en premier lieu, notre étude a la région ¢ € [0, 7] et effectuons, en deuxiéme lieu, les transfor-
mations suivantes :

- une transformation spatiale ¢ — 0 (6 € [0, g]) définie par

e’ = cos b, (4.72)

cette transformation est possible si nous prolongeons la variable ¢ au domaine complexe :
Rep =0, 0 <Imp < oo (voir Appendice; Figure 2).

- nous rendons également la constante de couplage i complexe en mettant k = iy de
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telle sorte que

peot o =k (1 —2(sin®0) 1) . (4.73)

Suite & ce prolongement, la partie cinétique ainsi que la mesure se transforment, en utilisant

sint 0

—1r02g» comme suit :

la relation sin? p =

1 1 cos?0 ,
= T " 4.74
oR2l? 9R? sin2 0" ? (4.74)
dpedy = dpydf. (4.75)

En insérant ces changements dans 1’équation (4.71), nous obtenons la nouvelle expression

du propagateur exprimée en fonction de la variable 0 et paramétre k

1 dpedf e : 1 ,cos?6
Keg (b, T = — dt |pef + —=ps——
CS( 454, 0) \/E/ |: o :| exXp {ZA Pol + 2R2p9 Sin29+
k 2k 4cos?f [ p? — i
— — — . 4.76
"R RsnZ0 | 2R? ( sin* 0 (4.76)

Pour écrire le terme cinétique sous la forme standard, effectuons, en deuxiéme lieu, la trans-

formation temporelle (¢ — s) suivante [18]

dt sin? 6

I = eos2d (4.77)

Finalement, le propagateur associé au potentiel de Coulomb singulier devient

S
' 1 [ [dpede 2Rk , 1,
Keg (b,S5a,0) = \/E/[ o ]exp [Z2R25} exp Z/ds |:p99— Sl
0

1 [—2RE  —4(*-13)
T 2R2? ( cos2 § + sin?6 ’ (4.78)

avec

_ 1 2 _ 1 2 _ 2_1 _1
5_2Rk+4, ky = 2Rk+4 et ki = 4[( 4) 4}. (4.79)
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La représentation discréte du propagateur peut se mettre sous la forme

N-1 N-1 1
1 €1
Kcs (b,S;a,0) = \/ENH—H}OO/ H dpn, H df,(2m) N exp |i 2R24S X
n=0 n=1
N-1 2 1 2 1
. I 5, kO 1 kl 1
X exp {Z Z [ n(Ons1 = On) — TRZP"GS +2 (cos2 0, sin20 Sl
0 n n

D’apres I’équation (4.78) et suite aux transformations utilisées, nous voyons que 1’ intégrale
de chemin & une dimension pour le probléme de Coulomb singulier (avec la restriction 0 <
p? < %) coincide avec l'intégrale de chemin a une dimension pour le probléme de l'oscillateur
singulier et se raménent a celle du systéme bien connu de Poschl-Teller. Par conséquent elles
admettent les mémes solutions :

- Le remplacement des parameétres kg et ki par ceux relatifs au probléme de Coulomb

singulier donne naissance a des énergies exprimées dans le domaine complexe par

En(R)

= g |2n+ 1+ ko + kil = sz] . (4.81)

- Le probléme de Coulomb singulier admet les mémes fonctions d’onde que le probléme

de l'oscillateur ~ singulier. Elles sont données par

(% (@) = Cu(R, 1) U5 (0), (4.82)

ot Cp(R, 1) est une constante de normalisation.
Il est évident que les valeurs de I’énergie sont exprimées dans le domaine complexe et par
conséquent ce résultat n’est pas acceptable physiquement. Néanmoins, nous pouvons obtenir

des résultats intéressants si nous considérons les cas importants suivants :

4.6.1 Cas particuliers :

Premier cas : lorsque p? = % — k% =1

la transformation-dualité établit la connection entre le probléme de Coulomb pure et celui
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de Doscillateur singulier avec k? = 1. Alors en comparons les équations

= LT Lo (211
e = 2Rk+, k=-2Rk+, K= 4[(}) 4) 4]

e— ki = 4Rk, (4.83)
et

e=2n+ 14k + k1), (4.84)

et en écrivant cette derniére sous la forme

e—k2=(2n+1+k)?+ 2n+1+ k1) (2ko), (4.85)

comme les deux systémes admettent les mémes solutions, nous pouvons écrire ’égalité sui-

vante

(2n+1+k1)? + (2n+ 1+ kp) (2ko) = 4Rk. (4.86)

Ceci nous permet d’écrire

uR

ko= — 1 R 4.87
o= —(n+1)+il (487)
et finalement nous obtenons le spectre d’énergie
1)? 2
E,(R) = (nt D) n=0,1,2,.. (4.88)

2R? 2(n+1)%
Deuxiéme cas : 'orsque k? = i —p?+ i = %
la transformation-dualité établit la connection entre le systéme de Coulomb singulier et le

systéme de 'oscillateur pure.

Par analogie
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3\ 2 3

3 R
= ho= = (n4 ) + 25 (1.80)
4 TL"‘Z

il est facile d’arriver au spectre d’énergie suivant

2
+ 3 2
E,(R) = (nt+3)”  n n=0,1,2,.. (4.90)

2R a ()

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons réussi a calculer explicitement et exactement le propagateur
pour le probléme de 'oscillateur singulier sur un cercle en utilisant la technique de la fonction-
nelle delta de Dirac. Par ailleurs, au moyen d’une transformation spatiale, nous avons pu établir
un lien entre le probléme de 'oscillateur singulier et celui de Coulomb singulier sur un cercle.
Dans les deux cas, le propagateur a été transformé a celui associé au potentiel de Poschl-Teller.
Grace a ce lien, nous avons déduit les solutions du probléme de Coulomb singulier a partir
de celles du probléme de l'oscillateur singulier. Les spectres d’énergie obtenus sont conformes a

ceux existants dans la littérature.
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Chapitre 5

Conclusion

Dans ce travail, nous avons utilisé le formalisme de I’ intégrale de chemin dans les espaces
de configuration et de phases pour résoudre, avec une démarche claire et simple, quelques
problémes de la mécanique quantique non relativiste. Aussi, nous avons utilisé la procédure de
développement autour du mid-point et du post-point. Toutes les fois que cela est possible, les
résultats obtenus sont comparés & ceux calculés dans le cadre de la mécanique classique et de
la mécanique quantique standard.

Nous avons étudié, dans le deuxiéme chapitre, le mouvement d’une particule libre mais as-
treinte a se déplacer sur la surface d’un cone au moyen d’une contrainte représentant I’équation
du cone. Grace a des transformations successivement spatiale et temporelle appropriées, les va-
riables ont été séparées, le spectre continu de I’énergie et les fonctions d’onde ont été exactement
déduits.

Dans le troisiéme chapitre, nous avons reconsidéré le probléme traité précédemment. Cette
méme particule subie maintenant ’action d’un oscillateur quadratique inverse. Comme le po-
tentiel présente une singularité a 'origine, il a paru nécessaire de rejeter cette singularité a
I'infini par I'utilisation d’une transformation spatiale suivie d’une transformation temporelle.
La fonction de Green de ce systéme est ramenée a celle associée & un potentiel de type Morse
dont la solution est connue depuis longtemps. Le spectre discret de I’énergie et les fonctions
d’onde des états liés ont été convenablement obtenus.

Le quatriéme chapitre concerne I’étude, par I’approche de 'intégrale de chemin dans ’espace

des phases, de deux problémes sur un cercle en I'occurrence le probléme de 'oscillateur singulier
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et le probleme de Coulomb singulier. La technique utilisée est basée essentiellement sur la
fonctionnelle delta de Dirac et le formalisme Hamiltonien. L’expression du propagateur de
Poscillateur singulier a été développée avec un maximum de détails et de clarté. Le spectre
discret de I’énergie est exact et concorde parfaitement avec celui de la littérature par contre les
fonctions d’onde n’ont pas été convenablement déduites. Grace & une transformation-dualité,
nous avons établi une relation entre le systéme de Coulomb singulier et celui de 'oscillateur
singulier. Ce lien est a I’origine de la similitude de la forme des deux propagateurs. Pour les deux
problémes, le propagateur a été ramené a celui du probléme bien connu de Péschl-Teller abordé
auparavant dans le cadre de la formulation de Schrodinger et celle de 'intégrale de chemin dans
I’espace de configurations. Autrement dit, la transformation -dualité nous a permis de déduire
de maniére fructueuse et élégante les solutions du probléme de Coulomb singulier & partir de

celles du probléme de 'oscillateur singulier.
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ANNEXE
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Fig. 1: Exemples de trajectoires qui interviennent dans la somme sur les chemins.
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Fig. 2 : Domaine G = {0 < Re@ < &; 0 < Im@ < »} dans le plan complexe de ¢.
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Abstract

The purpose of this work is the study of some non-relativistic quantum mechanics systems
in the context of Feynman path integral approach by using the coordinate time
transformations technique and mathematical tools necessary to solve them as simple as
possible. Whenever possible, the wave functions and the corresponding spectra are compared
with those obtained in the framework of classical and quantum mechanics.

The second chapter is devoted to the study of the motion of a free particle but constrained to
move on the conical surface by means of a constraint which represent the equation of the
cone. We have adopted the mid-point principle and with suitable coordinate and time
transformations, variables were separated, the spectrum and wave functions of bound states
have been accurately deduced.

In the third chapter we have reconsidered the problem discussed above. This same particle is
subjected to the action of an inverse quadratic oscillator. As the potential has a singularity at
the origin, it seemed necessary to reject it at infinity by using a spatial transformation
followed by a temporal one. Green's function of this problem is reduced to that associated to
the Morse potential whose solution has long been known. The discrete spectrum and wave
functions of bound states were obtained.

The fourth chapter deals with the study, in the phase space path integral approach, of two
problems on a circle which are the singular oscillator and the singular Coulomb problems.
The technique used is based mainly on the delta functional and on the Hamiltonian formalism.
The expression of the propagator of the singular oscillator has been developed with maximum
detail and clarity. The discrete spectrum of the energy is exact and fully consistent with the
literature. Through a duality transformation, we have established a relation-ship between the
singular oscillator and the singular Coulomb systems. This link is at the origin of the
similarity of the two propagators expressions form. For both problems, the propagator has
been reduced to that of the well-known Poschl-Teller problem discussed earlier in the context
of the Schrodinger formulation and in the configuration space path integral. In other words,
the duality transformation has allowed us and without making calculations to deduce the
solutions of the singular Coulomb problem from those of singular oscillator one.

Keywords: Path Integrals, propagator, Green’s function, Spatial and Temporal
transformations, Delta Functional, energy spectrum, wave functions, bound states.



Résumé

L'objet de ce travail est I’étude de quelques potentiels de la mécanique quantique non
relativiste par l'approche des intégrales de chemins en se servant de la technique des
transformations spatio-temporelles ainsi que des outils mathématiques indispensables pour les
résoudre le plus simplement possible. Toutes les fois que cela est possible, les fonctions
d'onde et les spectres correspondant sont comparés a ceux obtenus dans le cadre de la
mécanique classique et de la mécanique quantique standard.

Le deuxieme chapitre est consacré a 1'étude du mouvement d'une particule libre mais
astreinte a se déplacer sur la surface d'un cone au moyen d'une contrainte représentant
I'équation de ce dernier. Nous avons adopté le principe du mid-point et grice a une
transformation spatiale adapté et une transformation temporelle convenablement choisie, les
variables ont été séparées, le spectre et les fonctions d'onde des états liés ont été exactement
déduits.

Dans le troisieme chapitre nous avons reconsidéré le probleme traité précédemment. Cette
méme particule subie maintenant l'action d'un oscillateur quadratique inverse. Comme le
potentiel présente une singularité a l'origine, il a paru nécessaire de la rejeter a l'infini par
['utilisation d'une transformation spatiale suivie d'une transformation temporelle. La fonction
de Green relative a ce probleme est ramenée a celle associée au potentiel de Morse dont la
solution est connue depuis longtemps. Le spectre discret de 1’énergie et les fonctions d'onde
des états liés ont été obtenus.

Le quatrieme chapitre concerne I'étude, par l'approche de l'intégrale de chemin dans
l'espace des phases, de deux problémes sur un cercle en l'occurrence le probleme de
l'oscillateur singulier et le probleme de Coulomb singulier. La technique utilisée est basée
essentiellement sur la fonctionnelle delta de Dirac et le formalisme Hamiltonien. L'expression
du propagateur de l'oscillateur singulier a été développée avec un maximum de détails et de
clarté. Le spectre discret de 1'énergie est exact et concorde parfaitement avec celui de la
littérature. Au moyen d’une transformation-dualité, nous avons établi une relation entre le
systeme de Coulomb singulier et celui de l'oscillateur singulier. Ce lien est a I'origine de la
similitude de la forme des deux propagateurs. Pour les deux problemes, le propagateur a été
ramené a celui du probleme bien connu de Pdschl-Teller abordé auparavant dans le cadre de
la formulation de Schrodinger et celle de l'intégrale de chemin dans l'espace de
configurations. Autrement dit, la transformation -dualité nous a permis de déduire de maniere
fructueuse et élégante les solutions du probleme de Coulomb singulier a partir de celles du
probleme de l'oscillateur singulier.

Mots clés : Intégrales de Chemin, Propagateur, Fonction de Green, Transformation

Spatiale et Temporelle, Fonctionnelle delta de Dirac, Spectre d’énergie, Fonctions d’onde,
Etats liés.
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