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Chapitre 1

Introduction

L�Intégrale de chemin est une intgrale fonctionnelle, c�est-à-dire que l�intégrant est une fonc-

tionnelle et que la somme est prise sur des fonctions, et non sur des nombres réels (ou complexes)

comme pour les intégrales ordinaires. On a donc ici a¤aire à une intégrale en dimension in�nie.

Ainsi, on distinguera soigneusement l�intégrale de chemin (intégrale fonctionnelle) d�une inté-

grale ordinaire calculée sur un chemin de l�espace physique, que les mathématiciens appellent

intégrale curviligne.

C�est Richard Feynman qui a introduit les intégrales de chemin en physique dans sa thèse,

soutenue en mai 1942, portant sur la formulation de la mécanique quantique basée sur le La-

grangien. En raison de la seconde guerre mondiale, ces résultats ne seront publiés qu�en 1948.

Cet outil mathématique s�est rapidement imposé en physique théorique avec sa généralisation

à la théorie quantique des champs, permettant notamment une quanti�cation des théories de

jauge non-abéliennes plus simple que la procédure de quanti�cation canonique.

L�intégrale de chemin est un objet mathématique qui peut etre considéré comme une généra-

lisation à un nombre in�ni de variables, représenté par des chemins et des intégrales ordinaires,

Elle partage les proprietes algébriques des intégrales ordinaires, mais présente des propriétés

nouvelles du point de vue de l�analyse. L�intégrale de chemin c�est un outil puissant pour l�étude

de la mécanique quantique, car elle met en correspondance de façon très explicite les deux mé-

caniques classique et quantique. Les quantités physiques s�obtiennent en moyennant sur tous les

chemins possibles, mais dans la limite semi-classique ~ �! 0, les chemins dominant l�intégrale

se trouvent dans un voisinage du chemin classique.
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Ainsi, l�intégrale de chemin permet une compréhension intuitive et un calcul simple des

e¤ets semi-classiques tant du point de vue de la di¤usion que des propriétés spectrales ou de

l�e¤et tunnel. De plus la formulation de la mécanique quantique basée sur l�intégrale de chemin,

si elle peut paraître plus compliquée du point de vue mathématique, puisqu�elle se substitue

à un formalisme d�équations aux dérivées partielles, est bien adaptée à l�étude de systèmes à

un grand nombre de degrés de liberté où un formalisme de type équation de Schrödinger est

beaucoup moins utile.

En 1948, Richard Feynman a initié une véritable révolution, même si elle n�a pas été soudaine

et est encore en marche, en proposant une nouvelle formulation de la mécanique quantique. l�idée

de départ, due à Dirac, est la recherche d�une formulation de la mécanique quantique directe-

ment en termes du lagrangien. La formulation Hamiltonienne n�est en e¤et pas complètement

satisfaisante pour au moins deux raisons :

- Elle suppose l�existence d�un moment conjugué pi = @L
@ _qi

pour chaque variable, ce qui

n�est pas le cas le plus général ( les di¢ cultés de cette méthode pour le champ électromagné-

tique).

- Elle n�est pas manifestement covariante par une transformation de Lorentz.

Pour mieux comprendre les motivations de Dirac et Feynman, il est utile de faire un bref

rappel des di¤érentes formulations de la mécanique quantique [1] ( cours du Professeur Frédéric

Mila EPFL (2004)).

1.1 La théorie des quanta (Bohr-Sommerfeld, 1915)

La première théorie de la quanti�cation des niveaux d�énergie dans les atomes due à Bohr

et sommerfeld (1915) est basée de façon tout à fait essentielle sur la formulation Hamiltonienne

de la mécanique classique. Les étapes sont les suivantes :

- Déterminer le Lagrangien L(q1;:::; qN ; _q1; ::: _qN ) (supposé indépendant du temps ).

- Déduire le hamiltonien par une transformation de Legendre :

H(q1; :::qN ; p1; :::pN ) =
X
i

pi _qi � L(q1; :::; qN ; _q1:::; _qN ); (1.1)

où les _qi sont des fonctions de (q1; ::::qN ; p1; :::pN ) données par pi = @L
@ _qi
.
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- Résoudre l�équation de Hamilton-Jacobi

H(q1;:::; qN ;
@W

@q1
; :::;

@W

@qN
) = E; (1.2)

et en déduire une transformation canonique vers les variables action-angle Ii; !i; telles que8><>:
dIi
dt
= 0

d!i
dt

= !i:
(1.3)

Les règles de quanti�cation sont alors données par : Ii = ~ni avec ni = 0; 1; :::. Pour un système

ayant un degré de liberté, l�expression de I est donnée par

I =
1

2�

I
pdq = n~; (1.4)

où ~ = h
2� (h est la constante de Planck) =quantum d�action.

Cette théorie, considérée par Sommerfelde comme �la voie royale vers la quanti�cation�, s�est

en fait rapidement révélée insu¢ sante. Sa limitation majeure est de reposer sur une solution

complète de l�équation de Hamilton-Jacobi. Cela suppose que le système est séparable. Or les

systèmes séparables constituent l�exception : l�immense majorité des systèmes mécaniques ne

sont pas séparables, et il s�est avéré impossible de généraliser cette formulation sans introduire

de nouveaux concepts.

1.2 La théorie des matrices (Heisenberg, 1926 )

En 1926, Heisenberg a démontré que les même règles de quanti�cation pouvaient être ob-

tenues pour un système séparable si les énergies étaient dé�nies comme les valeurs propres de

l�opérateur hamiltonien H :

H =
p2

2m
+ V (x) pour une particule, (1.5)

où x et p doivent être considérés comme des opérateurs satisfaisant les règles de commutation

[x; p] = i~: (1.6)
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Mais cette formulation, qui peut être étendue automatiquement à n�importe quel système

comportant plusieurs particules en introduisant le hamiltonien

H =
X
i

p2i
2m

+ V (x1; :::xN ) (1.7)

et les règles de commutation

[xi; xj ] = 0; [pi; pj ] = 0; [xi; pj ] = i~�ij ; (1.8)

ne nécessite pas que le système soit intégrable. Heisenberg l�a donc proposée comme une théorie

générale de la quati�cation. C�est e¤ectivement la première théorie de la mécanique quantique.

L�idée d�introduire des opérateurs qui ne commutent pas était basée sur les propriétés des

matrices, et Heisenberg a utilisé cette représentation pour déterminer les valeurs propres du

hamiltonien.

Cette façon de quanti�er le mouvement, connue sous le nom de �quanti�cation canonique�,

repose toujours de façon essentielle sur la formulation hamiltonienne du problème de mécanique

classique correspondant . En particulier, l�évolution temporelle des opérateurs est régie par

l�équation

i~
dÔ

dt
=
h
Ô; H

i
: (1.9)

1.3 La mécanique ondulatoire (Schrödinger, 1927)

Indépendamment de Heisenberg, et en se basant sur les propriétés d�onde des électrons

révélées dans les expériences de di¤raction, Schrödinger a formulé une autre approche basée sur

le concept de fonction d�onde.

Dans cette approche, l�état d�un système est repéré par une fonction d�onde dont l�évolution

temporelle est régie par l�équation

i~
@

@t
	(x; t) = � ~

2

2m

@2

@x2
	(x; t) + V (x)	 (x; t) (1.10)

(pour une particule non relatviste).
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Les niveaux d�énergie d�un atome correspondent aux états stationnaires

i~
@

@t
	(x; t) = E	(x; t) : (1.11)

Dans cette formulation, le hamiltonien n�apparaît pas explicitement. Cependant, il est pos-

sible de faire le lien avec la formulation de Heisenberg en remarquant que l�équation peut se

récrire

i~
@	

@t
= H	; (1.12)

avec

H =
p̂2

2m
+ V (x̂) et p̂ = �i~ @

@x
: (1.13)

En e¤et, les opérateurs x̂ et p̂ dé�nis par

x̂ : � �! x�; p̂ : � �! �i~@�
@x

(1.14)

satisfont [x̂; p̂] = i~:

Le lien entre les deux représentations en termes de bases de l�espace de Hilbert a été établi

par Dirac.

1.4 L�intégrale de chemin (Feynman, 1948)

L�évolution temporelle de la fonction d�onde peut se décrire à l�aide de l�opérateur d�évolut-

tion :

	(t) = U (t; t0)	 (t0) (1.15)

où U (t; t0) est un opérateur qui satisfait l�équation

i~
@U

@t
= HU: (1.16)

L�opérateur d�évolution peut être aussi dé�ni par ses éléments de matrice dans une base de
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l�espace de Hilbert des fonctions d�onde. Deux bases sont particulièrement utiles : jxi et jpi :

- jpi sont dé�nis comme les vecteurs propres de l�opérateur p̂ de valeurs propres p

comme

p = �i~ @
@x

(1.17)

La fonction d�onde �p(x) associée à p satisfait donc :

�i~ @
@x
�p = p�p: (1.18)

Cette équation est manifestement satisfaite par exp(ipx~): La seule subtilité réside dans la

normalisation. Comme exp(ipx=~) n�est pas de carré sommable, on ne peut pas la normaliser à

1. La convention de normalisation est �xée par la relation de fermeture

Z
dp jpi hpj = 1 (1.19)

Posons

jpi =
���� 1N exp(ipx=~)

�
(1.20)

Z
dp jpi hpj � (x)i =

1

N2

Z
dp

Z
dx0(exp ipx=~)(exp�ipx0=~)�

�
x0
�
;

=
1

N2

Z
dp(exp ipx=~)

Z
dx0(exp�ipx0=~)�

�
x0
�
: (1.21)

Or, la transformée de Fourrier de � (x) est dé�nie par

�0 (k) =
1p
2�

Z
dx(exp�ikx)� (x) ; (1.22)

et la transformation inverse est donnée par :

� (x) =
1p
2�

Z
dk(exp ikx)�0 (k) : (1.23)
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Z
dp jpi hpj � (x)i =

1

N2

Z
dp(exp ipx=~)

p
2��0

�p
~

�
;

�
k =

p

~

�
=

~
p
2�

N2

Z
dk(exp ikx)�0 (k) =

2�~
N2

� (x)

=) N =
p
2�~: (1.24)

- jxi sont les vecteurs propres de x̂. Or, par dé�nition de l�opérateur x̂, on a :

x̂� (x) = x� (x) (1.25)

Une fonction propre �x0 de l�opérateure x̂ de valeur propre x0 satisfait par ailleurs :

x̂�x0 (x) = x0�x0 (x) : (1.26)

�x0 doit donc satisfaire l�équation :

x�x0 (x) = x0�x0 (x) (1.27)

pour tout x:

On en déduit que �x0 (x) = 0 si x 6= x0 et que �x0 (x0) peut prendre n�importe quelle valeur.

Mais pour que cette fonction n�ait pas une intégrale nulle, il faut qu�elle soit proportionnelle à

la fonction � de Dirac � (x� x0) dé�nie par :

Z
� (x� x0) f (x) dx = f (x0) pour toute fonction f .

Pour la normalistion, on va encore imposer une relation de fermeture. Or, le choix

jx0i = j� (x� x0)i (1.28)

conduit à la relation de fermeture

Z
dx jxi hxj = 1: (1.29)
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En e¤et, h�j xi = �� (x) et hxj �i = � (x) : Ainsi,

h�j xi hxj �0
�
= �� (x)�

0
(x) (1.30)

=)
Z
dx h�j xi hxj �0

�
=

Z
dx�� (x)�

0
(x) = h�j �0

�
: (1.31)

Par ailleurs, la transformée de Fourier de la fonction � (x� x0) est une onde plane :

Z
� (x� x0) exp(�ipx=~)dx = exp(�ipx0=~): (1.32)

La transformation inverse conduit à la relation suivante

Z
exp(ipx=~) exp(�ipx0=~)dp =

1

2�~
� (x� x0) (1.33)

Le propagateur (ou fonction de Green ) est dé�ni par

G (x; t ;x; t0) = hxj U (t; t0)j x0i : (1.34)

Si l�on connaît le propagateur pour tout x et tout x0; on connaît l�opérateur d�évolution,

i.e. la solution de l�équation de Schrödinger.

L�objectif de Feynman était de relier le propagateur au Lagrangien du système classique

correspondant. Or, la solution de l�équation de mouvement pour l�opérateur d�évolution s�écrit :

U (t; t0) = exp(�
i(t� t0)
~

H); (1.35)

une expression qui fait intervenir le hamiltonien et non pas le lagrangien.

L�idée de base vient de la remarque suivante : L�hamiltonien H est la somme de deux termes

H = T + V:

- V (x̂) a pour états propres jxi : V (x̂) jxi = V (x) jxi

- T = p̂2

2m a pour états propres jpi : T jpi = p2

2m jpi :

D�autre part, une valeur moyenne de type hxj e��T e��V
�� x0i est facile à calculer. Il su¢ t
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d�insérer la relation de fermeture 1 =
R
dp jpi hpj (on a posé � = i(t�t0)

~ )

=) hxj e��T e��V
��� x0i = Z dp hxj e��T

��� pi hpj e��V ��� x0i
=

Z
dp hxj pi e��

p2

2m hpj x0i e��V (x0): (1.36)

Malheureusement, comme T et V ne commutent pas ,

e��(T+V ) 6= e��T e��V : (1.37)

Comment faire ?

L�idée de Feynman consiste à utiliser ce qu�on appelle la formule de Trotter qui stipule que

hxj e��(T+V )
��� x0i = lim

N�!+1
hxj e��T=Ne��V=N :::e��T=Ne��V=N jx0i : (1.38)

La démonstration procède en 3 étapes :

�e��(T+V ) = (e�
�(T+V )

N )N

� e�
�(T+V )

N = e�
�T
N e

��V
N + 0

�
1

N2

�
: (1.39)

En e¤et,

e"(A+B) = I + " (A+B) +
"2

2
(A+B)2 + :::

et e
"A
e"B = (I + "A+ "2

A2

2
+ :::)(I + "B + "2

B2

2
+ :::)

= I + "A+ "B + 0
�
"2
�

(1.40)

donc

e"(A+B) = e
"A
e"B + 0

�
"2
�

(1.41)
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�
h
(e�

�T
N e

��V
N )N � (e�

�(T+V )
N )N

i
= 0

�
1

N

�
: (1.42)

Pour cela, on remarque d�abord que l�identité

xN � yN = (x� y)
�
xN�1 + xN�2y + :::+ yN�1

�
(1.43)

pour x; y 2 R doit être réarrangée pour deux opérateurs qui ne commutent pas :

xN � yN = xN�1 (x� y) + xN�2 (x� y) y + :: (x� y) yN�1: (1.44)

Dans le membre de droite de cette égalité, tous les termes sont de la forme xpyq; et ils

s�annulent 2 à 2, comme dans l�identité habituelle, sauf xN et yN :

Ainsi, (e�
�T
N e

��V
N )N�(e�

�(T+V )
N )N est la somme de N termes qui contiennent tous e�

�T
N e

��V
N �

e�
�(T+V )

N : Comme ce facteur est 0
�
1
N2

�
; la somme est d�ordre

�
1
N

�
:

Revenons à l�expression du propagateur :

G (x; t; x0; t0) = lim
N�!+1

hxj e��T=Ne��V=N :::e��T=Ne��V=N jx0i (1.45)

et insérons des relations de fermeture du type
R
dp jpi hpj entre e��T=N et e��V=N ; et du

type
R
dx jxi hxj entre e��V=N et e��T=N :Il vient :

G (x; t; x0; t0) = lim
N�!+1

Z
dpNe

��p2N
2mN hx jpN i

Z
dxN�1e

�
�V (XN�1)

N hpN jxN�1i �

�
Z
dpN�1e

��p2N�1
2mN hxN�1 jpN�1i

Z
dxN�1e

��V (XN�2)
N hpN�1 jxN�2i �

�:::
Z
dp1e

��p21
2mN hx1 jp1i e�

�V (X0)
N hp1 jx0i (1.46)

L�expression devient donc l�intégrale du produit de facteurs de la forme

Z
dp hx

���e��T=N jpi hp ���e��V=N jyi = Z dpe
��p2
2mN hx jpi e�

�V (y)
N hp jyi : (1.47)

Mais hx jpi = 1p
2�~

eipx=~: L�intégrale devient
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e�
�V (y)
N

2�~

Z
dpe

��p2
2mN exp

�
i

~
p (x� y)

�
: (1.48)

C�est une intégrale gaussienne.

Or

z (j) =

Z
dxe

�1
2
Ax2+jx =

r
2�

A
e
j2

2A

A , �

mN
; j , i

~
(x� y)

) e�
�V (y)
N

2�~

Z
dpe

��p2
2mN e

i
~p(x�y) =

e�
�V (y)
N

2�~

r
2�mN

�
e�

(x�y)2mN
2�~2 : (1.49)

Cette expression reste valable si � est imaginaire pur à condition d�interpréter
p
i comme

exp(i�=4): On en déduit l�expression suivante pour G :

G (x; t; x0; t0) = lim
N�!+1

Z
dx1:::dxN�1

�
mN

2��~2

�N
2

�

�
N�1Y
j=0

exp

"
�m (xj+1 � xj)2N

2�~2
� �V (xj)

N

#
; (1.50)

avec xN � x:

Posons

" =
(t� t0)
N

=
�~
iN

=) � =
iN"

~
: On a :

�N
�~2

=
�N~
~2iN"

=
i

~"

� �

N
= � i"

~
(1.51)

Le propagateur peut donc être réécrit :
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G (x; t; x0; t0) = lim
N�!+1

Z
dx1:::dxN�1

� m

2�i~"

�N
2 �

� exp

8<: i"~
N�1X
j=0

"
m

2

�
xj+1 � xj

"

�2
� V (xj)

#9=; : (1.52)

L�expression "
N�1P
j=0

�
m
2

�
xj+1�xj

"

�2
� V (xj)

�
rappelle une somme de Riemann. En e¤et,

" = (t�t0)
N : Considérons une fonction dérivable x (s) dé�nie entre t0 et t; et exprimons l�intégrale

Z t

t0

ds

"
m

2

�
dx

ds

�2
� V (x (s))

#
(1.53)

sous forme d�une somme de Riemann :

Z t

t0

ds
hm
2
_x2 � V (x)

i
= lim
N�!+1

t� t0
N

N�1X
j=0

m

2
_x2 � V (xj) :

Mais

_xj t
xj+1 � xj
(t� t0)=N

;

=)
Z t

t0

ds
hm
2
_x2 � V (x)

i
=

lim
N�!+1

�
t� t0
N

�N�1X
j=0

"
m

2

�
xj+1 � xj
(t� t0)=N

�2
� V (xj)

#
: (1.54)

Or, m2 _x
2 � V (x) n�est rien d�autre que le Lagrangien, et

R t
t0
dsL (x; _x; s) est l�action le long

de la trajectoire x (s) :

Ceci suggère d�écrire le propagateur sous la forme

G (x; t; x0; t0) =

Z
Dxe

i
~S[x] (1.55)

où le symbole
R
Dx désigne la somme sur tous les chemins possibles, modulo une mesure qui reste

à dé�nir. Le propagateur apparaît donc comme la somme de exp
�
i
~S [x]

�
sur tous les chemins
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possibles du système (voir Appendice ; Figure1). Cet objet s�appelle une intégrale fonctionnelle.

Cette écriture est très suggestive, mais elle est purement formelle, et pour lui donner un sens,

autrement dit pour dé�nir la mesure
R
Dx, il faut impérativement revenir à la forme explicite.

C�est d�autant plus vrai que le chemin typique n�est pas di¤érentiable : comme xj et xj +1

prennent toutes les valeurs entre �1 et +1 , xj+1�xj" , ne tend pas vers une constante mais

diverge quand N �! +1.

Ceci étant dit, cette formulation répond à la question que s�était posée Feynman (et avant

lui Dirac) sur la possibilité de formuler la mécanique quantique à l�aide du Lagrangien. Avec la

dé�nition de l�intégrale fonctionnelle donnée par la correspondance entre les deux expressions

précédentes du propagateur, la mécanique quantique peut être basée sur cette dé�nition du

propagateur. En d�autres termes, on peut faire l�économie de la quanti�cation canonique et

prendre cette expression du propagateur pour quanti�er le mouvement d�une particule dans un

potentiel.

La di¢ culté essentielle de cette méthode, c�est qu�elle ne fournit pas de façon interne la

dé�nition de l�integrale fonctionnelle. Il faut par exemple rajouter une prescription pour obtenir

une expression qui redonne l�équation de Schrödinger en présence d�un champ magnétique . De

même, en théorie quantique des champs, le sens qu�il faut donner à l�intégrale se réfère à la

quanti�quation canonique.

Notons que la généralisation à N degrés de liberté est sans problème : les intégrales inter-

médiaires sont des intégrales de volume à N dimensions :dxi �! dNxi .

ex :particule libre (V = 0)

Dans ce cas, le propagateur se calcule facilement :

hxj e��T
��� x0i =

Z
dp hxj e��T

��� pi hpj x0i = Z dpe
��p2
2m

eipx=~e�ipx0=~

2�~

=
1

2�~

Z
dpe

��p2
2m eip(x�x0)=~

=
1

2�~

r
2�m

�
exp

"
�(x� x0)

2m

~22�

#
�
A =

�

m
; j =

i (x� x0)
~

�
(1.56)
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soit :

hxj e�
i(t�t0)

~
p2

2m

���� x0i =r m

2�i~ (t� t0)
exp

�
im

2~ (t� t0)
(x� x0)2

�
: (1.57)

Or, pour une particule libre, l�action se calcule aisément. La trajectoire classique est donnée

par :

x (�) = x0 +
� � t0
t� t0

(x� x0)

=) Scl =

Z t

t0

d�L(x; _x) =

Z t

t0

d�
1

2
m

�
dx

d�

�2
=

Z t

t0

d�
1

2
m

�
x� x0
t� t0

�2
=
1

2
m
(x� x0)2
t� t0

=) G(x; t; x0; t0) =

r
m

2�i~ (t� t0)
exp

�
iScl
~

�
: (1.58)

L�objet de ce travail est de solutionner quelques problèmes par l�approche des intégrales

de chemins en se servant de la technique des transformations spatio-temporelles ainsi que des

outils mathématiques indispensables pour les résoudre le plus simplement possible. Toutes les

fois que cela est possible, les fonctions d�onde et les spectres correspondant sont comparés à

ceux obtenus dans le cadre de la mécanique classique et de la mécanique quantique.

Le premier chapitre constitue un rappel historique des formulations habituelles de la méca-

nique quantique ( principe d�action, mécanique des matrices de Heisenberg, la mécanique ondu-

latoire de Schrödinger ) avec les succès réalisés mais aussi les di¢ cultés rencontrées. L�intégrale

de chemin est présentée comme une nouvelle formulation qui o¤re un point de vue alternatif

à la mécanique quantique et qui s�est révélée un formalisme mathématique très fécond pour

l�étude de toutes les disciplines de la physique théorique [Cours du Professeur Frédéric Mila,

EPFL (Mécanique quantique avancée II : Introduction à l�intégrale de chemin)].

Le deuxième chapitre est consacré à l�étude du mouvement d�une particule libre mais as-

treinte à se déplacer sur la surface d�un cône au moyen d�une contrainte représentant l�équation

du cône [11]. Grâce à des transformations successivement spatiale et temporelle convenablement

choisies, les variables ont été séparées, le spectre continu de l�énergie et les fonctions d�onde ont
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été exactement déduits.

Dans le troisième chapitre nous avons reconsidéré le problème traité précédemment. Cette

même particule subie maintenant l�action d�un oscillateur quadratique inverse [12]. Comme le

potentiel présente une singularité à l�origine, il a paru nécessaire de rejeter cette singularité à

l�in�ni par l�utilisation d�une transformation spatiale suivie d�une transformation temporelle.

La fonction de Green de ce système est ramenée à celle associée à un potentiel de type Morse

dont la solution est connue depuis longtemps. Le spectre discret de l�énergie et les fonctions

d�onde des états liés ont été obtenus.

Le quatrième chapitre concerne l�étude, par l�approche de l�intégrale de chemin dans l�espace

des phases, de deux problèmes sur un cercle en l�occurrence le problème de l�oscillateur singulier

et le problème de Coulomb singulier. La technique utilisée est basée essentiellement sur la

fonctionnelle delta de Dirac et le formalisme Hamiltonien. L�expression du propagateur de

l�oscillateur singulier a été développée avec un maximum de détails et de clarté. Le spectre

discret de l�énergie est exact et concorde parfaitement avec celui de la littérature [17] par contre

les fonctions d�onde n�ont pas été convenablement déduites. Grâce à une transformation-dualité,

nous avons établi une relation entre le système de Coulomb singulier et celui de l�oscillateur

singulier. Ce lien est à l�origine de la similitude de la forme des deux propagateurs. Pour les deux

problèmes, le propagateur a été ramené à celui du problème bien connu de Pöschl-Teller abordé

auparavant dans le cadre de la formulation de Schrödinger et celle de l�intégrale de chemin dans

l�espace de con�gurations. Autrement dit, la transformation -dualité nous a permis de déduire

de manière fructueuse et élégante les solutions du problème de Coulomb singulier à partir de

celles du problème de l�oscillateur singulier.

17



Chapitre 2

Particule libre sur un cône

Ce chapitre est consacré à l�étude du mouvement d�une particule se déplaçant sur la surface

d�un cône. Nous commençons cette étude par le cas simple d�une particule libre astreinte à se

déplacer sur la topologie du cône via une contrainte bien dé�nie. Nous allons voir que l�e¤et de

la contrainte liée à la topologie du cône se traduit par l�apparition d�un potentiel e¤ectif d�ordre

quantique. Pour ce faire, nous construisons tout d�abord le propagateur relatif au problème dans

le formalisme des intégrales de chemins, puis nous déduisons le spectre des énergies relatif à la

particule libre et leurs fonctions d�ondes associées.

Considérons une particule non relativiste de masse m astreinte à se mouvoir sur un cône

via la contrainte

z =
p
(��2 � 1)r; 0 < � � 1: (2.1)

Le Lagrangien régissant l�évolution de la particule est obtenu en soustrayant l�énergie potentiel

V de l�énergie cinétique T ,

L = T � V = m

2

�
_x2 + _y2 + _z2

�
� V: (2.2)

Comme le potentiel est nul, le Lagrangien précédent exprimé dans les coordonnées cylin-

driques pourrait, en vertu de la contrainte (2.1), s�exprimer dans les coordonnées polaires (r; �)

comme

L =
m

2�2

�
_r2 + �2r2 _�

2
�
: (2.3)
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Faisons le changement de variable (� ! �) : � = �� d�où 0 � � � 2�� et pour étendre

l�intégrale à tout le domaine i.e. de zéro à 2�, on introduit un potentiel V (�) dé�ni par

V (�) =

8<: 0

1

0 � � � 2��

ailleurs
: (2.4)

Par conséquent, en passant au système (r; �), le Lagrangien (2.5) prend la forme

L =
M

2

�
_r2 + r2 _�

2
�
� V (�): (2.5)

avec M = m��2.

Il peut être remarqué que l�introduction du potentiel V (�) limite le mouvement libre de la

particule à l�intérieur du secteur d�ouverture angulaire � = 2�� ( 0 < � � 1):

2.1 Le propagateur

Le propagateur associé à une particule de masse m, soumise à un potentiel bidimensionnel

V (x; y), s�écrit formellement dans les coordonnées cartésiennes comme

K(rf ; ri;T ) =

Z
Dx(t)

Z
Dy(t) exp

�
i

~

Z T

0

�
M

2

�
_x2 + _y2

�
� V (x; y)

�
dt

�
; (2.6)

ou sous une forme discrète comme

K(rf ; ri;T ) = lim
N!1

�
M

2i�~�

�N Z N�1Y
j=1

dxjdyj exp

0@ i

~

NX
j=1

S(j; j � 1)

1A ; (2.7)

où S(j; j � 1) est l�action isométrique sur la distance in�nitésimale � durant un laps de temps

[tj�1; tj ],

S(j; j � 1) = M

2�

�
�x2j +�y

2
j

�
� �V (~xj ; ~yj); (2.8)
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avec la notation standard

� = tj � tj�1; T = tf � ti = "N;

�uj = uj � uj�1; ~uj =
uj + uj�1

2
;

uj = u(tj); ui = u(ti); uf = u(tf );

ri = (xi; yi) rf = (xf ; yf ) :

(2.9)

En se plaçant dans le système des coordonnées polaires (r; �) associé aux coordonnées car-

tésiennes (x; y)

xj = rj cos�j ; yj = rj sin�j ; (2.10)

le propagateur (2.7) devient

K(rf ; ri;T ) = lim
N!1

�
M

2i�~�

�N Z N�1Y
j=1

rjdrjd�j exp

0@ i

~

NX
j=1

S(j; j � 1)

1A ; (2.11)

où

S(j; j � 1) = M

2"

�
�r2j + 2rjrj�1

�
1� cos��j

��
� "V (~�j): (2.12)

Notons que la mesure n�est pas symétrique. Néanmoins, nous pouvons symétriser la mesure

en faisant usage de la procédure de l�expansion au voisinage du point moyen ~uj , (2.9), et en

tenant compte du fait que les extrêmes du ji�eme intervalle [j; j � 1] doivent jouer le même rôle

dans l�expression du propagateur. Sachant que �r2j � �, la mesure peut se transformer en

N�1Y
j=1

rjdrjd�j =
1

p
r0rN

N�1Y
j=1

drjd�j

NY
j=1

s
~r2j �

�r2j
4

=
1

p
r0rN

N�1Y
j=1

drjd�j

NY
j=1

~rj

 
1�

�r2j
8~r2j

!
; (2.13)

et l�action en

S(j; j � 1) =
M

2"

"
�r2j + 2

 
~r2j �

�r2j
4

! 
��2j
2!

�
��4j
4!

!#
� "V (~�j)

=
M

2"

�
�r2j + ~r

2
j��

2
j

�
� "V (~�j)�

M

8"

�
�r2j��

2
j +

1

3
~r2j��

4
j

�
; (2.14)
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où nous n�avons retenu que les termes �r2j��
2
j et ��

4
j qui sont tous d�ordre �

2. Nous écrivons

donc

exp

0@ i

~

NX
j=1

S(j; j � 1)

1A =
NY
j=1

exp

�
i

~
S(j; j � 1)

�

=
NY
j=1

�
1� i

~
M

8"

�
�r2j��

2
j +

1

3
~r2j��

4
j

��
�

� exp
�
i

~

�
M

2"

�
�r2j + ~r

2
j��

2
j

�
� "V (~�j)

��
: (2.15)

En reportant (2.13) et (2.15) dans (2.11), le propagateur peut être réécrit dans les coordonnées

polaires comme

K(rf ; ri;T ) =
1

p
rirf

lim
N!1

�
M

2i�~�

�N Z N�1Y
j=1

drjd�j

NY
j=1

~rj �

�
"
1�

�r2j
8~r2j

� i

~
M

8"

�
�r2j��

2
j +

1

3
~r2j��

4
j

�#
�

� exp

8<: i

~

NX
j=1

�
M

2"

�
�r2j + ~r

2
j��

2
j

�
� "V (~�j)

�9=; : (2.16)

Appliquons maintenant la procédure de Mc Laughlin-Schulman [2]. Autrement dit, faisons

usage de l�identité

Z 1

�1
u2n exp

�
� a

2b
u2
�
du =

(2n� 1)!!
(a=b)n

Z 1

�1
exp

�
� a

2b
u2
�
du: (2.17)

Ceci nous amène à apporter au propagateur précédent les substitutions suivantes

��4j �!
3

~r4j

�
i~�
M

�2
; �r2j��

2
j �!

1

~r2j

�
i~�
M

�2
; �r2j �!

i~�
M
: (2.18)

Il s�ensuit que

K(rf ; ri;T ) =
1

p
rirf

lim
N!1

�
M

2i�~�

�N Z N�1Y
j=1

drjd�j

NY
j=1

~rj exp

0@ i

~

NX
j=1

A(j; j � 1)

1A ; (2.19)
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avec

A(j; j � 1) = M

2"

�
�r2j + ~r

2
j��

2
j

�
� �
�
V (~�j) + �Vj

�
; �Vj = �

~2

8M ~r2j
; (2.20)

où nous avons utilisé le fait que l�expression 1 + i~�
8M~r2j

peut être approximée par exp i~�
8M~r2j

.

Nous avons vu s�introduire un terme centrifuge supplémentaire,�Vj , appelé correction quan-

tique, qui ne dépend pas du potentiel initial et est de l�ordre ~2.

Il s�avère que la forme du propagateur est tellement compliquée pour des calculs expli-

cites, entre autres, la di¢ culté d�intégrer sur les variables radiales et angulaires rj et �j . Nous

contournons ce problème en adoptant la transformation temporelle t! s dé�nie par

dt

ds
= r2(s): (2.21)

qui est équivalente à

T =

Z S

0
dsr2(s); (2.22)

ou par discrétisation,

� = �jrjrj�1 = �j

 
~r2j �

�r2j
4

!
= �j~r

2
j

 
1�

�r2j
4~r2j

!
: (2.23)

2.2 Fonction de Green

En introduisant la fonction de Green G(rf ; ri;E)

G(rf ; ri;E) =

Z 1

0
dTK(rf ; ri;T ) exp

�
i

~
ET

�
; (2.24)

qui est la transformée de Fourier du propagateur K(rf ; ri;T ), et en utilisant la contrainte (2.22)

nous obtenons

G(rf ; ri;E) =
p
rirf

Z 1

0
dSPE(rf ; ri;S); (2.25)
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où le promoteur PE(rf ; ri;S) est donné par

PE(rf ; ri;S) = lim
N!1

Z N�1Y
j=1

drjd�j

NY
j=1

�
M

2i�~�j

�
1

~rj

 
1 +

�r2j
4~r2j

!
�

� exp

8<: i

~

NX
j=1

"
M

2�j

 
1 +

�r2j
4~r2j

! 
�r2j
~r2j

+��2j

!
�

��j~r2j

 
V (~�j)� E �

~2

8M ~r2j

!#)
; (2.26)

ou encore

PE(rf ; ri;S) = lim
N!1

Z N�1Y
j=1

drjd�j

NY
j=1

�
M

2i�~�j

�
1

~rj

"
1 +

�r2j
4~r2j

+
i

~
M

8�j

 
�r4j
~r4j

+
�r2j��

2
j

~r2j

!#

� exp

8<: i

~

NX
j=1

"
M

2�j

 
�r2j
~r2j

+��2j

!
� �j~r2j

 
V (~�j)� E �

~2

8M ~r2j

!#9=; ;

(2.27)

où nous avons remplacé � par son expression (2.23). En faisant maintenant intervenir les chan-

gements (toujours par application de la procédure de Mc Laughlin-Schulman, (2.17))

�r2j �! ~r2j
i~�j
M

; �r4j �! 3~r4j

�
i~�j
M

�2
; �r2j��

2
j �! ~r2j

�
i~�j
M

�2
; (2.28)

le promoteur s�écrit de manière plus commode comme

PE(rf ; ri;S) = lim
N!1

Z N�1Y
j=1

drjd�j

NY
j=1

�
M

2i�~�j

�
1

~rj
�

� exp

8<: i

~

NX
j=1

"
M

2�j

 
�r2j
~r2j

+��2j

!
� �j~r2j

 
V (~�j)� E +

~2

8M ~r2j

!#9=; ;

(2.29)

où nous avons tenu compte du fait que l�expression 1� i~�
4M~r2j

est approximée par exp(� i~�
4M~r2j

).
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Le promoteur peut être réécrit sous une forme plus formelle comme

PE(rf ; ri;S) =
1

�

Z
1

r(s)
Dr(s)D�(s) exp

�
i

~

Z S

0
L(r; _r; �; _�)ds

�
; (2.30)

où nous avons, pour simpli�er les notations, revenu à la variable � (� = �=�) avec

Dr(s)
r(s)

�
N�1Y
j=1

drj

NY
j=1

�
M

2i�~�j

�1=2 1
~rj
;

D�(s) �
N�1Y
j=1

d�j

NY
j=1

�
M�2

2i�~�j

�1=2
; (2.31)

L(r; _r; �; _�) est le pseudo-Lagrangien

L(r; _r; �; _�) =
M

2

�
_r2

r2
+ �2 _�

2
�
� r2

�
V (~�j)� E

�
� ~2

8M
: (2.32)

La correction quantique �~2=8M joue le rôle d�une pseudo-énergie, canoniquement associée au

pseudo-temps s. Il est important de noter que la forme particulière du potentiel V (�) (2.4) va

nous permettre d�intégrer sur la variable �.

Nous allons dans ce qui suit e¤ectuer le calcul par l�intermédiaire de la formule de sommation

de Poisson [3],
1X

l=�1
f(l) =

Z 1

�1
d�

1X
n=�1

f(�) exp (2�i�n) : (2.33)

Posons d�abord

I =

Z 2�

0

N�1Y
j=1

d�j

NY
j=1

�
M�2

2i�~�j

�1=2
exp

24 i
~

NX
j=1

�
M�2

2�j
��2j

�35 ; (2.34)

Nous pouvons écrire

I =
NY
j=1

1X
nj=�1

Z 2�

0

N�1Y
j=1

d�j

NY
j=1

�
M�2

2i�~�j

�1=2
exp

24 i
~

NX
j=1

�
M�2

2�j
(��j + 2�nj)

2

�35 ; (2.35)

où nous avons, pour permettre l�application de la formule de sommation de Poisson, d�abord
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introduit l�indice de sommation
1X

nj=�1
via la condition de périodicité sous la transformation

� ! � + 2�

f(�) =

1X
l=�1

f(� + 2�l): (2.36)

Il vient que

I =

NY
j=1

1X
nj=�1

Z 2�

0

N�1Y
j=1

d�j

Z 1

�1
d�

NY
j=1

�
M�2

2i�~�j

�1=2
exp

24 NX
j=1

�
iM�2

2~�j
(��j+2��)

2�2i�nj�
�35 :
(2.37)

En utilisant l�intégrale de Gauss,

Z 1

�1
d� exp

�
�a�2 + b�+ c

�
=

r
�

a
exp

�
b2

4a
+ c

�
; (2.38)

l�expression (2.37) peut être linéarisée comme

I =

�
1

2�

�N NY
j=1

1X
nj=�1

Z 2�

0

N�1Y
j=1

d�j exp

24 i
~

NX
j=1

 
~nj��j �

~2n2j�j
2M�2

!35 : (2.39)

D�autre part, nous pouvons aisément e¤ectuer la décomposition suivante

NY
j=1

exp [inj��j ] = exp [i (nN�N � n1�0)]
N�1Y
j=1

exp [i (nj � nj+1) �j ] :

(2.40)

Alors, l�intégration sur la variable � est devenue immédiate. Compte tenu du résultat (2.40),

l�expression (2.39) se transforme �nalement, après avoir intégrer sur la variable �, en

I =
1

2�

NY
j=1

1X
nj=�1

exp [i (nN�N � n1�0)]
N�1Y
j=1

�nj ; nj+1

NY
j=1

exp

 
� i
~
~2n2j�j
2M�2

!
; (2.41)

ou encore

I =
1

2�

1X
n=�1

exp [in (�f � �i)]
NY
j=1

exp

�
� i
~
~2n2�j
2M�2

�
; (2.42)
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où les indices nj sont rendus tous égaux à n grâce au delta de Kronecker,

�nj ; nj+1 =

8<: 1

0

nj = nj+1

nj 6= nj+1
:

Il est à noter que le delta de Kronecker est obtenu lors de l�intégration sur la variable �, à savoir

Z 2�

0
d�j exp [i (nj � nj+1) �j ] =

8><>:
2� nj = nj+1
exp [2�i (nj � nj+1)]� 1

i (nj � nj+1)
= 0 nj 6= nj+1

= 2��nj ; nj+1 : (2.43)

Comme le potentiel V est nul pour � appartenant à l�intervalle [0; 2�] (2.4), le promoteur

(2.30) et la fonction de Green (2.25) s�écrivent, compte tenu du résultat (2.42), respectivement

PE(rf ; ri;S) = lim
N!1

1X
n=�1

1

2��
exp [in (�f � �i)]

Z N�1Y
j=1

drj

NY
j=1

�
M

2i�~�j

�1=2 1
~rj
�

� exp

8<: i

~

NX
j=1

"
M

2�j

�r2j
~r2j

+ �j~r
2
jE �

~2�j
2M

�
n2

�2
+
1

4

�#9=; ; (2.44)

G(rf ; ri;E) =
p
rirf lim

N!1

1X
n=�1

1

2��
exp [in (�f � �i)]

Z 1

0
dS

Z N�1Y
j=1

drj

NY
j=1

�
M

2i�~�j

�1=2 1
~rj

� exp

8<: i

~

NX
j=1

"
M

2�j

�r2j
~r2j

+ �j~r
2
jE �

~2�j
2M

�
n2

�2
+
1

4

�#9=; ;

(2.45)

ou de manière concise

G(rf ; ri;E) =

p
rirf

2��

1X
n=�1

exp [in (�f � �i)]
Z 1

0
dS

Z Dr(s)
r(s)

exp

�
i

~

Z S

0
L0(r; _r)ds

�
; (2.46)

où

L0(r; _r) =
M

2

_r2

r2
+ r2E � ~2

2M

�
n2

�2
+
1

4

�
(2.47)
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est le nouveau pseudo-Lagrangien.

Il est bon de remarquer que la transformation temporelle s ! t se traduit par les change-

ments

� ~2

8Mr2
�! ~2

8Mr2
;
p
rirf �!

1
p
rirf

; (2.48)

comme nous le voyons directement dans les expressions (2:19) et (2:25). Donc, pour revenir

maintenant à l�ancienne variable temporelle t, par le biais de l�équation (2.21), il su¢ t de

procéder aux changements inverses des expressions mentionnées ci-dessus. La fonction de Green

devient alors

G(rf ; ri;E) =
1

2��
p
rirf

1X
n=�1

exp [in (�f � �i)]
Z 1

0
dT exp

�
i

~
ET

�
�

�
Z
Dr(t) exp

�
i

~

Z T

0

�
M

2
_r2 � ~2

2Mr2

�
n2

�2
� 1
4

��
dt

�
: (2.49)

Il est à remarquer que l�intégrale de chemin sur la variable r coïncide exactement, dans le cas

d�une fréquence nulle, ! = 0, avec celle de l�oscillateur quadratique inverse avec un moment

orbital n=�, dont la solution est donnée comme suit [4]

Z
Dr(t) exp

�
i

~

Z T

0

�
M

2
_r2 � ~2

2Mr2

�
n2

�2
� 1
4

��
dt

�
=

p
rirf

M

i~T
exp

�
iM

2~T
�
r2i + r

2
f

��
�

�Ijn� j

�
M

i~T
rirf

�
:

Maintenant, en vue d�obtenir les énergies et leurs fonctions d�onde associées, faisons usage de

la formule suivante [8], pour séparer ri, rf et TZ 1

0
dx exp(�!x)J�(2�

p
x)J�(2


p
x) =

1

!
exp

�
��

2 + 
2

!

�
I�

�
2�


!

�
; (2.50)

valable pour Re � > �1 où

� =
��n
�

�� ; � =

r
M

2
rf
~ ; 
 =

r
M

2
ri
~ ; ! =

iT

~
; (2.51)

J�(x) et I� (y) sont respectivement les fonctions de Bessel et les fonctions de Bessel modi�ées.
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Ainsi, le propagateur peut s�écrire

K(rf ; ri;T ) =
M

2��~2
1X

n=�1
exp [in (�f � �i)]

Z 1

0
dE exp

�
� iT
~
E

�
�

�Jjn� j

 r
2ME

~2
rf

!
Jjn� j

 r
2ME

~2
ri

!
; (2.52)

ce qui nous permet �nalement, à partir de la décomposition spectrale, de déduire les fonctions

d�onde, normalisées, à l�échelle de l�énergie

 E; n(r; �) =

r
M

2��~2
exp(in�)Jjn� j

 r
2ME

~2
r

!
; (2.53)

et un spectre continu d�énergie

E =
~2k2

2M
: (2.54)

Il est important de remarquer que les fonctions d�onde obtenues (2:53) ne satisfont pas les

conditions de con�nement du mouvement de la particule dans le secteur d�ouverture angulaire

� [0 � � � 2��; 0 < � � 1 ] d�où la reconsidération de l�intégration sur la variable angulaire

�: Pour ce faire, nous utilisons l�intégrale de chemin relative au rotateur rigide[15]

Z
D�(s) exp

�
i

~

Z S

0
ds

�
M

2
�2 _�

2
+
~2(l2 � 1=4)
2M�2 sin2 �

��
=

1X
n=0

exp

"
� i
~
(n+ l + 1=2)2 ~2S

2M�2

#
(n+ l + 1=2)

(n+ 2l)!

n!
�

� (sin �f sin �i)1=2 P�ln+l (cos �f )P
�l
n+l (cos �i) ; (2.55)

P 
� (cos �) sont les fonctions de Legendre.

Le terme ~2(l2�1=4)
2M�2 sin2 �

est éliminé en posant l = 1
2

Z
D�(s) exp

�
i

~

Z S

0

M

2
�2 _�

2
ds

�
=

1X
n=0

exp

"
� i
~
(n+ 1)2 ~2S
2M�2

#
(n+ 1)2 �

� (sin �f sin �i)1=2 P�1=2n+1=2 (cos �f )P
�1=2
n+1=2 (cos �i) :

(2.56)
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Ensuite, en tenant compte de la relation entre les fonctions de Legendre et la fonction

trigonométrique sinus [8]

P
�1=2
��1=2 (cos �) =

r
2

� sin �

sin ��

�
avec � = n+ 1; (2.57)

qui conduit aux relations suivantes :

P
�1=2
n+1=2 (cos �f ) =

s
2

� sin �f

sin (n+ 1) �f
(n+ 1)

;

P
�1=2
n+1=2 (cos �i) =

r
2

� sin �i

sin (n+ 1) �i
(n+ 1)

; (2.58)

nous pouvons donner à l�intégrale fonctionnelle sur les chemins � l�expression suivante

Z
D�(s) exp

�
i

~

Z S

0

M

2
�2 _�

2
ds

�
=

2

�

1X
n=0

exp

�
� i
~
(n+ 1)2~2S
2M�2

�
sin (n+ 1) �f sin (n+ 1) �i

=
2

�

1X
n=1

exp

�
� i
~
n2~2S
2M�2

�
sinn�f sinn�i;

(2.59)

où nous avons changé (n+ 1) en n:

En substituant ce résultat dans l�expression (2:44) du promoteur, ce dernier apparaît sous

la forme

PE(rf ; ri;S) = lim
N!1

1X
n=1

2

��
sinn�f sinn�i

Z N�1Y
j=1

drj

NY
j=1

�
M

2i�~�j

�1=2 1
~rj
�

� exp

8<: i

~

NX
j=1

"
M

2�j

�r2j
~r2j

+ �j~r
2
jE �

~2�j
2M

�
n2

�2
+
1

4

�#9=; : (2.60)

En suivant les mêmes étapes du calcul pour l�intégrale fonctionnelle sur la variable radiale

r, le propagateur du système s�écrit
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K(rf ; ri;T ) =
2M

��~2
1X
n=1

sinn�f sinn�i

Z 1

0
dE exp

�
� iT
~
E

�
�

�Jn
�

 r
2ME

~2
rf

!
Jn
�

 r
2ME

~2
ri

!
: (2.61)

Ainsi, les fonctions d�onde s�expriment dans le plan de l�énergie comme

 E; n(r; �) =

r
2M

��~2
sinn�Jn

�

 r
2ME

~2
r

!
: (2.62)

2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le mouvement d�une particule libre astreinte à se dépla-

cer sur la surface d�un cône. Pour e¤ectuer les calculs, nous avons adopté le principe privilégié

dit prescription du mid-point et utilisé une transformation spatiale adaptée qui restreint le

mouvement de la particule à l�intérieur d�un secteur. Le propagateur a été évalué d�une ma-

nière claire et simple. Les fonctions d�onde et le spectre correspondant, ont été convenablement

déduits. Nos résultats sont en accord avec ceux obtenus par la théorie de Schrödinger.
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Chapitre 3

Traitement du mouvement d�une

particule sur un cône et soumise à

un potentiel quadratique inverse

Dans ce chapitre, nous considérons de nouveau le problème de la particule de masse m

évoluant sur la surface d�un cône et soumise en plus à l�action d�un potentiel quadratique

inverse de la forme.

V (r) =
1

2
m!2r2 +

g

r2
: (3.1)

Le Lagrangien régissant l�évolution de la particule est déterminé en coordonnées cartésiennes

par l�expression suivante

L(r; _r) =
1

2
m( _x2 + _y2 + _z2)� 1

2
m!2(x2 + y2 + z2)� g

x2 + y2 + z2
: (3.2)

La contrainte qui oblige la particule à rester sur le cône est dé�nie par

z =
�
��2 � 1

�1=2p
x2 + y2; 0 < � � 1: (3.3)

Cette restriction représente l�équation du cône.

Comme le potentiel est central, les coordonnées polaires (r; �) sont les plus adéquates pour

le calcul du propagateur
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8<: x = r cos �

y = r sin �
0 � � � 2�

Avec ces coordonnées, le Lagrangien s�écrit comme

L(r; _r) =
m

2

�
��2 _r2 + r2 _�

2
�
� 1
2
m��2!2r2 � g�2

r2
(3.4)

avec la contrainte z =
�
��2 � 1

�1=2
r:

Posons � = ��; d�où 0 � � � 2�� et pour étendre l�intégrale à tout le domaine c�est-à-dire

de 0 à 2�, nous introduisons un potentiel V (�) dé�ni par

V (�) =

8<: 0

1

0 � � � 2��

ailleurs
: (3.5)

Cette dé�nition signi�e que le potentiel V (�) remplace la contrainte indiquée ci-dessus et

que la particule est astreinte à un mouvement dans un secteur d�ouverture angulaire 2�� (0 <

� � 1).

Alors en passant au système (r; �) le Lagrangien devient

L(r; _r) =
M

2

�
_r2 + r2 _�

2
�
� M

2
!2r2 � g�2

r2
� V (�); (3.6)

avec M = m��2:

En coordonnées cartésiennes le Lagrangien se met sous la forme suivante

L(r; _r) =
M

2
( _x2 + _y2)� 1

2
M!2(x2 + y2)� C

(x2 + y2)
� V (x; y); (3.7)

avec C = g�2
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3.1 Le propagateur

Suivant l�approche de Feynman [9], le propagateur pour ce système est donné, en coordon-

nées cartésiennes, par l�intégrale fonctionnelle suivante

K(rf ; ri;T ) = lim
N!1

�
M

2i�~�

�N Z N�1Y
j=1

dxjdyj exp

8<: i

~

NX
j=1

S (j; j � 1)

9=; ; (3.8)

S (j; j � 1) représente l�action élémentaire

S (j; j � 1) = M

2�

�
�x2j +�y

2
j

�
� �

2
M!2(x2j + y

2
j )� �

C

(x2j + y
2
j )
� �V (xj ; yj) : (3.9)

En suivant les mêmes étapes de calcul e¤ectué dans le chapitre précédent, il s�ensuit que le

propagateur peut être mis, en fonction des nouvelles variables (r; �), sous la forme

K(rf ; ri;T ) = lim
N!1

Z NY
j=1

�
M

2i�~�

�N�1Y
j=1

rjdrjd�j exp

8<: i

~

NX
j=1

�
M

2�
(�r2j+

+2rjrj�1
�
1� cos��j

�
)� �

 
M

2
!2r2j +

C

r2j
+ V (�j)

!#)
: (3.10)

Il est clair que l�expression ci-dessus admet une singularité à l�origine. Il est donc nécessaire

de l�éliminer a�n d�obtenir une intégrale de chemin stable. Pour cela, introduisons, en premier

lieu, l�énergie E au moyen de la fonction de Green, transformée de Fourier du propagateur

G (rf ; ri;E) =

Z 1

0
dT exp

�
i

~
ET

�
K(rf ; ri;T ) (3.11)

et ensuite utilisons la procédure de reparamétrisation des chemins de Duru et Kleinert[13]

en e¤ectuant la transformation temporelle t! s dé�nie par

dt = dsf(r) = dsfL(r)fR(r); (3.12)

avec la contrainte dT = dSfR(rf )fL(ri)
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ou sous forme discrète

� = �sfL(rj)fR(rj�1); �s = sj � sj�1; S = sf � si = N�s: (3.13)

f(r) est une fonction régulatrice qui sera judicieusement choisie.

La fonction de Green pour ce problème peut maintenant être écrite de la façon suivante

G (rf ; ri;E) =

Z 1

0
dSPNE (rf ; ri;S) ; (3.14)

où

PNE (rf ; ri;S) = fR(rf )fL(ri) lim
N!1

Z NY
j=1

�
M

2i�~�sfL(rj)fR(rj�1)

�N�1Y
j=1

rjdrjd�j exp

�
i

~
ANE

�
:

(3.15)

représente le promoteur avec la nouvelle action dé�nie par

ANE =

NX
j=1

�
M

2�sfL(rj)fR(rj�1)

�
�r2j + 2rjrj�1

�
1� cos��j

�
�

��sfL(rj)
"
M

2
!2r2j +

C

r2j
+ V (�j)� E

#
fR(rj�1)

)
: (3.16)

Une famille appropriée de fonctions régulatrices a été donnée par Kleinert [14] de la manière

suivante

f(r) = fL(rj)fR(rj�1) = f1��L (rj)f
�
R(rj�1); (3.17)

où � est un paramètre.

Pour simpli�er le calcul dans la prescription du post-point, posons � = 0. Les fonctions

régulatrices deviennent alors

fL � f et fR � 1:
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Avec un tel choix, le promoteur (3:15) et l�action (3:16) s�écrivent respectivement

PNE (rf ; ri;S) = f(ri) lim
N!1

Z NY
j=1

�
M

2i�~�sf(rj)

�N�1Y
j=1

rjdrjd�j exp

�
i

~
ANE

�
; (3.18)

et

ANE =
NX
j=1

�
M

2�sf(rj)

�
�r2j + 2rjrj�1

�
1� cos��j

�
�

��sf(rj)
"
M

2
!2r2j +

C

r2j
+ V (�j)� E

#)
: (3.19)

A ce stade, e¤ectuons la transformation spatiale (x; y) ! (q; �) dé�nie par les équations

suivantes :

r = eq; �1 < q < +1 et 0 � � � 2��: (3.20)

�xn = xn�xn�1 = rn cos�n�rn�1 cos�n�1; �yn = yn�yn�1 = rn sin�n�rn�1 sin�n�1
�rn = eqn � eqn�1 ; �qn = qn � qn�1; ��n = �n � �n�1:

et utilisons, dans la suite du calcul, l�identité

Z N�1Y
j=1

dxjdyj =

Z NY
j=2

d(�qj)d(��j); (3.21)

permettant d�e¤ectuer l�intégration par rapport aux intervalles �qj et ��j au lieu de l�in-

tégration habituelle sur le post-point. Ce qui élimine tout privilège d�un point quelconque.

Le Jacobien de la transformation est

J =

����@(�xj ;�yj)@(�qj ;��j)

���� = e2qj�1 : (3.22)

Choisissons maintenant la fonction régulatrice comme suit

f(r) = e2q; � = �se
2qj : (3.23)
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La nouvelle expression du promoteur (3:18) est alors donnée par

PNE (rf ; ri;S) = e2q0 lim
N!1

Z NY
j=1

�
M

2i�~�se2qj

� NY
j=2

e2qj�1d(�qj)d(��j) exp

�
i

~
ANE

�
; (3.24)

et l�action ANE devient

ANE =

NX
j=1

�
M

2�se2qj

h
(eqj � eqj�1)2 + 2eqjeqj�1(1� cos��j)

i
�

��se2qj
�
M

2
!2e2qj +

C

e2qj
+ V (�j)� E

��
;

=
NX
j=1

�
M

2�s

�
1 + e�2�qj � 2e��qj cos��j

�
� �s

�
M

2
!2e4qj � Ee2qj + V (�j)e2qj + C

��
:

(3.25)

Développons les quantités e��qj ; e�2�qj et cos��j en série de Taylor jusqu�à l�orde 4 en

�uj (u est une variable

quelconque), c�est-à-dire à l�ordre 2 en �s, l�action est alors

ANE =

NX
j=1

�
M

2�s

��
�q2j +��

2
j

�
� �s

�
M

2
!2e4qj � Ee2qj + V (�j)e2qj + C

��
+�ANE

�
(3.26)

où �ANE représente la correction relative à l�action regroupant les termes d�ordre 3 et 4 en

�uj :

�ANE �
M

2�s

�
��q3j ��qj��2j +

7

12
�q4j �

1

12
��4j +

1

2
�q2j��

2
j

�
: (3.27)

En développons aussi la mesure jusqu�à l�ordre 2 en �qj , nous obtenons

e2q0
NY
j=1

�
M

2i�~�se2qj

� NY
j=2

e2qj�1d(�qj)d(��j)

=
NY
j=1

�
M

2i�~�s

� NY
j=1

(1 + Cmes)

NY
j=2

d(�qj)d(��j); (3.28)
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où

Cmes = �2�qj + 2�q2j ; (3.29)

est la correction relative à la mesure.

En rassemblant les deux corrections provenant de l�action et de la mesure, nous obtenons

l�expression de la correction totale suivante :

CT �
i

~
�ANE �

1

2~2
(�ANE )

2 + cmes(1 +
i

~
�ANE ): (3.30)

La contribution des termes d�ordre impaire étant nulle à la limite �s ! 0 d�où (�ANE )
2 et

cmes�A
N
E ont pour expressions :

(�ANE )
2 �

�
M

2�s

�2 �
�q6j + 2�q

4
j��

2
j +�q

2
j��

4
j

�
; (3.31)

cmes�A
N
E � 2

�
M

2�s

��
�q4j +�q

2
j��

2
j

�
: (3.32)

Remplaçons les termes d�ordre 2, 4 et 6 dans l�expression de la correction totale, en uti-

lisant la procédure de Mc Laughlin-Schulman, qui consiste à la limite �s ! 0, à e¤ectuer les

substitutions suivantes :

�q2j �! i~�s
M

; ��2j �!
i~�s
M

; �q4j �! 3

�
i~�S
M

�2
; ��4j �! 3

�
i~�S
M

�2
;

�q2j��
2
j �!

�
i~�s
M

�2
; �q2j��

4
j �! 3

�
i~�S
M

�3
; �q4j��

2
j �! 3

�
i~�S
M

�3
;

�q6j �! 15

�
i~�S
M

�3
: (3.33)

En tenant compte de ces substitutions, la correction (3:30) conduit à un potentiel e¤ectif

nul (CT = 0 ! Veff = 0): Autrement dit, les transformations spatiale et temporelle dé�nies

par les relations (3:20) et (3:23) n�introduisent aucune correction quantique dans l�expression

de l�action. Par conséquent, le promoteur de l�équation (3:24) s�écrit simplement ainsi
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PNE (rf ; ri;S) = lim
N!1

Z NY
j=1

�
M

2i�~�s

� NY
j=2

d(�qj)d(��j) exp

8<: i

~

NX
j=1

�
M

2�s
(�q2j+

+��2j )� �s
�
M

2
!2e4qj � Ee2qj + V (�j)e2qj + C

���
: (3.34)

Revenons, maintenant, à la variable �( � = 1
��) et à l�identité

Z NY
j=2

d(�qj)d(��j) =

Z N�1Y
j=1

dqjd�j ;

PNE devient :

PNE (rf ; ri;S) = lim
N!1

1

�

Z NY
j=1

�
M

2i�~�s

�1=2 N�1Y
j=1

dqj

NY
j=1

�
M�2

2i�~�s

�1=2 N�1Y
j=1

d�j exp

8<: i

~

NX
j=1�

M

2�s
(�q2j ++�

2��2j )� �s
�
M

2
!2e4qj � Ee2qj + V (�j)e2qj + C

���
:

(3.35)

Constatons d�abord que lorsque S =
NP
j=1

�s ! 0 nous avons :

�
M

2i�~�s

� 1
2

exp

�
i

~
M

2�s
�q2j

�
!

�s�!0
�(�qj);�

M�2

2i�~�s

� 1
2

exp

�
i

~
M�2

2�s
��2j

�
!

�s�!0
�(��j); (3.36)

et par conséquent

PNE (rf ; ri;S) !
S!0

1

�

Z NY
j=1

�(�qj)�(��j)
N�1Y
j=1

dqjd�j

=
1

�
� (qf � qi) � (�f � �i) =

1

�
�(2)

�!
qf �

!
qi

�
: (3.37)
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Alors, en raison de la normalisation pNE s�écrit :

PNE (rf ; ri;S) = lim
N!0

NY
j=1

+1X
lj=�1

Z NY
j=1

�
M�

2i�~�s

�N�1Y
j=1

dqjd�j exp

8<: i

~

NX
j=1

�
M

2�s
(�q2j+

+�2(��j + 2lj�)
2)� �s

�
M

2
!2e4qj � Ee2qj + V (�j)e2qj + C

���
:

(3.38)

La sommation
P
lj

�gurant dans (3.38) signi�e que l�intégration sur la variable � porte sur

tous les chemins angulaires directs et indirects.

Rappelons que le mouvement de la particule est con�né dans un secteur d�ouverture angu-

laire �, alors le promoteur PNE (rf ; ri;S) s�annule pour toutes les positions ri et rf à l�extérieur

du secteur indiqué, et par conséquent la forme particulière du potentiel V (�) nous permet d�ef-

fectuer l�intégration sur la variable �: Maintenant, Nous sommes prêt à éliminer les chemins

�(s); en intégrant sur les variables angulaires �j à l�aide de la formule de Poisson

+1X
l=�1

f(l) =
+1X
l=�1

Z +1

�1
d�f(�) exp (�2i��l) ; l est entier, (3.39)

d�où nous pouvons écrire l�intégrale sur � sous la forme

NY
j=1

+1X
lj=�1

Z 2�

0

N�1Y
j=1

d�j exp

24 i
~

NX
j=1

�
M�2

2�s
(��j + 2lj�)

2

�35
=

NY
j=1

+1X
lj=�1

Z 2�

0

N�1Y
j=1

d�j

Z +1

�1
d� exp

8<:
NX
j=1

�
2im�2

~�s
�2+

+

�
2im�

~�s
��j � 2ilj�

�
�+

im

2~�s
(��j)

2

��
: (3.40)

A�n d�e¤ectuer l�intégration sur les variables �j ; linéarisons l�expression (3:40) suivant la

formule Z +1

�1
d� exp

�
�a�2 + b�+ c

�
=

r
�

a
exp

�
b2

4a
+ c

�
; (3.41)
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l�équation(3.40) se réduit à

NY
j=1

+1X
lj=�1

Z 2�

0

N�1Y
j=1

d�j exp

24 i
~

NX
j=1

�
M�2

2�s
(��j + 2lj�)

2

�35
=

NY
j=1

+1X
lj=�1

Z 2�

0

NY
j=1

�
i~�s
2m�

� 1
2
N�1Y
j=1

d�j exp

24 i
~

NX
j=1

 
�~2l2j
2m

�s + ~lj��j

!35 ; (3.42)

et si nous tenons compte de l�écriture

NX
j=1

lj��j = lN�N � l1�0 +
N�1X
j=1

�j (lj � lj+1) (3.43)

l�intégration sur les �j donne

NY
j=1

+1X
lj=�1

Z 2�

0

N�1Y
j=1

d�j exp

24 i
~

NX
j=1

�
M�2

2�s
(��j + 2lj�)

2

�35
=

NY
j=1

+1X
lj=�1

(2�)N�1 exp

�
i

~
(lN�N � l1�0)

� NY
j=1

�
i~�s
2m�

� 1
2

�

� exp

0@ i

~

NX
j=1

 
�~2l2j
2m

�s

!1AN�1Y
j=1

�lj ;lj+1 : (3.44)

En reportant ce résultat dans (3.38), le promoteur s�écrit

PNE (rf ; ri;S) = lim
N�!1

+1X
l=�1

1

2�
exp [il(�f � �i)]

Z NY
j=1

�
M

2i�~�s

� 1
2
N�1Y
j=1

dqj �

� exp

8<: i

~

NX
j=1

�
M

2�s
4q2j � �s

�
M

2
!2e4qj � Ee2qj + C + ~2l2

2M�2

��9=; :

(3.45)

En insérant l�expression ( 3.45) du promoteur dans l�expression (3:14) de la fonction de

Green, cette dernière admet la forme compacte suivante
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G(rf ; ri; E) =

+1X
l=�1

exp [il(�f � �i)]
2�

gq; l(qf ; qi;Eq); (3.46)

où

gq; l(qf ; qi;Eq) =

Z 1

0
dSKq; l(qf ; qi;S); (3.47)

et Kq; l est un propagateur partiel décrit par l�expression suivante

Kq; l(qf ; qi;S) =

Z
Dq(s) exp

�
i

~

Z S

0
ds

�
M

2
_q2 �

�
M

2
!2e4q � Ee2q +

�
C +

~2l2

2M�2

����
;

(3.48)

avec la mesure

Dq(s) = lim
N�!1

NY
j=1

�
M

2i�~�s

� 1
2
N�1Y
j=1

dqj : (3.49)

Le propagateur partiel Kq; l à précisément la forme du propagateur relatif au potentiel de

Morse suivant l�axe q pour une particule de masse constante M . Comme il à été démontré

par [14, 10, 6], le propagateur associé au potentiel de Morse et relié au propagateur associé au

potentiel de l�oscillateur radial par l�équation

(rf j ri )Eo = exp
�
1

2
(xf j xi )

�
(xf j xi)EM avec r = ex: (3.50)

En raison de cette relation, l�équation (3.47) est intégrable et nous déduisons, après de légers

réarrangements, le résultat familier suivant

gq; l(qf ; qi;Eq) =

�
M!

i~

�Z 1

0
dS

1

sin(!S)
exp

�
i

~
ES

�
�

� exp
�
i

~

�
M

2
!(e2qf + e2qi) cot(!S)

��
�Ij�j

�
� iM!

~
eqf eqi

1

sin(!S)

�
; (3.51)

Ij�j (z) sont les fonctions de Bessel modi�eés avec
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Eq � E; j�j =
�
2MC

~2
+
l2

�2

�1=2
: (3.52)

Finalement, nous pouvons dire que la fonction de Green associée au problème d�une parti-

cule se déplaçant sur la surface d�un cône et soumise à un potentiel quadratique inverse a été

exactement calculée par l�approche de l�intégrale de chemin, comme nous allons le prouver à

travers les résultats bien connus de certains cas particuliers. Son expression est la suivante :

G(rf ; ri;E) =

�
M!

i~

� +1X
l=�1

exp [il(�f � �i)]
2�

Z 1

0
dS

1

sin(!S)
exp

�
i

~
ES

�
�

� exp
�
i

~

�
M

2
!(r2f + r

2
i ) cot(!S)

��
Ij�j

�
� iM!

~
rfri

1

sin(!S)

�
: (3.53)

3.2 Spectre d�énergie et fonctions d�onde des états liés

A�n d�obtenir, pour cette particule, les énergies des états liés et les fonctions d�onde corres-

pondantes, nous écrivons la fonction de Green (3.53) sous la forme d�un développement spectral.

Ceci est possible en utilisant la formule de Hille et Hardy [8]

z�
�
2

1� z exp
�
�1
2
(x+ y)

1 + z

1� z

�
Ij�j(

2
p
xyz

1� z )

=

1X
n=0

znn!e�
1
2
(x+y)

�(n+ j�j+ 1)(xy)
�
2L�n(x)L

�
n(y); (3.54)

valable pour jzj < 1 et L�n(u) sont les polynômes de Laguerre.

En tenant compte des subtitutions suivantes :

x = (
M!

~
)r2i ; y = (

M!

~
)r2f ; z = exp(�2i!S); (3.55)

nous trouvons, par un simple calcul, l�expression suivante pour la fonction de Green partielle

gq;l
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gq; l(qf ; qi;Eq) =

�
2M!

~

� 1X
n=0

n!

�(n+ j�j+ 1)

�
M!

~
rfri

�j�j
exp

�
�M!

2~
(r2f + r

2
i )

�
�

�Lj�jn (
M!

~
r2f )L

j�j
n (

M!

~
r2i )

Z 1

0
(
�i
2!
)zip+n+

1
2
(j�j�1)dz; (3.56)

où p = � E
2i~! :

Par conséquent, la fonction de Green (3.53) du système en considération se réécrit comme

suit

G(rf ; ri;E) =

�
2M!

~

� +1X
l=�1

1X
n=0

exp [il(�f � �i)]
2�

n!

�(n+ j�j+ 1) �

�
�
M!

~
rfri

�j�j
exp

�
�M!

2~
(r2f + r

2
i )

�
�

�Lj�jn (
M!

~
r2f )L

j�j
n (

M!

~
r2i )

Z 1

0
(
�i
2!
)zip+n+

1
2
(j�j�1)dz: (3.57)

L�intégration sur la variable z donne naissance aux pôles dans le plan de l�énergie

Z 1

0
zip+n+

1
2
(j�j�1)dz =

1

ip+ n+ 1
2(j�j � 1)

: (3.58)

Le spectre de l�énergie se déduit de l�équation :

ip+ n+
1

2
(j�j � 1) = 0: (3.59)

Il est évident que cette équation nous permet de tirer les niveaux d�énergie pour ce sytème

En; l(g; �) = ~!(2n+ 1 + j�j); (3.60)

ou encore

En; l(g; �) = ~!

 
2n+ 1 +

�
2mg

~2
+
l2

�2

�1=2!
: (3.61)
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Finalement, nous arrivons à la représentation spectrale suivante de la fonction de Green

G(rf ; ri;E) = i~
+1X
l=�1

1X
n=0

1

E � En; l(g; �)
	n; l (rf ; �f )	

�
n; l (ri; �i) ;

avec les fonctions d�onde des états liés, obtenues à partir des résidus correpondant aux pôles

(3:61)de l�équation (3.58)

	n; l (r; �) =
eil�p
2�

�
2m!

~�2
n!

�(n+ j�j+ 1)

� 1
2 �m!
~�2

r2
� j�j

2
exp

�
�m!
2~�2

r2
�
Lj�jn (

m!

~�2
r2): (3.62)

CALCUL ÉLABORÉ :
Faisons remarquer que les fonctions d�onde obtenues (3.62) n�explicitent pas les conditions

de con�nement du mouvement de la particule dans le secteur d�ouverture angulaire �: En e¤et,

il est commode de s�intéresser à une solution qui rend manifeste les conditions aux limites de

ce mouvement. Pour celà, revenons à l�expression (3.35) du promoteur qui s�écrit aussi sous la

forme

PE (rf ; ri;S) =
1

�

Z
Dq(s)D�(s) exp

�
i

~

Z S

0
ds

�
M

2
( _q2 + �2 _�

2
)�

�
�
M

2
!2e4q � Ee2q + e2qV (�) + C

���
; (3.63)

les mesures Dq(s) et D�(s) sont données par les équations

Dq(s) = lim
N�!1

NY
j=1

�
M

2i�~�s

� 1
2
N�1Y
j=1

dqj ;

D�(s) =

NY
j=1

�
M�2

2i�~�s

�1=2 N�1Y
j=1

d�j; (3.64)

et reconsidérons l�intégration sur la variable angulaire � en utilisant l�intégrale de chemin relative
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au rotateur rigide[15]

Z
D�(s) exp

�
i

~

Z S

0
ds

�
M

2
�2 _�

2
+
~2(n2 � 1=4)
2M�2 sin2 �

��
=

1X
l=0

exp

"
� i
~
(l + n+ 1=2)2 ~2S

2M�2

#
(l + n+ 1=2)

(l + 2n)!

l!
�

� (sin �f sin �i)1=2 P�nl+n (cos �f )P
�n
l+n (cos �i) ; (3.65)

P 
� (cos �) sont les fonctions de Legendre.

Il est évident que le terme ~2(n2�1=4)
2M�2 sin2 �

disparaît en posant n = 1
2

Z
D�(s) exp

�
i

~

Z S

0

M

2
�2 _�

2
ds

�
=

1X
l=0

exp

"
� i
~
(l + 1)2 ~2S
2M�2

#
(l + 1)2 �

� (sin �f sin �i)1=2 P�1=2l+1=2 (cos �f )P
�1=2
l+1=2 (cos �i) :

(3.66)

Ensuite, en tenant compte de la relation entre les fonctions de Legendre et la fonction

trigonométrique sinus [8]

P
�1=2
��1=2 (cos �) =

r
2

� sin �

sin ��

�
avec � = l + 1; (3.67)

qui conduit aux relations suivantes :

P
�1=2
l+1=2 (cos �f ) =

s
2

� sin �f

sin (l + 1) �f
(l + 1)

;

P
�1=2
l+1=2 (cos �i) =

r
2

� sin �i

sin (l + 1) �i
(l + 1)

; (3.68)

nous pouvons donner à l�intégrale fonctionnelle sur les chemins � l�expression suivante
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Z
D�(s) exp

�
i

~

Z S

0

M

2
�2 _�

2
ds

�
=

2

�

1X
l=0

exp

�
� i
~
(l + 1)2~2S
2M�2

�
sin (l + 1) �f sin (l + 1) �i

=
2

�

1X
l=1

exp

�
� i
~
l2~2S
2M�2

�
sin l�f sin l�i;

(3.69)

où nous avons changé (l + 1) en l:

En substituant ce résultat dans l�expression (3:63) du promoteur, ce dernier apparaît sous

la forme

PE (rf ; ri;S) =
2

��

1X
l=1

sin l�f sin l�i

Z
Dq(s) exp

�
i

~

Z S

0
ds

�
M

2
_q2�

�
�
M

2
!2e4q � Ee2q +

�
C +

~2l2

2M�2

����
:

L�intégrale de chemin sur la variable q s�e¤ectue de la même manière que précédemment ;

ce qui nous permet d�écrire la fonction de Green comme

G(rf ; ri;E) =

�
4M!

�~�

� 1X
l=1

1X
n=0

n!

�(n+ j�j+ 1) � sin l�f sin l�i

�
�
M!

~
rfri

�j�j
exp

�
�M!

2~
(r2f + r

2
i )

�
�

�Lj�jn (
M!

~
r2f )L

j�j
n (

M!

~
r2i )

Z 1

0
(
�i
2!
)zip+n+

1
2
(j�j�1)dz: (3.70)

Les pôles de la fonction de Green s�obtiennent à partir de l�intégration sur la variable z. Sa

substitution dans (3:70) donne pour la fonction de Green l�écriture suivante :

G(rf ; ri;E) = i~
1X
l=1

1X
n=0

1

E � En; l(g; �)
	n; l (rf ; �f )	

�
n; l (ri; �i) : (3.71)

Le spectre discret de l�énergie est alors donné par la relation

En; l(g; �) = ~!

 
2n+ 1 +

�
2mg

~2
+
l2

�2

�1=2!
: (3.72)
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Les fonctions d�onde se déduisent directement à partir des résidus correspondant à ces pôles

	n; l (r; �) =
1p
2��

�
8m!

~�2
n!

�(n+ j�j+ 1)

� 1
2

sin l�
�m!
~�2

r2
� j�j

2
exp

�
�m!
2~�2

r2
�
Lj�jn (

m!

~�2
r2):

3.3 Cas particuliers

Premier cas : � = 1 et g = 0

Il s�agit dans ce cas d�un oscillateur harmonique simple bidimensionnel car lorsque � = 1 la

contrainte z =
�
��2 � 1

�1=2
r devient nulle et par conséquent le lagrangien s�écrit

L(r; _r) =
m

2

�
_r2 + r2 _�

2
�
� 1
2
m!2r2: (3.73)

En e¤et, en posant � = 1 et g = 0 dans l�expression (3:53), nous obtenons

K(rf ; ri;S) =

�
m!

2i�~ sin(!S)

�
exp

�
i

~
m!

2
(r2f + r

2
i ) cot(!S)

�
�

�
+1X
l=�1

exp(il��)Ijlj

�
m!

i~ sin(!S)
rfri

�
; (3.74)

où �� = �f � �i
et grâce à la formule de la décomposition en séries de Fourier [8]

exp (z cos	) =
+1X
l=�1

exp (il	) Ijlj(z); (3.75)

nous aboutissons à l�expression suivante du propagateur

K(rf ; ri;S) =

�
m!

2i�~ sin(!S)

�
exp

�
i

~
m!

2 sin(!S)

�
(r2f + r

2
i ) cos(!S)� 2rfri cos��

��
;

(3.76)

d�où le propagateur relatif à l�oscillateur harmonique simple.

Deuxième cas : � = 1 et g 6= 0

Dans ce cas aussi la contrainte z =
�
��2 � 1

�1=2
r est nulle ce qui donne au lagrangien
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régissant le mouvement de la particule la forme suivante

L(r; _r) =
m

2

�
_r2 + r2 _�

2
�
� 1
2
m!2r2 � g

r2
: (3.77)

Il s�agit alors du problème de l�oscillateur quadratique inverse bidimensionnel. Il su¢ t de poser

� = 1 avec g 6= 0 dans l�expression (3:53) du propagateur, pour déduire le résultat suivant :

K(rf ; ri;S) =

�
m!

2i�~ sin(!S)

�
exp

�
i

~
m!

2
(r2f + r

2
i ) cot(!S)

�
�

�
+1X
l=�1

exp(il��)Ij�j

�
m!

i~ sin(!S)
rfri

�
; (3.78)

ici j�j =
�
2mg
~2 + l2

�1=2
.

3.4 Conclusion

Dans ce travail, nous avons calculé, en coordonnées polaires, la fonction de Green et avons

déduit le spectre d�énergie et les fonctions d�onde des états liés dans le cas d�une particule qui

se déplace sur la surface d�un cône et soumise à un potentiel quadratique inverse. La fonction

de Green relative au potentiel en considération est ramenée via une transformation temporelle

convenablement choisie combinée à une transformation spatiale à celle associée à un potentiel

de type Morse dont la solution est connue depuis longtemps. Les résultats obtenus sont les

niveaux d�énergie du spectre discret ainsi que les fonctions d�onde des états liés.

48



Chapitre 4

Résolution exacte de deux problèmes

à une dimension sur un cercle

La résolution de l�équation de Schrödinger stationnaire pour un potentiel arbitraire peut

se révéler délicate techniquement. Néanmoins, il est souhaitable de connaître tous les poten-

tiels pour lesquels nous pouvons résoudre l�équation de Schrödinger et exprimer ses solutions

en termes de celles des équations di¤érentielles que nous pouvons actuellement résoudre car

il est essentiel pour la physique d�avoir des solutions analytiques exactes a�n d�expliquer avec

certitude certaines expériences. Les potentiels exactement solubles sont des exceptions dans la

théorie quantique Seules certaines classes de potentiels admettent des solutions exactes (on dit

alors que le problème est intégrable). Nous trouvons en e¤et parmi ceux-ci des potentiels so-

lubles d�intérêt certain, pensons en particulier aux potentiels unidimensionnels harmoniques, de

Pöschl-Teller et de Morse. Une des raisons d�une telle popularité est que leurs études modélisent

la situation très fréquente où le système est au voisinage de l�équilibre. Les résultats obtenus

pour ces potentiels pourront s�appliquer à l�étude des vibrations d�une molécule diatomique,

des vibrations de molécules plus complexes ou même des solides. Dans l�approche de Feyn-

man, l�évaluation du propagateur a joué un rôle central dans un grand nombre de problèmes

de la physique quantique non relativiste ; citons le cas des potentiels singuliers à l�origine pour

lesquels des solutions analytiques sont hautement désirables et cela quelle que soit leur forme

fonctionnelle. Les transformations sur l�espace est sur le temps étaient l�outil mathématique
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puissant permettant de Contourner beaucoup de di¢ cultés rencontrées en utilisant le forma-

lisme de Schrödinger. Depuis, les résultats obtenus dans cette voie sont spectaculaires et sont

parfaitement identiques à ceux trouvés par la résolution de l�équation de Schrödinger.

Ce chapitre est consacré à l�étude, par l�intégrale de chemin formulée dans l�espace des

phases, de deux problèmes unidimensionnels sur un cercle en l�occurrence l�oscillateur singulier

et le potentiels Coulombien singulier. Le comportement de la particule (m = ~ � 1) est analysé

sous l�angle d�une approche qui utilise la fonctionnelle delta de Dirac. Cette approche s�ins-

pire des critiques formulées par Katz concernant les méthodes de calcul jugées trop laborieuses

et contenant trop de détails inutiles. Cette méthode a été par la suite développée par Arlem

Anderson et Scott B. Anderson. Le propagateur associé au potentiel de l�oscillateur singulier

a été explicitement construit. Cependant, grâce à des transformations judicieusement choisies,

un lien a été établi entre le problème de l�oscillateur singulier et celui du Coulombien singulier.

Ce lien est à l�origine de la similitude de la forme des deux propagateurs. Dans les deux cas, le

problème a été reconverti à celui du potentiel de Pöschl-Teller. Le spectre d�énergie et les fonc-

tions d�onde des états liés du problème de Coulomb singulier ont été alors directement déduits

de ceux relatif à l�oscillateur singulier et sont conformes à ceux existants dans la littérature.

4.1 Présentation de la technique de la fonctionnelle delta de

Dirac

L�approche de la fonctionnelle delta de Dirac est un outil puissant pour l�évaluation des in-

tégrales de chemin pour des systèmes quantiques possédant un hamiltonien linéaire par rapport

à la variable q(t) qui caractérise la position de la particule au temps t, car elle met en �uvre

des techniques de calcul simples. Pour les hamiltoniens plus généraux, la stratégie générale pour

appliquer cette approche est de faire des transformations canoniques et autres qui permettent

de donner à l�action une forme linéaire. A ce niveau, l�intégrale sur les variables de la position

est directe et fait apparaître une fonction delta dont l�argument est l�équation di¤érentielle du

mouvement de la variable d�impulsion p(t). Par conséquent, l�intégrale sur les moments conju-

gués est facile à manipuler et se réduit à une intégrale ordinaire sur une variable impulsion p0

qui représente la condition initiale de la solution de l�équation du mouvement correspondant
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à un temps initial convenablement choisi. Notons que l�intégration sur les moments conjugués

donne naissance à un facteur appelé facteur de composition dépendant des temps initial et �nal

et de la dernière variable d�intégration p0:

4.2 Quanti�cation de l�Hamiltonien classique

Le propagateur est l�amplitude de transition pour une particule repérée par le point initial

'i à l�instant ti et le point �nal 'f à l�instant tf . Son expression pour un intervalle de temps

in�nitésimal s�écrit

K
�
'j ; 'j�1; �

�
=

�
g('j)g('j�1)

�� 1
4

Z
dnpj
(2�)n

exp
�
i
�
pj('j � 'j�1)� �Heff (�'j ; pj)

�	
;

(4.1)

avec g(') est le déterminant du tenseur métrique gab, �'j =('j + 'j�1)=2 et Heff est l�Ha-

miltonien e¤ectif évalué au point moyen �'j

Heff = H +�V

=
1

2
gcdpcpd + V +�V; (4.2)

où gcdest l�inverse de la matrice gcd.

Heff est une fonction des variables 'c et pc et s�identi�e à l�Hamiltonien classique à la

di¤érence d�un terme supplémentaire dépendant de la constante de Planck (�V ).�V représente

la correction quantique donnée par

�V =
~2

8m

�
R+ gab �cad�

d
bc

�
=

~2

8m

�
gab �a�b + 2

�
gab �a

�
;j
+ gab;ab

�
: (4.3)

Cette correction est proportionnelle à ~2 et disparaît à la limite classique (~! 0):

R représente la courbure scalaire de l�espace et �cab est la connection a¢ ne ou le symbole de
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Christo¤el de deuxième espèce dé�ni par

�cab =
1

2
gcd (@agbd + @bgad � @dgab) : (4.4)

Suivant la procédure standard de dérivation d�une intégrale de chemin basée sur la formule

du produit de Kato-Trotter, le propagateur intégral s�écrit sous la forme suivante :

K
�
'f ; 'i;T

�
= lim

N!1

�
g('f )g('i)

�� 1
4

Z N�1Y
j=1

d'j �

�
NY
j=1

Z
dpj
(2�)N

exp

0@i� NX
j=1

�
pj
('j � 'j�1)

�
�Heff (�'j ; pj)

�1A ; (4.5)

L�expression (4.5) est la représentation de l�integrale de chemin dans l�espace des phases.

Elle peut être écrite sous forme compacte comme

K
�
'f ; 'i;T

�
=
�
g('f )g('i)

��1
4

Z
D [q (t)] D [p (t)] exp

�
i

~

Z tf

ti

dt [p _q �Heff ]
�
: (4.6)

4.3 Problème de l�oscillateur singulier sur un cercle

En suivant la prescription de l�ordre de Weyl, le propagateur relatif à une particule se

déplçant sur un cercle (S1 : s20 + s21 = R2) et soumise à l�action du potentiel de l�oscillateur

singulier

V OS(�!s ) =
!2R2

2

s21
s20
+
1

2

k21 � 1=4
s21

=
!2R2

2

sin2 '

cos2 '
+

k21 � 1=4
2R2 sin2 '

; (4.7)

k1 est un paramètre réel et s0 = R cos', s1 = R sin' (' 2 [��; �]) sont les coordonnées polaires

dont la métrique

gab = diag
�
1; R2

�
; (4.8)
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avec

g =
p
det gab = R; (4.9)

et un élément de ligne

ds2 = dR2 +R2d'2; (4.10)

est donné comme suit

KOS('N ; '0;T ) =
1p
R
lim
N!1

�
1

2�i�

�N Z N�1Y
j=1

d'j

NY
j=1

Z
dpj
(2�)N

exp

24i NX
j=1

A(j; j � 1)

35 ;
(4.11)

avec l�action élémentaire

A (j; j � 1) = pj('j � 'j�1)� �Heff
�
�'j ; pj

�
: (4.12)

Heff
�
�'j ; pj

�
est l�Hamiltonien e¤ectif

Heff =
1

2
gabpapb + V +�V , où �V = 0 car :

(a = b = c = d = 1) =) �111 = 0; (4.13)

(a = b = c = d = 2) =) �222 =
1

R
; (4.14)

(a 6= b 6= c 6= d) =) �cab = 0; (4.15)

alors :

A (j; j � 1) =
"
pj�'j � �

 
p2j
2R2

� !2R2

2
+

1

2R2

(
k20 � 1

4

cos2 �'j
+
k21 � 1

4

sin2 �'j

)!#
; (4.16)

donc le propagateur s�écrit :
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KOS

�
'f ; 'i; T

�
=

1p
R

Z �
dp'd'

2�

�
exp

"
i
k20 � 1

4

2R2

#
�

� exp
"
i

Z T

0
dt

(
p' _'�

p2

2R2
� 1

2R2

(
k20 � 1

4

cos2 �'j
+
k21 � 1

4

sin2 �'j

))#
;(4.17)

avec la notation standard suivante � = T
N ; '0 = '(ti = 0) = si = a; 'N = '(tf = T ) =

sf = b

et k20 = !2R4 + 1
4 :

L�équation ci-dessus est l�expression du propagateur associé au système de l�oscillateur sin-

gulier qui a été traité dans le cadre de la mécanique de Schrödinger [17].

Suivant l�approche de la fonctionnelle delta de Dirac, commençons par linéariser l�Hamilto-

nien en '(t). Pour cela e¤ectuons, en premier lieu, la transformation canonique dé�nie par

Q = cos 2'

Il s�en suit que la mesure d' se transforme en f 0(Q)dQ: En tenant compte du changement

('; p) �! (Q;P )

' =
1

2
arccosQ = f(Q); p =

P

f 0(Q)
; g

1
2 (Q) = f 0(Q) = � 1

2
p
1�Q2

; (4.18)

où P est le moment conjugué à Q:

Un préfacteur métrique apparaît dans la nouvelle expression de l�integrale de chemin relative

aux nouvelles variables (Q;P )

[g(B)g(A)]
�1
4 = 2

��
1�B2

�
(1�A2)

� 1
4 (4.19)

où B = cos 2b et A = cos 2a:

Ce changement conduit à un potentiel e¤ectif Ve donné par la relation suivante :
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Ve(Q) =
9g02

32g3
� g00

8g2

=
1

2 (1�Q2) �
3

2
: (4.20)

En Substituant ces résultas dans l�éxpression du propagateur , alors il s�écrit en fonction

des nouvelles variables (P;Q) comme suit :

KOS (B; T ;A; 0) = D exp

"
i
k20 � 1

4

2R2
T

#Z �
dPdQ

2�

�
exp

�
i

Z T

0
dt

�
P _Q� 2

R2
(1�Q2)P 2�

� 1

R2

"
�2 + 1

4

1 +Q
+

2 + 1

4

1�Q +
3

2

#!)
; (4.21)

où

D =
1p
R
[g(B)g(A)]

�1
4 ; �2 = k20 �

1

4
; 
2 = k21 �

1

4
;

�2e =
k20
R2

et 
2e =
k21
R2

: (4.22)

Les termes 1
1+Q et 1

1�Q peuvent être éliminés en changeant le moment P �! �P de sorte

que [16]

P = �P � iR
2

�e
1 +Q

� iR
2


e
1�Q: (4.23)

Le propagateur se met alors sous la forme :

55



K0S (B; T ;A; 0) = D exp

"
i
k20 � 1

4

2
T

#Z �
dPdQ

2�

�
exp

(Z T

0

 
�P _Q� iR�e

2

_Q

1 +Q

�iR
e
2

_Q

1�Q � 2

R2
�
1�Q2

�
�P 2 + 2i

�P

R
(�e + 
e)�

�2i
�P

R
(�e � 
e)�

1

2
(�e � 
e)2 +

3

2R2

�
dt

�
: (4.24)

L�intégration du 2�eme et du 3�eme termes est directe et donne les résultats suivants :

Z T

0
R
�e
2

_Q

1 +Q
dt =

"
log

�
1 +B

1 +A

�R�e
2

#
;

Z T

0
R

e
2

_Q

1�Qdt =

"
log

�
1�B
1�A

��R 
e
2

#
:

L�expression ( 4.24) du propagateur devient

kOS (B; T ;A; 0) = D0 exp

 
i
k20 � 1

4

2R2
T

!Z �
d �PdQ

2�

�
exp

�
i

Z T

0

�
�P _Q� 2

R2
(1�Q2) �P 2+

+2i
�P

R
(�e + 
e)� 2i

�P

R
(�e � 
e)�

1

2
(�e � 
e)2 +

3

2R2

�
dt

�
; (4.25)

où

D0 = D

�
1 +B

1 +A

�R�e
2
�
1�B
1�A

��R 
e
2

: (4.26)

A ce niveau, nous remarquons que l�action n�est pas encore linéaire en Q(t). Pour cela,

insérons, en deuxième lieu, l�identité suivante

Z �1

+1
d�b

Z
[dx]

�b exp

�
�i
Z T

0

_x2

2
dt

�
= 1: (4.27)

Cette identité représente l�intégrale sur toutes les positions possibles du point �nal du propa-

gateur d�une particule libre.
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Maintenant, nous faisons le changement suivant :

x �! _x+
2

R
�PQ+ i(�e � 
e); (4.28)

qui conduit à un potentiel e¤ectif

~Ve = �
3

2R2
; (4.29)

et remplaçons le résultat dans (4:25). Le propagateur devient

KOS (B; T ;A; 0) = D0 exp

 
i
k20 � 1

4

2
T

!Z +1

�1
d�b

Z
[dx]

�b
0

Z �
d �PdQ
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�
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Z T
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� _x

2

2
�

�2
�P 2

R2
+ 2i

�p

R
(�e + 
e) + �P _Q� 2 _x �p

R
Q� i (�e � 
e) _x

�
dt

�
:

(4.30)

Intégrons les termes suivants de l�action :

Z T

0

�P _Qdt =
�
�P (T )B � �P (0)A

�
�
Z T

0

�
�PQdt (4.31)Z T

0
�i (�e � 
e) _xdt = �i (�e � 
e)�b; (4.32)

ainsi, l�expression ( 4.30) prend la forme :

KOS (B; T ;A; 0) = D0 exp

 
i
k20 � 1

4

2R2
T

!Z +1

�1
d�b exp

�
(�e � 
e)�b

� Z
[dx]

�b
0 �

�
Z �

d �P

2�

�
exp

�
i
�
�P (T )B � �P (0)A

��
exp

�
i

Z T

0

�
�1
2
_x2 � 2

R2
�P 2+

+2i
�p

R
(�e + 
e)

�
dt
oZ

[dQ] exp

�
i

Z T

0

�
�
�
�p� 2

R
_x �P

�
Qdt

�
: (4.33)

Il est évident que l�intégration sur les Q(t) s�e¤ectue directement et produit une fonction
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�
� �
�p+ 2

R
�P _x
�
de Dirac. Sa substitution dans l�équation (4:33) donne pour le propagateur l�ex-

pression suivante :

KOS (B; T ;A; 0) =
D0

2�
exp

 
i
k20 � 1

4

2R2
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!Z +1
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(�e � 
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Z �

d �P
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i
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�P (T )B � �P (0)A

��
exp

�
i

Z T
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�1
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�P 2+

+2i
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R
(�e + 
e)

i
dt
o
�

� �
�P +

2

R
�P _x

�
(4.34)

Suivant la méthode en question, l�intégrale fonctionnelle sur les moments �P (t) se réduit à

une intégrale ordinaire sur la variable �P0; il su¢ t de remplacer la variable �P (t) par la solution

de l�équation di¤érentielle du mouvement
�
�P + 2

R
�P _x = 0 dont la solution est

�P (t) = �P0 exp

�
� 2
R
x

�
; (4.35)

pour la condition initiale �P (t = 0) = �P0 � P0 avec x(t = 0) = 0 et x(T ) = �b:

Dans ces conditions, le facteur de composition est donné par

�
d �P (t)

dP0

d �P (0)

dP0

� 1
2

= exp

�
�
�b

R

�
: (4.36)

D�après ce résultat, le propagateur s�écrit sous la forme suivante :

KOS (B; T ;A; 0) =
D0

2�
exp
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4

2R2
T

!Z +1

�1
d�b exp
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�
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0 exp
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+

+
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R2
P0e

�4
R
x � 2iP0

R
(�e + 
e) e

�2
R
x

��
: (4.37)

Il est clair que l�intégrale fonctionnelle sur la variable x(t) s�identi�e au complexe conjugué

du propagateur décrivant le mouvement d�une particule (m = 1) sous l�action d�un potentiel de

Morse inversé à une dimension ;

V (x) = V0
�
e�2qx � 2�e�qx

�
où V0 = �2

R P
2
0 et 2�V0 =

2i
R (�e + 
e)P0:
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Comme le potentiel de Morse inversé ne possède pas d�états liés en dessous du demi-plan

supérieur. Nous pouvons contourner cette di¢ culté en modi�ant le contour d�intégration sur

P0 par rotation dans le plan complexe de la variable P0. Ainsi le contour modi�é est formé

d�un quart d�un cercle décrit dans le sens direct, centré en 0 et compris entre l�axe réel positif

et l�axe imaginaire positif. Il n�existe pas de pôles P0 situés à l�intérieur du contour fermé et

l�intégrale sur l�arc tend vers 0 quand le rayon de cet arc tend vers 1: D�où, la rotation opérée

sur le contour d�intégration change le potentiel de Morse inversé au potentiel de Morse standard.

L�intégration sur les valeurs négatives P0 est écartée car sa contribution est nulle (il n�éxiste

pas d�états liés pour P0 < 0).

Autrement dit

I
C

f (P0 ) dP0 =

Z R

0
f (P0 ) dP0 +

Z
c
f (P0 ) dP0 +

Z 0

iR
f (P0 ) dP0 : (4.38)

Comme aucun pôle P0 n�est inclu dans C, l�intégration sur le contour fermé est nulle de

plus l�intégration sur l�arc est nulle quand l�arc tend vers 1 ; il résulte

Z 1

0
f (P0 ) dP0 = �

Z 0

i1
f (P0 ) dP0 =

Z 1

0
f (iP0 ) idP0 . (4.39)

L�expression du propagateur (4:37) devient
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e�2qx � 2�e�qx

���
(4.40)

avec

V0 =
2

R2
P 20 ; q =

2

R
et � =

�e + 
e
2P0

R: (4.41)

Elle peut être aussi écrite sous la forme
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KOS (B; T;A; 0) =
D0
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exp
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�
�b; T ; 0; 0

�
; (4.42)

où K�
M

�
�b; T ; 0; 0

�
représente le complexe conjugué du propagateur associé au potentiel de

Morse standard. Le calcul de ce propagateur a été donné dans la référence [6]
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où 2� =
�
�8(E + �)q�2

� 1
2 et � = 1

2R2

�
k20 � 1

4

�
. I2� sont les fonctions de Bessel modi�ées

(Re 2� > �1):

Dans le but de séparer les variables p0e�2
�b
R , p0 et S, nous utilisons la formule de Hille-

Hardy écrite ci-dessous. Cela consiste à faire les changements suivants dans l�expression de
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�
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2
: (4.44)

nous obtenons alors

K�
M

�
�b; T ; 0; 0

�
=

2

q

Z +1

�1

dE

2�
ei(E+�)T

Z +1

0
�2dSeiSe�iR(�e+
e)S �

�
�

1

1� z exp
�
�1
2

�
1 + z

1� z

�
(x+ y)

��
I2�

�
2
p
xyz

1� z

�
: (4.45)

A l�aide de la formule de Hille- Hardy [8]

60



1

1� z exp
�
�1
2

�
1 + z

1� z

�
(x+ y)

�
I


�
2
p
xyz

1� z

�
=

1X
n=0

znn!
exp

�
�1
2(x+ y)

�
�(
 + n+ 1)

(xyz)


2L
n(x)L



n(y); (4.46)

valable pour jzj < 1; où L
n(x) sont les polynômes de Laguerre, le propagateurK�
M

�
�b; T ; 0; 0

�
s�écrit maintenant comme :

K�
M

�
�b; T; 0; 0

�
=

2

q

Z +1

�1

�2dE
2�

ei(E+�)T

8<:
1X
n=0

n!
exp

�
�1
2(�2P0e

�q�b � 2P0)
�

�(2� + n+ 1)
�

� (�2P0)�(�2P0e�2
�b
R )�L2�n (�2P0)L2�n (�2P0e�2

�b
R )� C(E + �)

o
;

(4.47)

où les variables x; y et z ont été séparées, avec

C(E + �) =

Z +1

0
dSe�i(2n+1+2�+R(�e+
e))S : (4.48)

En substituant le résultat obtenu dans l�expression (4.42), le propagateur relatif au potentiel

de l�oscillateur singulier s�écrit,

KOS (B; T ;A; 0) =
2D0

�q

Z +1

�1
�dE
2�

ei(E+�)T
Z +1

�1
d�b exp

��
�e � 
e �

1

R

�
�b

�
�

�
Z +1

0
idP0 exp

h
�P0

�
Be�q

�b �A
�i
�

�
1X
n=0

n!
exp

�
P0e

�q�b + P0
�

�(2� + n+ 1)
�

�(�2P0)�(�2P0e�2
�b
R )�L2�n (�2P0)L2�n (�2P0e�2

�b
R )� C(E + �)

o
;

(4.49)

Pour e¤ectuer l�intégration sur la variable P0, nous choisissons comme contour d�intégration
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le demi cercle dans le demi plan supérieur c�est-à -dire

Z +1

0
f(P0)dP0 = �

Z +1

0
f(�P0)dP0; (4.50)

et en changeant (E + �) par � (E + �), le propagateur (4:49) prend la forme

KOS (B; T;A; 0) = �2D
0

�q

Z +1

�1

dE

2�i
e�i(E+�)T

Z +1

�1
d�b exp

��
�e � 
e �

1

R

�
�b

�
�

�
Z +1

0
dP0 exp

h
P0

�
Be�q

�b �A
�i8<:

1X
n=0

n!
exp

�
�P0e�q�b � P0

�
�(2� 0 + n+ 1)

�

� (2P0)�
0
(2P0e

�2 �b
R )�

0
L2�

0
n (2P0)L

2�0
n (2P0e

�2 �b
R )� C (�(E + �))

o
;

(4.51)

où 2� et 2� 0 sont données par les quantitées suivantes

2� =
�
�2(E + �)R2

� 1
2 �! 2� 0 =

�
2(E + �)R2

� 1
2 : (4.52)

4.4 Fonction de Green

La forme de l�équation(4:51) indique que le propagateur admet l�écriture suivante

KOS (B; T ;A; 0) =

Z +1

�1

dE

2�i
e�i(E+�)TGOS (B;A;E) (4.53)

où GOS (B;A;E) est la fonction de Green associée au potentiel de l�oscillateur singulier

transformée de Fourier du propagateur

GOS (B;A;E) =
�2D0

�q

Z +1

�1
d�b exp

��
�e � 
e �

1

R

�
�b

�
�

�
Z +1

0
dP0 exp

h
P0

�
Be�qb �A

�i8<:
1X
n=0

n!
exp

�
�P0e�q�b � P0

�
�(2� 0 + n+ 1)

�

� (2P0)�
0
(2P0e

�2 �b
R )�

0
L2�

0
n (2P0)L

2�0
n (2P0e

�2 �b
R )C (�(E + �))

o
: (4.54)
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L�intégration sur la variable �b est possible en faisant le changement de variable z = 2p0e�q
�b

et en utilisant la formule suivante

[8]

Z +1

0
dte�Stt�L�n(t) =

�(� + 1)�(� + n+ 1)

n!�(� + 1)
S�B�1F (�n; � + 1; � + 1;S�1) (4.55)

valable pour [Re� > �1;Re(s) > 0] ; l�intégration donne le résultat suivant

Z +1

�1
d�b exp

�
(�e � 
e �

1

R
)�b

�
exp(P0Be

�q�b) exp(�P0e�q
�b)(2P0e

�q�b)�
0
L2�

0
n (2P0e

�q�b)

=
(2P0)

�e+
e� 1
R

q

q

�
�
� 0 +

�e�
e� 1
R

q

�
� (2� 0 + n+ 1)

n!� (2� 0 + 1)

�
1

2
� B

2

���0��e�
e� 1
R

q

�

�F
 
�n; � 0 +

�e � 
e � 1
R

q
; 2� 0 + 1;

�
1

2
� B

2

��1!
; (4.56)

où nous avons posé

t = 2P0e
�q�b; S =

1

2
(1�B); � = � 0 � 1 +

�e � 
e � 1
R

q
; � = 2� 0: (4.57)

De même, l�intégration sur la variable P0 s�e¤ectue en utilisant la relation (4:55) après avoir

changer �2p0 en y

1

q

Z +1

0
dP0(2P0)

�e�
e� 1
R

q exp(�P0A) exp(�P0)(2P0)�
0
L2�

0
n (2P0)

=
1

2q

�(� 0 +
�e�
e� 1

R
q + 1)�(2� 0 + n+ 1)

n!�(2� 0 + 1)
(
1

2
+
A

2
)
�1��0��e�
e� 1

R
q �

�F
 
�n; � 0 +

�e � 
e � 1
R

q
+ 1; 2� 0 + 1;

�
1

2
+
A

2

��1!
; (4.58)

ici, nous avons posé
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t = 2p0; S =
1

2
(1 +A); � = � 0 +

�e � 
e � 1
R

q
; � = 2� 0: (4.59)

Pour donner à la fonction de Green la forme la plus symmétrique possible, nous utilisons

les deux propriétés suivantes relatives à la fonction spéciale gamma et à la fonction hypergéo-

métrique successivement

� (2z) =
22z�1� (z) �

�
z + 1

2

�
p
�

; (4.60)

F (�; �; 2�; z) =
�
1� z

2

���
F

 
�

2
;
�

2
+
1

2
; � +

1

2
;

�
z

2� z

�2!
: (4.61)

Nous arrivons alors à l�expression de la fonction de Green exprimée en fonction des anciennes

variables a et b :

GOS (b; a;E) =
D0

�q2

1X
n=0

(�1)n+1
22n

(� 0 +
�e�
e� 1

R
q )�2(� 0 +

�e�
e� 1
R

q )

n!�2 (2� 0 + 1)
�

� (cos 2b cos 2a)n
�
sin2 b cos2 a

�k1+1 cos�2 a�
�F

 
�n
2
;
�n
2
+
1

2
; � 0 +

�e�
e� 1
R

q
+
1

2
; 2� 0 + 1; cos�2 2b

!
�

�F
 
�n
2
;
�n
2
+
1

2
; � 0 +

�e � 
e � 1
R

q
+
3

2
; 2� 0 + 1; cos�2 2a

!
�

�C (�(E + �)) : (4.62)

4.5 Spectre d�énergie et fonctions d�onde des états liés

A�n d�obtenir, pour cette particule, les énergies des états liés et les fonctions d�onde corres-

pondantes, nous considérons la fonction de Green donnée par l�expression (4:62) et intégrons

sur la variable S
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C (�(E + �)) =

Z 1

0
dSe�i(2n+1+2�

0+R(�e+
e))S =
1

�i(2n+ 1 + 2� 0 +R(�e + 
e))
;

(4.63)

les niveaux d�énergie du spectre discret sont alors les solutions de l�équation

2n+ 1 + 2� 0 +R(�e + 
e) = 0; (4.64)

c�est-à-dire

En =
1

2R2
[2n+ 1 +R(�e + 
e)]

2 � �: (4.65)

En remplaçant �e; 
e et � par leurs expressions, nous obtenons les valeurs de l�énergie

suivantes :

En(R) =
1

2R2

"�
2n+ k1 +

1

2

�2
+ (2k0 + 1) (2n+ k1 + 1)

#
; n = 0; 1; 2::: (4.66)

Les fonctions d�onde se déduisent directement à partir des résidus correspondant aux pôles

autrement dit

	n(b)	
�
n(a) = lim

E�!En

E � En
i

GOS (b; a;E) : (4.67)

Nous aurons �nalement

	n(b)	
�
n(a) = (�1)nR

2D0

4�

(�n� k1 � 1)�2(�n� k1 � 1)�(�n� k0 � k1)
n!�2(�2n� k0 � k1)

(cos 2b cos 2a)n
�
sin2 b cos2 a

�k1+1 cos�2 a
F (�n

2
;
�n
2
+
1

2
;�n� k1 �

1

2
; cos�2 2b)

F (�n
2
;
�n
2
+
1

2
;�n� k1 +

1

2
; cos�2 2b): (4.68)
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4.6 Problème de Coulomb singulier sur un cercle

Dans cette partie, nous analysons le comportement de cette même particule évoluant sur

un cercle sous l�action du potentiel de Coulomb singulier. Ce potentiel est dé�ni par

V CS(�!s ) = � �
R

s0
js1j

� 1
2

p2 � 1
4

s21
; (4.69)

ou encore

V CS(') = � �
R
cot j'j � 1

2

p2 � 1
4

R2 sin2 '
; (4.70)

� est la constante de couplage et p est un paramètre réel.

En suivant le même procédé de calcul utilisé dans le paragraphe précédent, nous parvenons

à la construction des intégrales de chemin dans l�espace des phases pour ce système suivant la

prescription de l�ordre de Weyl

KCS (b; T ; a; 0) =
1p
R

Z �
dp'd'

2�

�
exp

8<:i
1Z
0

dt

�
p' _'�

1

2R2
p2'+

+
1

2R2

 
2�R cot j�'j+

p2 � 1
4

sin2 �'

!#)
; (4.71)

où a = '0; b = 'N et ' 2 [��; �] :

Notre objectif est de ramener le système de Coulomb singulier à un système familier notam-

ment celui correspondant au potentiel de Pöschl-Teller. Pour atteindre ce but, nous limitons,

en premier lieu, notre étude à la région ' 2 [0; �] et e¤ectuons, en deuxième lieu, les transfor-

mations suivantes :

- une transformation spatiale ' �! � (� 2
�
0; �2

�
) dé�nie par

ei' = cos �; (4.72)

cette transformation est possible si nous prolongeons la variable ' au domaine complexe :

Re' = 0; 0 � Im' <1 (voir Appendice ; Figure 2).

- nous rendons également la constante de couplage � complexe en mettant k = i� de
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telle sorte que

� cot' = k
�
1� 2(sin2 �)�1

�
: (4.73)

Suite à ce prolongement, la partie cinétique ainsi que la mesure se transforment, en utilisant

la relation sin2 ' = � sin4 �
4 cos2 �

; comme suit :

1

2R2
p2' = � 1

2R2
cos2 �

sin2 �
p2�: (4.74)

dp'd' = dp�d�: (4.75)

En insérant ces changements dans l�équation (4:71), nous obtenons la nouvelle expression

du propagateur exprimée en fonction de la variable � et paramètre k

KCS (b; T ; a; 0) =
1p
R

Z �
dp�d�

2�

�
exp

�
i

Z T

0
dt

�
p� _� +

1

2R2
p2�
cos2 �

sin2 �
+

+
k

R
� 2k

R sin2 �
� 4 cos

2 �

2R2

 
p2 � 1

4

sin4 �

!#)
: (4.76)

Pour écrire le terme cinétique sous la forme standard, e¤ectuons, en deuxième lieu, la trans-

formation temporelle (t! s) suivante [18]

dt

ds
= � sin

2 �

cos2 �
: (4.77)

Finalement, le propagateur associé au potentiel de Coulomb singulier devient

KCS (b; S; a; 0) =
1p
R

Z �
dp�d�

2�

�
exp

�
i
2Rk

2R2
S

�
exp

8<:i
SZ
0

ds

�
p� _� �

1

2R2
p2��

� 1

2R2

 
�2Rk
cos2 �

+
�4(p2 � 1

4)

sin2 �

!#)
; (4.78)

avec

" = 2Rk +
1

4
; k20 = �2Rk +

1

4
et k21 = �4

��
p2 � 1

4

�
� 1
4

�
: (4.79)
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La représentation discrète du propagateur peut se mettre sous la forme

KCS (b; S; a; 0) =
1p
R

lim
N�!1

Z N�1Y
n=0

dpn

N�1Y
n=1

d�n(2�)
�N exp

"
i
"� 1

4

2R2
S

#
�

� exp
(
i
N�1X
n=0

"
pn(�n+1 � �n)�

1

2R2
p2n�s + 2

 
k20 � 1

4

cos2 �n
�

k21 � 1
4

sin2 �n

!
�s

#)
:

(4.80)

D�après l�équation (4:78) et suite aux transformations utilisées, nous voyons que l�intégrale

de chemin à une dimension pour le problème de Coulomb singulier (avec la restriction 0 <

p2 � 1
2) coïncide avec l�intégrale de chemin à une dimension pour le problème de l�oscillateur

singulier et se ramènent à celle du système bien connu de Pöschl-Teller. Par conséquent elles

admettent les mêmes solutions :

- Le remplacement des paramètres k0 et k1 par ceux relatifs au problème de Coulomb

singulier donne naissance à des énergies exprimées dans le domaine complexe par

En(R) =
1

2R2

h
[2n+ 1 + k0 + k1]

2 � 2i�R
i
: (4.81)

- Le problème de Coulomb singulier admet les mêmes fonctions d�onde que le problème

de l�oscillateur singulier. Elles sont données par

	CSn;R;�(') = Cn(R;�)	
OS
n;R('); (4.82)

où Cn(R;�) est une constante de normalisation.

Il est évident que les valeurs de l�énergie sont exprimées dans le domaine complexe et par

conséquent ce résultat n�est pas acceptable physiquement. Néanmoins, nous pouvons obtenir

des résultats intéressants si nous considérons les cas importants suivants :

4.6.1 Cas particuliers :

Premier cas : lorsque p2 = 1
4 ! k21 = 1

la transformation-dualité établit la connection entre le problème de Coulomb pure et celui
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de l�oscillateur singulier avec k21 = 1: Alors en comparons les équations

" = 2Rk +
1

4
; k20 = �2Rk +

1

4
; k21 = �4

��
p2 � 1

4

�
� 1
4

�
"� k20 = 4Rk; (4.83)

et

" = (2n+ 1 + k0 + k1)
2 ; (4.84)

et en écrivant cette dernière sous la forme

"� k20 = (2n+ 1 + k1)
2 + (2n+ 1 + k1) (2k0) ; (4.85)

comme les deux systèmes admettent les mêmes solutions, nous pouvons écrire l�égalité sui-

vante

(2n+ 1 + k1)
2 + (2n+ 1 + k1) (2k0) = 4Rk: (4.86)

Ceci nous permet d�écrire

k0 = � (n+ 1) + i
�R

n+ 1
; (4.87)

et �nalement nous obtenons le spectre d�énergie

En (R) =
(n+ 1)2

2R2
� �2

2 (n+ 1)2
; n = 0; 1; 2; ::: (4.88)

Deuxième cas : l�orsque k21 =
1
4 ! p2 + 1

4 =
3
16

la transformation-dualité établit la connection entre le système de Coulomb singulier et le

système de l�oscillateur pure.

Par analogie

69



�
2n+

3

2

�2
+

�
2n+

3

2

�
(2k0) = 4Rk

) k0 = �
�
n+

3

4

�
+

i�R

n+ 3
4

; (4.89)

il est facile d�arriver au spectre d�énergie suivant

En (R) =

�
n+ 3

4

�2
2R2

� �2

2
�
n+ 3

4

�2 ; n = 0; 1; 2; ::: (4.90)

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons réussi à calculer explicitement et exactement le propagateur

pour le problème de l�oscillateur singulier sur un cercle en utilisant la technique de la fonction-

nelle delta de Dirac. Par ailleurs, au moyen d�une transformation spatiale, nous avons pu établir

un lien entre le problème de l�oscillateur singulier et celui de Coulomb singulier sur un cercle.

Dans les deux cas, le propagateur a été transformé à celui associé au potentiel de Pöschl-Teller.

Grâce à ce lien, nous avons déduit les solutions du problème de Coulomb singulier à partir

de celles du problème de l�oscillateur singulier. Les spectres d�énergie obtenus sont conformes à

ceux existants dans la littérature.
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Chapitre 5

Conclusion

Dans ce travail, nous avons utilisé le formalisme de l�intégrale de chemin dans les espaces

de con�guration et de phases pour résoudre, avec une démarche claire et simple, quelques

problèmes de la mécanique quantique non relativiste. Aussi, nous avons utilisé la procédure de

développement autour du mid-point et du post-point. Toutes les fois que cela est possible, les

résultats obtenus sont comparés à ceux calculés dans le cadre de la mécanique classique et de

la mécanique quantique standard.

Nous avons étudié, dans le deuxième chapitre, le mouvement d�une particule libre mais as-

treinte à se déplacer sur la surface d�un cône au moyen d�une contrainte représentant l�équation

du cône. Grâce à des transformations successivement spatiale et temporelle appropriées, les va-

riables ont été séparées, le spectre continu de l�énergie et les fonctions d�onde ont été exactement

déduits.

Dans le troisième chapitre, nous avons reconsidéré le problème traité précédemment. Cette

même particule subie maintenant l�action d�un oscillateur quadratique inverse. Comme le po-

tentiel présente une singularité à l�origine, il a paru nécessaire de rejeter cette singularité à

l�in�ni par l�utilisation d�une transformation spatiale suivie d�une transformation temporelle.

La fonction de Green de ce système est ramenée à celle associée à un potentiel de type Morse

dont la solution est connue depuis longtemps. Le spectre discret de l�énergie et les fonctions

d�onde des états liés ont été convenablement obtenus.

Le quatrième chapitre concerne l�étude, par l�approche de l�intégrale de chemin dans l�espace

des phases, de deux problèmes sur un cercle en l�occurrence le problème de l�oscillateur singulier
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et le problème de Coulomb singulier. La technique utilisée est basée essentiellement sur la

fonctionnelle delta de Dirac et le formalisme Hamiltonien. L�expression du propagateur de

l�oscillateur singulier a été développée avec un maximum de détails et de clarté. Le spectre

discret de l�énergie est exact et concorde parfaitement avec celui de la littérature par contre les

fonctions d�onde n�ont pas été convenablement déduites. Grâce à une transformation-dualité,

nous avons établi une relation entre le système de Coulomb singulier et celui de l�oscillateur

singulier. Ce lien est à l�origine de la similitude de la forme des deux propagateurs. Pour les deux

problèmes, le propagateur a été ramené à celui du problème bien connu de Pöschl-Teller abordé

auparavant dans le cadre de la formulation de Schrödinger et celle de l�intégrale de chemin dans

l�espace de con�gurations. Autrement dit, la transformation -dualité nous a permis de déduire

de manière fructueuse et élégante les solutions du problème de Coulomb singulier à partir de

celles du problème de l�oscillateur singulier.
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ANNEXE 



 

 

 

 

 

 

Fig. 1: Exemples de trajectoires qui interviennent dans la somme sur les chemins. 



 

 

 

 

Fig. 2 : Domaine G = {0 ≤  Reφ ≤  π;  0 ≤  Imφ < ∞} dans le plan complexe de φ. 
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Abstract 

 

     The purpose of this work is the study of some non-relativistic quantum mechanics systems 

in the context of Feynman path integral approach by using the coordinate time 

transformations technique and mathematical tools necessary to solve them as simple as 

possible. Whenever possible, the wave functions and the corresponding spectra are compared 

with those obtained in the framework of classical and quantum mechanics. 

The second chapter is devoted to the study of the motion of a free particle but constrained to 

move on the conical surface by means of a constraint which represent the equation of the 

cone. We have adopted  the  mid-point principle and with suitable coordinate and time  

transformations, variables were separated, the spectrum and wave functions of bound states 

have been accurately deduced. 

In the third chapter we have reconsidered the problem discussed above. This same particle is 

subjected to the action of an inverse quadratic oscillator. As the potential has a singularity at 

the origin, it seemed necessary to reject it at infinity by using a spatial transformation 

followed by a temporal one. Green's function of this problem is reduced to that associated to 

the Morse potential whose solution has long been known. The discrete spectrum and wave 

functions of bound states were obtained. 

The fourth chapter deals with the study, in the phase space path integral approach, of two 

problems on a circle which are the singular oscillator and the singular Coulomb problems. 

The technique used is based mainly on the delta functional and on the Hamiltonian formalism. 

The expression of the propagator of the singular oscillator has been developed with maximum 

detail and clarity. The discrete spectrum of the energy is exact and fully consistent with the 

literature. Through a duality transformation, we have established a relation-ship between the 

singular oscillator and the singular Coulomb systems. This link is at the origin of the 

similarity of the two propagators expressions form. For both problems, the propagator has 

been reduced to that of the well-known Pöschl-Teller problem discussed earlier in the context 

of the Schrödinger formulation and in the configuration space path integral. In other words, 

the duality transformation has allowed us and without making calculations to deduce the 

solutions of the singular Coulomb problem from those of singular oscillator one. 

 

Keywords:  Path Integrals, propagator, Green’s function, Spatial and Temporal 

transformations, Delta Functional, energy spectrum, wave functions, bound states. 

 

 



Résumé 

    L'objet de ce travail est l’étude de quelques potentiels de la mécanique quantique non 

relativiste par l'approche des intégrales de chemins en se servant de la technique des 

transformations spatio-temporelles ainsi que des outils mathématiques indispensables pour les 

résoudre le plus simplement possible. Toutes les fois que cela est possible, les fonctions 

d'onde et les spectres correspondant sont comparés à ceux obtenus dans le cadre de la 

mécanique classique et de la mécanique quantique standard. 

    Le deuxième chapitre est consacré à l'étude du mouvement d'une particule libre mais 

astreinte à se déplacer sur la surface d'un cône au moyen d'une contrainte représentant 

l'équation de ce dernier. Nous avons adopté le principe du mid-point et grâce à une 

transformation spatiale adapté et une transformation temporelle convenablement choisie, les 

variables ont été séparées, le spectre et les fonctions d'onde des états liés ont été exactement 

déduits. 

    Dans le troisième chapitre nous avons reconsidéré le problème traité précédemment. Cette 

même particule subie maintenant l'action d'un oscillateur quadratique inverse. Comme le 

potentiel présente une singularité à l'origine, il a paru nécessaire de la rejeter à l'infini par 

l'utilisation d'une transformation spatiale suivie d'une transformation temporelle. La fonction 

de Green relative à ce problème est ramenée  à celle associée au potentiel de Morse dont la 

solution est connue depuis longtemps. Le spectre discret de l’énergie et les fonctions d'onde 

des états liés ont été obtenus. 

    Le quatrième  chapitre concerne l'étude, par l'approche de l'intégrale de chemin dans 

l'espace des phases, de deux problèmes sur un cercle en l'occurrence le problème de 

l'oscillateur singulier et le problème de Coulomb singulier. La technique utilisée est basée 

essentiellement sur la fonctionnelle delta de Dirac et le formalisme Hamiltonien. L'expression 

du propagateur de l'oscillateur singulier a été développée avec un maximum de détails et de 

clarté. Le spectre discret de l'énergie est exact et concorde parfaitement avec celui de la 

littérature. Au moyen d’une transformation-dualité, nous avons établi une relation entre le 

système de Coulomb singulier et celui de l'oscillateur singulier. Ce lien est à l'origine de la 

similitude de la forme des deux propagateurs. Pour les deux problèmes, le propagateur a été 

ramené à celui du problème bien connu de Pöschl-Teller abordé auparavant dans le cadre de 

la formulation de Schrödinger et celle de l'intégrale de chemin dans l'espace de 

configurations. Autrement dit, la transformation -dualité nous a permis de déduire de manière 

fructueuse et élégante les solutions  du problème de Coulomb singulier à partir de celles du 

problème de l'oscillateur singulier.  

 

Mots clés : Intégrales de Chemin, Propagateur, Fonction de Green, Transformation 

Spatiale et Temporelle, Fonctionnelle delta de Dirac, Spectre d’énergie, Fonctions d’onde, 

Etats liés. 


	page de garde
	Remerciement
	Dédicace
	Mémoire
	ANNEXE
	Fig 1
	Fig 2
	arabe ملخص
	Abstract
	résumé

