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Introduction

Durant le dernier siècle, la physique fondamentale a vécu deux révolutions qui ont changé

les concepts et la vision de la mécanique classique Newtonienne décrivant les lois de la na-

ture(principes : loi fondamental de la dynamique, inertie, action et réaction) se sont la relati-

vité(restreinte et générale) inventée par Einstein et la mécanique quantique inventée et déve-

loppée par des imminents physiciens tels que Bohr, Heisenberg, Schrödinger, Pauli, Dirac, et

d�autres.

Parmi les principes les plus importants en mécanique quantique, Le principe d�incertitude

d�Heisenberg qui énonce que la position et la vitesse d�une particule ne peuvent pas être me-

surées en même temps avec une trés grande précision. En fait, ce principe est une conséquence

immédiate des relations de commutations canoniques entre les variables xi; pi avec i = 1; 3 qui

deviennent des observables dans l�espace d�Hilbert(xi x̂i et pi p̂i )et forment une algèbre

non-commutative [x̂i; p̂i] = i~ {|.

Le mélange de la mécanique quantique et la relativité restreinte a induit la mécanique quan-

tique relativiste ou la notion de l�anti-matière a pris naissance. Le développement de la théorie

des champs et le formalisme de la deuxième quanti�cation ainsi que la renormalisation et la

théorie des groupes(groupes de Lie) ont contribué à la construction des théories de jauge qui ont

réussi à expliqué les trois forces connues : électromagnétique, faible et forte avec des prédictions

plus au moins compatibles avec l�expérience(sauf peut être le problème de la particule Higgs).

Malgré ce succès apparent et même leur uni�cation, il reste beaucoup de choses inexplicables.

En e¤et, l�uni�cation des interactions électromagnétiques et faibles achevée par les physiciens

Glashow, Weinberg et Abdussalam ne peut pas expliquer :
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- Le problème d�existence du boson de Higgs.

- L�origine des masses des particules.

- Les trois générations des particules(pour quoi trois générations ?).

- La violation de CP.

- Baryogenèses.

et d�autres problèmes.

Pour y remédier ou comprendre ces problèmes, les physiciens ont emprunter plusieurs voies

au delà du modèle standard notamment :

- Le modèle technicouleur.

- Extra dimensions, théorie des cordes et supercordes, M-theory.

- La supersymétrie et supergravité.

- Espace et géométrie non-commutative.

Mais le problème le plus important est l�uni�cation de la gravitation avec les trois autres

forces. Jusqu�à présent on a pas pu formulé une théorie quantique microscopique prédictive de

la gravitation et par conséquent le programme de l�uni�cation reste incomplet. Peut être la

solution vient du fait qu�à l�échelle microscopique notre espace-temps est non-commutatif ou

les coordonnées de la position x̂ anti-commutent, par exemple ; ils véri�ent des relations de

commutations du type :

[x̂ ; x̂ ] = = = 0; 3 (1)

La géométrie de notre espace pose en général des problèmes en physique car il n�existe pas

une description unique. Dans l�esprit de la relativité générale, l�espace et le temps forment un

objet quadridimensionnel dont la courbure est donnée par la distribution de masse. Quand un

objet massif se déplace, la courbure change ; la géométrie est un objet dynamique. Au contraire

la mécanique quantique, et plus généralement la théorie quantique des champs, suppose la don-

née a priori d�un espace dans lequel évoluent des champs. Pour avoir une image, la théorie des

champs prend l�espace pour scène, alors qu�en relativité la scène elle-même participe à l�action.

La contradiction est d�autant plus �agrante que chacune de ces théories est valide et véri�ée

avec précision dans son domaine d�application : la gravitation pour la relativité ; les interac-

tions électromagnétiques, faibles et fortes pour la théorie quantique des champs et théories de
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jauge. Cette double approche de la géométrie n�est pas forcément scandaleuse. Rien n�interdit à

deux descriptions de cohabiter, tant que la cohabitation est harmonieuse. Mais les phénomènes

qui relèvent à la fois de la mécanique quantique et de la gravitation, comme le tout début de

l�univers dans la théorie du big-bang, ou l�e¤ondrement gravitationel d�une étoile passée une

certaine échelle, brisent cette harmonie. L�hypothèse répandue au jour d�aujourd�hui est, qu�à

tout petite échelle, aucune des descriptions géométriques classiques n�est valable. La structure

géométrique intime de l�espace-temps n�est pas connue. Et la mécanique quantique suggère que

l�hypothèse du continu n�est pas justi�ée. On estime que cette structure intime devrait être vi-

sible à des échelles de l�ordre de l�échelle de Planck . La géométrie non-commutative, en étendant

les concepts géométriques usuels de manière compatible à la fois avec la relativité générale et

avec la mécanique quantique, propose des outils mathématiques pour appréhender la géométrie

à cette échelle. Actuellement, aucune théorie ne décrit l�univers à cet ordre de précision. Parmi

les candidats au titre de la théorie de la gravitation quantique, aucun n�a jusqu�à présent franchi

avec succès le cap de la véri�cation expérimentale. Une approche naturelle consiste à quanti�er

le champ gravitationel comme les autres champs, mais la théorie obtenue est non renormali-

sable, c�est à dire sans intéret physique et ou les divergences obtenus sont non controlables et

ne peuvent pas être régularisés. Néamoins cette optique, amener la relativité à la théorie des

champs, reste valable et a suscité des travaux considérables qui, dans les ra¢nements les plus ré-

cents, aboutissent à la théorie des cordes et la supersymétrie. L�uni�cation est obtenue mais aux

prix d�hypothèses physiques fortes : l�espace-temps est à dimensions supérieures à quatres(26,

10) et (à cause de la supersymétrie,il existe deux fois plus de particules que celles connues

jusqu�à présent (à chaque particule connue correspond un partenaire supersymétrique). Pour

l�instant, aucune de ces hypothèses n�a été véri�ée. Cette approche de l�uni�cation considère

comme secondaire la nature proprement géométrique de la relativité générale. Pour d�autres au

contraire le caractère dynamique de la géométrie constitue l�apport essentiel de la relativité gé-

nérale et toute la question est, précisément, d�adapter cette dynamique géométrique au contexte

quantique. En clair, il s�agit d�a¤ranchir la théorie quantique des champs d�un espace donné a

priori. On parle de la théorie des champs �background independant�, telle la �loop quantum

gravity�. Malheureusement cette théorie pour l�instant ne propose pas de tests expérimentaux

. La foi en �l�uni�cation par la géométrie� se heurte à notre mauvaise compréhension de la
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théorie des champs. En e¤et, autant la relativité générale a une interprétation géométrique

simple, autant ce que dit la mécanique quantique de la géométrie nécessite des éclaircissements.

Comment dé�nir un point de l�espace en mécanique quantique ? Ou plus exactement comment

donner une signi�cation physique à la notion de point ? Une manière simple consiste à appeler

point l�endroit occupé par une particule à un instant donné. Mais à supposer que l�on connaisse

avec précision un point, les relations d�incertitude de Heisenberg indiquent que l�on ne peut

connaître avec précision la position de la particule à un autre instant. Autrement dit, si une

particule permet de dé�nir un point, elle ne permet pas d�en dé�nir un autre. Bien sur, on peut

considérer plusieurs particules au même instant dont on connait les positions avec précision, et

on dé�nit ainsi plusieurs points. Mais pour savoir comment ces points s�arrangent les uns par

rapport aux autres, pour faire la géométrie, il faut pouvoir mesurer des distances. Pour ce faire,

il faut qu�un même objet, par exemple l�une des particules, occupe à un instant donné le point

A, et à un autre instant le point B. Connaissant sa vitesse, on mesure son temps de vol et l�on

en déduit la distance. Mais plus on saura avec précision que la particule occupe le point A à

l�instant t, moins on pourra être sur qu�elle occupe le point B à l�instant suivant. La mécanique

quantique suggère de raisonner sur des valeurs moyennes. Le point est alors dé�ni comme la

valeur moyenne à un instant donné de l�observable position appliquée sur l�état représentant la

particule. On opère ainsi un changement de point de vue important : le point n�est plus dé�ni

en tant qu�objet abstrait de la géométrie, c�est un objet algébrique, la valeur moyenne d�un

opérateur sur un état. Or les mathématiciens savent traduire en langage algébrique les proprié-

tés géométriques d�un espace. Plus précisément, les propriétés géométriques(essentiellement la

topologie, la mesure et la métrique) d�un espace ont une traduction algébrique dans l�ensemble

des fonctions, à valeur complexe, dé�nies sur cet espace.

La géométrie non-commutative est une adaptation du dictionnaire qui permet de passer

�d�algèbre commutative� à �espace� en remplacant, partout ou il y a lieu, le mot commutatif par

non-commutatif. Evidemment les choses ne sont pas si simples. Abandonner la commutativité

implique de profonds changements dans les dé�nitions du dictionnaire, et requiert même la

création de notions nouvelles. L�investissement mathématique est lourd mais le jeu en vaut la

chandelle car on peut alors accéder à de nouveaux types �d�espaces non-commutatifs� ou des

phénomènes physiques trouvent une interprétation géométrique qu�ils n�avaient pas jusque là.
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Par exemple le champ de Higgs apparait comme le coe¢cient d�une métrique dans une dimension

supplémentaire, discrète, qui rend compte des degrés de liberté internes(spin ou isospin) d�une

particule.

Dans ce mémoire on considère le modèle standard électrofaible minimal [1] [35] construit sur

un espace-temps non-commutatif. On présentera les transformations de jauge non-commutative

des di¤érents champs dynamiques ainsi que leurs Seiberg-Witten maps. Les di¤érents sec-

teurs du lagrangian résultants avec de nouvelles interactions ont été également discutés et

les diagrames de Feynmann correspondants ont été obtenus. Comme application du modèle

standard non-commutatif minimal, on a calculé des amplitudes de transition et sections éf-

�caces de quelques processus physiques qui peuvent être importants pour le test de la non-

commutativité de l�espace-temps au delà du modèle standard et constitue un signal d�une

nouvelle physique dans le prochain collisionneur des particules LHC(Large Hadronic Collider)

[2]; [7]; [8]; [13]; [15]; [16] et [21] et donner une explication plus au moins convaincantes des pro-

blèmes et phénomènes ou le modèle standard a échoué.
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Chapitre 1

Le Modèle Standard de

Glashow-Weinberg et Salam

(GWS) :

La description commune des interaction électromagnétiques et faibles par une seule théorie

est certainement un des plus grands succés des sciences physiques dans ce siècle. Le modèle

proposé par Glashow, Salam et Weinberg dans les années soixantes a été testé durant les

40 derniéres années. La découverte des courants faibles neutres et la production des bosons

vectoriels intermédiaires(W et Z0), avec les propriétés attendus ont augmentés notre con�ance

dans ce modèle. Jusqu�à présent, il n�y a aucune expérience qui contredit les prédictions du

modèle standard. La déscription de l�interaction électrofaible est implémentée par une théorie

de jauge se basant sur le groupe SU(2)L U(1)Y , qui est spontanement brisé via le mécanisme

de Higgs. Les champs de matière leptons et quarks sont organisés en familles, avec des fermions

left-handed appartenant à des isodoublets faibles cependant les composantes right-handed se

transforment comme des isosingulets faibles. Les bosons vectoriels W ;Z0 et , qui véhiculent les

interactions sont introduits via le couplage minimal avec les champs de matière. L�ingrédient

essentiel du modèle est le potentiel scalaire qui a été ajouté au Lagrangien pour générer les

masses des bosons vectoriels et les fermions d�une manière invariante de jauge à travers le

mécanisme de Higgs. Le champ scalaire restant fait parti du spectre physique. C�est la seule
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particule du modèle standard qui qui attend la con�rmation expérimentale.

Le modèle standard développé par les trois physiciens Glashow, Weinberg et Abdusalam

est un modèle d�uni�cation des forces électromagnétiques et faibles. La théorie qui décrit les

particules et leurs interactions, c�est une théorie des champs quantiques renormalisable ou les

in�nis et divergences qui viennent du calcul perturbatif et corrections radiatives d�ordre super-

ieur sont régularisés et absorbés dand les di¤érents observables de la théorie(masse, couplage

etc..), libre des anomalies et se base sur l�invariance par rapport aux transformations de jauge

locale du groupe de Lie SU (2) U (1) :

Sachant que les interactions faibles sont à courte portée, les médiateurs ou les bosons de

jauge de cette interaction doivent avoir une masse ce qui contredit le théorème de Goldstone

qui énnonce que si une théorie est invariante par rapport à une symmétrie continue, les média-

teurs de l�interaction qui se base sur cette symétrie doivent avoir des masses nulles. En d�autres

termes l�interaction en question est de portée in�nie. Pour résoudre ce problème, on a deux

solutions ; soit qu�on ajoute un terme de masse de ces bosons de jauge à la main et dans ce cas

la théorie devienne non renormalisable et on ne peut pas controler les divergences générées par

le calcul d�ordre supérieur. Une deuxième solution qui préserve la renormalisibilité de la théo-

rie(démontrée par t�Hooft) est de briser la symmétrie spontanement et d�utiliser le mécanisme

de Higgs.

1.1 Le groupe de jauge SU (2) U(1) :

Le groupe (produit tensoriel) de Lie SU(2) U(1) est la base du modèle standard de GWS,

c�est un groupe de Lie d�ordre r = 3 + 1 et de rang l = 2 + 1. Donc, il y a trois générateurs

pour SU(2) et un générateur pour U(1).

Les leptons et les quarks (champs de matière) se répartissent selon la représentation fonda-

mentale et les bosons de jauge(champs de forces) selon la représentation adjointe.
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1.2 Brisure spontanée de la symétrie et le mécanisme de Higgs :

1.2.1 Le groupe U(1) (abélien) :

Soit le Lagrangien qui décrit le champ de matière complexe ' en interaction avec le champ

de force A :

= Y M + (D ') (D ') V (';' ) (1.1)

où le terme de Yang-Mills Y M est donné par :

1

4
F F = Y M (1.2)

avec le tenseur F et la dérivée covariante D dé�nis telles que :

F = @ A @ A (1.3)

D ' = @ '+ igA ' (1.4)

Ici g represente le couplage et le potentiel V (';' ) a comme expression :

V (';' ) = 2' '+
4
(' ')2; 0 et arbitraire (1.5)

Il est à noter que le Lagrangien est invariant sous les transformations in�nitésimales de

jauge globales suivantes :

= ig"'

= ig"' (1.6)

où " = "(x) est un paramètre réel(constant). En réalité, ce qui est important en physique se

sont les transformations de jauge locales. D�ailleurs la forme du Lagrangien avec la dérivée

covariante et le terme de Yang-Mills a été imposée en exigeant l�invariance locale où le paramètre
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de transformation " depend de l�espace-temps " = "(x). C�est le principe qui nous permet

d�introduire l�interaction d�une manière dynamique. Ces transformations sont :

= ig"(x)'

= ig"(x)'

=
1

g
@ "(x) (1.7)

Dé�nissons maintenant ce qu�on appelle l�état du vide '0 =< ' >0. Il est obtenu en mini-

misant le potential par rapport au champ '(x) :

@V (';' )

@' '0

=
@V (';' )

@' '0

= 0 (1.8)

On remarque qu�il y a deux cas, selon le signe de 2 :

i)Pour 2 > 0 :

@V (';' )
@' = 2' + 2 (' ')' = 0

@V (';' )
@' = 2'+ 2 ('' )' = 0

= ' = ' = 0 (1.9)

Donc l�état du vide est :

'0 =< ' >0= '0 =< ' >0= 0 (1.10)

Dans ce cas l�état du vide à une symétrie exacte(pas de brisure de la symétrie), et il est

invariant sous la transformation de jauge locale :

0 = ig"(x)'0 = 0

0 = +ig"(x)'0 = 0 (1.11)

ii)pour 2 < 0 :

on obtient :
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@V (';' )

@'
= 0 = ( 2 +

2
' ')' = 0 =

' = 0

' ' = ' 2 = 2 2
(1.12)

@V (';' )

@'
= 0 = ( 2 +

2
' ')' = 0 =

' = 0

' ' = ' 2 = 2 2
(1.13)

Si on pose :

' = '1 + i'2; '1 et '2 R (1.14)

On déduit de l�équation (1:12) :

'21 + '
2
2 =

2 2

(1.15)

Remarquez que l�équation(1:15) représente l�équation d�un cercle de rayon :

R =
2 2

(1.16)

C�est à dire il y a une dégénérescence de l�état du vide, et la symétrie est brisée spontané-

ment. En e¤et :

(x) = 1(x) + 2(x) (1.17)

avec :

1(x) = g"(x)'2(x)

2(x) = g"(x)'1(x)
(1.18)

et d�après l�équation(1:13), on a :

('01)
2 + ('02)

2 =
2 2

(1.19)

Donc :
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si '01 = 0 = '02 = 0

si '02 = 0 = '01 = 0
=

0
1 = g"(x)'02;

0
1 = 0 mais g"(x)'

0
2 = 0

0
2 = g"(x)'01;

0
2 = 0 mais g"(x)'

0
1 = 0

(1.20)

et l�état du vide dans ce cas n�est pas invariant sous les transformations de jauge locales. Par

conséquent, la symétrie du système(Lagrangien) n�est pas la symétrie du vide.

Brisure spontanée de la symétrie(SSB) :

On fait un choix de l�état du vide(on brise la symétrie spontanement) :

'01 = 0 et '
0
2 =

2 2

(1.21)

En générant une petite �uctuation ' autour de l�état du vide '0, on peut écrire :

' = '0 + ' (1.22)

où :

' = '1 + i'2 (1.23)

Le Lagrangien bosonique est réécrit sous la forme :

=
1

4
F F + @ '1@ '1 + @ '2@ '2 + g

2A A '21 + g
2A A '22

+g2A A '20 2g'0A @ '2 + 2g@ '1A '2 2g@ '2A '1

+2g2A A '0'1 '21(
2 +

3

2
2
0) '22(

2 +
2
'20) 4

('40 + '
4
1 + '

4
2)

2(
2
'0'

3
1 + 2

'30'1 +
2'0'1) 2

'21'
2
2 0'1'

2
2

2'20 (1.24)

On remarque que ce Lagrangien contient un terme non physique 2g'0A @ '2, et par

conséqent, il n�est pas diagonalisé et le champ '2 décrit une particule scalaire réelle sans masse

ou particule de Goldstone. En outre, le nombre de degrées de liberté n�est pas conservé avant
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et aprés la brisure de la symétrie.

Mécanisme de Higgs :

Le mécanisme de Higgs est une méthode utilisée pour éliminer les particules de Goldstone,

diagonaliser le Lagrangien( le rendre physique) et rétablir la conservation des degrés de liberté.

En redé�nissant les champs de jaugeA (x) en faisant la transformation suivante :

A (x) A (x) = B (x) = A (x) + (x) (1.25)

avec :

=
2gm

(1.26)

(m2 = 2) et travaillant dans la jauge ou :

@ (x) = 0 (1.27)

Donc le champs scalaire se transforme comme :

'(x) = e'0 ('0 + '1 + i'2) (1.28)

En posant :

(x) = '1 + i'2 (1.29)

Le tenseur électromagnétique reste invariant :

F = @ A @ A = F (1.30)

et la dérivée covariante devient :

D ' = (@ (x) igB (x))e
(x)
'0

(D ') = (@ (x) + igB (x))e
(x)

'0 (1.31)
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Donc :

(D ')(D ') = @ (x)@ (x) + g2B B ('0 + (x))2 (1.32)

et :

('' )2 = '40 +
4(x) + 4'30 (x) + 6'

2
0
2(x) + 4'0

3(x) (1.33)

et par conséquent le potentiel V (';' ) prend la forme :

V (';' ) =
'20

2

4
2 2(x) +

4
'0

3(x) +
16

4(x) (1.34)

Après l�application du mécanisme de Higgs, le Lagrangien du secteur bosonic est donné

par :

= @ (x)@ (x) + 2 2(x)
1

4
F F + g2'20B B

'20
2

4

+g2B B 2(x) + 2g2B B '0 (x) 4
'0

4(x)
16

4(x) (1.35)

Donc, on obtient un champ scalaire (x) avec masse non nulle associé à une particule appelée

particule de Higgs et le boson de jauge B (x) qui a acquiert une masse g'0
2
:

1.2.2 Le groupe non abélien SU(2) :

Soit la densité Lagrangienne :

=
1

4
F k F + (@ '+a

i

2
g'+b( k)abA

k)(@ 'a +
i

2
g( k)ab'

bAk)

2('+a'a)
4
('+a'a)2 (1.36)

où ' = '1
'2

représente le doublet des particules scalaires complexes sous l�action du potentiel :

V (';'+) = 2('+a'a) +
4
('+a'a)2 (1.37)
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et le tenseur antisymétrique F k tel que :

F k = @ Ak @ Ak + gfklmA
l Am; k = 1; 3 (1.38)

fklm sont les constantes de structure et g le couplage(Ak sont les champs de Yang-Mills).

Dans ce cas la dérivée covariante des champs scalaires est dé�nies par :

D 'a = @ 'a +
i

2
g( k)ab'

bAk

D '+a = @ '+a
i

2
g( k)ab'

+bAk (1.39)

avec les transformations de jauge locales qui laisse le Lagrangien invariant :

a =
i

2
g"k(x)( k)ab'

b

+a =
i

2
g"k(x)( k)ab'

+b (1.40)

"k(x) sont des paramètres réels(k = 1; r ou r est l�ordre du groupe de Lie SU(2)):

L�état du vide est dé�ni tel que :

@V

@'a
= 0 et

@V

@'+a
= 0 (1.41)

Comme dans le cas du groupe de Lie abélien U(1), si 2 > 0; on trouve que la symétrie du

système ou de la densité Lagrangienne est la même que l�état du vide(invariance exacte). Par

contre dans le cas 2 < 0; on a :

@V (')

@'a
= 0 = '+a = 0, où

2

a=1
'a 2 =

2 2

(1.42)

avec :

' =
'1

'2
(1.43)
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et :

'1 = '11 + i'
1
2 ; '

2 = '21 + i'
2
2 (1.44)

Notez que les composantes de l�état du vide constitue un cercle de rayon 2 2

c-à-d le

vide est dégénéré. Si on fait un chois de l�état du vide il n� y aura pas d�invariance par rap-

port aux transformations de jauge locales du groupe de Lie SU(2) et la symétrie sera brisée

spontanement(la symétrie du système n�est pas la symétrie du vide).

Brisure spontanée de la symétrie(SSB) :

Pour être plus explicit, dans le cas où 2 < 0, on peut choisir l�état du vide comme suit :

'a 0 =
2
m

0

1
; m2 = 2 (1.45)

Comme dans le cas du groupe U(1), on fait une perturbation a(x) autour de l�état du vide ;

donc :

'(x) = 'a 0 +
a(x) =

1

2
(
2

+ (x) k
k(x))

0

1

'+(x) =
1

2
(0 1) (

2
+ (x) + k

k(x)) (1.46)

En remplaçant dans le Lagrangien précédent on trouve :

=
1

4
(@ Ak @ Ak)2 +

1

2
g2 2AkA +

1

2
@ 2 2(x) +

1

2
@ k@ k +

1

2 2
kAk +

1

2 2
g2 2AkA +

2 2 kA ; k = 1; 3(1.47)

Notons qu�aprés cette brisure spontanée de la symétrie , le Lagrangien acquiert un terme

non physique de la forme 1
2 2

kAk , et l�apparition des bosons de Goldstone k(x) avec

une masse nulle ainsi qu�un champ scalaire réel (x) massif. Donc, on a des degrés de liberté

en plus et notre système n�est pas physique.
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Le mécanisme de Higgs :

En faisant la transformation :

Bk = Ak +
2

@ k (1.48)

et travaillons dans la jauge ou :

@ k = 0 (1.49)

On peut démontrer facilement que :

(D 'a)(D 'a)+ =
1

2
@ +

1

2
g2 2BkB +

1

2 2
g2BkB 2 +

2
g2 kB (1.50)

Et le potentiel prendra la forme :

V ('a; '+a) =
16

4(x) +
1

4
'20

2 +
1

4
'0

3(x) 2 2(x) (1.51)

Finalement, Le Lagrangien physique est = 0 + I . Avec :

0 =
1

4
(@ Bk @ Bk)2 +

1

2
@ (x)@ (x) 2 2(x) +

1

2
g2 2BkB (1.52)

et :

I =
1

2 2
g2BkB 2(x)

2
g2 kB (x) +

1

4
'20

2 1

4
'0

3(x)
16

4(x) (1.53)

Il est à noter que les particule de Goldstone sont disparues et l�apparaission du terme de

masse pour les bosons de jauge Bk. Donc, les trois états associés aux bosons de Goldstone se

sont transformés en trois composantes longitudinales des champs vectoriels qui sont devenus

massifs. La particule associée au champ scalaire (x) est la particule de Higgs.
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1.3 Le modèle standard SUI(2) UY (1) :

Le modèle standard des interactions électrofaibles(ou modèle de Weinberg-Salam et Gla-

show) est un modèle d�uni�cation des interactions électromagnétiques et faibles. Le plus sou-

vent, on introduit aussi les interactions fortes.

Les particules élémentaires constituantes du modèle standard sont au nombre de 16(si on

inclue pas les interactions fortes) :

~ 4 bosons de spin 1 qui sont les particules de force et qui représentent les bosons vectoriels

des di¤érentes interactions :

� Les W+ et W (les bosons vectoriels chargés) médiateurs des interactions faibles.

� Le Z0(boson scalaire neutre) médiateur des interactions faibles.

� Le photon médiateur des interactions électromagnétiques.

~ 12 fermions de spin 1=2 qui sont les particules de matière divisées en deux catégories :

� 6 quarks et leurs anti-quarks qui constituent les composantes des hadrons.

� 6 leptons et leurs anti-leptons.

Les leptons sont répartis dans des représentations fondamentales du groupe de Lie SU(2)

comme suit :

Des doublets : e

e ; ; et des singuliers : eR R R et ils sont divisés en trois

familles(générations).

Chaque doublet de ces particules possède une polarisation gauche (L) ou droite(R). Si on

dénote par :

L =
1

2
(1 + 5)

e

e
=

e

e L

= La

R =
1

2
(1 5)

e

e
=

e

e R

= eR = Ra (1.54)

Par ce que les expériences ont montré que les neutrinos avec une polarisation droite n�existe

pas.

Le Lagrangien du modèle standard invariant globalement par rapport au groupe de Lie

SUIW (2) UYW (1) a la forme :
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= @ ' a@ 'a + iRa @ Ra + iLa @ La hLa'aRa hR a'aLa

+m2' a'a
4
(' a'a)2 (1.55)

'(x) est un champ scalaire complexe de matière se transformant selon le groupe de Lie SUIW (2)

UYW (1):

Les transformations de jauge locales des champs '(x) sont :

SUIW (2) : a = igIW (
k)ab"k'

b

UY (1) : a = ig YW"k'
a (1.56)

où : IW = 1=2 est l�isospin faible et YW = 1 represente l�hypercharge faible.

Pour les champs de matière L et R; on a les transformations de jauge suivantes :

SUIW (2) :
a = igIW (

k)ab"
kLb; IW = 1=2 (1.57)

= 0 (1.58)

UY (1) :
a = +ig "4YWL

a; YW = 1 (1.59)

= ig "4YWR;YW = 2 (1.60)

Le Lagrangien invariant par rapport aux transformations de jauge globales du groupe de

Lie SUIW (2) UY (1) prend la forme :

= @ 'a@ '+a+i @ R+iLa @ La hLa'aR hR 'aLa+m2'+a'a
4
('+a'a)2 (1.61)
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Le Lagrangien invariant par rapport aux transformations de jauge locales est obtenu en

remplaçant @ par D , et ajouter le terme de Yang-Mills, on obtient �nalement :

=
1

4
F k F

1

4
F F + (@ 'a +

i

2
g( k)ab'

bAk + ig 'aA )(@ '+a

i

2
g'+b( k)abA ig '+aA ) + i (@ R 2ig RA ) + iLa (@ La

i

2
g( k)abL

bA ig LaA ) hLa'aR hR 'aLa +m2'+a'a
4
('+a'a)2

(1.62)

Remarquez que les bosons vectoriels A et Ak ont des masse nulles. Pour générer des masses

aux médiateurs des interactions faibles, on doit briser la symétrie SUIW (2).

On doit briser la symétrie de jauge spontanément et procéder selon le mécanisme de Higgs.

1.3.1 Brisure spontanée de la symétrie(SSB) :

En suivant la procédure de la section précédente et si on prend le choix du champ de matière

suivant :

'(x) =
2
m+

1

2
( (x) k

k)
0

1
(1.63)

et travaillons dans la jauge ou @ k = 0:, le Lagrangien total s�écrit comme :

= 0 + I : (1.64)

( 0 Lagrangien libre, I Lagrangien d�interaction) avec :
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0 =
1

4
(@ Ak @ A )(@ A @ A )

1

4
(@ A @ A )(@ A @ A )

+
1

2
@ (x)@ (x) m2 2(x) +

2m2

+
1

2
g2m2AkA +

1

2
g 2m2A A

+
1

2
@ k@ k

1
gm@ kA +

1
gg m2A3A + iL1 @ L1 + iL2 @ L2

+i @ R
2
mhL2R

2
mhR L2 (1.65)

( et h sont les constantes d�interaction des bosons scalaires). et :

I =
1

4
g"klm(A

l Am A A )(@ Ak @ Ak) +
1

4
g2Al AmA A

+
1

2
g2 kA +

1

2
g 2 A +

1

8
g2 2AkA +

1

2
g 2 2A A

+
1
gg 3A +

1

4
gg 2A3A + g RA ++

1

2
g L1 L1A 3

1

2
g L2 L2A 3 +

1

2
g L2 L1(A 1 iA 2) +

1

2
g L1 L2(A 1 + iA 2)

+
1

2
L2R

1

2
R L2

1

2
m 3

16
4 (1.66)

1.3.2 Mécanisme de Higgs :

Notons que à cause des termes non physiques tels que A3A , on est obligé de diagonaliser

le Lagrangien : En e¤et, faisons les transformations suivantes :

W = 1
2
(A1 iA2 )

Z = A3 cos w A sin w

B = A3 sin w +A cos w

(1.67)

west un angle de mixage appelé angle de Weinberg et dé�nit comme :
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cos w =
g

g2 + g 2

sin w =
g

g2 + g 2

Après un calcul direct, on obtient l�expression du Lagrangien = 0 + I : Avec :

0 =
1

2
(@ W @ W )(@ W @ W ) +

1
g2m2W W

1

4
(@ Z

@ Z )(@ Z @ Z ) +
1

2
m2(g2 + g 2)Z Z

1

4
(@ B @ B )2

+
1

2
@ (x)@ (x) m2 2(x) + ie @ e

2
hme e+ i

1 + 5

2
@ (1.68)

(e(x) et (x) representent les champs de l�électron et le neutrino respectivement) et :

1 =
i

g2 + g 2
g2W W (@ Z @ Z )

i

g2 + g 2
gg W W (@ B @ B )

+
ig2

g2 + g 2
(W @ W W @ W +W @ W W @ W )

+
igg

g2 + g 2
(W @ W W @ W +W @ W W @ W )B

1

2
g2W W W W

+
1

2
g2W W W W

1

g2 + g 2
g4W W Z Z +

1

g2 + g 2
g4W W Z Z

g2g 2

g2 + g 2
W W B B +

g2g 2

g2 + g 2
W W Z B +

g2g 2

g2 + g 2
W W Z B

+
g3g

g2 + g 2
W W Z B +

g2
W W +

m(g2 + g 2)

2
Z +

1

4
g2 2W W

+
g2 + g 2

8
2Z Z +

gg

g2 + g 2
e eB

1

2 2
g (1 + 5)eW

1

2 2
ge (1 + 5)

g2 + g 2

4
(1 + 5) +

g2 + g 2

4
e ( 5

+
g2 3g 2

g2 + g 2
)eZ 2he e

1

2
m 3 1

16
4 (1.69)
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Ce Lagrangien contient :

� Deux champs vectoriels W (x) avec une masse Mw =
2gm:

� Un champ vectoriel neutre Z (x) avec une masse MZ =
g2+g 2m:

� Un champ électromagnétique B (x) sans masse.

� Un champ scalaire réel (x) (Higgs) avec une masse MH = 2m:

� Un électron de masse me =
2hm:

� Un neutrino polarisé à gauche l(x) avec une masse nulle.

� Les termes d�interactions :

� E¤et électromagnétique associé aux électrons :

e
I = ee (x) e (x)B (x) (1.70)

on déduit donc :

e =
gg

g2 + g 2
= g cos w (1.71)

� Les courants faibles chargés :

W
I =

1

2 2
g (x) (1 + 5)e(x)W (x) + cc (1.72)

� En comparant avec la théorie de Fermi, on déduit que :

GF

2
=

g2

8M2
W

(1.73)

ou GF est constante de Fermi. Il est à noter que les masses des bosons de jauge W (x)

et Z (x) sont liées par la relation :

=
M2
W

M2
Z cos

2
W
= 1 (1.74)

En e¤et on peut écrire le Lagrangien du modèle standard sous la forme :

MS = jauge + fermions + Higgs + Y ukawa
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jauge =
1

4
tr(W W )

1

4
B B

1

4
tr(G G )

fermions = i
i=

L
i
LD

L
LL

i
L + i

i=

eiRD
L
Re

i
R + i

i=u;c;t

Q
i
LD

Q
LQ

i
L + i

i=u;c;t

uiRD
Q
Ru

i
L

+i
i=d;s;b

d
i
RD

Q
Rd

i
L

Higgs = (D
H DH V

Y ukawa =
i=

iL
i
L RiR hc+ les termes de quarks analogues
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Chapitre 2

Le Modèle Standard dans La

Géométrie Non-Commutative :

2.1 Intoduction :

L�idée des espaces non-commutatifs est trés ancienne même au début de la construction

du formalisme mathématique de la théorie quantique(première quanti�cation) et Théorie des

Champs quantique(deuxième quanti�cation) ou a été argumenté qu�on devrait introduire une

échelle fondamentalle qui détermine la précision sur les coordonnées d�espace. H. Snyder était le

premier à formuler mathématiquement ces idées . Il a introduit les coordonnées non-commutatifs

et par conséquent une incertitude sur les coordonnées d�espace se manifeste directement et d�une

manière naturelle. Le succès de control des divergences qui se manifestent dans le calcul radiatif

d�ordres supérieurs et les méthodes de régularisation ainsi que le programme de renormalisation

ont fait de telle sorte que les recherches sur l�utilisation de la noncommutativité de l�espace-

temps ont été presque oubliés. Cependant, quand le problème de non renormalisibilité et la

quanti�cation de la gravitation surgit, il est devenu presque indispensable qu�il faut peut être

changer les concepts habituels d�éspace-temps(commutativité, continuité, di¤érentiabilité etc..).

L�application de ces idées de la non commutativité de l�espace-temps aux théories des champs

et théories de jauge et l�équivalent au cas commutatif en utilisant le produit star et Seiberg-

Witten Maps, permet la construction des extensions du modèle standard et la découverte

d�autres interaction.
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2.2 La Géométrie Espace-Temps Non-commutative :

La géométrie espace-temps non-commutative est une géométrie ou les coordonnées de l�es-

pace et le temps ne commutent pas. Probablement, elle est une géométrie microscopique qui

se manifeste à trés haute énergies. Elle est en quelque sorte la généralisation de la géométrie

classique(macroscopique) qu�on connait(Euclidienne, Minkowskienne, Riemannienne etc..).

Cette géométrie base sur les relations non-commutatives et canoniques des coordonnées de

l�espace-temps x̂ et leurs moments conjugués p̂ ou :

[x̂ ; x̂ ] = 0 (2.1)

et avec :

[x̂ ; x̂ ] =

[x̂ ; p̂ ] = i~g

[p̂ ; p̂ ] = 0 (2.2)

Ici = est une matrice antisymétrique qui represente la non-commutativité de

l�espace-temps et a une dimension de [L]2 :

2.2.1 Formalisme Mathématique :

A travers ce travail de recherche, on utilise le plus souvent le produit (star) de Moyal.

Pour ulistrer quelques propriétés de ce produit, on considère deux champs génériques (fonctions

ordinaires) '1et '2 alors :

'(x̂)'(x̂) = '1(x) '2(x) =
n=0

1 1 n n

( 2i)nn!
(@

1
:::@

n
'1)(@ 1 :::@ n'2) (2.3)
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('1 '2)(x) = e
i
2

@x @y '1(x)'2(y)
x=y

= '1(x)e
i
2
@ @ '2(x)

= '1(x)'2(x) +
i

2
@ '1@ '2 + ( 2) (2.4)

comme exemple :

eikx eiqx = ei(k+q)xe
i
2 (2.5)

où = k q : En plus :

dnx('1 '2)(x) = dnx('2 '1)(x) = dnx'1(x)'2(x) (2.6)

(x est la coordonnée commutative). Dans la limite classique 0, on revient à l�espace-

temps ordinaire(commutatif).

2.2.2 Autres propriétés du produit star( ) :

Dans ce qui va suivre, on va illustrer quelques autres propriétés fondamentales du produit

star :

1- Le produit star est non-commutatif :

'2 '1 = '1 '2 (2.7)

2- Le produit star est associatif :

'1 ('2 '3) = ('1 '2) '3 (2.8)

3-Complexe conjugué :

('1 '2)
cc = 'cc2 'cc1 (2.9)
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4-Permutation cyclique :

dDx('1 '2 '3) = dDx('3 '1 '2) = dDx('2 '3 '1) (2.10)

et qui peut être généraliser à :

d4x('1 '2 ::: 'n)(x) = d4x('n '1 ::: 'n 1)(x) (2.11)

5-Règle de Leibniz :

@ ('1 '2) = @ '1 '2 + '1 @ '2 (2.12)

2.2.3 L�opérateur de Weyl :

Toute fonction '(x) peut être décrite par sa transformée de Fourier ~'(k) :

~'(k) = dDxe ikjxj'(x) (2.13)

avec :

~'( k) = ~'(k) (2.14)

L�idée d�introduire des opérateurs de Weyl ŵ['] est une technique utilisée pour décrire et

formuler la Mécanique Quantique à partir de l�espace de phase de la Mécanique Classique. En

fonction de la transformée de Fourier, on peu écrire :

ŵ['] =
dDk

(2 )D
~'(k)eikj x̂

j
(2.15)

Notez que l�opérateur ŵ['] est hermitien si '(x) est réelle. La relation précédente peut être

réécrite comme suit :

ŵ['] = dDx'(x) ^ x) (2.16)

où ^ x) est un opérateur hermitien donné par :

^ x) =
dDk

(2 )D
eikj x̂

j

e ikjx
j

(2.17)
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On peut aussi introduire la dérivée des opérateurs à travers une dérivation linéaire anti-

hermitienne @̂i dé�nie par les relations de commutations suivantes :

[@̂i; x̂
j ] = j

i

[@̂i; @̂j ] = 0

[@̂i; ^ x)] = @i ^ x) (2.18)

[@̂i; ŵ[']] = dDx@i'(x) ^ x) = ŵ[@i'] (2.19)

et :

e
i @̂i ^ x)e

i@̂i = ^ x+ ) (2.20)

Il est à noter que les propriétés précédentes impliquent que toute trace cyclique Tr dé�nie sur

l�algèbre des opérateurs de Weyl est indépendante de x RD: Comme illustration et utilisation

du produit de Weyl on a :

Tr ^ x) = 1 (2.21)

Trŵ['] = dDx'(x) (2.22)

^ x) ^ y) =
dDk

(2 )D
dDk

(2 )D
ei(k+k )j x̂

j

e
i
2

jlkjkle ikjx
j ikly

l

=
dDk

(2 )D
dDk

(2 )D
dDzei(k+k )jzj ^ z)e

i
2

jlkjkl e ikjx
j ikly

l

=
1

D det
dDz ^ x)e 2i( 1)ij (x z)i(y z)j (2.23)

Tr ^ x) ^ y) = D(x y) (2.24)
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et :

'(x) = Tr(ŵ['] ^ x)) (2.25)

Maintenent si on considère le produit de deux opérateurs de Weyl ŵ['1] et ŵ['2] corres-

pondant aux fonctions '1(x) et '2(x).

Les équations précédentes nous permettent d�écrire :

Tr(ŵ['1]ŵ['2] ^ x)) =
1

D det
dDydDz'1(y)'2(z)e

2i( 1)ij (x y)i(x z)j (2.26)

et en utilisant le fait que :

~'(k) = dDxe ikjxj'(x) (2.27)

et :

ŵ['] =
dDk

(2 )D
~'(k)eikj x̂

j

(2.28)

ainsi que la relation de Baker-Cambell-Hausdor¤ :

eikj x̂
j

eikj x̂
j

= e
i
2

lmklkmei(k+k )j x̂
j

(2.29)

on obtient :

ŵ['1]ŵ['2] = ŵ['1 '2] (2.30)

par conséquent :

'1(x) '2(x) =
dDk

(2 )D
dDk

(2 )D
~'1(k)~'2(k k)e

i
2

jlkjkleikmx̂
m

= '1(x)e
i
2
@j

jl@l'2(x)

= '1(x)'2(x) +
n=1

(
i

2
)n
1

n!
j1l1 jnln@j1 :::@jn'1(x)@l1 :::@ln'2(x) (2.31)
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[x̂j ; '̂(x)] = jl@l'(x) (2.32)

['̂1(x); '̂2(x)] = 2i'1(x) sin(
1

2
@j

jl@l )'2(x) (2.33)

'1(x) '2(x) + '2(x) '1(x) = 2'1(x) cos(
1

2
@j

jl@l )'2(x) (2.34)

'1(x1) ::: 'n(xn) =
a b

exp(
i

2
jl @

@xja

@

@xlb
)'1(x1):::'n(xn) (2.35)

Tr(ŵ['1]:::ŵ['n] = dDx'1(x1) ::: 'n(xn) (2.36)

et :

dDx'1(x) '2(x) = dDx'1(x)'2(x) (2.37)

2.3 Théorie de jauge sur l�espace-temps non-commutatif :

Pour résoudre le problème de la charge en géométrie non-commutative en utilisant autres que

les groupes unitaires U(N) les groupes unitaires unimodulaires SU(N) ou orthogonaux SO(N)

et pour conserver la forme des transformations de jauge des di¤érents champs dynamiques, on

est obliger de travailler avec les Seiberg-Witten maps de ces champs(  ̂[ ; V ]; V̂ [V ] etc..).

Les champs de fermions  ̂ et de jauge V̂ non-commutatifs(Seiberg-Witten) sont donnés par

les expressions suivantes :

 ̂ =  ̂[ ; V ] =  
1

2
V @  +

i

8
[V ; V ] + ( 2) (2.38)

et :
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V̂ = V̂ [V ] = V +
1

4
@ V + F ; V + ( 2) (2.39)

où  et V a(V = V aTa ; et les Ta représentent les générateurs du groupe de Lie) sont les champs

de fermions et de jauge ordinaires.

La forme générale du terme cinétique des bosons de jauge est donnée par :

=
1

2
C Tr( (F̂ ) (F̂ )) (2.40)

où le champ non-commutatif F̂ a comme expression :

F̂ = @ V̂ @ V̂ i[V̂ ; V̂ ]

= F +
1

2
F ;F

1

4
V ; (@ +D )F + ( 2) (2.41)

Ici Tr est la trace sur les éléments du groupe de Lie utilisé, dénote la représentation(en

général c�est la représentation adjointe) et C les di¤érents couplages. La courbure ou le tenseur

antisymétrique F est donné par :

F = F a Ta = @ V @ V i[V ; V ] (2.42)

et sa dérivée covarianteD F :

D F = @ F i[V ; F ] (2.43)

  (V )

e
(i)
R g A

L
(i)
L =

(i)
L

e
(i)
L

1
2g A + gBaTaL

u
(i)
R

2
3g A + gsG

b T bS

d
(i)
R

1
3g A + gsG

b T bS

Q
(i)
L =

u
(i)
L

d
(i)
L

1
6g A + gBaT aL + gsG

b T bS
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Tableau1 : représente les combinaisons champs de jauge qui rentrent dans les

expressions des dérivées covariantes des di¤érents fermions dans le Modèle Standard

Non-Commutatif.

Pour le modèle standard des interactions fortes et électrofaibles(voire Tableau1), le champs V

représente en fait une combinaison linéaire du potentiel de jauge pour le groupe de Lie SU(3)

SU(2) U(1) :

V (x) = g A (x)Y + g
3

a=1

Ba(x)T aL + gs

8

b=1

Gb (x)T bs (2.44)

(g , g et gs ainsi que Y , T aL et T
b
s , et A (x), Ba(x) et Gb (x) sont les couplages, générateurs des

groupes de Lie et les bosons de jauge liés aux interactions électromagnétiques, faibles et fortes

respectivement). Il est à noter que les coe¢cients C dans les termes cinétiques sont soumis

aux contraintes :

1

g2
I

= C Tr( (T aI ) (T
a
I )) = Tr

1

G2
(T aI T

a
I ) (2.45)

où gI symbolise les constantes de couplage ordinaires g ; g; gs et T aI les générateurs des di¤érents

groupes de Lie UY (1); SUL(2) et SUC(3) respectivement(Y;L;C dénotent l�hypercharge, left

handed et couleur respectivement).

Il est à noter que la trace dans les termes cinétiques pour les bosons de jauge n�est pas

unique, elle dépend du choix de la représentation. En outre, dans ce qui suit et à cause des

contraintes de la géométrie non-commutative on travaille sur l�algèbre de Lie enveloppante au

lieu de l�algèbre de Lie elle même. Comme illustration la forme générale du Lagrangien de

Yang-Mills jauge, prend la forme :

jauge =
1

2
Tr

1

G2
F F + Tr

1

G2
[(
1

4
F F F F )F ] + ( 2) (2.46)
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2.4 Lagrangien duModèle Standard Non-Commutatif (MSNC) :

Le Lagrangien du MSNC(le Modèle Standard Non-Commutatif) est construit à partir du

Lagrangien du MS(Modèle Standard) classique comme suit : le produit normal des di¤érents

champs dans le Lagrangien est remplacé par le produit de Moyal avec l�ordering de Weyl et les

champs de matière et de jauge sont remplacés par leurs Seiberg-Witten maps. Dans la limite

ou le paramètre de la non commutativité s�annule, on retrouve le modèle standard ordinaire.

Des simpli�cations directes en suivant la prescription précédente donnent le Lagrangien du

modèle standard non-commutative(MSNC) suivant :

MSNC = jauge + fermions + Higgs + Y ukawa (2.47)

où :

fermions =
3

i=1

[L̂
(i)

L (i /̂DL̂(i)L )+ Q̂
(i)

L (i /̂DQ̂(i)L )+ ê
(i)
R (i /̂Dê(i)R )+ Û

(i)

R (i /̂DÛ (i)R )+ d̂
(i)

R (i /̂Dd̂(i)R )

(2.48)

Higgs = h+0 (D̂
^ h0(D̂ ^ 2h+0 (

^ h0(^
+
0 (
^ h0(^ h+0 (

^ h0(^ (2.49)

et :

Y ukawa =
3

i;j=1

[G(ij)e (L̂
(i)

L he(^ ê
(j)
R ) +G+(ij)e (ê

(i)
R he(^

+ + L̂
(j)
L ) +G(ij)u (Q̂

(i)

L hu(^ c) Û
(j)
R )

+G(ij)u (Û
(i)

R hu(^ c)
+ Q̂

(j)
L ) +G

(ij)
d (Q̂

(i)

L hd(^ d̂
(j)
R ) +G

+(ij)
d (d̂

(j)

R hd(^
+ Q̂

(j)
L )

(2.50)

33



/ SU(3)c SU(2)L U(1)Y U(1)e T3

e
(i)
R 1 1 1 1 0

L
(i)
L =

(i)
L

e
(i)
L

1 2 1=2 0
1

1=2
1=2

u
(i)
R 3 1 2=3 2=3 0

d
(i)
R 3 1 1=3 1=3 0

Q
(i)
L =

u
(i)
L

d
(i)
L

3 2 1=6 2=3
1=3

1=2
1=2

+

0 1 2 1=2 1
0

1=2
1=2

W+;W ;Z 1 3 0 ( 1; 0) ( 1; 0)

A 1 1 0 0 0

Gb 8 1 0 0 0

Tableau2 : Les champs et leurs répartitions et représentations selon les groupes

de Lie du Modèle Standard. ( i = 1; 3 dénote les indices de génération).

Les particules et leurs répartitions et représentations selon les groupes de Lie du Modèle

Standard et/ou le Modèle Standard Non-Commutatif, sont donées dans le tableau 2.

Dans les expressions précédentes des di¤érents termes du Lagrangien total du Modèle Stan-

dard, on a utilisé les notations suivantes :

 ̂ =  ̂
+ 0

 ̂L =
1

2
(1 5) ̂

 ̂R =
1

2
(1 + 5) ̂

^
c = 2

^

h0(^ ^ ;
1

2
g A+ gBaT aL; 0]

h (^ ^ ;  L(V );  R(V )]

h (^ c) = ^
c;  L(V );  R(V )] (2.51)

Les indices L et R dénotent les composantes gauches et droites standard, 2 la matrice de

Pauli ordinaire, Les Ge; Gu et Gd les matrices de couplage de Yukawa et les indices i; j = 1; 3

le numéro de génération.
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Le champ de Higgs non-commutatif ^ est donné par son Seiberg-Witten map suivant :

^ ^ ; V ] = +
1

2
V (@

i

2
V

1

2
(@

i

2
V ( 2) (2.52)

^ est une fonctionnelle du champ de jauge V qui transforme d�une manière covariante sous

les transformations de jauge non-commutatives :

^ ; V ] = i^ ^ (2.53)

où ^ est le paramètre de jauge non-commutatif correspondant.

On peut facilement démontré pour le conjugué hermétique que :

^ ; V ]+ = ^ +; V ] (2.54)

et que la dérivée covariante du champ de Higgs non-commutatif ^ est donnée par :

D̂ ^ @ ^ iV̂ ^ (2.55)

Dans le modèle standard minimal non-commutatif, on adopte que le Lagrangien du terme

de jauge total pour le groupe de jauge du modèle standard(dénoté par mMSNC
jauge ) :

mMSNC
jauge =

1

2
(
1

g 2 Tr1 +
1

g2
Tr2 +

1

g2s
Tr3)F̂ F̂ (2.56)

est simpli�é avec un choix adéquat pris sur une somme de trois traces sur les représentations

des générateurs des groupesU(1); SU(2); SU(3) et avec la matrice de l�hypercharge :

Y =
1

2

1 0

0 1
(2.57)

Dans ce choix, on peut montré que :
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mMSNC
jauge =

1

2
(
1

2
A A + TrB B + TrG G )

+
1

4
gsd

abc (
1

4
Ga Gb Ga Gb )G + ( 2) (2.58)

où A ;B (= Ba T ac ) et G (= G T as ) représentent les tenseurs de courbures des champs

des groupes U(1); SU(2) et SU(3) , respectivement et sont données par :

A = @ A @ A

Ba = @ Ba @ Ba + g"abcBbBc

Ga = @ Ga @ Ga + gsf
abcGbGc (2.59)

Dans la représentation fondamentales des groupes SU(2) et SU(3), on a :

T aL =
a

2
et T as =

a

2
(2.60)

( a et a sont les matrices de Pauli et Gell-Mann respectivement). La renormalisation est dé�nie

comme suit :

Tr(T aT b) =
1

2
ab; T r( a b c) = 2i"abc; T r( a b c) = 2(dabc + ifabc) (2.61)

Ici "abc est le tenseur antisymétrique de Levi-Cevita alors que fabc et dabc sont les constantes

de structure totalement antisymétriques et symétriques du groupe non abélien SU(3).

Il est à noter qu�a cause de la non commutativité de l�espace-temps de nouveaux termes(Vertex)

ZZZ apparaissent ainsi que des corrections aux vertex du modèle standard ordinaire. En outre,

la violation de la symmétrie de Lorentz est explicit.

Comme dans le cas ordinaire, les bosons électrofaibles de jauge (W ;Z) physiques et le

photon (A) sont donnés par :

W =
1

2
(B1 iB2) (2.62)

Z =
1

g2 + g 2
= sin wA + cos wB

3 (2.63)
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A =
1

g2 + g 2
(gA + g B3) = cos wA + sin wB

3 (2.64)

où la charge électrique e est : reliée aux autres couplages par les relations :

e = g sin w = g cos w (2.65)

( w est l�angle de Weinberg).
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Chapitre 3

Applications physiques

Dans ce chapitre on va considérer le sous processus physique ff W+W (f et f dénotent

des fermions et antifermions) qui contribut au processus physique P + P W+W dans la

production des bosons vectoriels W+ etW au LHC ou autre collisionneurs des particules. Le

calcul de l�amplitude de transition qui a une relation avec la section e¢cace physique a été

fait dans le cadre du modèle standard non-commutatif minimal avec les vertex modi�és et les

nouvelles interactions d�origine non-commutatif. Le but est de faire un calcul d�un processus

physique du mdèle standard dans le cadre de la géométrie non-commutative. Le but est de

tester et voir la contribution de la correction non-commutative, sa forme et son comportement

asymptotique.

Pour le sous processus physique :

ff W+W (3.1)

Les diagrammes de Feynman possibles qui contribuent dans le calcul de l�amplitude de

transition sont :

A l�ordre de zéro approximation de Born(tree level) les diagrammes unitaires qui contribuent

sont les suivants :
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1- Contribution du premier diagramme unitaire :

L�amplitude du premier diagramme de Feynman M1 et en utilisant les lois de Feynman

modi�ées (voire annexe B) peut s�écrire sous la forme :

M1 = v(p2; s)
ie

sin 2 W
(

i

2
k p1 )(cV;f cA;f 5)

i

2
mf [p1 (cV;f cA;f 5)

p2 (cV;f + cA;f 5)] u(p1; s)
i

k2 M2
Z

( g +
k k

M2
Z

)ie cot W g (k + p4)
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g (p4 p3) g (p3 + k) +
i

2
M2
W [ k + k + g ( ) g ( )

+g ( ) ]
i

4
M2
Z [ (k + p4) (p4 p3) (p3 + k) + 2g ( 3)

2g ( ) + 2g ( 4) ] " (p3)" (p4) (3.2)

Ici u(p1; s) et v(p2; s) sont les spineurs des fermions et anti-fermions respectively. Les cou-

plages cV;f et cA;f sont les couplages vectoriels et axiaux des fermions avec les bosons de jauge

Z. donnés par :

cV;f = T3;qL 2Qq sin
2

w

cA;f = T3;qL (3.3)

(T3;qLest la troisième composante de l�isospin du quark q). Les polarisations des bosons vectoriels

sont dénotées par " (p).

On a introduit aussi les notations ( ) et et qui sont dé�nies comme :

( ) = k (3.4)

= p k (3.5)

et :

= + + (3.6)

le complexe conjugué de l�amplitude M1 est :

M1 = u(p1; s)
i

2
mf [p1 (cV;f cA;f

+
5 ) p2 (cV;f + cA;f

+
5 )] + (

+

+
i

2
k p1 )(cV;f cA;f

+
5 ) v(p2; s)

ie

sin 2 W

i

k2 M2
Z

( g
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+
k k

M2
Z

)( i)e cot W g (k + p4) g (p4 p3) g (p3 + k)

i

2
M2
W [ k + k + g ( ) g ( ) + g ( ) ]

+
i

4
M2
Z [ (k + p4) (p4 p3) (p3 + k) + 2g ( 3)

2g ( ) + 2g ( 4) ] " (p3)" (p4) (3.7)

Notons que jusqu�au premier ordre par rapport à , et en posant :

( ) = g (k + p4) g (p4 p3) g (p3 + k) (3.8)

et :

( ) =
1

2
M2
W [ k + k + g ( ) g ( ) + g ( ) ]

1

4
M2
Z [ (k + p4) (p4 p3) (p3 + k) + 2g ( 3)

2g ( ) + 2g ( 4) ]: (3.9)

l�amplitude de transition prendra la forme :

M1 = cM ( iM1
1 +M2

1 +M3
1 ) (3.10)

où :

cM =
e2 cot W

sin 2 W (k2 M2
Z)
( g +

k k

M2
Z

) (3.11)

k = p3 + p4 (3.12)

et :
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M1
1 = v(p2; s) (cV;f cA;f 5)u(p1; s) ( )" (p3)" (p4)

M2
1 = v(p2; s) (cV;f cA;f 5)u(p1; s) ( )" (p3)" (p4)

M3
1 = v(p2; s)f ( )u(p1; s) ( )" (p3)" (p4)

f ( ) =
1

2
k p1 (cV;f cA;f 5) +

1

2
mf [(cV;f cA;f 5) p2 (cV;f + cA;f 5)](3.13)

On remarque que les termes M2
1 M 2

1 ,M3
1 M 2

1 etM3
1 M 3

1 rentrant dans le calcul

de M1M1 sont d�ordre
2, et les termes M1

1 M 3
1 , M3

1 M 1
1 sont nuls, et par conséquent

ils peuvent être négligés. Concernant les autres termes, et si on dénote par :

cM cM M1
1 M 1

1 = m1 (3.14)

En remplaçant par les expressions précédantes, on obtient :

spin;pol

m1
2 =

spin;pol

cM cM ( ) ( )" (p3)" (p4)" (p3)" (p4)v(p2;

s) (cV;f cA;f 5)u(p1; s)u
+(p1; s)(cV;f cA;f

+
5 )

+ [v(p2; s)]
+ (3.15)

ou
spin;pol

symbolise la somme sur les polarizations des particules à l�état �nal et faisant la

moyenne sur tous les états de spins des particules à l�état initial. Notons que(voire annexe

A) :

pol

" (p3)" (p4) = g +
p3p4
M2
W

(3.16)

posant :

C = cM cM

( ) = ( ) ( )

" (p3; p4) = " (p3)" (p4)" (p3)" (p4) (3.17)
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et :

(uv) = v(p2; s) (cV;f cA;f 5)u(p1; s)u
+(p1; s)(cV;f cA;f

+
5 )

+ [v(p2; s)]
+ (3.18)

Donc on peut écrire l�éxpression de
spin;pol

m1 sous la forme campacte suivante :

spin;pol

m1
2 =

spin;pol

C ( )" (p3; p4)(uv) (3.19)

Après un trés long calcul, et en utilisant les propriétés des matrices et l�introduction des

variables de Mandelslam : s, t et u(voire ennexe A).

On obtient le résultat :

spin;pol

m1
2 = (c2V;f + c

2
A;f )

e4 cot2 W

sin2 2 W

1

(s M2
Z)
2

1

16M4
ZM

4
W

(4s6 + 2s( 4s2m2
f

+s2(s( 5 + 2s) + (22 4s)m2
f )M

2
W s(s( 13 + 4s) + (38

8s)m2
f )M

4
W 2(4 + 9s)(s 2m2

f )M
6
W ) (s2(6s3 2st(t+ u)

+(9t 5u)(t+ u) + ( 22t+ 6u+ 2s( 6s+ 3t+ u))m2
f 4( 2

+s)m4
f ) 4s(14s3 + 2(7t 3u)(t+ u) 2s2( 6 + 3t+ u)

+s(13t2 + 2t(11 + u) u(6 + 11u)) + 4m2
f ( 9t s(4 + 11s

+7t 5u) + u+ (4 + s)m2
f ))M

2
W + (40s3 + 4s2(5 + 7t 5u)

+(t+ u)(t+ 3u) + 2s(3t(6 + 5t) + ( 2 + 5t)u 10u2) 2(3t

+s(16 + 60s+ 35t 15u) + 5u)m2
f + 4(2 + 5s)m

4
f )M

4
W 2(3t

+s(8 + 38s+ 35t 15u) + 5u 4(2 + 23s)m2
f )M

6
W + 4(2

+5s)M8
W )M

2
Z + (s(6t

2 + s(s( 4 + 31s) + 9t2) + 4tu (6 + 13s)u2

2(8t+ s(31s+ 9t 13u) 4u)m2
f 4( 1 + s)m4

f ) 2(19s3

+s4 + 6t2 + 2tu 6u2 s(t( 8 + u) + u(4 + 3u)) + s2(2t2

+( 10 + u)(1 + u) + t(5 + 3u)) + ( 2s3 s2(34 + 7t+ 5u)

+s(4 + t+ 7u) + 2( t(7 + 2t) + (5+ t)u+ u2))m2
f + (2 4s
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+6s2 + 6t 6u)m4
f )M

2
W + (14s3 2t3 6t2( 2 + u) + 4t(11

+u) + 4u(1 + u)( 3 + 2u) + 2s( 18 + 2t2 + 3t( 3 + u) + u+ u2)

+s2(t2 2( 5 + u)u+ t(14 + u)) +m2
f (8(4 5t+ 2u) + 12(t

u)(t+ 2u) + s2( 52 3t+ 3u) 2s( 4 + t2 + (5 2u)u+ t(7

+u)) + 6(2 3t+ s(2 + t u) + 3u2)m2
f ))M

4
W (s2(40 + 3t

3u) + 4(7 + 5t+ u) 12(t u) + 2s(14 + 2t2 + (5 4u)u

+t(7 + 2u)) 2(s(40 9t 9u) + 4(t u)(t+ 2u) + 6(8 3t

+3u))m2
f + 24(t u)m4

f )M
6
W + 2(6 9t+ 2s(7 + 3t 3u) + 9u

4(4 + 3t 3u)m2
f )M

8
W )M

4
Z) (3.20)

De même, si on dénote le deuxième terme par :

spin;pol

cM cM M 2
1 M 1

1 =
spin;pol

m2 (3.21)

ce dernier s�écrira sous la forme :

spin;pol

m2 =
spin;pol

cM cM ( ) ( )" (p3)" (p4)" (p3)" (p4)v(p2; s) (cV;f

cA;f 5)u(p1; s)u
+(p1; s)(cV;f cA;f

+
5 )

+ [v(p2; s)]
+ (3.22)

ou sous la forme compacte :

spin;pol

m2 =
spin;pol

C 1 ( )" (p3; p4)(uv) (3.23)

tel que :

1 ( ) = ( ) ( ) (3.24)
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Tout calcul fait, on obtient en fonction des variables de Mandelslam l�éxpression suivante :

spin;pol

m2 = (c2V;f + c
2
A;f )

e4 cot2 W

sin2 2 W

1

(s M2
Z)
2
64M4

WM
4
Z( 2M2

W (M
6
WM

6
Z(4(3s

2

t+ u+ s(3t+ u) (s(3 + 2t 2u) + 2( 6 + 5t+ 7u))M2
Z

8M 8
W (2sM

2
Z 3M4

Z) + s2(2s3(2 + s) + ( 3s3 + 2(t2 u2)

+s( 5t2 4tu+ u2))M2
Z 3(s2 + 3t2 3u2)M4

Z + 2M
4
W (26s

4

2(10s3 t2 s2(13t u) + u2 + s( 3t+ 2t2 + 3u+ 2tu))M2
Z

+((2+ s)t2 (4 + 2s2 + s( 20 + u) 4u)u+ 2t( 4 7s+ s2

+3u))M4
Z) + sM2

W ( 27s4 + 2(3s3 3t2 + 3u2 + s2( 2 + 7t

+u) + 2s( t+ 5t2 + u+ 3tu 2u2))M2
Z + 2(6s

2 + 8t2 2tu

9u2 + s(9t t2 + ( 9 + u)u))M4
Z) 2m4

fM
2
Z(4s

3 + 4M4
W (2s

3M2
Z) + 3sM

2
W ( 4s+M2

Z)) 2m2
f (8M

6
W (2sM

2
Z 3M4

Z)

+s2(2s2(2 + s) (3s2 2t+ 2u+ s(7t+ u))M2
Z 3(s+ 3u

3t+M4
Z) + 2M

4
W (26s

3 2(14s2 t+ u+ s(3t+ u))M2
Z + ( 6

+5t+ s(3 + t u) + 7u)M4
Z) + sM2

W ( 27s3 + 2(7s2 3t

+s( 2 + 13t u) + 3u)M2
Z 2( 7t+ s( 6 + t u) + 10u)M4

Z)))

+M2
W (4s

2( t+ u)M8
WM

2
Z + 16(t u)m4

fM
2
WM

4
Z 2M6

WM
2
Z( s(s3

+2s2(t u) + 24( t+ u) + s( 8 + t2 u2)) + (s9 + 56( t

+u))M2
Z + s

2( 6s3 + s( 8s+ 9s2 + t2 u2)M2
Z 4(2s2 t2

+u2)M4
Z) 2sM2

W (s
3( 3 + 2s) + s(33s2 + t2 + s( 4 + t u)

u2)M2
Z + 2( 17s2 7t2 + 2s(2 + t u) + tu+ 6u2)M4

Z)

+2M 4
W (12s

4 s(12s3 + s4 + 2s(t u) + s2( 44 + t2 u2)

+12( t2 + u2))M2
Z + ( 28s2 + s10 + s(8 26t+ 26u) + 28( t2

+u2))M4
Z) 2m2

f ( 2sM6
WM

2
Z(8 s2 + s( t+ u)s7M2

W ) + s2( 2s2

+s( 8 + 9s+ t u)M2
Z 4(2s t+ u)M4

Z) + 2M
4
W (12s

3 s( 44s

+s3 + s2(12 + t u) + 12( t+ u))M2
Z + ( 28s+ s9 + 32( t
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+u))M4
Z) + 2M

2
W (s

3 2s4 + s2(4 33s t+ u)M2
Z + (34s

2

+13s(t u) + 2(t2 u2))M4
Z))) (3.25)

D�une manière similaire, on peut mettre le troisième terme sous la forme :

spin;pol

m3 =
spin;pol

cM cM M2 M 2 (3.26)

en remplaçant les expressions correspandantes, on aura :

spin;pol

m3 =
spin;pol

C 2 ( )" (p3; p4)(uv) (3.27)

où :

2 ( ) = ( ) ( )

Après un long calcul on trouve que :

spin;pol

m3 =
spin;pol

m2

Donc la contribution du premier diagramme unitaire est donné par :

spin;pol

M1
2
=

spin;pol

m1
2

puisque :

spin;pol

m3 +
spin;pol

m2 = 0

2- Contribution du deuxième diagramme unitaire :la contribution du deuxième diagramme

donne l�amplitude suivante :
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M2 = v(p2; s)A [
i

2
p4 k ](1 5)

i

2
[B1k (1 5) B2k (1 +

5)]
i

/k m
A [

i

2
p3p1 ](1 5)

i

2
[B1p1(1 5) B2k (1

+ 5)] u(p1; s)" (p3)" (p4) (3.28)

On pose :

X = [
i

2
p4 k ](1 5)A (3.29)

Y =
i

2
[B1k (1 5) B2k (1 + 5)]A (3.30)

Z = [
i

2
p3p1 ](1 5)A (3.31)

et :

T =
i

2
[B1p1(1 5) B2k (1 + 5)]A (3.32)

tel que :

A =
ie

2 2 sin W

Vf
V
f

A =
ie

2 2 sin W

Vf
V
f

(3.33)
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B1 =
mf

m
f

; B1 =
m
f

mf
; B2 =

m
f

mf

; B2 =
mf

m
f

(3.34)

avec :

Vf =
1 si f est un lepton

VCKM si f est un quark
(3.35)

Donc M2 peut se mettre sous la forme compacte :

M2 = v(p2; s)(X + Y )
i

/k m
(Z + T )u(p1; s)" (p3)" (p4) (3.36)

le carré de l�amplitude M2
2
est donné par :

M2
2
= v(p2; s)(X + Y )

i( /k +m)
k2 m2

(Z + T )u(p1; s)u
+(p1; s)(Z + T )

i(/k +m)
k2 m2

(X

+Y )[v(p2; s)]
+" (p3)" (p4)

+" (p3)" (p4) (3.37)

Il peut être mis sous la forme de la somme de 16 termes :

M2
2
=

1

k2
T 1 + T 2 + T 3 + T 4 + T 5 + T 6

+T 7 + T 8 + T 9 + T 10 + T 11 + T 12 + T 13

+T 14 + T 15 + T 16 (3.38)

En travaillant à trés haute énergie et en négligeant la masse des fermions m devant k, on

peu écrire :

T 1 = v(p2; s)X /kZ u(p1; s)u
+(p1; s)Z /kX [v(p2; s)]

+

T 2 = v(p2; s)X /kZ u(p1; s)u
+(p1; s)Z /kY [v(p2; s)]

+

T 3 = v(p2; s)X /kZ u(p1; s)u
+(p1; s)T /kX [v(p2; s)]

+
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T 4 = v(p2; s)X /kZ u(p1; s)u
+(p1; s)T /kY [v(p2; s)]

+

T 5 = v(p2; s)Y /kZ u(p1; s)u
+(p1; s)Z /kX [v(p2; s)]

+

T 6 = v(p2; s)Y /kZ u(p1; s)u
+(p1; s)Z /kY [v(p2; s)]

+

T 7 = v(p2; s)Y /kZ u(p1; s)u
+(p1; s)T /kX [v(p2; s)]

+

T 8 = v(p2; s)Y /kZ u(p1; s)u
+(p1; s)T /kY [v(p2; s)]

+

T 9 = v(p2; s)X /kT u(p1; s)u
+(p1; s)Z /kX [v(p2; s)]

+

T 10 = v(p2; s)X /kT u(p1; s)u
+(p1; s)Z /kY [v(p2; s)]

+

T 11 = v(p2; s)X /kT u(p1; s)u
+(p1; sT /kX [v(p2; s)]

+

T 12 = v(p2; s)X /kT u(p1; s)u
+(p1; s)T /kY [v(p2; s)]

+

T 13 = v(p2; s)Y /kT u(p1; s)u
+(p1; s)Z /kX [v(p2; s)]

+

T 14 = v(p2; s)Y /kT u(p1; s)u
+(p1; s)Z /kY [v(p2; s)]

+

T 15 = v(p2; s)Y /kT u(p1; s)u
+(p1; s)T /kX [v(p2; s)]

+

T 16 = v(p2; s)Y /kT u(p1; s)u
+(p1; s)T /kY [v(p2; s)]

+ (3.39)

où :

= " (p3)" (p4)
+" (p3)" (p4) (3.40)

Des calcul direct donne :

spin;pol

M2
2
=

32

m2
f

(
s

2
m2
f +

1

t
( m2

f +M
2
W t)(

s

2

1

2
(3m2

f +M
2
W u)))

+
1

tm2
fM

2
W

(4m8
f + 4( 1 + s 6t+ 2u)M6

W 4M8
W 4m6

f ( 3 + s

+3t+ u 5M2
W ) + 2m

4
f ( 3s+ 5t+ 4st+ 6t2 3u+ 2tu 2(3 + s

+13t+ u)M2
W + 4M4

W + 2tM 2
W ) +M4

W (6t+ 28t
2 + s( 2 + 24t)

2u+ 4tu+ 4tM2
W ) + t(s2 + 2st 5t2 + 2tu+ 4t2u u2 + 4tuM 2

W )
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2M2
W (t(s t+ 6st u+ 8tu) + t2(t+ u)M2

W ) 2m2
f (t(3s 3t

+2st+ 2t2 + u+ 6tu) 2(1 + s 10t)M 4
W + 14M6

W + 2(t+ u)tM2
W

2M2
W (2s 3t+ 4st+ 6t2 + 2u+ 3tu + 2tM 2

W ))) (3.41)

3- Contribution du troisième diagramme unitaire :

la contribution du troisième diagramme donne l�amplitude suivante :

M3 = v(p2; s)A [
i

2
p3 k ](1 5)

i

2
[B1k (1 5) B2k (1 +

5)]
i

/k m
A [

i

2
p4p1 ](1 5)

i

2
[B1p1(1 5) B2k (1

+ 5)] u(p1; s)" (p3)" (p4) (3.42)

On remarque que si on fait un changement t u et u t dans le carré de l�amplitude de

transition dans le deuxième diagramme unitaire on obtient le troisième diagramme unitaire.

Et par conséqent :

spin;pol

M3
2
=

32

m2
f

(
s

2
m2
f +

1

u
( m2

f +M
2
W u)(

s

2

1

2
(3m2

f +M
2
W t)))

+
1

um2
fM

2
W

(4m8
f + 4( 1 + s 6u+ 2t)M6

W 4M8
W 4m6

f ( 3 + s

+3u+ t 5M2
W ) + 2m

4
f ( 3s+ 5u+ 4su+ 6u2 3t+ 2tu 2(3 + s

+13u+ t)M2
W + 4M4

W + 2uM 2
W ) +M4

W (6u+ 28u
2 + s( 2 + 24u)
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2t+ 4tu+ 4uM 2
W ) + u(s2 + 2su 5u2 + 2tu + 4u2t t2 + 4tuM 2

W )

2M 2
W (u(s u+ 6su t+ 8tu) + u2(t+ u)M 2

W ) 2m2
f (u(3s 3u

+2su + 2u2 + t+ 6tu) 2(1 + s 10u)M4
W + 14M 6

W + 2(t+ u)uM 2
W

2M 2
W (2s 3u+ 4su+ 6u2 + 2t+ 3tu+ 2uM 2

W ))) (3.43)

4- Contribution du quatrième diagramme unitaire :

la contribution du quatrième diagramme de Feynman unitaire est donnée par M1M2 et aprés

des simpli�cations directes elle peut se mettre sous la forme :

M1M2 =
e2 cot W

sin 2 W k 2(k2 M2
Z)
v(p2; s)(M

1
4 +M2

4 )u(p1; s)( g +
k k

M2
Z

)(M3
4

+M4
4 +M5

4 )u
+(p1; s)(M

1
4 +M 2

4 )/k(M 3
4 +M 4

4 )[v(p2; s)]
+Y (3.44)

avec :

M1
4 = (

i

2
k p1 )(cv;f cA;f 5)

M2
4 =

i

2
mf [p1 (cv;f cA;f 5) p2 (cv;f + cA;f 5)]

M3
4 = g (k + p4) g (p4 p3) g (k + p3)

M4
4 =

i

2
M 2
W [ k + k + g ( ) g ( ) + g ( ) ]

M5
4 =

i

4
M2
Z [ (k + p4) (p4 p3) (p3 + k)

+2g ( 3) 2g ( ) + 2g ( 4) ] (3.45)
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M 1
4 =

i

2
[B1p1 (1

+
5 ) B2k (1 + +

5 )]

M 2
4 = (1 +

5 )[
+ +

i

2
p3 p1 ]

M 3
4 =

i

2
[B1k (1 +

5 ) B2p2 (1 +
+
5 )]

M 4
4 = (1 +

5 )[
+ +

i

2
p4 k ] (3.46)

et :

Y = " (p3)" (p4)" (p3)" (p4) (3.47)

On remarque que tout les termes de M1M2 contient des termes en d�ordre 2 et/ou 3.

Donc :

M1M2 = 0 (3.48)

et par conséqent :

spin;pol

M1M2 = 0 (3.49)

5- Contribution du cinquième diagramme unitaire :

la contribution du cinquième diagramme de Feynman unitaire est donnée par M1M3 et aprés

des simpli�cations directes elle peut se mettre sous la forme :

M1M3 =
e2 cot W

sin 2 W k 2(k2 M2
Z)
v(p2; s)(M

1
5 +)u(p1; s)( g +

k k

M2
Z

)(M3
5

+M4
5 +M5

5 )u
+(p1; s)(M

1
5 +M 2

5 )/k(M 3
5 +M 4

5 )[v(p2; s)]
+Y (3.50)
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tel que :

M1
5 = M1

4 ; M
2
5 =M2

4 ; M
3
5 =M 3

4 ; M
4
5 =M4

4 et M5
5 =M5

4 (3.51)

M 1
5 = M 1

4 et M 3
5 = M 3

4

M 2
5 = (1 +

5 )[
+ +

i

2
p4 p1 ]

M 4
5 = (1 +

5 )[
+ +

i

2
p3 k ] (3.52)

un calcul direct donne :

spin;pol

M1M3 = 0 (3.53)

par ce que les termes de M1M3 contient des termes en d�ordre 2 et/ou 3.

6- Contribution du sixième diagramme unitaire :

l�amplitude de transition de cet diagramme est donnée par :

M2M3 = v(p2; s)(X + Y )
i

/k m
(Z + T )u(p1; s)u

+(p1; s)(M
1
5 +M 2

5 ) /k(M 3
5

+M 4
5 )[v(p2; s)]

+" (p3)" (p4)" (p3)" (p4) (3.54)

après une simpli�cation de calculs on obtien :

spin;pol

M2M3 = 0 (3.55)

7- Contribution du septième diagramme unitaire :
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L�amplitude de transition du quatrième diagramme de Feynman M4 est donnée par l�éx-

pression suivante :

M4 = v(p2; s)
e2

8 sin2 W
[ (p1 + p3)(1 5) + 2 mf ]u(p1; s)" (p3)" (p4) (3.56)

le carré de cette amplitude prend la forme :

M4
2
= v(p2; s)

e2

8 sin2 W
[ (p1 + p3)(1 5) + 2 mf ]u(p1; s)u

+(p1; s)[ (p1

+p3 )(1
+
5 ) + 2 mf ][v(p2; s)]

+" (p3)" (p4)" (p3)" (p4) (3.57)

Aprés la somme sur les polarisations des bosons vectoriels à l�état �nal et la moyenne sur

les états de spins des particules initiales, on remarque que tout les termes sont de l�ordre 2 par

rapport à .

spin;pol

M4
2
= 0 (3.58)

8- Contribution du huitième diagramme unitaire :

la contribution de ce diagramme unitaire est l�amplitude de cet processuce est M1M4 . Un calcul

simple en utilisant les lois de Feynman non-commutatives donne :

54



M1M4 =
e4 cot W

8 sin 2 W sin
2

W (k2 M2
Z)
v(p2; s)X u(p1; s)u

+(p1; s)Y ( )[v(p2; s)]
+( g

+
k k

M 2
Z

) ( )" (p3)" (p4)" (p3)" (p4) (3.59)

où :

X = (cv;f cA;f 5) (3.60)

et :

Y ( ) = [ (p1 + p3 )(1
+
5 ) + 2 mf ] (3.61)

en remarquant que :

spin

v(p2; s)X u(p1; s)u
+(p1; s)Y ( )[v(p2; s)]

+ = 0 (3.62)

alors :

spin;pol

M1M4 = 0 (3.63)

9- Contribution du neuvième diagramme unitaire :

La contribution de ce diagramme unitaire de Feynman est donnée par M2M4 . Similarement

au huitième diagramme unitaire et en utilisant le fait que :

spin

v(p2; s)X u(p1; s)u
+(p1; s)Y ( )[v(p2; s)]

+ = 0 (3.64)
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on obtient :

spin;pol

M2M4 = 0 (3.65)

10- Contribution du dixième diagramme unitaire :

la contribution de ce diagramme unitaire de Feynman est donnée par M3M4 . Tout calcul fait

en utilisant les lois de Feynman modi�ées, on obtient :

spin;pol

M3M4 = 0 (3.66)

la section e¢cace au niveau du sous processus ff W+W est proportionelle à la somme

des termes qui proviennent des diagrammes unitaires de Feynman précédents. Pour le processus

physique tel que P + P W+W la section e¢cace s�écrit d�une manière formelle sous la

forme :

= dxadxbF a
P
(xa; Q

2)F b
P

(xb; Q
2) (3.67)

ou a et b represents les fermions f et f . Les fonctions F a
P
(xa; Q

2) et F b

P

(xb; Q
2) sont les fonctions

de distribution des partons a et b à l�intérieur des hadrons P et P .
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Conclusion :

A travers ce mémoire, nous avons présenté le modèle standard des interaction électrofaibles

et discuté ses limites ainsi que les paramètres arbitraires dont sou¤re ce modèle. Aprés la

construction du Lagrangien et présentation de la brisure spontanée de la symétrie et le méca-

nisme de Higgs aisi que la répartition et représentation des di¤érents champs dynamiques dans

le modèle, et comme une solution pour résoudre certains problèmes, nous avons proposé une ex-

tension dans le context de la géométrie de l�espace-temps non-commutative. Nous avons discuté

l�idée de la non commutativité de l�espace temps et de son importance et dire que peut être

à l�échelle microscopique(trés haute énergie) on a besoin d�une géométrie non-commutative ;

donc d�un nouveau formalisme mathématique et physique. En e¤et, on a présenté le formalisme

mathématique nécessaire : Weyl ordering, le produit de Moyal, le mapping de Seiberg-Witten

etc. Comme application, nous avons étendu le modèle standard avec inclusion des interactions

fortes et expliquer les di¤érents aspects de la théorie : violation de Lorentz, nouveaux vertex

etc. Les di¤érents termes du Lagrangien ont été obtenus explicitement ainsi que les di¤érentes

transformations de jauge non-commutative, les dérivées covariantes etc. En outre, les vertex

modi�ées ont été aussi obtenus. Dans cette extension du modèle standard, on a considéré le

sous processus fermion+antifermion W++W ou sa contribution est trés utile dans les

collisions physiques telles que proton + antiproton W+ +W etc. Nous avons calculé les

di¤érentes amplitudes de transition avec ces lois de Feynman non-commutatives et expliquer

comment elles peuvent intervenir dans les processus physiques et surtout elles peuvent etre

comme un test du modèle standard et la physique au delà de ce modèle.
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Annexes

Annexe A : Propriétés des matrices :

/a / = 4ab:

/a/b = 2ab /b /a:

/a /b / = 2cba:

5 = 0:

5 /a = 0:

T r /a /b = 4ab

5 /a /b = 0

Tr /a /b /c = 0

5 /a /b /c = 0

Tr /a /b /c /d = 4[(ab)(cd) (ac)(bd) + (ad)(bc)]

5 /a /b /c /d = 4i" a b c d

5 /a /b /c::: /l

n nombre

= 0; si n est impaire.

/a /b = 4[g (ab) a b + a b ]

= 4[g g g g + g g ]

La trace d�un nombre impaire de matrices est nulle.
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Les variables de mandelslam :

s = (p1 + p2)
2 = (p3 + p4)

2

t = (p1 p3)
2 = (p4 p2)

2

u = (p1 p4)2 = (p3 p2)2

pol

" (p)" (p) = g + p p
M2
v
; v est le boson vecteur(W ;Z)

spin

u(p)u(p) =
/p+m
2m

spin
v(p)v(p) =

/p m
2m
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Annexe B : Diagrammes de Feynman
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Résumé

Dans ce mémoire, on présente le modèle standard électrofaible minimal et les di¤érents

aspects physiques et mathématiques tels que la brisure spontanée de la symétrie et le mé-

canisme de Higgs. En suite, on construit le modèle standard minimal sur un espace-temps

non-commutatif, on présentera les transformations de jauge non-commutatives et les Seiberg-

Witten maps. Comme applications du modèle standard non-commutatif minimal, on calcule les

amplitudes de transition de quelques processus physiques qui peuvent être importants pour le

teste de la non commutativité de l�espace-temps au delà du modèle standard et qui contituent

le signal d�une nouvelle physique dans le prochain collisionneur des particules LHC.

Les mots clés : brisure spontanée de la symétrie, mécanisme de Higgs, transformation de

jauge, espace-temps non-commutatif, Seiberg-Witten maps, amplitudes de transition.



Abstract

In this work, we present the minimal electroweak standard model and the di¤erent physical

and mathematical aspects such that the spontaneous symmetry breaking and the Higgs mecha-

nism. After that, we construct the minimal standard model on a non-commutative space-time,

we present the non-commutative gauge transformations and the Seiberg-Witten maps.

As applications of the minimal non-commutative standard model, we compute the transition

amplitudes of some physical processus which are important for the test of non commutativity

of the space-time beyond the standard model and which consititute the signal for a new physics

at the comming particles collider LHC.

Key Words : spontaneous symmetry breaking, Higgs mechanism, non-commutative space-

time, Seiberg-Witten maps, transition amplitudes.
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DurantDurant lele dernierdernier siècle,siècle, lala physiquephysique fondamentalefondamentale aa
vécuvécu deuxdeux révolutionsrévolutions quiqui ontont changéchangé lesles conceptsconcepts etet lala visionvision
dede lala mécaniquemécanique classiqueclassique NewtonienneNewtonienne décrivantdécrivant lesles loislois dede
lala nature,nature, sese sontsont lala relativitérelativité (restreinte(restreinte etet générale)générale) inventéeinventée
parpar EinsteinEinstein etet lala mécaniquemécanique quantiquequantique inventéeinventée etet
développéedéveloppée parpar desdes imminentsimminents physiciensphysiciens telstels queque Bohr,Bohr,
Heisenberg,Heisenberg, Schrödinger,Schrödinger, Pauli,Pauli, Dirac,Dirac, etet d'autresd'autres..

LeLe mélangemélange dede lala mécaniquemécanique quantiquequantique etet lala relativitérelativité
restreinterestreinte aa induitinduit lala mécaniquemécanique quantiquequantique relativisterelativiste.. LeLe
développementdéveloppement dede lala théoriethéorie desdes champschamps etet lele formalismeformalisme dede
lala deuxièmedeuxième quantificationquantification ainsiainsi queque lala renormalisationrenormalisation etet lala
théoriethéorie desdes groupesgroupes (groupes(groupes dede LieLie)) ontont contribuécontribué àà lala
constructionconstruction desdes théoriesthéories dede jaugejauge quiqui ontont réussiréussi àà expliquéexpliqué
lesles troistrois forcesforces connuesconnues:: électromagnétique,électromagnétique, faiblefaible etet forteforte
avecavec desdes prédictionsprédictions plusplus auau moinsmoins compatiblescompatibles avecavec
l'expériencel'expérience..
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-- Le problème d'existence du boson de Le problème d'existence du boson de Higgs.Higgs.
-- L'origine des masses des particules.L'origine des masses des particules.
-- Les trois générations des particules.Les trois générations des particules.
-- La violation de CP.La violation de CP.
-- Le problème de la gravitation.Le problème de la gravitation.
-- Les grand différences de masse entre les particules. Les grand différences de masse entre les particules. 
-- Et d'autres problèmes.Et d'autres problèmes.

66

L'unificationL'unification desdes interactionsinteractions électromagnétiquesélectromagnétiques etet
faiblesfaibles achevéeachevée parpar lesles physiciensphysiciens Glashow,Glashow, WeinbergWeinberg etet
AbdussalamAbdussalam estest uneune théoriethéorie dede jaugejauge baséebasée sursur lele groupegroupe dede
LieLie .. MalgréMalgré cece succèssuccès apparentapparent etet mêmemême leurleur
unification,unification, ilil restentrestent beaucoupbeaucoup dede choseschoses inexplicablesinexplicables.. EnEn
effet,effet, nene peutpeut paspas expliquerexpliquer::



Pour y remédier ou Pour y remédier ou 
comprendre ces comprendre ces 

problèmes, les physiciens problèmes, les physiciens 
ont emprunter plusieurs ont emprunter plusieurs 
voies auvoies au--delà du modèle delà du modèle 
standard, notamment:standard, notamment:
-- Quantum loop gravity.Quantum loop gravity.
-- Le modèle technicouleur.Le modèle technicouleur.
-- Extra dimensions, théorie des cordes et super cordes, MExtra dimensions, théorie des cordes et super cordes, M--theory.theory.
-- La super symétrie et supergravité.La super symétrie et supergravité.
-- Espace et géométrie non commutative.Espace et géométrie non commutative.
-- Modèle symétrique gauche droit.Modèle symétrique gauche droit.
-- Et d’autres voies.Et d’autres voies.
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ChapitreChapitre  11::
Le Modèle standard de GlashowLe Modèle standard de Glashow--WeinbergWeinberg

et Abdussalam (GWS)et Abdussalam (GWS)     

Chapitre Chapitre 22::
Le Modèle Standard Dans La Géométrie Le Modèle Standard Dans La Géométrie 

NonNon--CommutativeCommutative

Chapitre 3:Chapitre 3:
Applications PhysiquesApplications Physiques



ChapitreChapitre  11::
Le Modèle standard de Le Modèle standard de 

GlashowGlashow--Weinberg et Weinberg et 
Abdussalam (GWS)Abdussalam (GWS)  



LeLe ""ModèleModèle Standard"Standard" estest lele cadrecadre théoriquethéorique dede lala physiquephysique
desdes particulesparticules.. ÉlaboréÉlaboré dansdans lesles annéesannées 19701970,, c'estc'est uneune théoriethéorie
quantiquequantique desdes champschamps (De(De nosnos jours,jours, lala théoriethéorie quantiquequantique desdes
champschamps estest utiliséeutilisée dansdans toustous lesles domainesdomaines enen rapportrapport avecavec lala
physiquephysique desdes hauteshautes énergies)énergies) quiqui estest naturellementnaturellement compatiblecompatible
avecavec lesles principesprincipes dede lala mécaniquemécanique quantiquequantique etet dede lala relativitérelativité..

IlIl unifierunifier ll’’interactioninteraction électromagnétiqueélectromagnétique etet ll’’interactioninteraction
faiblefaible.. LL’’idéeidée dede l’unificationl’unification estest plusplus qu’unqu’un sièclesiècle vieuxvieux..

11
00

IlIl rassemblerassemble toutestoutes lesles connaissancesconnaissances théoriques,théoriques, expérimenexpérimen--
talementtalement confirméesconfirmées depuis,depuis, sursur lesles constituantsconstituants élémentairesélémentaires dede
lala matièrematière etet sursur leursleurs interactionsinteractions..



DansDans lala premièrepremière moitiémoitié dudu XIXXIX èmeème siècle,siècle, FaradayFaraday
effectueeffectue dede nombreusesnombreuses expériencesexpériences etet montremontre queque lesles champschamps
électriquesélectriques etet magnétiquesmagnétiques sontsont étroitementétroitement liésliés..

Le Modèle Standard est invoque l’hypercharge faible Le Modèle Standard est invoque l’hypercharge faible YwYw
qui est juste un champ scalaire aiment la charge électrique qui est juste un champ scalaire aiment la charge électrique 
ordinaire, le groupe qui décrit ceci est ordinaire, le groupe qui décrit ceci est U(U(11)) ..

Invoque aussi l’isospin faible Invoque aussi l’isospin faible IwIw ,, mathématiquement est mathématiquement est 
identique à cela le spin ordinaire est résumée par identique à cela le spin ordinaire est résumée par SU(SU(22)) ..

MaisMais c'estc'est MaxwellMaxwell quiqui posepose enen 18641864 lesles
basesbases mathématiquesmathématiques dede lala théoriethéorie ÉlectroÉlectro--
magnétiquemagnétique;; parpar lesles équationséquations quiqui portentportent sonson
nom,nom, ilil montremontre commentcomment lesles champschamps électriquesélectriques
etet magnétiquesmagnétiques sontsont générésgénérés..
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22

LeLe groupegroupe dede LieLie (( produitproduit tensorieltensoriel )) estest lala basebase dudu
modèlemodèle standardstandard dede GWS,GWS, c'estc'est unun groupegroupe dede LieLie d'ordred'ordre rr == 33++11
etet dede rangrang ll == 22++11..

Le groupe de jauge                       :Le groupe de jauge                       :

LesLes champschamps dede matièrematière sese répartissentrépartissent selonselon lala représentationreprésentation
fondamentalefondamentale etet lesles champschamps dede forcesforces selonselon lala représentationreprésentation
adjointeadjointe..

IlIl yy aa troistrois générateursgénérateurs pourpour SU(SU(22)) correspondcorrespond auxaux bosonsbosons
intermédiairesintermédiaires vectorielsvectoriels lesles médiateursmédiateurs d’interactiond’interaction faible,faible, etet
unun générateurgénérateur pourpour U(U(11)) correspondcorrespond auau photonphoton lele médiateurmédiateur dudu
forceforce électromagnétiqueélectromagnétique..



UneUne notionnotion quiqui aa jouéjoué unun rôlerôle fondamentalfondamental dansdans notrenotre
compréhensioncompréhension dudu mondemonde àà toutestoutes lesles échelleséchelles estest cellecelle dede lala
symétriesymétrie.. EnEn PhysiquePhysique toutetoute notionnotion dede symétriesymétrie estest fondéefondée sursur
uneune hypothèsehypothèse selonselon laquellelaquelle uneune variablevariable n’estn’est paspas mesurablemesurable..

DèsDès lele débutdébut dede siècle,siècle, lele rôlerôle dede lala symétriesymétrie devientdevient fondafonda--
mentalmental enen physiquephysique.. LesLes deuxdeux théoriesthéories dede lala relativitérelativité d'Einsteind'Einstein
sontsont desdes théoriesthéories dede symétrie,symétrie, globaleglobale etet cinétiquecinétique pourpour lala
relativitérelativité restreinte,restreinte, localelocale etet dynamiquedynamique enen relativitérelativité généralegénérale
(les(les adjectifsadjectifs globaleglobale etet localelocale s'adressents'adressent àà lala dépendancedépendance dede
l'espacel'espace--temps)temps)..

LesLes SymétriesSymétries ::

11
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Le groupe abélien U(Le groupe abélien U(11) :) :

ou:ou:

Le Lagrangien Le Lagrangien ℒℒ précédent est invariant sous les transformations                précédent est invariant sous les transformations                
infinitésimales de jauge globales infinitésimales de jauge globales (              ) suivantes:suivantes:

et:et:

Lagrangien en Lagrangien en phi phi 44..

C'est le potentiel le plus général qui soit invariant et renormalisable.C'est le potentiel le plus général qui soit invariant et renormalisable.
λλ nécessairement positif puisqu'on souhaite avoir un état d'énergie nécessairement positif puisqu'on souhaite avoir un état d'énergie 
la plus basse.la plus basse.

11
44



N’importe quel système physique cherche toujours à minimiser N’importe quel système physique cherche toujours à minimiser 
son énergie libre, i.e cherche l’état  fondamentale du système.son énergie libre, i.e cherche l’état  fondamentale du système.

Donc on cherche l’état du vide du système, en terminologie du Donc on cherche l’état du vide du système, en terminologie du 
théorie des champs le vide est l’état fondamentale du système.théorie des champs le vide est l’état fondamentale du système.

La symétrie de jauge n'est pas seulement une symétrie globale, La symétrie de jauge n'est pas seulement une symétrie globale, 
elle doit être élevée au rang de symétrie locale elle doit être élevée au rang de symétrie locale ( ).

Les transformations de jauge  dans ce cas sont:Les transformations de jauge  dans ce cas sont:

et:et:

11
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On pose:On pose:
On obtient à partir de l’équationOn obtient à partir de l’équation ((****):):

On obtient le même résultat pour la dérivée:  On obtient le même résultat pour la dérivée:  

LeLe cascas μ²μ² >> 00 ::

La symétrie du système est exacte, il n y a pas de brisure de symétrie.La symétrie du système est exacte, il n y a pas de brisure de symétrie.

LeLe cascas μμ²² << 00 ::

((****))

On remarque qu'il y a deux cas, selon le signe de On remarque qu'il y a deux cas, selon le signe de μμ² ² ::

11
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En effet:En effet:
et:et:

d'après l'équation d'après l'équation ((****)) on a:on a:

OnOn parleparle dede brisurebrisure spontanéespontanée dede symétriesymétrie lorsquelorsque lesles loislois
gouvernantgouvernant l'évolutionl'évolution d'und'un systèmesystème sontsont invariantesinvariantes soussous uneune
certainecertaine transformation,transformation, maismais l'étatl'état fondamentalfondamental (le(le videvide enen
théoriethéorie desdes champs)champs) nene respecterespecte paspas uneune telletelle invarianceinvariance..

C'est à dire il y a une dégénérescence de l'état du vide, et la C'est à dire il y a une dégénérescence de l'état du vide, et la 
symétrie est brisée spontanément.symétrie est brisée spontanément.

Cette équation représente un cercle de rayon:Cette équation représente un cercle de rayon:

11
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OnOn peutpeut facilementfacilement comprendrecomprendre lele mécanismemécanisme dede brisurebrisure
spontanéespontanée dede symétriesymétrie enen regardantregardant lele flambageflambage d'uned'une barrebarre
cylindriquecylindrique d'acierd'acier.. SiSi l'onl'on posepose lala barrebarre verticalementverticalement etet qu'onqu'on agitagit
avecavec uneune forceforce dede compressioncompression verticale,verticale, lala barrebarre sese raccourcitraccourcit
légèrementlégèrement.. LeLe systèmesystème estest parfaitementparfaitement symétriquesymétrique parpar rapportrapport àà lala
rotationrotation autourautour dede lala barrebarre.. MaisMais sisi lala forceforce dépassedépasse uneune certainecertaine
valeurvaleur critique,critique, ilil sese produitproduit unun phénomènephénomène dede flambageflambage :: lala barrebarre sese
tordtord dansdans uneune certainecertaine directiondirection etet lala situationsituation quiqui enen résulterésulte n'estn'est
plusplus symétriquesymétrique parpar rapportrapport àà lala rotationrotation..

Minimum

Force < force critique Force > force critique

Minimum
11
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Brisure spontanée de la symétrie (SSB) : Brisure spontanée de la symétrie (SSB) : 

On fait un choix de l'état du vide:On fait un choix de l'état du vide:
une petite fluctuation:une petite fluctuation: avec:avec:ℒℒ est réécrit sous la forme:est réécrit sous la forme:

décrit une particule scalaire réelle sans masse décrit une particule scalaire réelle sans masse 
ou particule de ou particule de Goldstone.Goldstone.

,,
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LeLe théorèmethéorème dede GoldstoneGoldstone stipulestipule queque dansdans toutetoute situationsituation
dede brisurebrisure spontanéespontanée dede symétriesymétrie existeexiste auau moinsmoins unun bosonboson dede
GoldstoneGoldstone dede massemasse nullenulle..

LeLe mécanismemécanisme dede HiggsHiggs estest uneune méthodeméthode utiliséeutilisée pourpour élimineréliminer
lesles particulesparticules dede GoldstoneGoldstone etet diagonaliserdiagonaliser lele LagrangienLagrangien..

D’uneD’une certainecertaine façonfaçon l’originel’origine dudu bosonboson dede HiggsHiggs remonteremonte auau
débutdébut dudu XXXX èmeème siècle,siècle, lorsquelorsque desdes théoriciensthéoriciens commecomme LorentzLorentz
etet PoincaréPoincaré cherchaientcherchaient àà mieuxmieux comprendrecomprendre lala structurestructure dede lala
matièrematière etet surtoutsurtout cellecelle dede l’électronl’électron..

PeterPeter HiggsHiggs proposaproposa enen 19641964 l’existencel’existence d’uned’une nouvellenouvelle
particuleparticule dede spinspin égalégal àà 00 quiqui confèreconfère uneune massemasse auxaux bosonsbosons
vecteursvecteurs.. CesCes particulesparticules acquièrentacquièrent leurleur massemasse enen interagissantinteragissant
avecavec lele champchamp dede HiggsHiggs créécréé parpar lele bosonboson dede HiggsHiggs..

Mécanisme de Higgs :Mécanisme de Higgs :

22
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posons:posons:

le champs scalaire se transforme comme:le champs scalaire se transforme comme:

Le tenseur électromagnétique reste invariant Le tenseur électromagnétique reste invariant ( ( ).).

Avec:Avec: et la jauge:et la jauge:

EnEn redéfinissantredéfinissant lesles champschamps dede jaugejauge enen faisantfaisant lala
transformationtransformation::

22
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Le groupe non abélien SU(Le groupe non abélien SU(22) :) :

représentereprésente lele doubletdoublet desdes particulesparticules scalairesscalaires complexescomplexes
soussous l'actionl'action dudu potentielpotentiel..

et:et:

Les transformations de jauge locales:Les transformations de jauge locales:

22
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Brisure spontanée de la symétrie (SSB) : Brisure spontanée de la symétrie (SSB) : 

Même chose comme dans le cas du groupe de Même chose comme dans le cas du groupe de LieLie abélien abélien U(U(11):):
Si Si μμ² ² > > 00:: la symétrie exacte, pas d’invariance.la symétrie exacte, pas d’invariance.

Dans le cas Dans le cas μμ²²< < 00::

Avec:Avec:

On choisir l'état du vide comme suit:On choisir l'état du vide comme suit:

On fait une perturbation         autour de l'état du vide:On fait une perturbation         autour de l'état du vide:
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Mécanisme de Higgs :Mécanisme de Higgs :

et un champ scalaire réel et un champ scalaire réel σ(x)σ(x) massif.massif.

un terme non physique de la forme:un terme non physique de la forme:

apparition des bosons de apparition des bosons de GoldstoneGoldstone avec une masse nulle,avec une masse nulle,

faisant la transformation:faisant la transformation:

et la jauge:et la jauge:
22
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le potentiel prendra la forme:le potentiel prendra la forme:

le Lagrangien physique est: le Lagrangien physique est: 

LesLes particuleparticule dede GoldstoneGoldstone sontsont disparuesdisparues etet l'apparaissionsl'apparaissions
dudu termeterme dede massemasse pourpour lesles bosonsbosons dede jaugejauge .. Donc,Donc, lesles troistrois
étatsétats associésassociés auxaux bosonsbosons dede GoldstoneGoldstone sese sontsont transforméstransformés enen
troistrois composantescomposantes longitudinaleslongitudinales desdes champschamps vectorielsvectoriels quiqui sontsont
devenusdevenus massifsmassifs.. LaLa particuleparticule associéeassociée auau champchamp scalairescalaire σ(x)σ(x)
estest lala particuleparticule dede HiggsHiggs.. 22
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-- LeLe ZZ⁰⁰ (boson(boson scalairescalaire neutre)neutre) médiateurmédiateur desdes interactionsinteractions faiblesfaibles..
-- LeLe photonphoton γγ médiateurmédiateur desdes interactionsinteractions électromagnétiquesélectromagnétiques..
-- 1212 fermionsfermions dede spinspin 11//22 quiqui sontsont lesles particulesparticules dede matièrematière diviséesdivisées enen
deuxdeux catégoriescatégories::
-- 66 quarksquarks etet leursleurs antianti--quarksquarks quiqui constituentconstituent lesles composantescomposantes desdes
hadronshadrons..
-- 66 leptonsleptons etet leursleurs antianti--leptonsleptons..

LesLes particulesparticules élémentairesélémentaires constituantesconstituantes
dudu modèlemodèle standardstandard sontsont auau nombrenombre dede 1616
(si(si onon inclueinclue paspas lesles interactionsinteractions fortes)fortes)::
-- 44 bosonsbosons dede spinspin 11 quiqui sontsont lesles particulesparticules
dede forceforce etet quiqui représententreprésentent lesles bosonsbosons
vectorielsvectoriels desdes différentesdifférentes interactionsinteractions::
-- LesLes WW⁺⁺ etet WW⁻⁻ (( lesles bosonsbosons vectorielsvectoriels
chargéschargés )) médiateursmédiateurs desdes interactionsinteractions
faiblesfaibles..

11stst 22ndnd 33rdrd (( générations)générations)

22
66

Le modèle standard                        Le modèle standard                        ::



ChaqueChaque doubletdoublet dede cesces particulesparticules possèdepossède uneune polarisationpolarisation
gauchegauche (L)(L) ouou droitedroite (R)(R)::

L’expérience montré que les neutrinos de polarisation droite L’expérience montré que les neutrinos de polarisation droite 
n'existe pas.n'existe pas.

Les leptons sont répartis dans des représentations fondamentales Les leptons sont répartis dans des représentations fondamentales 
du groupe de du groupe de LieLie SU(SU(22)) comme suit:comme suit:

Le Lagrangien du Modèle Standard est:Le Lagrangien du Modèle Standard est:

des doublets:des doublets:
et des singuliers:et des singuliers:

Les transformations de jauge sont:Les transformations de jauge sont:
22
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LeLe LagrangienLagrangien précédentprécédent estest invariantinvariant parpar rapportrapport auxaux transtrans--
formationsformations dede jaugejauge globalesglobales dudu groupegroupe dede LieLie..

PourPour lesles champschamps dede matièrematière LL etet R,R, onon aa lesles transformationstransformations dede
jaugejauge suivantessuivantes::

LeLe LagrangienLagrangien invariantinvariant parpar rapportrapport auxaux transformationstransformations dede
jaugejauge localeslocales estest::

mais les bosons vectoriels     et      ont des masse nulles sont mais les bosons vectoriels     et      ont des masse nulles sont 
apparaître.apparaître. 22
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Brisure spontanée de la symétrie (SSB) :Brisure spontanée de la symétrie (SSB) :

PourPour générergénérer desdes massesmasses auxaux médiateursmédiateurs desdes interactionsinteractions
faibles,faibles, onon doitdoit briserbriser lala symétriesymétrie ..

on prend le choix suivant:on prend le choix suivant:

travaillons dans la jauge:  travaillons dans la jauge:  

le Lagrangien total:le Lagrangien total:
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99



λλ et et hh sont les constantes d'interaction des bosons scalaires.sont les constantes d'interaction des bosons scalaires.
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Mécanisme de Higgs :Mécanisme de Higgs :

àà causecause desdes termestermes nonnon physiquesphysiques telstels queque onon estest obligéobligé dede
diagonaliserdiagonaliser lele LagrangienLagrangien ℒℒ ..

faisons les transformations:faisons les transformations:

est un angle de mixage appelé angle de est un angle de mixage appelé angle de Weinberg.Weinberg.

L’expression finale du Lagrangien est :L’expression finale du Lagrangien est :
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Ce Lagrangien contient:Ce Lagrangien contient:

Deux champs vectoriels           avec une masse                    Deux champs vectoriels           avec une masse                    . . 

Un champ vectoriel neutre         avec une masse                        Un champ vectoriel neutre         avec une masse                        ..

Un champ électromagnétique         sans masse.Un champ électromagnétique         sans masse.

Un champ scalaire réel Un champ scalaire réel σ(x)σ(x) (Higgs)(Higgs) avec une masse                avec une masse                ..

Un électron de masse                     Un électron de masse                     ..

Un neutrino polarisé à gauche         avec une masse nulle.Un neutrino polarisé à gauche         avec une masse nulle.
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Les termes d'interactions :Les termes d'interactions :

Effet électromagnétique associé aux électrons:Effet électromagnétique associé aux électrons:

on déduit:on déduit:

Les courants faibles chargés:Les courants faibles chargés:

En comparant avec la théorie de En comparant avec la théorie de Fermi,Fermi, on déduit que:on déduit que:

est constante de est constante de Fermi.Fermi.

Les masses des bosons de jauge          et          sont liées par la Les masses des bosons de jauge          et          sont liées par la 
relation:relation:
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Le Lagrangien du Modèle Standard est:Le Lagrangien du Modèle Standard est:

ou:ou:
YukawaYukawa
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Chapitre Chapitre 22::

Le Modèle Standard Dans Le Modèle Standard Dans 
La Géométrie NonLa Géométrie Non--

CommutativeCommutative



LaLa géométriegéométrie dede notrenotre espaceespace posepose enen généralgénéral desdes
problèmesproblèmes enen physiquephysique carcar ilil n'existen'existe paspas uneune descriptiondescription
uniqueunique.. DansDans l'espritl'esprit dede lala relativitérelativité générale,générale, l'espacel'espace etet
lele tempstemps formentforment unun objetobjet quadridimensionnelquadridimensionnel dontdont lala
courburecourbure estest donnéedonnée parpar lala distributiondistribution dede massemasse.. QuandQuand
unun objetobjet massifmassif sese déplace,déplace, lala courburecourbure changechange;; lala
géométriegéométrie estest unun objetobjet dynamiquedynamique (même(même chosechose queque lele cascas
dede lala théoriethéorie dudu BigBig--bangbang etet lala théoriethéorie d'inflationd'inflation
cosmique)cosmique).. AuAu contrairecontraire lala mécaniquemécanique quantique,quantique, etet plusplus
généralementgénéralement lala théoriethéorie quantiquequantique desdes champs,champs, supposesuppose lala
donnéedonnée aa prioripriori d'und'un espaceespace dansdans lequellequel évoluentévoluent desdes
champschamps..

ToutTout cece quiqui précèdeprécède semblesemble gravitergraviter autourautour dede lala questionquestion
suivantesuivante:: estest--cece queque l’espacel’espace--tempstemps estest uniquementuniquement uneune
structurestructure géométriquegéométrique formelle?formelle?
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LesLes espacesespaces nonnon commutatifscommutatifs ontont uneune longuelongue histoirehistoire;; l'idéel'idée
dede coordonnéescoordonnées dede l'espacel'espace--tempstemps nonnon commutatifcommutatif estest plusplus queque
demidemi sièclesiècle vieux,vieux, avecavec lala découvertedécouverte dede lala mécaniquemécanique quantiquequantique
parpar Heisenberg,Heisenberg, lala géométriegéométrie nonnon commutativecommutative estest apparaîtreapparaître..

HH.. SnyderSnyder étaitétait lele premierpremier quiqui formulerformuler cesces idéesidées mathémathé--
matiquementmatiquement.. L'approcheL'approche versvers lala théoriethéorie desdes champschamps nonnon
commutativecommutative baséebasée sursur lele produitproduit starstar etet SeibergSeiberg--WittenWitten maps,maps,
permettrepermettre dede généralisergénéraliser lele modèlemodèle standardstandard dede lala physiquephysique desdes
particulesparticules versvers lele cascas dede l'espacel'espace--tempstemps nonnon commutatifcommutatif..

LaLa géométriegéométrie nonnon commutativecommutative estest uneune géométriegéométrie analytiqueanalytique
généralisegénéralise lesles troistrois autresautres géométriesgéométries;; lala géométriegéométrie EuclidienneEuclidienne
quiqui estest lala basebase dede lala mécaniquemécanique Newtonien,Newtonien, lala géométriegéométrie
MinkowskienneMinkowskienne quiqui estest lala basebase dede lala relativitérelativité restreinterestreinte etet lala
géométriegéométrie RiemannienneRiemannienne quiqui courbecourbe l'espacel'espace--tempstemps.. 33
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ElleElle aa généraliséegénéralisée lala géométriegéométrie RiemannienneRiemannienne avecavec unun
principeprincipe d'incertituded'incertitude commecomme dansdans lala mécaniquemécanique quantique,quantique, cece
principeprincipe d'incertituded'incertitude estest introduitintroduit parpar lala nonnon commutativitécommutativité..

LaLa géométriegéométrie nonnon commutativecommutative estest lele mondemonde nonnon commucommu--
tatiftatif.. ElleElle estest baséebasée sursur lesles coordonnéescoordonnées nonnon commutativescommutatives..

LaLa géométriegéométrie nonnon commutativecommutative estest baséebasée sursur lala fameusefameuse
relationrelation:: (la(la 33èmeème quantification)quantification)..

tel que:tel que:

ou        est antisymétrique:ou        est antisymétrique:
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AA traverstravers cece travailtravail dede recherche,recherche, onon utiliseutilise lele plusplus souventsouvent lele
produitproduit ∗∗ (star)(star) dede MoyalMoyal..
voici quelques propriétés de ce produit:voici quelques propriétés de ce produit:

Formalisme Mathématique :Formalisme Mathématique :
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L'opérateur de Weyl :L'opérateur de Weyl :

L'idéeL'idée d'introduired'introduire lesles opérateursopérateurs dede WeylWeyl estest uneune
techniquetechnique utiliséeutilisée pourpour décriredécrire etet formulerformuler lala mécaniquemécanique
quantiquequantique àà partirpartir dede l'espacel'espace dede phasephase dede lala mécaniquemécanique
classiqueclassique..
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…..(…..(11))

ou:ou: est la transformée de est la transformée de FourierFourier de          de          : : 

…..(…..(22))

l'opérateur         est hermitien si          est réelle.l'opérateur         est hermitien si          est réelle.

on peut écrire:on peut écrire:

tel que        est un opérateur hermitien donné par:tel que        est un opérateur hermitien donné par:

OnOn peutpeut aussiaussi introduireintroduire lala dérivéedérivée desdes opérateursopérateurs àà
traverstravers uneune dérivationdérivation linéairelinéaire antianti--hermitiennehermitienne définiedéfinie
parpar lesles relationsrelations dede commutationscommutations suivantessuivantes::
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lesles propriétéspropriétés précédentesprécédentes impliquentimpliquent queque toutetoute tracetrace cycliquecyclique
définiedéfinie sursur l'algèbrel'algèbre desdes opérateursopérateurs dede WeylWeyl estest indépendanteindépendante dede
..
utilisation du produit de utilisation du produit de Weyl Weyl on a:on a:
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si on considère le produit de deux opérateurs de si on considère le produit de deux opérateurs de Weyl:Weyl:

en utilisant en utilisant ((11) , () , (22)) et la relation de et la relation de BakerBaker--CambellCambell--Hausdorff:Hausdorff:
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Théorie de jauge sur l'espaceThéorie de jauge sur l'espace--temps non commutatif :temps non commutatif :

PourPour conserverconserver lala formeforme desdes transformationstransformations dede jaugejauge desdes
différentsdifférents champschamps dynamiques,dynamiques, onon estest obligerobliger dede travaillertravailler avecavec
lesles SeibergSeiberg--WittenWitten mapsmaps dede cesces champschamps (( ,, etcetc....))..

La forme générale du terme cinétique des bosons de jauge:La forme générale du terme cinétique des bosons de jauge:

où: où: 

dénote la représentation et       les différents couplages. dénote la représentation et       les différents couplages. 
est la trace sur les éléments du groupe de est la trace sur les éléments du groupe de LieLie utilisé.utilisé.

44
66



LeLe tableautableau suivantsuivant représentereprésente lesles combinaisonscombinaisons champschamps dede
jaugejauge quiqui rentrentrentrent dansdans lesles expressionsexpressions desdes dérivéesdérivées covariantescovariantes
desdes différentsdifférents fermionsfermions dansdans lele ModèleModèle StandardStandard NonNon
CommutatifCommutatif..

le tenseur antisymétrique est:le tenseur antisymétrique est:
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lele champschamps représentereprésente uneune combinaisoncombinaison linéairelinéaire dudu potentielpotentiel
dede jaugejauge teltel queque::

lesles cœfficientscœfficients dansdans lesles termestermes cinétiquescinétiques sontsont soumissoumis auxaux
contraintescontraintes::

lala formeforme généralegénérale dudu LagrangienLagrangien dede YangYang--MillsMills prendprend lala
formeforme::

les générateurs des différents groupes de les générateurs des différents groupes de Lie.Lie.

symbolise les constantes de couplage ordinaires.symbolise les constantes de couplage ordinaires.
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Lagrangien du Modèle Standard Non Commutatif (MSNC) :Lagrangien du Modèle Standard Non Commutatif (MSNC) :
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Les champs et leurs répartitions et représentations selon les Les champs et leurs répartitions et représentations selon les 
groupes de groupes de Lie Lie du Modèle Standard, du Modèle Standard, i = i = 11,,33 dénote les indices de dénote les indices de 
générations.générations.
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DansDans lesles expressionsexpressions précédentesprécédentes desdes différentsdifférents termestermes dudu
LagrangienLagrangien onon aa utiliséutilisé lesles notationsnotations suivantessuivantes::

LeLe champchamp dede HiggsHiggs nonnon commutatifcommutatif estest donnédonné parpar sonson
SeibergSeiberg--WittenWitten mapmap::
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la dérivée covariante du champ de la dérivée covariante du champ de HiggsHiggs non commutatifnon commutatif

transformation de jauge non commutative.transformation de jauge non commutative.
est le paramètre de jauge non commutatif correspondant.est le paramètre de jauge non commutatif correspondant.

on peut démontré que:on peut démontré que:
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représentent les tenseurs de courbures des champs des groupes représentent les tenseurs de courbures des champs des groupes 
données par:données par:
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Chapitre Chapitre 33::

Applications physiquesApplications physiques



LeLe butbut estest dede fairefaire unun calculcalcul d'und'un processusprocessus physiquephysique dudu
modèlemodèle standardstandard dansdans lele cadrecadre dede lala géométriegéométrie nonnon
commutativecommutative.. LeLe butbut estest dede testertester etet voirvoir lala contributioncontribution dede lala
correctioncorrection nonnon commutative,commutative, sasa formeforme etet sonson comportementcomportement
asymptotiqueasymptotique..

DansDans cece chapitrechapitre onon vava considérerconsidérer lele soussous processusprocessus physiquephysique
ff ff →→ WW⁺⁺ WW⁻⁻ quiqui contribuercontribuer auau processusprocessus physiquephysique PP ++ PP →→ WW⁺⁺ WW⁻⁻
dansdans lala productionproduction desdes bosonsbosons vectorielsvectoriels WW⁺⁺ etet WW⁻⁻ auau LHCLHC ouou
autreautre collisionneurscollisionneurs desdes particulesparticules..

f ff f → W→ W WW
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NousNous nene pouvonspouvons paspas décomposerdécomposer enen modesmodes d'oscillationd'oscillation
desdes systèmessystèmes ayantayant uneune infinitéinfinité dede degrésdegrés dede libertéliberté queque sisi lesles
particulesparticules décritesdécrites parpar lele systèmesystème n'interagissentn'interagissent paspas entreentre elleselles..

D'unD'un pointpoint dede vuevue mathématique,mathématique, onon décritdécrit lesles champschamps
quantiquesquantiques libreslibres parpar desdes termestermes quadratiques,quadratiques, qu'onqu'on peutpeut
toujourstoujours écrireécrire commecomme desdes modesmodes d'oscillationd'oscillation harmoniqueharmonique.. OnOn
quantifiequantifie lele champchamp enen identifiantidentifiant lala présenceprésence dede nn particulesparticules
d'énergied'énergie donnéedonnée auau faitfait queque lele modemode d'oscillationd'oscillation dede mêmemême
énergieénergie sese trouvetrouve excitéexcité dansdans lele nn--èmeème niveauniveau.. SiSi l'onl'on introduitintroduit
desdes interactions,interactions, lesles choseschoses sese compliquentcompliquent..

LaLa théoriethéorie desdes perturbationsperturbations offreoffre cependantcependant uneune résolutionrésolution
approximativeapproximative àà cece problèmeproblème..
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L'applicationL'application dede cettecette théoriethéorie desdes perturbationsperturbations àà lala théoriethéorie
quantiquequantique desdes champschamps estest trèstrès compliquée,compliquée, C'estC'est RichardRichard
FeynmanFeynman quiqui développeradéveloppera uneune techniquetechnique plusplus simple,simple, baséebasée sursur
desdes diagrammesdiagrammes quiqui portentportent sonson nomnom etet quiqui calculentcalculent lesles
probabilitésprobabilités dudu processusprocessus étudiéétudié.. EnEn effet,effet, onon peutpeut toujourstoujours
calculercalculer unun processusprocessus compliquécompliqué auau moyenmoyen dede diagrammesdiagrammes
élémentairesélémentaires quiqui s'imbriquents'imbriquent lesles unsuns dansdans lesles autresautres commecomme desdes
piècespièces dede LegoLego..
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UnUn diagrammediagramme dede FeynmanFeynman estest uneune représentationreprésentation symboliquesymbolique
permettantpermettant dede fairefaire desdes calculscalculs enen théoriethéorie quantiquequantique desdes champschamps
perturbativeperturbative.. CesCes représentations,représentations, inventéesinventées parpar FeynmanFeynman dansdans
lesles annéesannées 19401940,, permettentpermettent dede visualiservisualiser lesles interactionsinteractions entreentre
lesles particulesparticules élémentairesélémentaires..

LesLes diagrammesdiagrammes dede FeynmanFeynman possiblespossibles quiqui contribuentcontribuent dansdans
lele calculcalcul d'amplituded'amplitude dede transitiontransition dede notrenotre processusprocessus sontsont::

+

++

Diagrammes de FeynmanDiagrammes de Feynman
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Les couplages possibles :Les couplages possibles :

+

++
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++

+ +

++
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Contribution du premier diagramme : Contribution du premier diagramme : 

L'amplitude du premier diagramme:L'amplitude du premier diagramme:

f

f
W-

W+

p1

p2

p3

p4

Z
k

ν ′ µ′
W-

p3

p4

W+

Z

f

f

p1

p2

k
µ ν

_

W-

_
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En utilisant les propriétés suivant :En utilisant les propriétés suivant :

On remarque que les termes                                                        rentrant On remarque que les termes                                                        rentrant 
dans le calcul  sont d'ordre dans le calcul  sont d'ordre θθ²²,, et les termes                                      sont et les termes                                      sont 
nuls.nuls. 66
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Avec:Avec:
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En effet:En effet:
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f

f
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Contribution du deuxième diagramme : Contribution du deuxième diagramme : 
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Avec:Avec:

77
33



Contribution du troisième diagramme : Contribution du troisième diagramme : 
p1 p1W+ W+

f

_
fW-p2

p3

p4

k

ν ′

µ′ f

k

p2

p3
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Contribution du quatrième diagramme : Contribution du quatrième diagramme : 

f

_
f

W-

W+
p1

p2

p3

p4

Z
k

ν ′

µ′

k'

f

f
_

f '
_

p1p3
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p4
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p2

µ ν
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, , car les termes de            contient des termes en car les termes de            contient des termes en θθ
d'ordre d'ordre 22 et /ou et /ou 33..



Contribution du cinquième diagramme : Contribution du cinquième diagramme : 

, , puisque les termes de          contient des termespuisque les termes de          contient des termes
en en θθ d'ordre d'ordre 22 et /ou et /ou 33..

f
f
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77
77



Contribution du sixième diagramme : Contribution du sixième diagramme : 

f
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W+ p1
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p4

k
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µ′f
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où     où     ,, , , et      sont données par le deuxième diagramme. et      sont données par le deuxième diagramme. 
et        ,        ,         et         sont données par le cinquième diagramme.et        ,        ,         et         sont données par le cinquième diagramme.

et on obtient:et on obtient:



Contribution du septième diagramme : Contribution du septième diagramme : 

f
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Contribution du huitième diagramme : Contribution du huitième diagramme : 
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Contribution du neuvième diagramme : Contribution du neuvième diagramme : 
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Contribution du dixième diagramme : Contribution du dixième diagramme : 
f

f
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FinalementFinalement l’amplitudel’amplitude dede cetcet processusprocessus estest lala sommesomme desdes
amplitudesamplitudes dudu premier,premier, deuxièmedeuxième etet troisièmetroisième diagrammediagramme..

DoncDonc onon aa discutédiscuté lala nonnon commutativitécommutativité d’espaced’espace--tempstemps etet
sonson importance,importance, etet onon diredire queque peutpeut êtreêtre àà l’échellel’échelle desdes trèstrès
hauteshautes énergiesénergies lala géométriegéométrie d’espaced’espace--tempstemps estest nonnon
commutativecommutative..






