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Introduction

La physique est la science qui étudie les phénomeénes naturels surgissant dans I'univers, une
tache qui se heurte souvent & des problémes énigmatiques pour lesquels elle se doit d’apporter
une explication rationnelle. Parmi les problémes récents les plus pertinents de la physique
théorique, et plus précisément de la cosmologie; il existe celui de la matiére sombre appelée
également matiere noire (Dark Matter). L’origine du probléme remonte a 'année 1933 suite
a ’étude faite par 'astronaute suisse Fritz Zwicky sur un amas de galaxie quand il constata
que la masse dynamique de cet amas obtenue théoriquement, est beaucoup plus importante
que la masse lumineuse que donne la mesure de la quantité de lumiére émise par cet amas.
A Tépoque ce résultat est passé inapercu et il faut attendre les années soixante-dix et les
travaux des astronomes ameéricains Vera Rubin et Ford Kent [1] sur la rotations des galaxies
spirales, pour confirmer le résultat de Zwicky. Afin d’expliquer cette différence de masse, une
grande partie de la communauté scientifique a émis 'hypothése de I'existence d’une forme de
matiére jusque la inconnue qui devrait étre selon les estimations six fois plus abondante que la
matiere ordinaire, soit environs 27% de 'univers contre uniquement 5% de matiére ordinaire,
constituant les galaxies, les étoiles et les différents astres de tout I'univers. Cette nouvelle
matiére serait différente de la matiére ordinaire par plusieurs aspects, comme son insensibilité
a la force électromagnétique et un comportement singulier vis-a-vis de la lumiére qu’elle ne
peut ni absorber ni refléter ni émettre la rendant de plus en plus difficile & détecter ce qui
explique pourquoi la masse des galaxies estimée & partir des observations astronomiques serait
inférieure a la masse théoriquement conforme au mouvement de ces galaxies, car en fait la
masse manquante est celle de la matiére sombre qu’on n’arrive pas & détecter. En dépit de cette

difficulté il y’a eu plusieurs tentatives pour la détection de la matiére sombre. Citons a titre



d’exemple les résultats obtenus en 2006 par une équipe de recherche [2] qui aurait observée
nettement de la matiére sombre. Si cette matiére est si différente de la matiére ordinaire, la
question de savoir de quoi elle est constituée est une préoccupation majeur des physiciens, et
il y’a eu plusieurs théories et hypothéses sur la nature exacte des ses constituants. La plus
envisageable des hypothéses est celle qui I’a considére comme une matiére non baryonique
composée de particules supersymétriques associées & des particules connues du modeéles standard
comme le neutrino par exemple, qu’on regroupe sous l'appellation générique WIMP. Ainsi le
fait de conférer une nature a cette matiére sombre en tant qu’ensemble de particule, a permis de
I’envisager dans le cadre de différentes expériences de la physique des particules menées dans de
grand accélérateurs comme le LHC, les meilleurs endroits pour pouvoir mettre en évidence cette
matiére et remédier & la difficulté d’une détection astronomique directe. Il existe cependant un
avis complétement différent au sujet de cette matiére sombre privilégiant une approche théorique
a cette question. Au lieu d’expliquer le défaut de masse par ’hypothése d’une matiére inconnue,
il faut plutot s’orienter vers des théories de la gravitation capables d’apporter une explication
sans recourir & ’hypothése d’une matiére sombre. A vrai dire il existe une multitude de théories
de la gravitation [3] autres que la théorie newtonienne et la relativité générale ; certaines sont des
généralisations de la relativité générale d’autres sont des modifications de la théorie d’Einstein.
Le point commun pour la plupart d’entres elles, c’est qu’elles dérivent d’un principe variationnel
et sont en majorité des théories métriques. On peut répertorier les théories de la gravitation en
plusieurs catégories : Des théories scalaires comme la théorie de Nordstrom, des théories quasi
linéaires comme la théorie de Whithehids, des théories tensorielles comme la relativité générale,
la théorie f(R) ou Gauss-Bonnet, des théories type scalaire-tensoriel : comme la théorie de
Brans-Dicke, des théories tensorielles est vectorielles comme la théorie de Will-Nortdvetd, des
théories bi-métriques comme la théorie de Lightman-Lee, des théories non métrique comme
la théorie de Gauge de la gravitation. C’est la principale classification de ces théories de la
gravitation dites classiques pour les distinguer des théories quantiques de la gravitation. Deux
de ces théories de la gravitation seront considérées dans cette thése. La premiére est la théorie
d’Einstein-Cartan pour laquelle nous avons consacré le premier chapitre afin de rappeler les
points essentiels qui se rapportent & cette théorie & commencer par 1’écriture des composantes

de la connexion dans les repéres holonome et orthonormé en établissant la relation liant les



deux types de composantes, puis ’écriture des équations de structure de Cartan qui permettent
de bien définir le tenseur de torsion qu’on décomposera en trois parties irréductibles : La partie
complétement antisymétrique, la partie & symétrie mixte et la partie vectorielle pour pouvoir
ensuite écrire les équations d’Einstein et de Cartan. C’est au deuxiéme chapitre qu’il sera
question de montrer que la théorie d’Einstein-Cartan peut étre une candidate pour résoudre le
probléme de la matiére sombre. La deuxiéme théorie de la gravitation abordée dans cette thése
est la théorie f(R) introduite au troisiéme chapitre qui se présente souvent comme une théorie
alternative & un autre probléme pertinent en cosmologie, celui de I’énergie sombre, ou noire
(dark energy), dont les premiéres origines remontent aux années quatre-vingt-dix [4][5] o une
accélération de 'expansion de 'univers fut observée en 1998, par une équipe de chercheurs dans
le cadre du projet : Supernova Cosmology Project et Supernovae Search Team, en mesurant la
distance de luminosité de supernova du type la, qui a été mise en relation avec le décalage vers
le rouge de ces supernovas, ce qui a permis de suivre ’évolution de ’expansion de 'univers sur
plusieurs années est constater donc le phénomeéne d’une accélération de I’expansion de I'univers
plutot étrange, car théoriquement parlant on devrait plutdt s’attendre au contraire. Comme
pour la matiére sombre, on a fait I’hypothése d’une forme d’énergie jusque la inconnue, & qui on
a attribué le nom d’énergie sombre qui constituerait environ 68% de la densité d’énergie totale,
de nature inconnue en dépit de plusieurs hypothéses notamment celles de la supposer constituée
de petites particules appelées quintessence formées lors du Big-bang. Il existe toutefois d’autres
approches et interprétations comme celles qui associent cette énergie sombre & un simple effet
de la constante cosmologique, et celles ayant recours & d’autres théories de la gravité comme
la théorie f(R). L’'importance de cette théorie en tant que théorie susceptible d’apporter des
réponses aux problémes posés par ’énergie sombre, nous a motivé & étudier cette derniére d’un
point de vu mathématique en établissant le lien qu’elle pourrait avoir avec la théorie de la
relativité générale, en cherchant plus précisément les théories f(R) qui seraient équivalentes a
la relativité générale, c’est-a-dire celles qui possédent exactement les mémes solutions que la
relativité générale pour une forme déterminée du scalaire de courbure, car quand on présente un
modele f(R) donnée comme étant une alternative au probléme de 1’énergie sombre, la premiére
condition & satisfaire c’est qu’il doit étre différent de la relativité générale vu qu’il a pour

ambition d’aller au-dela de cette théorie ce qui fait que ¢a ne sert absolument & rien de construire



des théories plus compliquées qui en apparence semblent étres différentes mais au fond sont
équivalentes a la relativité générale. Ceci doit impérativement passer par la connaissance des
conditions qui font qu'un modeéle f(R) donné, ait les mémes solutions que la relativité générale,
pour pouvoir faire la distinction et ne considérer que les théories f(R) réellement différentes
de la relativité générale. Ce sont principalement de telles conditions qui seront discutées au
troisitme chapitre. Le quatriéme chapitre sera consacré & un autre probléme en relativité;
celui de considérer la théorie de la relativité restreinte a 1’échelle macroscopique, fondée sur
des principes de géométrie euclidienne qui sont a la base de notre perception de ce monde
macroscopique. On voudrait alors confronter ces principes aux nouveaux concepts introduits
par la relativité restreinte & travers 'approche des expériences de pensée généralement suivie
en 'absence d’expériences réelles faute de moyens technologiques permettant d’accélérer des
objets macroscopiques a de trés grandes vitesses. Ainsi une expérience de pensée sera proposée,
puis mathématiquement analysée pour souligner quelques problémes qui méritent d’étre étudiés

et résolus, tel sera I’objectif de ce chapitre.



Chapitre 1

Théorie d’Einstein-Cartan : Notions

fondamentales

La théorie d’Einstein-Cartan est une théorie classique de la gravitation proposée par Elie
Cartan [6][7][8][9] en 1922, ayant également connue quelques développements & partir des an-
nées soixante grace aux travaux de Dennis Sciama [10] et Tom Kibble [11]. C’est une théorie
non métrique de la gravitation qui tient compte de la torsion de ’espace-temps. Elle a connu
récemment un regain d’intérét [14] en tant que théorie pouvant expliquer le probléme de la
matiére sombre dans l'univers [12][13]. C’est la raison qui nous pousse a I’étudier dans le but
d’atteindre cet objectif, en commengant par rappeler briévement les notions fondamentales qui
se rattachent & cette théorie, nécessaires pour bien comprendre les développements du chapitre
suivant, en insistant uniquement sur les points essentiels qui nous intéressent ; car une étude ma-
thématique plus approfondie et plus détaillée risque sort du cadre de cette thése, en se référant
toutefois & quelques ouvrages relatifs & la théorie et au domaine de la géométrie différentielle
de maniere générale [15][16][17][18][19][20][21][22][23][24] pour plus de détails.

Dans la théorie d’Einstein-Cartan, on considére deux types de référentiels; 'un dérivé d’un
systéme de coordonnées x#, u = 0,1,2,3 sur un ouvert de R*, dit référentiel holonome noté

dx*, ou la métrique g de I'espace-temps est définie par

o 0
Juv =9 (830/" 036”) ) (1.1)



et son inversse

g =g (da*,dz"). (1.2)

L’autre est un référentiel orthonormé appelé repére mobile noté e*, a = 0,1, 2, 3, tel que
g (e“, eb) =", (1.3)

ot 1% sont les compostantes du tenseur de Minkowski (7%°n, = 0%; 6% est le symbole de
Kronecker). On peut alors exprimer la base orthonormée e* en terme de celles de la base
holonome dx*

e = e, dxt, (1.4)

et inversement

dzt = eflub eb. (1.5)
e, représentent les éléments d’une matrice 4 X 4 appartenant au groupe GL(4,R); groupe des
matrices réelles 4 x 4 inversibles et les éléments e 1" , sont ceux de la matrice inverse avec

e“ueflub = 0%. (1.6)

Vu que nous avons deux référentiels, il nous est possible d’exprimer la connexion aussi bien dans
le référentiel holonome que dans le référentiel orthonormé. Par rapport au référentiel holonome

cette connexion sera notée I', et pour le référentiel orthonormé on la notera w?,, telles que
B b

Faﬁ = O‘Budxu, (17)

a
w = wh,dzh,

ouI'% et w“bﬂ représentent les composantes dans la base holonome de la connexion par rapport
aux repéres holonome et orthonormé respectivement. Du point de vu mathématique, I' est une
1-fome a valeurs dans algeébre de lie gi(4) du groupe GL(4), tandis que w est une 1-forme a

valeurs dans ’algebre de lie so(1,3) du groupe de Lorentz SO(4). La connexion par rapport au



référentiel holonome I' et la connexion par rapport au référentiel orthonormé w sont liées par
_ -1 -1
w=ele " +ede ", (1.8)

ou en terme de composantes,

a _ ,apA —1Y a —1*
wh, =eHZIV e +Heh\ouem . (1.9)

Dans la théorie d’Einstein-Cartan, nous avons deux équations de structure de Cartan :
1
R :=dw + 3 [w,w], (1.10)
pour la courbure, une 2-forme & valeurs dans I’algébre de Lie du groupe de Lorentz et

T := De = de + we, (1.11)

pour la torsion, une 2-forme & valeurs vectorielles. En termes de composantes

1
R% : =dw% + B [WhwS — wGw?], (1.12)
et
T% : = De® = de® + w%el.

La torsion s’exprime dans le repére holonome par
a 1 a w ..V
T = iTﬂvdm dx", (1.13)

et par rapport au repére orthonormé, celle-ci a pour expression

1

T = §T%cebec, (1.14)

ou T'¢, est le tenseur de torsion connu également sous le nom de tenseur de Cartan. Compte

10



tenu de (1.5), 'équation (1.13) s’écrit
a 1 a —1* -1 b _c
T = -T9,e ", e e e, (1.15)

= 51w

donc, de (1.14) et (1.15) on déduit que

e =T%e " eV, (1.16)
D’autre part, selon (1.4)
de® = de®dz" (1.17)
= Oue’ datda”

— L0 - g doras

et d’apreés (1.4) et (1.7) on peut aussi exprimer le terme w%e® dans la base holonome,

wie? = wab#eb,/dx“daf” (1.18)

1
=3 (wabueby - w“b,,eb#) dztdzx”.

Compte tenu de (1.17), (1.7) et (1.18), ’équation de structure (1.12) pour la torsion peut se

mettre sous la forme
1
T = 3 <8Meay — Oyef, + w“bﬂeb,, - wabyebu) dztdx”, (1.19)
puis, en comparant celle-ci & (1.13), il vient que

1%, = e, — Ope, + wabueby - w“byebu. (1.20)

En suivant le méme raisonnement, on obtient ’analogue de (1.20) pour la courbure. On com-

mence donc par exprimer R par rapport au repére holonome,

1
R = 3 o

dztdx”, (1.21)

11



puis par rapport au repére orthonormé

1
R(Zb = 5 abcdeced, (122)

ou RY_,; est le tenseur de courbure. Comme la base holonome est liée & la base orthonormée

par la relation (1.5), on a

RY% =~ abwje*lu e 1 ecel. (1.23)
En comparant (1.22) et (1.23), on déduit

abcd = Rabuyeilﬂc eilyd‘ (124‘)

Si on développe séparément les deux termes dw€ et % (W w — wiw?] de 'équation de structure

(1.12) de la courbure dans la base holonome, on aura donc pour le premier terme

dw’y = d(w%,dz") (1.25)
= dw,dz"
= Opw%,dz"dz"

= % (0w, — &,wabﬂ) dxtdx”,

et pour le second, le développent suivant dz* donne

1
5 [Wiws — Wil = = (W dat'ws, de” — W, da'w’,, da”) (1.26)

a c _ ,a ,c %
(wcuwbl, wcywbu)dm dz”.

N =N

Compte tenu de (1.25) et (1.26), On peut donc mettre I’équation de structure (1.12) pour la
courbure sous la forme

a

b= 5 (0w, — 0w, +wl,wS, — wW,wS,) datdz. (1.27)

N | =

12



Finalement, en comparant (1.21) et (1.27), on obtient
b = Ouwhy, — Opwy, + W, wG, — W w,. (1.28)
Le tenseur de torsion sous sa forme complétement covariante
Tube = NadT % (1.29)
peut étre décomposé en trois parties irréductibles, de la maniére suivante

Tabc = Aabc + TIach - Uach + Maba (130)

Agpe est la partie completement antisymétrique. n,,Ve la partie vectorielle, My, la partie de

symétrie mixte. Ces trois parties irréductibles ont pour expressions

1
Aabc = g (Tabc + Tcab + Tbca) ; (131)
1 ab
Vo= L™ (1.32)
Mabc = Tabc - Aabc - TZach + ﬁach- (133)

La partie de symétrie mixte est caractérisée par

Mabc = _Macba (134)
Mapen™ = 0,

Mape + Meap + Mpeq = 0.
Il convient de souligner que la courbure et la torsion vérifient les deux identités de Bianchi,
DR =dR+ [w, R] =0, (1.35)

et
DT = DDe = Re. (1.36)

13



Dans la théorie de la relativité générale, la gravitation est pergue comme un phénomeéne lié
a la courbure de ’espace-temps, une courbure engendrée essentiellement par la présence de
matiére, ainsi les équations d’Einstein traduisent le lien courbure-matiére en établissant la
proportionnalité du tenseur d’Einstein décrivant la courbure de ’espace-temps et du tenseur
énergie-impulsion décrivant la matiére présente dans cet espace-temps. En plus de la courbure
de ’espace-temps, la théorie d’Einstein-Cartan tient également compte de la torsion de I’espace-
temps, inexistante en relativité générale vu que cette théorie a été établie en faisant ’hypothése
d’une torsion nulle, c’est-a-dire en se limitant & des espace-temps sans torsion, ce qui n’est pas
le cas des espace-temps de la théorie d’Einstein-Cartan. Par voie de conséquence les équations
d’Einstein certes nécessaires, sont a elles seules insuffisantes pour décrire des espace-temps avec
torsion et nous aurons donc besoin d’équations supplémentaires permettant d’établir un lien
entre la torsion et sa source; a savoir la densité de spin, exactement comme pour la relation
courbure-matiére. De telles équations sont connues sous le nom d’équations de Cartan; elles
stipulent la proportionnalité du tenseur de Cartan décrivant la torsion et le tenseur courant
de spin décrivant la densité de spin. Comme pour la plupart des équations de la physique, les
équations fondamentales de la théorie d’Einstein-Cartan peuvent également étre déduites d’un

principe variationnel, en variant I’action totale

St le,w] = Sgpm le,w] + S [e,w], (1.37)

constituée de deux contributions, a savoir ’action d’Einstein-Hilbert définie par

— 1 a b 2A
Spwle,w] = 167rG/Rb* (e ea> = 6nC 1 (1.38)

1 1
= — <R“b + 6Ae“eb> eeegped

327G

- _16;G / <Rab ab + 2A) v,

ou * désigne le Hodge star, €,pcq le tenseur de Levi-Civita & 4 dimensions complétement an-

tisymétrique avec €p1o3 = 1, A la constante cosmologique, G la constante de Newton, et la

contribution de l’action de matiére Sy [e,w], définie comme l'intégrale du lagrangien de ma-

14



tiere Ly,

Sy le,w] = /EM [e,w]. (1.39)

La variantion de ce lagrangien de matiére par rapport au repére orthonormé e, donne
EM [G—l—f,W]—ﬁM [6,0.)] :_fa7a+0(f2)) (140)

ou f est une 1-forme, et 7, une 3-forme a valeurs vectorielles, définissant le courant énérgie-
impulsion, ce qui fait de £y [e + f,w] une 4-forme. On définit le tenseur d’énergie-impulsion 74,

comme les composantes du Hodge star du courant énérgie-impulsion dans la base orthonormée
_ b
*Tq = Tape’. (1.41)

De la méme maniére on peut considérer la variation du lagrangien de matiére par rapport a la

connexion w

1
/CM [e,w + X} - EM [67"‘)] = _§Xabsab + 0 (XQ) ’ (1'42)

ol x® est une 1-forme et S, une 3-forme & valeurs dans I’algébre de Lie du groupe de Lorentz

dont le Hodge star permet de définir le tenseur de spin Sy dans le repére orthonormé,
*Sap = Sapce’. (1.43)

Ainsi en variant l'action totale par rapport au repére orthonormé, c’est-a-dire en écrivant
St e+ f,w] — St [e,w] = 0, on obtient
ab A a b d
R + ge e’ | e%euped = —16TGT,. (1.44)

En appliquant le Hodge star aux deux membres de cette égalité et en tenant compte de (1.41),

on obtient les équations d’Einstein
Gap — Mgy = 87GTha, (1.45)

oul Gyp est le tenseur d’Einstein défini par : Ggp := Rgp — %Rnab, et R, le tenseur de Ricci

15



obtenu par contraction du tenseur de courbure,

Rab — Rgcb’ (146)
R est le scalaire de courbure, obtenu par contraction du tenseur de Ricci
R =R",. (1.47)

Pour obtenir les équations de Cartan, il va falloir varier ’action totale par rapport a la connexion

w. Alors St [e,w + x] — St [e,w] = 0, nous permettra de déduire
Tcedﬁabcd = —87TGSab. (1.48)

Apres application du Hodge Star et tenant compte de (1.43), et de la décomposition (1.30) du

tenseur de torsion, on obtient les équations de Cartan
Acap + 2Va77bc - 2%77(10 4+ Megp = —871GSgpe. (149)

Le tenseur de spin Sgp. peut étre également décomposé en ses parties irréductibles

Sabc = Gapc + NeaSb — TebSb + Mabe, (150)
avec
1
Qape = g (Sabc + Sbea + Scab) ) (151)
1
sp = §5abcnaca
Mabe = —Mpac,

'm'abcnaC =0,

g (mabc + Mpeq + mcab) =0.
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Les équations de Cartan (1.49) peuvent alors s’écrire sous la forme équivalente suivante

Awe = —87Gagpe, (1.52)
Vo = 4nGs,,
Moy = —8mGmgpe.

Il convient de préciser qu’en présence de torsion, le tenseur d’Einstein G et le tenseur d’énergie-
impulsion 7y, ne sont pas nécessairement symétriques ni conservés comme c’est le cas en

relativité générale. De plus, la combinaison des équations d’Einstein écrites sous la forme :

(R“b + %e“eb) eleaped = —16mG T, avec la premiére identité de Bianchi (1.35) donne
(R“b + Ae“eb) Tl peq = 167G (D), . (1.53)
Si on combine ’équation de Cartan T apeq = —8TGS,y avec la seconde identité de Bianchi

(1.36) on obtient
Tab — Toa = — * (DS) - (1.54)

Les connexions métriques c’est-a-dire préservant les angles et les longueurs lors d’un transport
parallele, sont celles qui présentent un intérét physique. Il est donc important pour nous de
connaitre les conditions requises pour qu’une connexion soit métrique. Pour cela, les compo-

santes de la connexion w doivent étre antisymétriques

Wab = —Wha, (1.55)

tandis que celles de la connexion I' doivent satisfaire la condition de métricité

m
oz

— I g — T = 0. (1.56)

Il faut savoir que la condition de métricité n’est pas la seule contrainte & imposer aux connexions ;
toujours pour des motivations physique nous aurons souvent & considérer des symétries de
I'espace-temps, c’est-a-dire des transformations qui laissent invariante la métrique. De telles

isométries sont des difféomorphismes qui vont générer des vecteurs de Killing qui & leurs tour

17



généreront des champs de Killing et la condition d’isométrie de ces difféomorphismes se traduit
par une équation appelée équation de Killing que la connexion considérée doit nécessairement
satisfaire. En effet, soit une métrique g, et un difféomorphisme ¢ défini sur une variété diffé-

rentielle et {z#} un systéme de cordonnées. En définissant le Jacobien

Aﬁ“ (z) := % (), (1.57)
(p est une isométrie si
g (@) = (A7) " (@) g (12 () A7, (). (1.58)

Si on a affaire a une isométrie locale, on peut se limiter & des transformations au voisinage de
I'identité
2
p(x)=z+&(x)+0(€7), (1.59)

ou £ est le champ vectoriel de Killing : faa% et les £€* sont les composantes du vecteur de
Killing. La métrique doit alors satisfaire & I’équation de Killing pour la métrique
O | 0" o¢”

oz + axugﬁ” + ox? Iy

I = 0. (1.60)

Imposer une telle condition uniquement a la métrique est insuffisant pour faire de ¢ une isomé-
trie; il faut également que les composantes F)‘W (z) de la connexion vérifient

0 (A=17) ()

D (@) = (A77)5 (@) A7, (2) A7, (2) D (0 () = (A7), (@) === (L61)

by M v AV

Apres linéarisation : ¢ (z) = 2+ (2)+ O (52), nous obtenons ’analogue de I’équation de Killing
(1.60) pour la connexion

A _

a or B 875)\1—& ag”

= o
ox® oz M * 8x“r T

§

9€” 9%
Mot 5 (1.62)

dxv M Jrhday

D’autres équations importantes en lien étroit avec la connexion, sont celles des géodésiques. Ces
courbes de I’espace-temps qui ont une grande importance du fait qu’elles décrivent physiquement

le mouvement d’objets en chute libre dans un champ gravitationnel conformément au principe
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d’équivalence ainsi que les trajectoires des photons dans I'espace-temps, quand on connait 1’im-
portance des phénomeénes lumineux dans 'univers comme celui des lentilles gravitationnelles et
la déviation de la lumiére par des astres massifs. On peut alors se demander & quoi ressemblent
ces équations quand on inclut la torsion dans le cadre de la théorie d’Einstein-Cartan ? & vrai
dire on peut définir deux types de géodésiques; celles s’apparentant au composantes F)‘W de
la connexion qu’on définit par transport parallele du vecteur vitesse © pour un systéme de

coordonnées {z#}, qui sont données par
4T, 813" =0, (1.63)

ol la courbe de cette géodésique est paramétrée par p; un parametre réel par rapport auquel
est définie la dérivée (- := %). Nous avons aussi un deuxi¢me type de géodésiques défini en
utilisant les symboles de Christoffel comme en relativité générale. Cette seconde géodésique a
pour particularité de minimiser localement la longueur d’arc de la trajectoire. Il faut savoir que
les deux géodésiques sont en général différentes et elles ne coincident que pour le cas particulier
ou le tenseur de torsion (1.30) est complétement antisymétrique, autrement dit si la partie
vectorielle et de symétrie mixte sont identiquement nulles (V = M = 0).

Grace aux différentes équations que nous avons explicitées ainsi que les notions fondamen-
tales que nous venons d’aborder succinctement dans ce chapitre, nous disposons désormais des

outils mathématiques et ingrédients nécessaires permettant d’aborder le chapitre suivant.
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Chapitre 2

L’espace-temps statique a symétrie
sphérique dans la théorie
d’Einstein-Cartan : solutions exactes
et torsion comme alternative au

probléme de la matiére sombre

La toute premiére solution exacte de ’histoire de la relativité générale fut celle découverte
par Karl Schwarzschild en décembre 1915 publiée officiellement en janvier de ’année 1916. Elle
permet de décrire la géométrie d’un espace-temps courbé par le champ gravitationnel d’une
masse sphérique statique non chargée, plongée dans le vide. Une telle masse peut en réalité
étre celle d'un quelconque astre comme une étoile ou une planéte, ce qui explique pourquoi la
métrique de Schwarzschild a permis d’expliquer des phénoménes astrophysiques dans I'univers
comme certains trous noirs bien décrits par cette solution qui & juste titre se généralise quand
la constante cosmologique est prise en compte; on parle alors de solution de Kottler. Rien que
par curiosité mathématique et pour la grande importance physique de la solution de Kottler et
éventuellement celle de Schwarzschild quand pour une raison ou pour une autre on néglige la

constante cosmologique ; nous sommes trés tentés de reconsidérer ces solutions dans un contexte
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plus général que celui de la relativité générale, c’est-a-dire celui de la théorie d’Einstein-Cartan.
Toutefois, il existe un motif plus ambitieux qu’une simple curiosité ou des raisons purement
mathématiques. En effet il faut savoir que quand on parle de la solution de Schwarzschild
ou de Kottler, on fait souvent référence & la solution extérieure qui décrit ’espace-temps en
dehors de la distribution de masse, or il existe également une solution intérieure permettant
de décrire 'espace-temps a l'intérieur de la distribution de masse. Cette solution exacte des
équations d’Einstein a été découverte il y’a quelques années par stuchlik [25], Boehmer [26] et
Schiiker [27] de maniére indépendante. L’intérét physique de cette solution intérieure notamment
quand il s’agit de la considérer pour la théorie d’Einstein-Cartan réside dans le fait qu’elle
permet d’évaluer la masse totale interne de 1'objet en question pour pouvoir la comparer & la
masse externe du méme objet ; obtenue grace a la solution extérieur. Il a été prouvé [13] que
contrairement a la relativité générale, on n’a pas forcément une égalité entre la masse interne et
la masse externe quand la torsion est prise en considération. Ce résultat est trés pertinent car la
différence des deux masses est susceptible d’apporter une explication rationnelle au probléme de
la matiére sombre dans I'univers, et la théorie d’Einstein-Cartan serait par voie de conséquence
la candidate potentielle pour remédier définitivement au probléme de I’énergie sombre dans
I'univers, ce qui représente un enjeu de taille. Notre contribution dans ce contexte consiste &
confirmer les résultats numériques de l'article [13] par 'obtention de résultats exactes. Nous
montrons que lorsque on considére une distribution de mase statique et & symétrie sphérique,
dans la théorie d’Einstein-Cartan, il est possible d’obtenir des solutions exactes. A la place des
résultats approximatifs nous serons en mesure d’obtenir des expressions exactes de la masse
interne et externe, en faveur de 'idée de la torsion comme alternative au probléme d’énergie

sombre. Tel sera 'objectif principal de ce chapitre.

2.1 Forme générale d’'une métrique statique a symétrie sphé-

rique

En raison de la symétrie sphérique, la métrique décrivant I’espace-temps courbé par le champ
gravitationnel d’une distribution de masse & symétrie sphérique, est une métrique invariante

sous les rotations spatiales. Par conséquent la fagon la plus naturelle de retrouver la métrique
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de Kottler (métrique de Schwarzschild, quand la constante cosmologique est négligée) serait
de chercher la forme la plus générale d’une métrique invariante sous les rotations, lui imposer
ensuite les équations d’Einstein du vide et retrouver systématiquement la solution de Kottler.
Grace aux champs vectoriels générés par les vecteurs de Killing il n’est pas trés compliqué
d’obtenir la forme la plus générale d’une métrique invariante sous une transformation continue
donnée : z# — z'#. 1l suffit juste de considérer la forme infinitésimale de cette transformation :
o — 't = gk + e (), (e parametre infinitésimal) pour en déduire les vecteurs de Killing
& (z) et les champs de Killing £* (z) 3%. Pour une métrique symétrique sous une transforma-
tion donnée, il suffit juste d’imposer I’équation de Killing (1.60) correspondante pour aboutir a
la forme générale d’une telle métrique. Puisque il en est ainsi, cherchons & déterminer la forme la
plus générale d’une métrique a symétrie sphérique par ce procédé. En cordonnées cartésiennes
(ctyx,y,z), (c est la vitesse de la lumiére), une rotation d’'un angle a autour de l'axe (ox)

s’exprime

t = t, (2.1)
z = z,

y, = cosay — sinaz,

Z = sin ay + cos az.

Une rotation d’un angle o autour de 'axe (oy) est donnée par

/
¢ o=t (2.2)
/ .
r = Ccosax + SInaz,
!
y =9
! .
z = —slnax + cosaz,
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et pour la rotation d’angle a autour de l'axe (0z) on a

t =t (2.3)
z = cosazr —sin ay,

y/ = sinaz 4 cos ay,

7 = =

Si par contre ces rotations étaient infinitésimales d’angles [0a| << 1, la rotation autour de (ox)

s’écrit

t =t (2.4)
z = x,

y = y-—daz,

;= z+ ooy,

une rotation infinitésimale d’angle |0a| << 1 autour de (oy) est donnée par

t =t (2.5)
g = x+daz

vy o=y

;7 = z — dax,

et pour une rotation infinitésimale [0a| << 1 d'un angles autour de (0z) on a

t =t (2.6)
g = x-— day,

y, = y+daz,

7 = 2
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Nous déduisons alors les vecteurs de Killing associés respectivement & ces trois rotations

50 = 07 El :05 52 = =% 53 =Y, (27)
50 = 0, 5122, 52:03 &'3:_1:3

é-O = 07 £1Z_y7 52:'%'7 53:07

ainsi que leurs champs de Killing respectifs

yi —zaay, (2.8)
0 0

“ox ~ Toz
s, s,
5 Vo

Les coordonnées sphériques (ct,r, 6, ) sont certainement les coordonnées les plus adaptées a
la symétrique sphérique. Si en revanche nous venons d’employer a leurs places des coordonnées
cartésiennes, c’est juste parce que le fait d’exprimer une rotation infinitésimale pour déduire les
champs et vecteurs de Killing est une tdche beaucoup plus simple en coordonnées cartésiennes
qu’en cordonnées sphériques. Mis & part cela le reste du calcul est au contraire plus simple
en coordonnées sphériques, da a la symétrie sphérique, et le mieux qu’on puisse faire serait de
basculer en coordonnées sphériques. Connaissant la relation reliant les coordonnées cartésiennes

aux coordonnées sphériques

x = rsinfcosp, (2.9)
y = rsinfsinp,
Z = TCosy,

24



on peut alors en déduire

0 o 1 0 sinp 0

b T Snfeoseg i eosbeseg, 50 2.1
O sin coséparJrrcos comp&9 om0 9y’ (2.10)
9 sin 6 sin 2—Flcosﬁsin 2+ cosp O

oy Yor T Y o0 rsinf Op’

0 o 1. .0

9 COSQE — ;smé’%,

Compte tenu de (2.9), (2.10), on déduit les expressions des champs vectoriels de Killing (2.8)
en coordonnées sphériques, pour les rotations autour des axes (oz), (oy), (0z), qui sont données

respectivement par

0 0
—singo% —cosgocotﬁ%, (2.11)
cos 2 — siny cot 0 —
9
oo’
et les vecteurs de Killing correspondant a ces trois rotations sont
€0 = ¢l=0, €2 =—sing, £ =—cospcot, (2.12)

€ = =0, & =cosp, &€ =—sinpcot,

& = d=¢8=08=1

En imposant l'invariance de la métrique sous les rotations autour de I'axe (0z), la condition

(1.60) implique
09w
dp

=0, (2.13)

autrement dit les composantes du tenseur métrique sont indépendantes de ¢. En tenant compte
de ce résultat et en imposant I'invariance sous les rotations autour de l'axe (oy); la condition

(1.60) s’écrit
dgw | 08 ¢’ o€? ¢’

OS50+ gan It gan I T grnn  Ggudus =0 (2.14)

25



ceci implique que les seules composantes non nulles du tenseur métrique sont : goo = F (¢, 7),
go1 = gio = G(t,7), gu = H(t,7), goa = r*Q (t,7), g3z = r?sin*(0) Q (t,7), ou F, G, H,
Q, sont des fonctions arbitraires ne dépendant que du temps et de la coordonnée r. Si de
plus on veut que cette métrique soit statique il faut également imposer l'invariance sous les
translations temporelles qui impliquent que toutes les composantes du tenseur métrique doivent

étre indépendantes du temps; la métrique est donc donnée par

ds? = gudatda” (2.15)

= F(r)dt* + H (r)dr?® + 2G (r) dtdr + r*Q (r) d6? + r? sin? 0Q (1) dp?,

qu’on peut également écrire sous forme matricielle

F(r) G(r) 0 0
G(r r
uv = ( ) H( ) ’ ’ (2.16)
0 0 72Q(r) 0
0 0 0 r?sin? 0Q ()

Il est certainement plus commode de diagonaliser cette matrice, ce qui peut facilement se faire
griace & un choix judicieux du systéme de coordonnées. En effet, en effectuant un changement
de la variable temporelle

t=t +w(r), (2.17)

ot w (r) est une fonction arbitraire de r; on obtient

2
ds?> = F(r)dt*+ |F(r) (‘f;f’) +2G(7‘)(2—1:+H(r) dr? (2.18)

2 [F (r) le—l: +G (r)} dt dr 4+ r2Q () d6? + r? sin 0Q (r) dp®.

Il est clair que le terme en dt dr doit s’annuler si on veut que la métrique soit diagonale, nous

aurons donc & imposer la condition

F(r)=—+G(r)=0, (2.19)

26



a la fonction w () qui n’est désormais plus arbitraire, mais de la forme

w(r) = /gg:;dr, (2.20)

obtenue apres intégration de (2.19) ; Par conséquent (2.18) s’écrit

ds?> = F (r)dt? + (— le((:)) +H (7")) dr? 4+ r*Q (r) d6* + % sin” 0Q (r) dip?. (2.21)

Si on adopte la signature (+ — ——) pour le tenseur métrique ; la fonction F' (r) doit étre définie

G2(r)
F(r)

positive tandis que les fonctions — + H (1), Q (r) doivent étre définies négatives. On peut

simplifier davantage 1’expression de la métrique en effectuant pour la coordonnée radiale r, le

changement de variable suivant

r =r —Q (7") (222)

. . . . ! . . . . oy /
Ainsi si on exprime r en terme de 7’ : r (r ), et si on introduit les fonctions positives A (r ),

B (r,) définies par

A (r) . = M ~H [r (r)} , (2.23)

Pour simplifier les notations, on réappellera t', t et rl, r. On obtient alors la forme la plus

générale d’un métrique statique & symétrie sphérique
ds* = B (r)dt* — A(r) dr® — r* [d6* + sin® 0dp?] , (2.24)

qui s’écrit sous forme madtricielle

B (r) 0 0 0
0 —A(r) 0 0
(2.25)
0 0 —r2 0
0 0 0 —r?sin%6
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2.2 Meétriques de Kottler et de Schwarzschild en relativité gé-

nérale

La métrique de Kottler également connue sous le nom de métrique de Schwarzschild-de
Sitter, décrit comme nous ’avons souligné, I’espace-temps lorsqu’on a affaire & une distribution
de masse statique a symétrie sphérique. Ici nous nous intéressons a la solution du vide en dehors
de la distribution de masse. En raison donc de cette symétrie sphérique on sait d’emblé qu’elle
ne peut avoir une autre forme que celle donnée par (2.24). Cependant parmi toutes les métriques
ayant cette forme, on peut se poser la question de savoir laquelle peut physiquement décrire
un tel espace-temps ? Autrement dit, quelle serait la condition & imposer a cette métrique pour
obtenir les expressions exactes des fonctions A (r) et B (r)? Si on se place dans le cadre de la

relativité générale ceci revient & résoudre les équations d’Einstein

1
Ry — <2R - A> G =0, (2.26)

ou le second membre sensé représenter la matiere décrite par le tenseur énergie-impulsion 7,
est nul. Si on prend la trace de ces équations, on obtient R = 4A. La substitution dans (2.26)
de R par 4A permet de simplifier davantage la forme des équations d’Einstein dans le vide qui
s’écrivent

Ry, = Ag,uu- (2.27)

Ainsi nous serons certains apreés résolution des équations d’Einstein dans le vide, que la métrique
obtenue est physiquement acceptable du point de vue de la relativité générale. Maintenant, pour

résoudre les équations d’Einstein du vide, nous devons connaitre les différentes composantes du

g

o du tenseur de courbure

tenseur de Ricci R, Comme celui-ci n’est autre que la contraction R

RAWV; nous devons d’abord connaitre les différentes composantes du tenseur de courbure, a

savoir

1 829)\0 829u0 829)\1/ a2guu 0 0
Rauor = 2 (axl‘@m'/ 02 dxv  Ozkdx° * 8x>‘8x‘7> + 6o (F Aol =T /\”FP‘”) » (228)
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obtenues donc sous la forme complétement covariante, grace a la connaissance des symboles de

Christoffel donnés par

1
FA[AV = ig)\p (augpu + al/gp/,L - apg,uu) ) (2.29)

dont les éléments non nuls compte tenu de la forme générale de la métrique (2.24), sont

., = 1%, = 2.30
01 10 2B (7,) ) ( )
B (r) A (r) r ro
rt, = rt, = L, =— Iy =———sinf
00 24 (T‘)’ 11 24 (T‘)’ 22 A (7‘) ) 33 A (T) s v,
1
F 12 = F221 = ;7 P233 == — SinHCOS 0,
1
Iy = Iy = - I3 = Iy = cot ),

B _B” (ry B'(r) (A (r) B (r) B B (r)
Roo = =57y T 1A (A(r) * B(@) PA(r) (2:31)
he _ B0 B0 (40 BO) A

2B(r) 4B(r) \ A(r) B(r) rA(r)

B T A (r)  B'(r) 1
B = —togm " am * B(r)) TR

L r A (r) B’ (r) 1
Fiag = S0 | =1 5 (_A(r) * B(r)) TAm

B0, B W (A’ (r) , B (r)) B0 g, (2.32)

2A(r)  4A(r) \ A(r)  B(r) rA(r)
B’ (r) B B (r) A (r) B () B A (r) - ;
2B (r) 4B(r) (A(r) * B(r)> A AA(r), (2.33)
r A (r)  B'(r) 1
oA <_ A " B@-)) O —Ar?, (2.34)
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sin? @ = —Ar?sin?6, (2.35)

T A (r) B (r) 1
Y Y (‘ * >+A

dont la résolution permet de déterminer 'expression de A (1) et de B (r). En effet en combinant

les équations (2.32) et (2.33), on obtient

!

AB@E) +A@)B (r)=0= A(r)B(r) =C, (2.36)

ou C est une constante d’intégration. On peut alors éliminer la fonction A (r) de I’équation

(2.34) en substituant % a A(r), pour aboutir a

d
o [rB(r)] =C (1 - Ar?), (2.37)
qui aprés intégration donne
A, C
Br)=C{1-3r"+—], (2.38)

ot C'est une autre constante d’intégration. Afin de déterminer les valeurs des constantes d’in-
tégration, considérons le cas particulier ou la constante cosmologique est nulle (A = 0). Dans
ce cas, le second membre des équations d’Einstein (2.32), (2.33), (2.34), (2.35) s’annule, et en
suivant le méme raisonnement on obtient la forme générale des fonctions A (r) et B (1), respec-

!

tivement. A () C_ ot B (r)=C_ <1 + (’;> ott C et C, sont deux constantes d’intégration.

= B

Comme il n’existe aucune masse autre que la distribution de masse statique & symétrie sphé-
rique qui occupe une région limitée de ’espace, le champ gravitationnel est négligeable & 'infini.
Or ’absence de gravitation et de constante cosmologique est synonyme d’absence de courbure;
la métrique doit étre asymptotiquement plate, c’est-a-dire tendre vers celle de Minkowski quand
r tend vers l'infini,

B(r) — 1, A(r) — 1. (2.39)

On en déduit alors que C =1 et
A(r) =

ok (2.40)

Vu que la relativité générale doit se réduire & la théorie newtonienne pour un champ gravita-

tionnel faible, la composante ggo du tenseur métrique doit étre de la forme ggo = 1+ 2¢ (r) , on
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¢ (r) est le potentiel gravitationnel de Newton donnée par

b (r) = 7GM, (2.41)

T

pour une distribution de matiére sphérique de masse totale M, oil GG n’est autre la constante uni-
verselle de gravitation. Ainsi C' doit nécessairement prendre la valeur —2GM, ce qui détermine

complétement les solutions B (1), A (r) données par

B(r)=1- — A(r) = B (2.42)

Une métrique de la forme (2.24) telle que B (r) et A (r) sont données par (2.42), s’appelle :
métrique de Schwarzschild qui comme nous ’avons souligné fut la toute premiére solution de
Ihistoire de la relativité générale portant le nom du physicien Karl Schwarzschild le premier a
la découvrir. C’est également 'unique solution des équations du vide de la relativité générale
dans le cas d’une distribution de masse statique & symétrie sphérique selon le théoréme de
Birkhoff. Comme la solution de Kottler n’est qu'une généralisation de celle de Schwarzschild
lorsqu’on tient compte de la constante cosmologique, on doit donc pouvoir retrouver la solution
de Schwarzschild, a partir de celle de Kottler quand on fait tendre A vers zéro, en prenant la
précaution de savoir que contrairement a la métrique de Schwarzschild, celle de Kottler ne peut
pas étre asymptotiquement plate en raison de l'influence de la constante cosmologique qui agit
sur tout I’espace-temps y compris & l'infini. Par conséquent quand il s’agit de la métrique de
Kottler, il n’y a aucune raison pour que les fonctions A (r) et B (r) tendent vers un a l'infini, et
on ne peut en aucun cas utiliser cette condition aux limites pour fixer la constante C', comme
nous ’avons fait pour la solution de Schwarzschild. Neanmoins dans le cas de Kottler, on peut
utiliser comme condition pour fixer les constantes C' et C' une approximation de la fonction
B (r) au voisinage de zéro pour l'identifier & la solution de Schwarzschild ; ainsi quand r est

suffisamment petit, on voit bien de (2.38) que

B(r)~C <1 + T) . (2.43)
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En comparant alors (2.42) a (2.43) on déduit que C = 1 et C' = —2GM. 1l en résulte que la

solution de Kottler est la métrique (2.24) avec

— = Ar) = ; (2.44)

qui tend clairement vers la métrique de Schwarzschild quand A tend vers zéro sans qu’elle soit

nécessairement asymptotiquement plate.

2.3 Solution statique a symétrie sphérique en théorie d’Einstein-

Cartan

Etant donnée que la théorie d’Einstein-Cartan généralise la relativité générale, en prenant en
considération la torsion de I’espace-temps, il existe une nécessaire généralisation de la métrique
de Kotller (Schwarzschild si la constante cosmologique est nulle), quand la torsion n’est pas
nulle. Le but principal consiste & obtenir cette métrique en suivant les démarches naturelles
conduisant & sa détermination ; ce qui revient & suivre un certain nombre d’étapes consécutives
se traduisant par des contraintes mathématiques a la fois sur la métrique et la connexion comme
la théorie d’Einstein-Cartan ’exige. En plus de la forme standard d’une métrique statique a
symétrie sphérique qui comme nous venons de le montrer a été obtenue en imposant l'invariance
de la métrique sous les rotations et les translations temporelles par la méthode de Killing; il
faut aussi obtenir par la méme procédure et dans les mémes conditions d’invariance sous les
rotations et translations temporelles, la forme la plus générale des composantes de la connexion.
Compte tenu de (1.62), I'unique connaissance des vecteurs et champs de Killing, suffit pour
déterminer d’abord, la forme générale des composantes F’\W de la connexion par rapport au
repére holonome, qui doivent également satisfaire la condition de métricité (1.56) dans une
premiére étape. Puis les composantes w? by de la connexion par rapport au repére orthonormé
dans une seconde étape, aprés avoir déterminé la matrice e, qui comme nous I'avons vu au
chapitre 1, établit le lien entre la base orthonormée et la base holonome. Nous pouvons alors
écrire les composantes wabu en terme des composantes F’\W que nous avons obtenu dans la
premiére étape. La connaissance des composantes w? b de la connexion est primordiale. Elle

permet d’une part de calculer le tenseur de courbure a partir duquel on déduit le tenseur de
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Ricci et le scalaire de courbure. D’autre part, on sera aussi en mesure de calculer le tenseur de
torsion sous sa forme complétement antisymétrique et de le décomposer en parties irréductibles
pour pouvoir finalement écrire les équations d’Einstein et celles de Cartan, C’est la résolution
combinée des équations d’Einstein et de Cartan qui déterminera la solution statique & symétrie

sphérique dans le cadre de la théorie d’Einstein-Cartan, comme nous allons le montrer.

2.3.1 Forme générale de la connexion dans ’espace-temps statique a symé-

trie sphérique

En relativité générale nous avons vu que pour une distribution de masse statique & symétrie
sphérique, la métrique décrivant I'espace-temps doit étre invariante sous les rotations et les
translations temporelles. Grace & la méthode de Killing nous avons pu déterminer la forme
générale d’une telle métrique, en appliquant la condition (1.60). Dans la théorie d’Einstein-
Cartan nous avons en plus de la métrique, la connexion comme variable indépendante. Nous
aurons donc besoin de I’analogue de la condition (1.60) pour la connexion qui n’est autre que la
condition (1.62) donnée dans le cas général d’une transformation continue quelconque, a imposer
aux composantes de la connexion par rapport au repére holonome. En imposant I’invariance
sous les rotations et les translations temporelles ainsi que la condition de métricité (1.56) en
tenant compte des vecteurs et champs de Killing (2.7), (2.8), de la forme de la métrique (2.24),
nous déduisons aprés intégration des équations différentielles obtenues, la forme générale des

composantes de la connexion par rapport au repére holonome pour l’espace-temps statique a

33



symétrie sphérique avec torsion, dont les éléments non nuls sont donnés par

!

B (r) A(r)

My = % = =5Do(r), T% = 7=—=D 2.4

01 2B (’l“)’ 10 B (7“) 0 (T) ) 11 B (’I") 1 (T‘) R ( 5)

0 r? 0 0 r? )
[Ty = B(’I“)CO (r), [Ty =T 32:mG0 (r)sin6,

2
lr .
% = Wco (r)sin? 6, T, = Dy (1),
A (r) —p2

r, = D r,=—21,=—0C

01 1 (T) ) 11 214 (7’)7 22 A (T) 1 (71) )

1 1 r’ . 1 2
[y = Ty = mGl (r)sinf, I'ys = —MC& (r)sin“ 0,
F202 = F303 =Co(r), F203 = Gp (r)sind,
I%, = IP3=Ci(r), I3 =Gi(r)sind,

1 .
11221 = F331 = F230 = —Zp (r)sind,
F231 = —Zp(r)sind, F233 = —sinfcos b,
- Go (r) G (r)
F230 — *Z() (T) Sin 9, F302 == 7@’ F312 = — Sln9 s
Zo (1) Zy (1)

F320 = Sin9 ’ F32]_ - m, F323 = P332 = cot 0

Tout comme A(r) et B(r); Co(r), Ci(r), Do(r), Di(r), Go(r), Gi(r), Zo(r), Z1 (r) sont
des fonctions ne dépendant que de la coordonnée r, dont les expressions seront fixées par la
suite, et 'indice prime, exprime la dérivée de la fonction considérée par rapport a r (l:: d%).
Pour déduire les composantes de la méme connexion par rapport au repére orthonormé; il
faut connaitre la matrice associée au passage du repére holonome au repére orthonormé et son

inverse. D’apres (1.3), (1.4), (1.5),

Juw = ea,u,eb vTab> (246)

d’ou

u 0 A(r) 0 0
()", = , (2.47)
0 0 T 0
0 0 0 rsinf
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et

—
@)
)
)

B(r)
0 L_ 0 o
(e_l)ua— A(r)
0 o L o0
1
0 0 0 o

(2.48)

Ainsi compte tenu de (1.9), la forme générale des composantes non nulles w“bude la connexion

est donnée par

1 A(r)

“00 =\ B () Do (1), &y =wor = BET)DI ),
M) Wl = wls = rGo (r) sin 6,
B(r) B (r)
(.U302 = — rGO (T) y W33z =Wopg = TCO (r) sin 6,
B(r) B (r)
. rGy(r) e rCo ()
12 \/TT’)’ 02 B (7‘)7
2 rCi(r) o 1 rGy (1) .
Wiz = , W3 = —Whoy = ——=sind,
CTOVAR TR TR VAR
rCq(r) .
- W133 = jl((r> sin 0, w320 = —W230 =Zo(r),
*W231 =7 (7‘) , OJ323 = *w233 = cosf.

2.3.2 Tenseur de courbure, de Ricci et scalaire de courbure

(2.49)

Nous avons vu au chapitre 1 que la connaissance des composantes w“bude la connexion

permet de calculer les composantes du tenseur de courbure grace a la relation (1.28). Compte

tenu de cette derniére et de (1.24), les composantes indépendantes non nulles R% , sont données
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par,

(2.50)

A(r)
B(r)

(

Dy (7‘))
(

2[Co (r)G1(r) — Ci(r) Go ()]

[Zo (r) Go (r) — C1 (r) Do (1)]

[Do (1) G1 (1) + Co (1) Zo (1)]
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On peut alors par contraction du tenseur de courbure (1.46), déduire les composantes non nulles

du tenseur de Ricci; qui sont données par

Roo =

Ry

R

Roo

Ro3

(2.51)

A(r) B(r) A(r) ’

rCi(r)
< A(T)> Gi(r) Zi(r) + G3 (r) + CF (1)
R33 = — .

A(r) A(r)
+G0 (r) Zo (r) — Do (r) C1 (r) 4+ D1 () Co (r) + G (r) + C§ (r)
B(r)
1
+5
—R3o

T/ A(r) B(r)
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ainsi que le scalaire de courbure

R = n®™Ry (2.52)

= Rpo — R11 — Roo — R33

| WHEe) ()
VA(r)B(r) r/A(r)

42 (Do (1) Cy (1) = Zo (r) Go () — D1 (r) Co (r)) — G (r) — C§ (r)
B(r)
424 (NGi(r)+Gi(r)+Ci(r) 1}
A(r) r2 |’

La détermination du tenseur de Ricci et du scalaire de courbure est importante par le fait que

les deux entrent dans 1’élaboration des équations d’Einstein que nous écrirons par la suite.

2.3.3 Tenseur de torsion

Le tenseur de torsion est ’élément clé des équations de Cartan. On doit donc calculer ses
composantes pour pouvoir écrire les équations de Cartan. Compte tenu de (1.16), (1.20), (1.29),
(2.47), (2.48), (2.49), on peut alors déduire les composantes non nulles du tenseur de torsion,

qui sont données par

2A(r) Do (r) — B' (r) 2Go (1)
Toor = —Tow = , Tosp = —Toos = : 2.53
001 010 28 (r) VAT 032 023 0 (2.53)
Do (T‘) 2G1 (T‘)
T = —T = , T — _T — 7
101 110 B 132 123 0
Co (r
Too2 = —Tho0 = T303 = —T330 = 38((:),
Zo (r) + Go (r
Toos = —Thso= —Ts02 = Tae0 = o(r) o )’
B(r)
rCo(r) — 1
T: = T =T =_T — :
212 221 = 1313 331 A0
Z1(r)+ Gy (r
Ty = —Togi = —Thio = Thor = — ( )A (T)l =
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Comme nous l'avons vu en (1.30), le tenseur de torsion peut étre décomposé en trois parties
irréductibles : la partie complétement antisymétrique, la partie de symétrie mixte et la par-
tie vectorielle. Compte tenu donc de (1.31) et (2.53), les composantes non nulles du tenseur

complétement antisymétrique sont données par

2[2Go (r) + Zo (r)]

A = —Agog = Aogz = —Aao3g = —Aszge = Aszog = , 2.54
032 023 203 230 302 320 5V 1) ( )
212G (r) + Z1 (r
A1zg = —Apo3 = A1z = —Aoz1 = —Azio = A3y = 1261 (r) 1 )]'
3/ A(r)
Pour la partie vectorielle, on a compte tenu de (1.32) et (2.53),
Vo = Dl(r)—i—QC'g('r)’ Vi _ 1 2A(r)Do(r) =B (r) 21 —rCi(r)) V=15 =0,
3/ B (r) 3 2B (r)\/A(r) r/A(r)
(2.55)

De (1.33), (2.53), (2.54), (2.55) on déduit les composantes non nulles M. du tenseur a symétrie

mixte

Moor = —Moio = 2Mag1 = —2M212 = —M3z13 = 2M33; (2.56)
B 1 <2A (N Do(r)~B'(r)  2[1-rCy (r)}>
A0 B () )
Moz = —Mozz = 2Map3 = —2Maz0 = —2M3z02 = —2M312 = 2M329
2020 - Golr)
B 3vB(r)
Mior = —Mio = —2Mapz2 = 2Mazp = —2M303 = 2M330
_ 2[Dy(r) = Co(r)]
B 3vB(r)
Moz = —Miza = —2Ma31 = 2Ma31
_ 22 (r) - Gi(r)]
a 3JA(r)

2.3.4 Equations d’Einstein

Dans le référentiel orthonormé les équations d’Einstein ont pour expression

Rup — <J; + A> Nap = 8TGTha, (2.57)

Gab
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ot le tenseur Gy, a été défini comme la somme du tenseur d’Einstein Gy, et du tenseur —Ang-
Compte tenu des expressions des composantes du tenseur de Ricci (2.51) et de 'expression du

scalaire de courbure (2.52), les composantes non nulles du tenseur Gy, sont données par

!

rCi(r)
G — _2 ( A(T)) n 2D1 (r)Co (r) + G3 (r) + C2 (r) (2.58)
00 ry/A(r) B(r) '
27, (r) Gy (r);(f;‘% (r) +CF(r) 712 Y

Gy = 2|-

G = 2 Do (r)Co(r) |A(r)  Zo(r)Gi(r)
B(r) B(r) JA(r)B(r))’
Gy = HUD()Ci(r) = Go (gig(r)]—Gﬁ (r)=Cg(r) , Gt (7“1)44(;?12 (r) _ri2+A’
 _ () W) annam
r A(r) A(r)B(r) A(r)
Do (r)Ci(r) — Dy (;)(S)o (r) = Go(r) Zo (r) oy

Gy = —G
rG1(r)

_< A(r)) G1 (r) Do (r) + Zo (r) Co (r) = D1 (r) Go(r) | Z1(r) Ca(r)
ry/A(r) B(r) A(r)

et la forme la plus générale du tenseur d’énergie-impulsion 7,5 est donc donnée par

To0 To1 O 0
T T 0 0
- 10 11 : (259)
0 0 T22 —T32

0 0 732 To9
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on obtient donc six équations indépendantes d’Einstein :

Goo = 87GTo0, (2.60)
Go1 = 87GT1p, (2.61)
G = 87GTo1, (2.62)
G11 = 871Gy, (2.63)
Gog = 87GTa9, (2.64)
Gog = 87GT30. (2.65)

Notons que les composantes du tenseur d’Einstein et donc du tenseur G y; ne dépendent que de
la coordonnée r, une conséquence de la symétrie sphérique et bien évidement elles sont toutes

indépendantes du temps car il s’agit du cas statique.

2.3.5 Equations de Cartan

Nous avons vu au chapitre 1 que les équations de Cartan établissent le lien entre la densité
de spin et la torsion. Ce sont les équations (1.49) qu’'on a également écrites sous la forme
équivalente (1.52), suite a la décomposition (1.30) du tenseur de Cartan et de la densité de spin

(1.50). Ainsi compte tenu de (2.54), (2.55), (2.56), les équations de Cartan correspondant au
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cas statique & symétrie sphérique, sont données par

2 [ZGO (’l") + Z() (’l")]

= 87 Gapzs, 2.66
3/B (r) 0% (2.66)
212G YA
[2G1 (r) + 21 (v)] = 81(Gays3,
3/ A(r)
Dy(r)+2Cy(r) 1
= —87G sy,
3./B (1) PR
1 (2A(r)Dg(r) =B (r) 2(1—7Cy(r)) 1
- — = —8n(Gsy,
3 2B (1) \/A(r) ry/A(r) 2
1 24 (r) Dy (r) — B' 21 — 1
() Do)~ B (1), 2 =rCi )]\ 1y
3./A (7“) B (T’) r 2
1 24 (r) Dy (r) — B' 21 —
(Do) =B (1), 20-rCi(]\ _ g o
3A(r) B (r) T
217 —
[Zo (r) = Go(r)] _ 8nGimaso,
3/ B (r)
21D —
D) =] _ g
3/ B (r)
27 —
L) =G _
3V A(r)
avec : g3 = —ag32 = —a203 = 230 = A302 = —a320, G123 = —@G132 = —0213 = (23] = (312 =
—azo1 et moor = —mo10 = 2mao21 = —2ma212 = —M313 = 2M331, Mo23 = —Mo32 = 2M3 =
—2magp = —2m3p2 = —2mg12 = 2mg320, M101 = —M110 = —2M202 = 2M220 = —2M303 = 2M330,
Mio3 = —Mi132 = —2Mo31 = 2Ma31 ; qui sont les seuls agpe €t Mepq, non nuls.

2.4 Solutions exactes : Cas d’un tenseur de torsion compléte-

ment antisymétrique

Nous arrivons enfin au but essentiel pour lequel tout le calcul précédent a été élaboré,

& commencer par la détermination des composantes de la connexion par rapport au repére

holonome et par rapport au repére orthonormé, jusqu’a I’écriture des équations d’Einstein et de

Cartan. Notre but consiste a déterminer I’équivalent de la solution de Kottler en présence de la

torsion. Pour ce faire il nous faut donc résoudre & la fois les équations d’Einstein et de Cartan
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formant un systéme de quinze équations différentielles non linéaires pour les fonctions A (r) et
B (r) qui déterminent la métrique, et les fonctions Cy (1), Cy (), Do (r), D1 (r), Go (r), G1 (1),
Zo (1), Z1 (r), qui déterminent la connexion ; d’abord a l'extérieur de la distribution de masse
sphérique ; sans torsion, afin d’obtenir la solution extérieure; puis pour une forme spécifique
de matiére et de torsion & l'intérieur de la distribution de masse a symétrie sphérique pour
aboutir a la solution intérieure. En raison de leur complexité, il est évident que pour le cas de
I’espace-temps statique a symétrie sphérique, les équations d’Einstein et de Cartan dans leurs
forme la plus générale, ne peuvent étre résolues analytiquement pour des formes arbitraires
du tenseur énergie-impulsion et de a densité de spin; le recours aux méthodes numériques
est inévitable. Néanmoins, nous avons pu montrer ’existence de solutions exactes, quand on
impose au tenseur de Cartan d’étre complétement antisymétrique. Le cas d’un tenseur de torsion
complétement antisymétrique est intéressant a plus d’un titre. En particulier, nous n’avons
qu'un seul type de géodésique. Autrement dit les géodésiques de la connexion métrique et
des Christoffel coincident. L’hypothése d’un tenseur de Cartan complétement antisymétrique
revient & supposer compte tenu de la décomposition (1.30) en parties irréductibles; que les
parties de symétrie mixte (1.33) et vectorielle (1.32) sont identiquement nulles ce qui implique

les contraintes

=Dy (r) =0, (2.67)

|
DO
B
—
=3
N~—
-
o
—~
=
SN—
Il
o

permettant de réduire le nombre de fonctions inconnues de dix & cing. En dépit des simpli-
fications qu’elle apporte; I’hypothése d’un tenseur de Cartan complément antisymétrique est
insuffisante pour résoudre les équations d’Einstein et de Cartan, il nous faut d’autres infor-
mations pour établir la forme générale du tenseur énergie-impulsion et de la densité de spin,
sur la base d’arguments physiques. Nous devons distinguer entre la solution a ’extérieur de la

distribution de masse et la solution & I''intérieur de la distribution de masse.
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2.4.1 La solution extérieure

A TDextérieur de la distribution de masse le tenseur d’énergie-impulsion est nul. Il en est de
méme de la torsion qui contrairement & la courbure, ne se propage pas. La torsion est présente
uniquement l& ou il y’a de la matiére. Par conséquent, les équations de Cartan sont toutes
identiquement nulles de méme que le second membre des équations d’Einstein. On est donc
exactement dans le cas du vide en relativité générale, chose qu’on confirme en tenant compte
de la contrainte (2.67), ou on voit bien que les équations (2.60), (2.61), (2.62), (2.63), (2.64),
(2.65), sans second membre, sont exactement identiques aux équations d’Einstein du vide (2.32),
(2.33), (2.34), (2.35), et les composantes de la connexion (2.45) se réduisent aux symboles de
Christoffel (2.30) ; la métrique est donc celle de Kottler (2.24) (métrique de Schwarzchild (2.44)
en 'abscence de la constante cosmologique), comme il se doit, sauf que pour cette solution
extérieure nous préférons employer la notation
2GM. A , 1

r §T , Acat (7’) = Arc (7’) = ma

Begt (T) = Brg (T) =1- (268)

pour la distinguer de la solution intérieure pour laquelle on garde la méme notation des fonctions
A(r) et B(r) : Bipt(r) := B(r) et Ajpe (r) := A(r), ou M, se réfere a la masse extérieure et

on adopte la notation M; pour la masse intérieure que nous allons rencontrer dans ce qui suit.

2.4.2 La solution intérieure

Pour obtenir la solution intérieure, il faut a la fois résoudre les équations d’Einstein en
présence de matiére ainsi que les équations de Cartan. Comme la matiere & Uintérieur de la
distribution de masse est décrite par le tenseur d’énergie-impulsion, on doit déterminer sa
forme en tant que second membre des équations d’Einstein proportionnel au tenseur Gy. Pour
ce faire, on doit suivre la méme démarche que celle du cas général, qui consiste a exploiter cette
proportionnalité, pour déterminer la forme du tenseur énergie-impulsion; car tout comme le
tenseur G les composantes de 7y, doivent étre indépendantes du temps ne dépendant que de r
et s’annuler 14 ot les composantes du tenseur G, sont nulles. Si on tient compte des conditions

(2.67), celles-ci réduisent & cing, le nombre des composantes indépendantes du tenseur Gy, du
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moment que dans ce cas

— — 2G G
Gio = Gor = — 260 &L (), (2.69)
A(r)B(r)
Sachant également que Go3 = —G32, on a comme conséquence la réduction du nombre d’équa-

tions d’Einstein & cinq équations indépendantes et le tenseur d’énergie-impulsion (2.59), est

donc de la forme

p(r) ¢ (r) 0 0
T r 0 0
. q,(r) p, () ’ (2.70)
0 0 Py (1) —qy(7)
0 0 ¢(r) p(r)
vu que Gig = Go1 = 701 = T10. Le choix de la notation des composantes de 74, c’est-a-

dire : p(r), p, (1), p, (1), q, (7), g, (r) & la place des notations précédentes : Tgg, T11, T22,
Tol, To2, T32 plus abstraites; se justifie par le fait que le premier élément de la diagonale du
tenseur énergie-impulsion s’interpréte physiquement comme une densité de masse et le reste
des éléments diagonaux comme des pressions. ¢, (r), g, (r) sont des fonctions arbitraires de 7.
Ainsi compte tenu des conditions (2.67), (2.69), (2.58) et de la forme (2.70) de 74, les équations
d’Einstein (2.60), (2.61), (2.62), (2.63), (2.64), (2.65), se réduisent a

A (r) 1 1 G2 (r) 3G3%(r) B
) A T BO(T) - Alm — A =8rGp(r), (2.71)
~2Go MG _ g G 2.72
T B0 q (), (2.72)
2Dy (1) 1 1 3G%2(r) G3%(r) B
TBO(T‘) r2A (1) 2 Bo(r) + Al(r) + A =8rGp, (r), (2.73)
Do(r) 1 1A () |1 B()|Do(r) Dy(r) Gi(r) Gi(r) , _ <G (1
[B(r) TA(T)] Am v | Be) B0 T AW B TR0,

(2.74

)
A6 G D)
24 (r) A(r) By oG () (2.75)

D’autre part le choix d’un tenseur de torsion complétement antisymétrique implique : Ty p. =
Aabes Sabe = aape €t les conditions (2.67) réduisent également le nombre de composantes indé-

pendantes du tenseur de Cartan a deux : Agge = Aggz = Azog = —Ages = —Aozg = —Aszp2
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= % et A132 = —A123 = —A231 = —A312 = A213 = A321 = 2\7%:; Donc les neuf équations

de Cartan (2.66), se réduisent & deux équations indépendantes

Go (r)
= 41 Gapas, 2.76
B0 023 ( )
G
! (’I”) = 47TG(1123, (277)
A(r)
avec ap23 = —ap32 = —0a203 = 230 = —aG320 = G302 €t a123 = —a132 = —a213 = A231 = a312 =

—ago1. Pour simplifier davantage, nous allons faire I’hypothése d’une densité de spin constante.

) : . Gi(r)  Go(n)
Il s’ensuit que les rapports : JAG) VB

sont indépendants de r et on peut donc poser

3

GL((TT)) = q (2.78)
Go(r) _
Bo) B,

ol o et B sont deux constantes arbitraires qu’il faut voir comme des parameétres réels. Pour
aboutir a la solution intérieure, il faut maintenant résoudre les équations d’Einstein (2.71),
(2.72), (2.73), (2.74), (2.75), qui compte tenu de (2.67) et (2.78) peuvent étre réécrites apres

élimination des fonctions : G (r), G1 (), Do (r), de la maniére suivante

-1 ! 1
= (AZ«)) + 5 T8 —3a" - A =8rGp(r), (2.79)
% =a (), (2.80)
1 B (r) 1 ) ) B
A T rAmBE) 2 T T3 A A=), (2.81)

+a?— %+ A =8rGps(r). (2.82)

[DO (r) 1 } A (r) N [1 B’ (r)] Do (r) Dy (r)

Br) rAm |24 T |r 2B@| B T BO

Comme selon (2.67),

Dy (r) = ; (2.83)
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I’équation (2.82) peut alors se mettre sous la forme,

! !/

B (r) B2(r B’ (r) 1 B (r)| A(r) 9 .9
- b - A =87G
2A(r)B(r) 4A(r)B?(r )+ A(r)B(r) 7"+QB(7’) 2A2(T>+a A+ mGpa (1),
(2.84)
aprés élimination de Dy (1), quant a I’équation (2.75), elle se réduit a
r) (2.85)

]_67TGB /7 q2(7"),

compte tenu de (2.78) et (2.83). Suite a cette réécriture des équations d’Einstein, on constate
dans le cas d’une distribution de matiére uniforme, c’est-a-dire d’'une masse volumique p indé-
pendante de r ; que I’équation (2.79) est intégrable. Son intégration permet d’obtenir ’expression
de la fonction A (r), donnée par

-1

2
- A
a LU I I (2.86)

3

A(r) = At (r) =

Hormis la fonction A(r), la détermination des expressions exactes des autres fonctions semble
étre impossible en raison de la complexité des équations d’Einstein ; cependant on peut tout de
méme obtenir de telles solutions si on se place dans le cas particulier ou p; (1) = pa (1) = p (7).
En effet, en écrivant 1’égalité des membres de gauche des équations (2.81) et (2.84), et en
substituant & A (r) son expression (2.86), on obtient 1’équation différentielle

’I“ 2

B%(r) =0, (2.87)

2
pour la fonction B (r), avec @ = w. Cette équation différentielle se linéarise [28]
grace au changement de fonction

y2(r) = B(r), (2.88)
conduisant & I’équation différentielle linéaire du second ordre

» 1 : 23°
V(1) = oy )+ gy (1) =0 (289)

or2 +1
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pour la nouvelle fonction y (). On montre que cette équation différentielle admet des solutions

exactes si § = 0, et quand @ = 0; deux cas que nous allons considérer séparément.

Casou =0

On obtient un B nul si on impose l'invariance sous le renversement du sens du temps.

L’équation (2.89) se réduit alors a

y (r)— My/ (r) =0. (2.90)

L’équation (2.90) est indépendante de la fonction y (), ce qui implique que toute constante est
nécessairement une solution particuliére de cette équation. Or on sait que la solution générale
de toute équation différentielle linéaire du second ordre peut étre déduite & partir de n’importe

quelle solution particuliere yg (7). La solution générale de (2.90) peut se mettre sous la forme

exp (fﬁ)

ys ()

y(r)=wo(r) | e+ 62/ dr |, (2.91)

ol ¢1 et ¢ sont deux constantes d’intégration. Ainsi & partir de la solution particuliere la plus
simple, a savoir yo (r) = 1, on déduit que la solution générale de I’équation (2.90) est de la
forme

y(r) =c+evart +1, (2.92)

avec ¢ = 2, d’otl

B(r) = [cl +covar? + 1} ’ . (2.93)

Compte tenu de (2.83) et (2.86) on en déduit que

Dy (r) = cor <C1 + 52\/57“2 + 1) \/@7“2 + 1. (2.94)

Pour déterminer les constantes d’intégration nous nous placons dans le cas ol cette distribu-
tion de masse serait une sphére de rayon R et nous prenons comme conditions aux limites la
continuité de la solution (2.93) en R, et une pression nulle en R. Alors en tenant compte de

(2.81), (2.86), (2.93) et en imposant ces deux conditions aux limites, nous obtenons un systéme
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de deux équations linéaires pour les deux inconnues c; et ca,

VaR? +1 2GM, A
Bra (R) = B(R) = ¢ + Y2 1= 02—\/1— €~ -R2=0, (2.95)
a R 3
p(R)=0=a(@+a’>+A)ci+ (3a+a?+A) VaR? + le; = 0, (2.96)
dont la résolution en tenant compte de I'expression & = —w, permet d’obtenir les

expressions de c; et de cp, données par

A — 47Gp \/ 2GM, A
= (1- 1-— — —R? 2.97
“ ( A+87er+3a2> R 3 (2.97)
o = ArGp — A 3R — AR3 — 6GM,
S 3 R[3— (302 4+ 87Gp + A) R’
d’ou
o A —47Gp 3R — AR? — 6GM, (2.98)
T @ A+8tGp+3a2\| R[3— (302 +87Gp+A)R?] ‘
Si on choisit comme équation d’état
5= wp, (2.99)

liant la torsion a la masse volumique. En combinant alors les équations de Cartan (2.76) et

(2.77) avec le définition (2.78) de « et 3, sachant que = 0, on obtient

a = 4rGuwp, (2.100)
d’ou
87Gp (67Gw?p +1) + A
g _SnGp(BrGwp 1) + A (2.101)
3
D’apres (2.86) et (2.100),
—1
87Gp (67Gw?p + 1) + A

Alr) = _SrGp (6nGip+ ) A 5 1 (2.102)

3
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D’autre part, en éliminant « des relations (2.97), (2.98); on a les formules suivantes pour les

constantes d’intégration

A —4AnGp \/ 2GM, A
= (1- 1— — CR2 2.1
“ < 8rGp (671Gw?p + 1) + A> R 3 o (2.103)
. ArGp— A R(3— AR2) — 6GM,
2 3 R{3 — [8nGp (67Gw?p + 1) + A] R2}’
_ A — 47Gp R(3— AR2) — 6GM,
2 T rGp(67Gwp+ 1)+ A\ R{3 — [81Gp (67Gw?p + 1) + A] R}’

ce qui détermine complétement les expressions exactes des fonctions A (r), B (r), Dy (r), en plus
de celles des fonctions Gg (r), G (r), o compte tenu de 5 = 0 et de (2.78), (2.100), (2.102), on

a

Go(r) = 0, (2.104)

| =

87Gp (6rGw?p+1) + A

Gi(r) = 4nGwp |— 3 r“+1 ,

on obtient ainsi la solution statique a symétrie sphérique en théorie d’Einstein-Cartan lors-
qu’on fait ’hypothése d’un tenseur de Cartan antisymétrique et on impose 'invariance sous le

renversement du sens du temps.

Casa=0

Lorsque @ = 0, c’est-a-dire
B? —3a? —81Gp — A =0, (2.105)

on peut également montrer qu’il existe une solution exacte. En effet si on tient compte de cette
condition et de (2.86),
A(r)=1. (2.106)

D’autre part, I’équation différentielle (2.89), s’écrit

”

ry (r)— n (r) + 2rB2%y (r) = 0, (2.107)
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qui est une forme particuliére de ’équation de Bessel [28] admettant comme solution générale

y(r)=r [ElJl <\/ﬁ7~) +&Y (\/%rﬂ : (2.108)

ou J; (\/2527’) et 1 (\/ 2527"), sont respectivement les fonctions de Bessel de premiére espéce

et de deuxieéme espéce et ¢1, c2 des constantes d’intégration. D’aprés (2.88), on déduit que

B (r) =1r? [ElJl (Wr) + &Y <\/2>52r>] 2 : (2.109)

Compte de (2.81) et des relations de récurrence

J, <\/252r> = 1/28%J, (\/25%) — %Jl < 25%) , (2.110)
Yy <\/ Wr) = /26, (\/ 252r> - %Yl ( 2&%) :
la condition aux limites p (R) = 0, implique

[2 2682 J, < 2521%) +R(a?=38*+A) 1y ( 2525:)} & (2.111)

+ [2 26%Y, < 2,6’2R) +R(a?-38+AN)Y; < 2,6’2R>] Co
= 0,

et la condition de continuité Brg (R) = B (R), sachant que Arg (R) = A(R) = 1 et Brg (R) =

m, se traduit par

Ji ( 2521%) G +Y ( 25%%) Gy — % = 0. (2.112)
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Apres résolution du systéme des deux équations linéaires (2.111), (2.112) pour les inconnues ¢1,

Co, on obtient

&4 = R {2 262, (\/ﬁR)+(a2—3@2+A)RY1< 252}3)} (2.113)
()t ) )
o () -5 50 )
et
& - R [2 25%( 252R>+(a2—3/32+A)RJ1< 25%)} (2.114)
x{[Q 25%( 262R>+(a2—362+A)RJ1< 2523)]5/1( 2523)
_[2 25%( 252R>+(a2—362+A)RY1< 262R>]J1< 2521%)}_1.

D’autre part, comme A (r) =1, et Dy (r) = 51422 et compte tenu de (2.109) et des relations de

récurrence (2.110), on a

Do(r) = Bz(r), (2.115)

- () (15) () ()

ol ciet ¢asont données par (2.113) et (2.114). Ainsi nous venons de montrer que I'hypothése

d’un tenseur de Cartan complétement antisymétrique pour une distribution de matiére uniforme

et une torsion constante, permet d’obtenir des solutions exactes pour certains cas particuliers.

2.5 Théorie d’Einstein-Cartan comme alternative au probléme

de la matiére sombre : Formule de masse

Peut-on résoudre le probléme de la matiére sombre dans 'univers une fois pour toute, en
ayant une concordance entre les prédictions théoriques du mouvement de galaxies et les données

observationnelles relatives & ce mouvement, sans pour autant faire I’hypothése de I'existence
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d’une quelconque forme de matiére autre que la matiére ordinaire ? On peut affirmer sans le
moindre doute que la théorie d’Einstein-Cartan serait une trés bonne candidate pour expliquer
un univers sans matiére sombre. Nous allons voir dans ce qui suit que la torsion pourrait étre
une alternative a la matiére sombre. Pour ce faire nous allons établir une relation entre la masse
interne M; et la masse externe M. d’une distribution statique a symétrie sphérique. La masse
interne est donnée par

A

M; ?pRS, (2.116)

ol p est la masse volumique et R est le rayon de la distribution de masse. On peut alors réécrire
la solution interne en terme de la masse interne, aprés élimination de la masse volumique p en
faveur de la masse interne dans ’expression (2.86),

2 ) -1
Aint (1) = [(5 _3;2_A - 26;;]3%)7"24'1} : (2.117)

La condition de continuité de A (r) en R : Ajpi (R) = Aext (R) s’écrit, en tenant compte de
(2.68) et (2.117)
2GM., A

—R? 2.118
i 31 ( )

<52 —3a2—A 2GM;

2 —

ce qui permet de lier la masse externe M, & la masse interne M;,

(302 — 52) B3

M, = M,
+ 6G

(2.119)

On voit clairement que le second terme du second membre de (2.119) exprime l'effet de la

torsion. Nous avons en comparant (2.76) et (2.77) a (2.78),
o = 47TG&123, (2.120)

et
B = 4rGagzs. (2.121)
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Si on adopte les deux équations d’état aijaz = waep et agas = wgp, ol w, et wg sont deux

constantes réelles; il s’ensuit de (2.120) et (2.121) que

3Gwq

et
3Gw
B = 4nGpuws = FﬁMi. (2.123)

En substituant a « et [ leurs expressions (2.122) et (2.123) en terme de la masse interne dans

(2.119), on obtient

3 (3@)3y — w%) G
M,

(2.124)

qui est la formule de masse liant les masses externe et interne de la distribution de masse a
symétrie sphérique. La relation (2.124) montre clairement que la torsion a pour effet de rendre
la masse externe différente de la masse interne sauf lorsque 3w? = w%. Donc a I'exception du
cas trés particulier ot 3w? = w%, en présence de torsion la loi de Gauss faible est violée. Bien

str en 'absence de torsion (wo = wg = 0),
M, = M;, (2.125)

résultat bien connu en relativité générale, qui constitue la loi de Gauss faible. Selon que 3w? >
w% ou 3w? < w%, la masse externe est supérieure ou inférieure a la masse interne. Le cas
intéressant du point de vue de la cosmologie est celui ot la masse externe est supérieure a la
masse interne, ce qui permet d’envisager la torsion comme alternative & la matiére sombre. On
peut constater facilement & partir de (1.61) que les fonctions Gy () et G (r) sont respectivement

impaire et paire sous le renversement du temps. On peut alors traiter séparément les deux cas

(wa =0, wg #0) et (wa # 0, wg =0). Le cas (wq =0, wg # 0) mene a la formule de masse

3Gw%
M= M; | 1= g M; | (2.126)
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ot M, < M;. Le cas (wq # 0, wg = 0) meéne a la formule de masse

9GwW?
M, =M, (1 anr ), 2.12
(1 ) 2120

ou M, > M;. C’est ce deuxiéme cas qui est intéressant du point de vue de la cosmologie, la

torsion pouvant alors étre une alternative & la matiére sombre.
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Chapitre 3

Les théories f(R) équivalentes a la
relativité générale pour une forme

déterminée du scalaire de courbure

Comme la plupart des lois de la physique, la relativité générale considérée par beaucoup de
physiciens comme la meilleure théorie décrivant la gravitation, peut étre déduite d’un principe

variationnel. En effet les équations d’Einstein
1 811G
Ruy - iRguy + Aguy = K'TMV; R = CT, (31)
sont facilement obtenues en variant ’action de Hilbert-Einstein

S = i / V=g (R —2A)d*z + S,,. (3.2)

L’idée de ce qui est appelé la théorie f(R) est basée sur la généralisation de I’action de Hilbert-

Finstein en écrivant S sous une forme plus générale

S = ;R/Hf (R) d*z + Spn. (3.3)
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En faisant varier I’action par rapport a la métrique g, on peut déduire les équations de champ

de la théorie f(R),

! 1 /
F(B) By = 5 f (B) g = ViV f(R) + Of" (R) guv = KT, (3.4)
o f'(R) = d];(g ) et V. représente la dérivée covariante. Ainsi pour n’importe quelle fonction

f(R) on obtient une théorie f(R) et la relativité générale devient un cas particulier correspon-
dant & f(R) = R—2A parmi une infinité de choix possibles de la fonction f(R). La considération
d’une théorie modifiée de la gravitation constitue une maniére d’aller au-dela de la théorie d’Ein-
stein [3] dans le but essentiel est de résoudre plusieurs problémes en cosmologie comme celui
de I'énergie sombre, ou la théorie f(R) par le biais de ses différents modeles [29] est une can-
didate potentielle pour expliquer un univers en expansion accélérée sans recourir & la nécessité
d’émettre ’hypothése de I'existence d’une énergie sombre. Cependant les prédictions de n’im-
port quelle théorie proposée doivent étre en accord avec les observations cosmologiques pour
étre acceptées comme un modele alternatif au probléme de ’énergie sombre, ce qui se traduit
par des conditions mathématiques sur la fonction f(R) réduisant son choix en la limitant & des
formes particuliéres.

Indépendamment du fait que la fonction f(R) satisfait ou par les conditions requises il
est tout a fait légitime de poser la question : Est-il possible que la relativité générale et une
théorie f(R) # R — 2A, aient les mémes solutions quand ces deux théories sont concernées par
le méme contexte physique? Si oui, quand ? Nous entendons par solution le tenseur métrique
g et le méme contexte physique, signifie le méme tenseur d’énergie-impulsion 7}, décrivant
une forme spécifique de matiére pour les deux équations de champ (3.1), (3.4). En fait il y’a
deux motivations qui nous poussent & nous poser de telles questions : La premiére est due a
la difficulté rencontrée lors de la résolution analytique des équations de champs de la théorie
f(R). Donc avant d’envisager une quelconque technique de résolution, il est certainement plus
commode de savoir si la solution de la relativité générale demeure une solution pour cette
théorie f(R) sachant que les équations de la relativité générale sont plus simples comparées a
celles de la théorie f(R) et la plupart des solutions de la relativité générale intéressantes du

point de vu physique sont bien connues depuis longtemps [30] pouvant ainsi nous éviter des
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calculs compliqués. La seconde motivation est d’avoir la possibilité de mesurer combien méme
la théorie modifiée est si différente de la relativité générale ; car ¢a n’a absolument pas de sens
de construire des théories plus compliquées semblant étre différentes en apparence, pour qu’il
s’aveére a la fin que les solutions pertinentes de ces théories sont celles de la relativité générale;
faisant que toute étude visant & comprendre la relation entre la relativité générale et la théorie
f(R) est trés recommandée. L’objectif de ce chapitre est d’apporter une réponse a la premiere
question en déterminant d’abord toutes les conditions mathématiques sur la fonction f(R) pour
lesquelles la relativité générale et cette théorie aient les mémes solutions, puis nous montreront

comment exploiter ces conditions pour les appliquer sur des exemples concrets.

3.1 Les conditions requises sur la fonction f(R) pour avoir des

solutions communes a la relativité générale et a la théorie
f(R)

Comme nous 'avons souligné, notre objectif consiste & apporter une réponse a la question
de savoir quand la relativité générale et la théorie f(R) possédent les mémes solutions. Nous
allons d’abord essayer de répondre & cette question dans le cas générale ou il n’existe aucune
supposition sur la forme du scalaire de courbure, puis nous considérerons le cas particulier ou
le scalaire de Ricci est une constante, pas seulement pour sa simplicité, mais surtout pour son

intérét physique.

3.1.1 Cas général (R quelconque)

Dans le but d’apporter une réponse a la question précédente, I’idée consiste a faire apparaitre
les équations d’Einstein a l'intérieur de celles de la théorie f(R) qui peuvent étre écrites sous

la forme équivalente

R R
f/(R) R/LI/ - Eg,uz/ + Ag;w - '%T,LLV:| + f/(R) |:2.q,LLI/ - Agmx + KT/J,Z/ (3'5)

_%f (R) uv — V;Lvuf/ (R) + Df, (R) Guv

= kT,
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ou f'(R) = {%jg)}. On peut alors énoncer le théoréme suivant :

Théoréme : Une métrique g, est une solution a la fois de la relativité générale et de la

théorie f(R) si et seulement si elle est au moins solution de 1'une des deux théories, vérifiant :
1 /
[f/ (R) - 1] R;w - 5 [f(R> - (R - 2A) - 2Df/ (R)] Guv — vpvuf (R) =0. (3'6)

Démonstration : Soit g, une solution commune de la relativité générale et de la théorie
f(R); alors g, satisfait a la fois les équations de champ de la relativité générale et de la théorie
f(R). Donc l'équation (3.5) est satisfaite et son premier terme s’annule tel que

(5 =) 1 ()= 3 + 07 (B)] g+ [ () = 1] 6T = 0,5 () =0, (30

Comme kT, = Ry, — %Rg,u, + Aguw, cette derniére relation peut s’écrire sous la forme
[f'(R) = 1] Ry — L [f(R) — (R —2A) — 20 (R)] gpw — V.V f (R) = 0 qui n’est rien d’autre
que la condition nécessaire (3.6). Autrement dit, si g,, est une solution pour les deux théories la
condition (3.6) est nécessairement satisfaite. Démontrons que la réciproque est également vrai
en supposant une métrique qui soit au moins solution pour I'une des deux théories satisfaisant
au méme temps la condition (3.6), pour montrer que cette condition est suffisante pour que
cette métrique soit solution des deux théories. Nous allons d’abord commencer par le cas ou
guv est une solution de la relativité générale. En additionnant les équations de la relativité
générale et la condition (3.6), nous obtenons [RW — %gm, +Agu — nTuy] +[f(R) -1 Ry —
F[F(R) — (R—2A) — 20/ (R)] g — V,.V,f (R) = 0 qui conduit aux équations de champ
(3.4) de la théorie f(R) apres simplification, ce qui montre que g, est aussi une solution pour
la théorie f(R). Si maintenant nous supposons que g,, est juste une solution de la théorie
f(R) satisfaisant (3.4) et (3.6); on peut montrer de la méme maniére que ceci est également
suffisant pour prouver que cette métrique sera une solution de la relativité générale. En effet,
comme g, est une solution des équations de champ (3.4), elle sera évidemment solution des
équations (3.5) car ces derniéres sont juste une maniére équivalente d’écrire les équations de
champ de la théorie f(R) en ajoutant et en enlevant la méme quantité; a savoir les équations
d’Einstein. D’autre part, le terme f'(R) [Zg,, — Agu + £Tw] — 3f (R) g — VuVuf (R) +

Of' (R) gu — kT, s’annule car ce n’est rien d’autre que la condition (3.6) quand kT),, est
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remplacé par R, — %ng + Agu,. En fait nous sommes obligés de faire une telle substitution
malgré le fait que nous n’avons pas encore prouvé que g, est une solution de la relativité
générale car nous avons considéré le méme tenseur d’énergie-impulsion pour les deux théorie.
Donc f (R) (R — ggw + Aguy — kT,] = 0. Comme la fonction f(R) n’est pas constante
mais a en général une expression bien déterminée en terme de R qui est également une fonc-
tion dépendant du systéme de coordonnée; la dérivée f, (R) ne peut pas s’annuler identique-
ment. Par conséquent R, — % 9w + Mgy — KT, = 0, ce qui prouve que g,,, est une solution
de la relativité générale. Il existe tout de méme la possibilité d’avoir une dérivée nulle dans
la cas particulier d’un espace-temps avec un scalaire de courbure constant, c’est-a-dire com-
pletement indépendant des coordonnées qui aurait donc la méme valeur constante en tous
point de I’espace-temps comme c’est le cas des espace-temps du type de Sitter. Si par exemple
f(R) = R? — 8A et la métrique conduit a un scalaire de Ricci constant : R = g, R* = 4A
alors f (R) = f (4A) = [2R — 8A]p_4, = 0. En réalité ceci ne constitue aucun probléme car
cette condition est assez solide pour étre valide méme quand f/ (R) = 0. En effet dans ce cas,

les équations de champs (3.4) de la théorie f(R) sont données par

1
§f(R)g,LLI/ + K:Tul/ = 07 (38)

et peuvent étre mises sous la forme équivalente

R 1
Ry = 5 9 + Mgy — KTMV] + [Rw +5 [f(B) + (B = 28)] g | =0, (3.9)

en ajoutant et en enlevant les équations d’Einstein. On constate clairement que le premier terme
entre parenthéses représente les équations d’Einstein et le second, la condition (3.6) dans le cas
particulier ot f (R) = 0. Donc si g,,, est une solution de la théorie f(R) et la condition (3.6)
est satisfaite, le second terme s’annule et la métrique sera nécessairement une solution de la
relativité générale.

Ainsi nous concluons que quelque soit la forme des fonctions f(R) et du scalaire de Ricci, la
condition (3.6) est une condition nécessaire et suffisante pour qu’'une métrique, solution de la

relativité générale ou de la théorie f(R), soit simultanément une solution pour les deux théories.
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3.1.2 Espace-temps avec scalaire de courbure constant (R = R))

Les espace-temps caractérisés par un scalaire de Ricci constant possédent un certain intérét
physique. En effet 'une des meilleures descriptions d’un trou noir est celle fournie par la solution
de Schwarzschild et De Sitter. Quand on est dans ce cas ol Ry est un nombre réel, quelque
soit la fonction f(R), sa dérivée est toujours constante au point ce qui fait que les composantes
de V,V,f (Ro) et le terme Of' (Rp) s’annulent et on peut déduire du théoréme précédent le
corollaire suivant

Corollaire 1 : Si g,,, est une solution de la théorie de la relativité générale conduisant a un
scalaire de Ricci constant et on a une théorie f(R), il faut et il suffit que cette métrique vérifie
la condition

7' (Ro) = 1] By, = 5 [f(Ro) = (Ro — 24 g = O, (3.10)

pour qu’elle soit solution des deux théories.
Démonstration : Il s’agit juste d’un cas particulier de la condition (3.6) quand R = Ry et

V.V f' (Ro) =0, Of (Ro) = 0.

De cette condition on peut apprendre beaucoup d’informations au sujet de la relation f(R)-
GR, comme nous allons le voir dans ce qui suit.
Corollaire 2 : Pour les espace-temps caractérisés par une courbure scalaire constante Ry ;

la relativité générale et les théories f(R) telles que

f'(Ro) = 1 (3.11)
f(Ro) = Ro—2A,

sont équivalentes, c’est-a-dire qu’elles ont exactement les mémes solutions conduisant & des
espace-temps avec une courbure scalaire égale & Ry.

Démonstration : Soit g, une solution pour la théorie f(R) telle que g"” R, = Ry. Quand
le scalaire de Ricci est constant, les équations de champ (3.4) de la théorie f(R) , sont données
par

£ (Ro) R = 3. (Ro) oo = Ty (312)
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Donc pour les théories f(R) telles que f'(Rp) = 1 et f(Rp) = Ro — 2A, les équations (3.12)
seront identiques aux équations de la relativité générale, ce qui signifie que toutes les solutions
de la théorie f(R) sont également des solutions de la relativité générale et vice verse. Une autre
maniére de prouver ce corollaire est de voir que si f’ (Rp) = 1 et f (Ry) = Ry — 2A, la condition
nécessaire est suffisante (3.10) pour laquelle une métrique solution de I'une de deux théories
devient une solution pour les deux théories, est satisfaite.

Corollaire 3 : Les solutions du vide de la relativité générale sont également des solutions

du vide d’une théorie f(R) si et seulement si
1
Af(4A) — 5f(4A) =0. (3.13)

Démonstration : Soit g,, une solution du vide de la relativité générale et f(R) une
fonction telle que Af/(4A) — 1 f(4A) = 0. Comme g, est une solution de la relativité générale,
on a g"R,, = 4A, alors les équations d’Einstein se simplifient en R,, — Ag,, = 0, d’ou
[Af’(4A) — %f(élA)] 9w — (Ruw — Agu) = 0. Si on développe cette derniére équation et on
remplace le terme f'(4A)Ag,, par f'(4A)R,,, on peut réécrire cette équation sous la forme
équivalente [’ (4A) — 1] Ry — 5 [f(4A) — 2A] g = 0 qui signifie que g,,,, est aussi une solution
du vide de la théorie f(R) car cette équation n’est rien d’autre que la condition nécessaire et
suffisante (3.10) pour laquelle une solution de la relativité générale devient une solution de la
théorie f(R), dans le cas particulier ou Ry = 4A, c’est-a-dire le vide.

Corollaire 4 : Pour des variétés caractérisées par un tenseur de Ricci nul, la relativité

générale et les théories f(R) telles que
£(0) = —2A, (3.14)

sont équivalentes, en d’autres termes toutes les solutions de la relativité générale décrivant de
telles variétés sont solutions des théories f(0) = —2A et visse versa.

Démonstration : Soit g, une métrique telle que R, = 0, alors R = 0. Selon les équations
de champ (3.12) de la théorie f(R), si g, est une solution d’une théorie f(R) telle que f(0) =
—2A, cette métrique satisfait Ag,, = kT, qui est exactement ’équation d’Einstein pour

R, = 0 c’est-a-dire que les équations de la relativité générale et celles des théories f(0) = —2A
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sont identiques pour les espaces-temps ot la tenseur de Ricci est nul.
Corollaire 5 : Pour des espaces-temps avec un scalaire de Ricci Ry constant, la relativité

générale et les théories f(R) telles que

Rof' (Ro) —2f (Ro) + Ro — 4A # 0, (3.15)

ne possédent aucune solution commune.
Démonstration : Nous avons prouvé que si une métrique est une solution de la relativité
générale et de la théorie f(R), la fonction f(R) satisfait nécessairement la condition nécessaire

et suffisante (3.10), par conséquent elle satisfait également sa trace qui est donnée par

Rof’ (Ro) — 2f (Ro) + Ro —4A = 0, (3.16)

ainsi si une fonction f(R) ne satisfait pas cette trace, la condition (3.10) ne peut pas étre

satisfaite et la métrique ne peut donc pas étre solution des deux théories.

3.1.3 Remarques

1) Il faut comprendre que la fonction f(R) = R — 2A correspondant a la relativité générale
et sa dérivée premiere, n’est pas 'unique fonction vérifiant les conditions (3.11), (3.13), (3.14).
Comme Ry est un nombre réel, on peut avoir une infinité de fonctions f(R) différentes par leurs
forme générale, ayant la méme image f (Rp) au point Ry, comme nous allons le voir dans ce
qui suit.

2) En l’absence de constante cosmologique, le corollaire 3 stipule que toute les solutions du
vide de la relativité générale sont également solutions du vide d’une théorie f(R) si et seulement
si

f(0) = 0. (3.17)

Ce résultat a également été déduit par J. D. Barrow et A. C. Ottewill [31] en utilisant une
approche différente avec comme hypotheése f'(0) # 0, qui selon notre approche ne semble pas
étre vraiment une condition nécessaire pour que les deux théories aient les mémes solutions du

vide.
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3) Les conditions sur les fonctions f(R) que nous avons obtenues et pour lesquelles la
relativité générale et la théorie f(R) aient les mémes solutions correspondant a un scalaire
de Ricci constant, doivent également étres pergues comme des conditions d’existence pour ces
fonctions. En effet pour une courbure scalaire constante Ry, on peut facilement voir de (3.11),
(3.13), (3.14) qu’il existe une infinité de fonctions vérifiant ces conditions c¢’est-a-dire que quelque
soit la solution de la relativité générale conduisant & un scalaire de Ricci constant, il existe au
moins une théorie f(R) # R — 2A qui a les mémes solutions pour Ry, ce qui n’est pas le cas si

R n’est pas constant, comme nous allons le voir dans ce qui suit.

3.2 Formes des fonctions f(R) pour les théories f(R) équiva-
lentes a la relativité générale correspondant a une forme

spécifique du scalaire de Ricci

On peut s’interroger sur l'intérét principal du théoréme précédent et des corollaires qui en
découlent. En réalité, ce théoréme et ses conséquences donnent la possibilité de savoir si une
théorie f(R) donnée peut avoir les mémes solutions que la relativité générale pour une forme
donnée du scalaire de Ricci. Ceci est trés commode si par exemple on veut juste obtenir des
solutions exactes d’une théorie f(R), ou sans prendre la peine de résoudre des équations de
champs plus compliquées en générale méme pour le cas le plus banal, on peut directement
prendre celles de la relativité générale. Un autre avantage est d’étre capable de savoir si pour
une solution donnée de la relativité générale il existe ou non, des théories f(R) qui admettent
une telle solution en allant jusqu’a obtenir la forme de telles fonctions comme nous allons le

montrer.

3.2.1 Conditions sur les paramétres d’une classe de théories f(R)

Dans la littérature, quand on parle d’une théorie f(R) on entend souvent une classe de
fonctions appelée également modele f(R) dépendant d’un ou de plusieurs parameétres. Une
conséquence intéressante du théoréme et des corollaires précédents, est de pouvoir fixer les

conditions sur ces parameétres pour que cette classe et la relativité générale aient les mémes
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solutions pour une courbure scalaire constante. Pour illustrer ce fait, considérons le modéle
f(R;a,8) =R+ aBfY PRP avec: 0 <p<1, a, >0, (3.18)

proposé dans [32] comme un modele candidat pour expliquer un univers sans énergie sombre.

De (3.16) on déduit que ces parameétres doivent nécessairement satisfaire la condition
(p—2)aB'PRE — 4A =0, (3.19)

pour permettre aux solutions de la relativité générale d’étre des solutions pour ce modéle. Bien
str cette condition certes nécessaire, est a elle seule insuffisante pour pouvoir affirmer que les
solutions de la relativité générale sont également solutions pour ce modeéle. D’autre part, la

condition (3.11) se traduit par

Lot "Ry =0 (320)

af'PR+20 =0
Comme 0 < p < 1; a, B > 0, cette condition n’est pas vérifie si Ry # 0. Ceci ne signifie
nécessairement pas que la relativité générale et ce modéle ne possédent pas de solutions com-
munes ; car il s’agit d’une condition suffisante mais non nécessaire. En revanche en ’absence de
la constante cosmologique, le systéme d’équations (3.20) est vérifié dans le cas on Ry = 0, qui
nous dit que la relativité générale et ce modeéle sont équivalents pour décrire les espaces-temps
a scalaire de courbure nul, vu qu’ils ont exactement les mémes solutions. On peut en particulier
affirmer que les solutions du vide des équations d’Einstein sans constante cosmologique, sont
également des solutions du vide pour ce modéle, ce qui peut également étre confirmé par la
condition (3.17), du moment que Vo, 3, p telles que 0 < p < 1; o, 5 > 0, on a f(0;x, ) = 0. Si
par contre A # 0, on peut affirmer selon (3.13) que toutes les solutions du vide de la relativité
générale sont également des solutions du vide des équations de champ générées par la théorie

R+ afY PRP si et seulement si
(p—2)aB*P (4A)P —4A = 0. (3.21)

C’est la méthode & adopter pour savoir si un modeéle donné posséde les mémes solutions que la

relativité générale, ainsi que les conditions que ses paramétres doivent satisfaire pour qu’il en
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soit ainsi.

3.2.2 Construction des théories f(R) équivalentes a la relativité générale

pour un scalaire de courbure constant

Comme les conditions faisant que la relativité générale et la théorie f(R) aient les mémes
solutions, ont été obtenues, nous sommes maintenant en mesure d’avoir plus d’informations au
sujet de la forme de telles fonctions. Autrement dit, il sera possible & partir d’une solution de
la relativité générale, de construire les théories f(R) qui posseédent les mémes solutions.

Corollaire 6 : Les solutions du vide de la relativité générale sont aussi solutions du vide

des théories f(R) telles que

F(R) = exp <2}2> B /F(R) exp <—2}1> dR + k} , (3.22)

ou k est une constante arbitraire et F'(R) est également une fonction arbitraire qui s’annule
pour R = 4A.
Démonstration : Soit g, une solution du vide de la relativité générale et f une fonction

de R. Considérons ’équation différentielle linéaire
1
Af'(R)~ S f (R) = F(R), (3:23)

ou F est une fonction quelconque telle que F'(4A) = 0. Alors toutes les solutions de cette équa-
tion vérifient la condition (3.13) pour R = 4A. Par conséquent g,,, sera également une solution
des théories f(R) générées par les fonctions de la forme (3.22), étant donné que ’expression
(3.22) n’est rien d’autre que la solution générale de ’équation (3.23) et k est une constante
d’intégration arbitraire.

On voit clairement que f(R) = R — 2A correspondant a la relativité générale n’est pas
l'unique fonction vérifiant la condition (3.13). Ceci correspond juste au choix particulier ou la
fonction F' (R) est égale a 2A — % et & une constante d’intégration nulle, parmi une infinité de
choix possibles pour F'(R). Par exemple, si on choisit le cas le plus simple ou F'(R) = 0 on
obtient compte tenu de (3.22), la théorie f (R) = kexp (%) et ainsi de suite.

Dans le cas général d’un scalaire de Ricci constant mais non nécessairement égal a 4A, la
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tache d’obtenir de telles fonctions est beaucoup plus simple. Tout ce que nous avons a faire est
de choisir n’importe quelle fonction dépendant d’au moins deux paramétres, pour lui imposer la
condition (3.11) et obtenir deux équations qui détermineront des conditions sur ces paramétres
voir carrément ces parameétres, si notre choix repose sur une fonction ne dépendant que de deux

parameétres. A titre d’exemple, considérons la fonction
f(R) =aR" + BR™, (3.24)

ot o et 3 sont deux parametres réels et n, m € N*(n # m). Selon la condition (3.11) ; il suffit

juste d’imposer a « et 8 de satisfaire le systéme d’équations

{%Rgl +fmRy T =1 (3.25)

aRP + BRI = Ry — 2\

si on veut faire d’'une solution g, de la relativité générale telle que Ry = g,, R, une solution

pour cette théorie f(R). La solution du systéme d’équations (3.25) est

(1—m)Ro+2mA

o= ——
(n—m)RY
{5 B (n—1)R0—§nA : (3.26)
- (n—m)RpJ"

Par conséquent, g, est aussi une solution de la théorie f(R) telle que

(1—m)R0+2mARn+ (n—1) Ry — 2nA
(n —m) Ry (n —m) Rg'

f(R) =

R™, (3.27)

Il existe également une autre facon semblable d’obtenir plus de classes de fonctions f(R) qui
possédent les mémes solutions que la relativité générale a ’aide de différentes combinaisons
de f'(Rp) et f (Rp) permettant d’obtenir différentes formes d’équations différentielles dont la
résolution permettra de déterminer la fonction f(R). En effet, compte tenu de (3.11) on peut
écrire

' (Ro) + f(Ro) = Ro — 2A + 1. (3.28)
Donc, toutes les solutions de ’équation différentielle linéaire
f'(R)+ f(R)=U(R), (3.29)
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ou U (Ry) = Ro — 2A + 1; seront nécessairement solutions de I’équation (3.28). La solution

générale de (3.29) est donnée par

F(R) = exp (—R) ( / U(R) exp (R) dR + cl) . (3.30)

a qui il faut imposer la condition (3.11), pour déterminer la valeur de la constante d’intégration
c1, donnée par

¢ = (Ro— 2A) exp (Ro) — [ / U(R)exp (R) dR] o (3.31)

On peut choisir une autre combinaison de f (Rp) et f'(Rp) en conformité avec (3.11), comme

par example

f"(Ro) f (Ro) = Ro — 24, (3.32)

puis résoudre I’équation différentielle

f'(R) f(R) = Q(R), (3.33)

ou Q(Ry) = Ry — 2A, pour obtenir la fonction

F(R) = i\/Q/Q (R)dR + ¢, (3.34)
ou la constante d’intégration cg est déterminée par la condition (3.11), ce qui donne

ca = (Ro—2A)* =2 [ / Q(R)dR} . (3.35)

R=Ry
Ce processus peut étre répété plusieurs fois avec d’autres combinaisons pour obtenir plus de
théories f(R).
3.2.3 Construction des fonctions f(R) pour des espaces-temps ou R n’est pas
constant (cas d’un espace-temps a symétrie maximale)

Bien que la condition suffisante et nécessaire (3.6) faisant d’une métrique g,,, une solution a

la fois de la relativité générale et de la théorie f(R) est générale, 'obtention des fonctions f(R)
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satisfaisant & cette condition n’est pas simple quand le scalaire de Ricci n’est pas constant,
en raison du fait que la dérivée covariante V,V, f (R) n’est pas nulle. A lexception de la
condition (3.6) nous ne sommes pas en mesure d’obtenir des conditions simples applicables a
la fonction f(R) comme conditions générales qui peuvent mener a la construction des fonctions
f(R) de maniére simple, comme pour le cas d’une courbure scalaire constante. Par conséquent,
cette construction doit se faire au cas par cas suivant la forme de la métrique et du scalaire de
Ricci, en ayant en téte que dans le cas générale rien ne garanti I’existence nécessaire des théories
f(R) équivalentes a la relativité générale quelque soit la solution considérée. La premiére étape a
suivre consiste & se donner une solution de la relativité générale telle que R ne soit pas constant.
Pour cela nous allons choisir d’étudier I'une des solutions les plus pertinentes de la relativité
générale et de la cosmologie, a savoir la métrique FLRW en essayant d’apporter une réponse a
la question : existe-il des théories f(R) qui admettent la solution FLWR comme solution ?

La métrique FLRW décrit un espace-temps a symétrie maximale; il est bien connu qu’en
coordonnées sphériques, la forme la plus générale d’une métrique & symétrie maximale est

donnée par
dr?

2 _ 2 2

+ 7% (d6? + sin® 0d?) | (3.36)

ol a(t) est une fonction arbitraire ne dépendant que du temps, et K est la courbure de Iespace
qui peut prendre une valeur positive pour une géométrie sphérique de I’espace, négative pour le
cas hyperbolique et nulle pour le cas plat, & ne pas confondre avec le scalaire de Ricci R qui est
la courbure de I'espace-temps. Pour ¢ = 1, les composantes non nulles du tenseur et du scalaire

de Ricci sont respectivement données par

Reo = -3%, (3.37)
a

Rij = [c’ia + 2 (d2 + K)] Oij,

. . 2
K
R=6 a+<a> + =, (3.38)
a a a
et le point représente la dérivée par rapport au temps ; o dridr! = l_d;j = +r? (d02 + sin? 0 + d<p2) ;

i et 7 prennent les valeurs : 1,2, 3 et comme il n’y a aucune confusion sur la dépendance tempo-

relle de la fonction a(t) nous préférons la noter simplement a. Il convient de préciser que si R
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n’est pas constant, il ne dépend que du temps. Pour donner un sens physique & cette métrique,
il faut lui imposer les équations d’Einstein. Dans ce cas l'espace-temps a symétrie maximale
représente physiquement 'univers isotrope et homogéne en expansion ou en contraction se-
lon le comportement de la fonction a qui est précisément le facteur d’échelle de cet univers.
Energie et matiere sont décrites par le tenseur énergie-impulsion 7),,. Pour le modele d'un
fluide parfait, compatible avec 'univers homogéne et isotrope, la forme matricielle du tenseur

d’énergie-impulsion est donnée par

—p 0 0 0
0 +25p 0 0
Ty = =kr2P . (3.39)
0 0 a’r?p 0
0 0 0 a®r?sin? Op

p est la masse volumique et p la pression. Ainsi en imposant les équations d’Einstein (3.1), on

obtient les fameuses équations de Friedmann

L\ 2
a K &G A
<> T2ty (3.40)
i a\? K
2= + <) +— = —87Gp+ A. (3.41)
a a a

Pour toute solution des équations de Friedmann (3.40), (3.41) notre objectif est de trouver les
théories f(R) # R — 2A, pour lesquelles la métrique (3.36) serait également une solution, si
une telle théorie existe. En général les équations de Friedmann ne possédent pas de solutions
analytiques, et il n’existe que quelques solutions exactes pour des cas particuliers. Alors, pour
surmonter la difficulté d’avoir une formule générale pour le facteur d’échelle, I'idée consiste a

écrire les équations de Friedmann sous la forme équivalente suivante

A N
a2 = Dgp  BTCONo (s | g 0, (3.42)
3 3
2ai + % — Aa® + 871G Nowa™ 3% 4+ K =0, (3.43)
ol nous avons pris en considération ’équation de continuité p = —3 (p + p) (%) résultant de la
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3(14w)

conservation de I’énergie, et sa solution p = pyay a=30+9) avec 1 py == p(0), ap := a(0),

Ny = poag(Hw)et I'équation d’état habituelle p = wp. De (3.42), on a
N A
0= i\/&TGgOa(HM + §a2 - K. (3.44)

Si on combine cette derniére relation avec I’équation (3.43); on peut écrire la dérivée seconde

du facteur d’échelle, uniquement en fonction de a,

1 A
a = —4nGNy (w + 3> q Bwt2) 4 ga. (3.45)

Compte tenu de (3.44), (3.45), le scalaire de Ricci (3.38) peut lui aussi s’écrire uniquement en

terme du facteur d’echelle
R =87GNy (1 — 3w) a3+ L 4A. (3.46)

On peut voir que w doit étre différent de —1 et % sinon, on a un scalaire de Ricci constant que
nous avons auparavant considéré. Si par exemple; R est égale & 4A; il s’agit de la solution des
équations d’Einstein du vide pour un espace-temps & symétrie maximale c’est-a-dire I'espace-
temps de de Sitter. De méme Ny doit étre non nulle. Comme w # —1, %, la relation (3.46) peut

étre inversée pour écrire a en terme de R,

—1
_ EIGES)]
a—[ R—4A r " (3.47)

8mG Ny (1 — 3w)

Les fonctions f(R) que nous cherchons doivent satisfaire I’équation (3.6). Compte tenu de la
forme de la métrique et du scalaire de Ricci qui ne dépend que du temps; la condition (3.6)

s’écrit

/(R = 1) By = |81 (8 + 57 ()= 5+ g - 0,08 (R) 0. (35

En raison de la symétrie, cette condition n’est formée que de deux équations indépendantes

R—2A

[ (R) 1) Roo + 37 (R) - ~o0, (3.49)
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et

[f'(R) — 1] [Gga+2(a* + K)] - {agf’ (R) + %f(R) - g + A} a? = 0. (3.50)

De (3.37), (3.44), (3.45), on déduit la composante 00 du tenseur de Ricci
A 1
Roo = —3 {3 — 47GNy <w + 3) a3(w+1>} , (3.51)

qui d’apres (3.47) peut étre écrite en terme de R aprés élimination du facteur d’échelle,

Ry = (3.52)

[3(w+1)A—3w+1R].

3w—1

En utilisant (3.52), on peut écrire (3.49) sous la forme d’une équation différentielle du premier

ordre pour la fonction f(R),

3w—1

R R C e FIORN R IV e

3w+ 1)A -

De cette équation on constate qu’en ’absence de la constante cosmologique et pour w = %1,
l'unique solution est f (R) = R c’est-a-~dire la relativité générale. Ce qui veut dire qu’il n’y’a
aucune théorie f(R) qui posséde exactement le méme facteur d’échelle que la relativité générale.

D’autre part la solution générale de ’équation (3.53) est donnée par

3w—1
3wt1 3A(w+1)] 3wFT . 1
¢ {2(1wj5’w)RJr Eoe +(R=20N)siw# —1,7,3

f(R) = { frRG(R) ) (3.54)

Cexpgr + (R—2A)siw= 3, A#0
fra(R)

ou C et C sont deux constantes d’intégration. On confirme alors que la relativité générale
appartient a cette classe de théorie du moment que c’est la théorie correspondant & une constante
d’intégration nulle, comme il se doit, cependant ces classes de théories doivent aussi satisfaire
la seconde équation (3.50) de la condition (3.48). Comme nous n’avons que deux équations

indépendantes et la premiére est déja satisfaite il faut et il suffit que la trace de I’équation
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(3.48) soit satisfaite pour que la deuxiéme équation le soit. Cette trace est donnée par

OR\? R 1. 2 R—4A
(55) 7"+ S w - grr S - F <0 ey

Compte tenu de (3.44), (3.45), (3.46), (3.47), (3.54), si w # —1, 3L, 1, cette trace s’écrit
A% (w+ 2) a®@H) + AT GNoA (Tw + 1) a3+
C| —4nGNoK (3w +5) a®*1 — KA (3w + 4) a>39+2) | = 0. (3.56)

—2 (47GNp)? (Bw? +w—3)

C = 0, est la solution évidente correspondant & la relativité générale. C’est en fait le terme
entre crochets qui doit s’annuler s’il existe au moins une théorie f(R) # R — 2A qui admet
le facteur d’échelle de la relativité générale comme solution. Comme ce facteur d’échelle n’est
pas constant, le terme entre crochets ne peut pas étre identiquement nul quelque soit w, K, A.
On peut cependant noter qu’en I’absence de la constante cosmologique et pour un espace plat,
cette trace s’annule si

4
3w? +w — 3=0, (3.57)

c’est-a-dire si

—1+17
w=—".

3.58
d (3.58)
Pour le second cas ott w = 3, A # 0, la trace de (3.55) est donnée par

— |1 4 1 407I'GN0 2 167TGNO 87TGNO .

qui signifie que la théorie f (R) telle que f (R) = Cexp % + (R —2A) et C # 0 ne peut pas
admettre le facteur d’échelle de la relativité générale comme solution. Précisons que ces résultats
sont complétement indépendants du signe de la dérivée premiére du facteur d’échelle dans (3.44)
qui était pris positif car si on refait les mémes calculs avec un signe négatif nous aboutirons a

la méme conclusion stipulant que pour un univers homogene et isotrope les seuls théories f(R)
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qui ont exactement le méme facteur d’échelle que la relativité générale sont de la forme

+V17-3

F(R) =C [; (1 + \/ﬁ> R] TR (3.60)

3F V17

a condition que l'espace soit plat et que la constante cosmologique soit nulle avec comme

équation d’état
—1++/17
= 710

G : (3.61)

p

sinon les deux théories auront des solutions complétement différentes. Ce résultat nouveau,
vient s’ajouter & d’autres résultats [33][34][35][36] relatifs a la solution FLRW dans le cadre de
la théorie f(R).
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Chapitre 4

Simultanéité en relativité et
transformation de Lorentz a 1’échelle

macroscopique

4.1 Introduction

Vers la fin du dix-neuviéme siécle une crise profonde secoua la physique quand deux grandes
théories parfaitement établies a savoir la théorie de I’électromagnétisme et la mécanique new-
tonienne entrérent en opposition en raison de la non invariance sous une transformation de
Galilée des équations de Maxwell, incorporant les lois de le I’électromagnétisme, contrairement
au principe de relativité stipulant que toutes les lois de la physique doivent étre identiques dans
tous les référentiels, particulierement les référentiels inertiels. La situation s’aggrava davantage
lorsque la fameuse expérience de Michelson-Morley [37] confirma les prédictions théoriques des
équations de Maxwell concernant 'invariance de la vitesse de la lumiére qui doit étre désormais
considérée comme une constante universelle dans tous les référentiels ; contredisant un principe
fondamentale de la mécanique classique selon lequel la vitesse de tout objet en mouvement doit
nécessairement dépendre du référentiel par rapport a laquelle elle est mesurée, indépendamment
de la nature de cet objet, sans aucune exception. Ainsi les physiciens de I’époque étaient confron-

tés & un probléme de taille et pour la plupart d’entres eux, I’idée la plus simple pour résoudre ces
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problémes consistant a remettre entiérement en question la théorie de I’électromagnétisme est
certainement la moins envisageable dii au grand succés de la théorie de ’électromagnétisme qui
non seulement est confirmée expérimentalement mais est & l'origine d’un progrés remarquable
suite aux expériences du physicien allemand Heinrich Hertz et la découverte des ondes radio.
Donc la meilleure des solutions serait de substituer & la transformation de Galilée une nouvelle
transformation qui constituerait une symétrie pour les équations de Maxwell. Dans ce contexte
quelques transformations ont été proposées par Voigt [38] Thomson [39], Larmor [40, 41], mais
c’est a partir des travaux de Poincaré [42, 43, 44] et de Lorentz [45, 46, 47, 48, 49] qu’émargea la
meilleure transformation garantissant l'invariance des équations de Maxwell en parfait accord
avec les résultats de 'expérience de Michelson Morley. Cette transformation prendra le nom de
transformation de Lorentz. En septembre 1905 Albert Einstein publia dans le Annalen der Phy-
sik son fameux article [50] mettant complétement fin aux problémes suscités par l'introduction
des équations de Maxwell, en montrant qu’a ’exception des lois de la gravitation, le principe de
relativité s’étend & toutes les lois de la physique incluant celles de I’électromagnétisme quand
la transformation de Lorentz est adoptée, c’est la naissance de la relativité restreinte une théo-
rie qui apporta une nouvelle perception de l'espace et du temps, désormais liée pour former
I'espace-temps a quatre dimensions. Bien que la théorie de la relativité restreinte ait connu un
grand succes; la nouvelle perception de I’espace qui se méle au temps moins intuitive compa-
rativement & la vision classique d’un espace séparé du temps, grandeur absolue, fut a ’origine
d’un certain nombre de paradoxes, comme le célébre paradoxe des jumeaux [51] et bien d’autres
[52][53][54][55][56], qui malgré une ambigiiité apparente naissant de I'introduction de nouveaux
concepts comme la dilatation des durées et la contraction des longueurs ainsi que de nouvelles
régles de simultanéité; ne remettent en aucun cas sa validité, et possédent souvent une ex-
plication rationnelle dans le cadre de la théorie. L’étude de tels paradoxes est d’une grande
importance par le fait qu’ils aident & mieux comprendre le fondement de la relativité restreinte.
Dans ce contexte nous proposons dans ce qui suit une expérience de pensée [57] & qui on don-

" dont I'analyse par la

nera le nom de : "L’expérience de pensée du métre ruban rétractable
transformation de Lorentz dévoilera quelques problémes mathématiques que nous essayerons de

résoudre.
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4.2 La relativité restreinte a I’échelle macroscopique

Comme toute théorie bien fondée, la relativité restreinte a réussi jusqu’a présent tous les
tests expérimentaux nécessaires a sa validation ; elle est quotidiennement confirmée dans les dif-
férents accélérateurs de particules au monde & chaque fois qu’il s’agit de mener des expériences
a I’échelle subatomique & trés hautes énergies, ou il y’a une parfaite conformité entre résul-
tats expérimentaux et théoriques. Si la relativité restreinte a connu tant de succeés a I’échelle
subatomique on peut alors se poser la question sur sa validité & 1’échelle macroscopique ? Une
réponse faisant presque 'objet d’un consensus de la part de la communauté scientifique serait
de dire qu’elle est certainement vrai tant qu’il n’y’a aucune raison pour qu’elle ne le soit pas.
Or en toute rigueur il n’existe aucune expérience mettant en jeu des objets macroscopiques
permettant d’affirmer ou d’infirmer la validité de la théorie a cette échelle car pour accélérer
un objet macroscopique aussi petit soit il a des vitesses relativistes, il faut une énergie colossale
que les moyens et la technologie actuelle ne permettent pas d’atteindre, ce n’est pas pour autant
qu’il faut abandonner complétement 1'idée de concevoir une relativité restreinte a notre échelle
tant que théoriquement parlant I'imagination et le raisonnement rationnel le permettent. Ainsi
il faut tout d’abord commencer par définir le monde macroscopique dans lequel nous vivons qui
peut étre modélisé mathématiquement quand on ne tient pas compte des effets de la gravita-
tion, par un ensemble de points M d’un espace affine € associé & un espace euclidien E & trois

dimensions telle que

_
VY (a,b) € € : (a,b) — ab € E, (4.1)
— —
V(a,b) € %, ab = —ba, (4.2)
VY (a,b,c) € €3, a¢ = ab + —c>, (4.3)
— - =
pEe, v eR, A ce:pp =7 (4.4)

Avec la structure du produit scalaire muni & cet espace et la norme d’un vecteur définie au
moyen de ce produit scalaire par

17 = V7.7, (4.5)
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Les axiomes (4.1), (4.2), (4.4), définissent complétement la géométrie de cet espace. La relativité
restreinte s’introduit dans cet espace par la donnée de deux référentiels inertiels orthonormés
que nous noterons respectivement par R(O, x,y,z) et R (0,2’ ,y .,z ); o0 R (O, 2"y, %) est en
mouvement rectiligne uniforme avec une vitesse relativiste V' par rapport a R(O, z,y, z) dans
le sens positif de celui-ci. Il s’agit plus précisément d’établir un lien direct entre les coordonnées
spatiotemporelles d’un point matériel M, exprimées dans ces deux référentielles par le biais
de la transformation de Lorentz. En effet si on suppose que les origines des deux repéres sont

confondus (O = O') a l'instant initial (t =t = 0); cette transformation de Lorentz est donnée

par
xlzy(x—Vt)@x:'y(x/—FVt/), (4.6)
y =y, (4.7)
7 =z, (4.8)

/ |4 T
t-’y(t—c2x>(:>t—'y<t —1-0236), (4.9)

ol ¢ est la vitesse de la lumiére, v = ﬁ et (x(t),y(t), 2(t)), (2 (t),y (t), 2 (t)) représentent
les coordonnées cartésiennes du point_rrixtériel M, dont les vecteurs positions par rapport a
R(O,x,y,z) et R/(O/, z, y/, z/) sont notés 7, 7 respectivement. Comme O est en mouvement
le long de laxe (ox) du référentiel R(O,x,y,z) et la définition classique de la vitesse d’un
point matériel : @ = % est également admise en relativité restreinte ; le vecteur O—(5/> a une

seule composante V¢; ainsi pour étre en conformité avec les axiomes (4.2) et (4.3) on doit

nécessairement avoir

T Vit T
— 3 T ,
T=0M=00+0M=|y|l=]0]|+]|y]: (4.10)
z 0 2
donc
=1 +Vteas =z Vi, (4.11)
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qui n’est autre que la transformation de Galilée pour la coordonnée x, mais également

I ! ! f)
00' = -0'0= 00| =[00]. (1.12)

Le plus frappant lors de la comparaison de la transformation de Lorentz (4.6) a celle de Galilée
(4.11), c’est bien l'introduction du facteur de Lorentz v & qui on aurait bien aimé attribuer une
certaine légitimité puisée des axiomes gouvernant la géométrie de ’espace a 1’échelle macrosco-
pique. On voit bien que la transformation de Galilée découle directement de I'axiome (4.3), et
la notion d’un temps universel fait que la distance entre deux observateurs relativistes est une
grandeur absolue & savoir qu’a un instant donnée les deux observateurs s’accordent toujours sur
la mesure de cette distance, tandis que selon la transformation de Lorentz la distance en ques-
tion n’est plus absolue mais dépend de l'observateur qui la mesure, principalement & cause du
facteur de Lorentz a 'origine d’un concept complétement nouveau, celui de la contraction des
longueurs [58] faisant que les deux observateurs n’ont pas la méme appréciation de la distance
qui les séparent, & 'opposé de la perception d’une distance macroscopique entres deux points
a et b complétement indépendante du fait de mesurer la longueur ab de @ & b ou de b a a en
étant également indépendante de celui qui la mesure. Que ¢a soit a ou b qui fait la la mesure,
on a la méme longueur indépendamment de leurs mouvements respectifs. Nous pouvons alors
s’attendre lors de 'application de la transformation de Lorentz dans des expériences macrosco-
piques concrétes, a certaines incompréhensions conceptuelles qui ne constituent nécessairement
pas une invalidation de la théorie mais de simples nuances émanant des nouveaux concepts qui
se heurtent & l'intuition et aux perceptions que nous avons des longueurs & 1’échelle macrosco-
pique. C’est justement dans ce contexte que nous proposons dans ce qui suit une expérience de
pensée on les deux observateurs O et O, tentent de mesurer mutuellement la distance qui les

sépare, afin de calculer la vitesse relative V.

4.3 L’expérience de pensée du métre ruban rétractable

Si par incapacité technique nous n’arrivons pas a réaliser des expériences relativistes a
I’échelle macroscopique, c’est par la pensée que nous pourrions atteindre cet objectif. Ce fut

la voie suivie par Einstein lui méme dés les premiéres années de la naissance de cette théorie.
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Ainsi en attendant le jour ot une technologie plus avancée permettrait de confirmer les différents
phénomeénes relativistes & 1’échelle macroscopique. En suivant cette approche nous essayerons
d’apporter une réponse a la question suivante : Si la relativité restreinte prédit une contraction
des longueurs; que se passerait-il si un mécanisme aille a I’encontre d’une telle contraction
de part sa nature, exactement comme le ferait un métre ruban rétractable en allongement

lors d’ de la di d b i iel ?
permanent, lors d’'une mesure de la distance entre deux observateurs inertiels en mouvement ?

Pour le faire nous imaginerons ’expérience de pensée suivante.

4.3.1 Enoncé de I’expérience

. / . ,

Supposons que 'observateur O veut mesurer la vitesse de 'observateur O qui est également
intéressé de connaitre la vitesse de O. Ainsi chaque observateur aura besoin d’utiliser son horloge
et trouver un moyen pour mesurer la distance qui le sépare de I’autre observateur. Sachant que

O' est en mouvement rectiligne uniforme par rapport & O et un point A bien visible depuis O

‘:LdeO

—
au repos par rapport au référentiel R(O,x,y,z) se trouvant & une distance HOA
dans le sens positif de I'axe (ox); O doit juste attendre que O’ atteigne A pour regarder son

horloge lui indiquant un certain temps ¢ = 7" pour conclure donc que la vitesse de O est

V= (4.13)

L
T

—_
Pour mesurer la distance ||O O||, 'observateur O utilise un métre ruban rétractable. A I'instant

initial (t =t =0, O = O") celui-ci accroche I'extrémité indiquant le zéro du ruban rétractable
au point O (on peut par exemple imaginer que ce bout soit tenu par ’observateur O) tandis qu’il
tire avec lui I'autre extrémité lors de son mouvement de maniére a ce que le zéro du ruban reste
toujours fixé a O. En faisant ainsi, I'observateur O sera capable & tous moment de connaitre
la distance qui le sépare de O, vu qu’il lui suffit juste de lire la mesure de cette distance sur le
bout du metre ruban qu’il tire avec lui en permanence. Si O’ décide de mesurer cette distance
a Dinstant ¢ = T" correspondant exactement au moment ot il arrive en A; le métre ruban ne
peut lui indiquer une mesure autre que la distance L, vu que le point zéro du ruban est resté fixé
a O et le mouvement rectiligne de O' fait que ce ruban est tiré linéairement ; donc la longueur

de la partie tirée du metre ruban ne peut étre différente de la distance de O a A c’est-a-dire L.
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N I
En se basant sur la mesure lue sur le métre ruban, 'observateur O peut donc conclure que O
s’éloigne de lui avec une vitesse

V =—. 4.14
T/ ( )

. , . / o . , .
Il convient de préciser que V' est positive car elle représente la norme du vecteur vitesse de

—
7 ’

— —
O par rapport a R,(Ol,x/,y/,z/) V==V H; , alors que 1_/> = Vﬁ est le vecteur vitesse

de O' par rapport & R(O,z,y, z). Bien évidement 'usage des composantes du vecteur vitesse
a la place de sa norme n’affecte en rien le raisonnement a suivre, c’est juste une question de
choix de recourir & la norme du vecteur vitesse plutdét qu’a sa composante ; un choix commode
permettant d’éviter le signe négatif au risque de 'omettre. Les mesures expérimentales (4.13),

(4.14) doivent maintenant étre confrontées a la théorie pour une analyse mathématique.

4.3.2 Analyse mathématique de I’expérience

Essayons d’analyser cette expérience a 'aide d’un raisonnement logique. Quand O’ arrive
au niveau du point A, fixe par rapport a R(O, z,y, z) ; 'observateur O constate que celui-ci se

- 't / -
trouve a une distance ||OO || = HOA = L, de lui. La perception de O de la distance ||O O|| le

séparant de O au moment ot il rencontre A, sera au préalable notée par L'dans le but d’établir

sa véritable relation avec L, et on ne peut bien évidemment avoir que deux possibilités. Soit
L=1, (4.15)

ou

L+L. (4.16)
Ces deux cas de figure doivent donc étres examinés séparément pour ne garder que la proposition
vraie et rejeter la fausse.

1. L =L": Cest ce qu'on doit avoir si on se fie au résultat expérimental, car L est la mesure
de la distance séparant les deux observateurs procurée par le métre ruban a 1’observateur O'au
moment ou il arrive & la localité A. Il y’a de fortes raisons de croire cette mesure d’autan
plus qu’elle est en parfaite accord avec (4.12) et la vision macroscopique de la distance entre

deux points. A notre échelle, I'intuition voudrait qu’instantanément un meétre ruban mesure
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toujours la méme longueur entre deux observateurs qui le tiennent par ses deux extrémités de
maniére linéaire, indépendamment du sens dans lequel cette mesure est effectuée, de méme pour
la fagon avec laquelle il est tiré, c’est-a-dire lentement ou rapidement avec ou sans variation
de vitesse pour insinuer que méme si les deux observateurs n’étaient pas relativistes ou si I'un
des deux accélére par rapport a lautre, un meétre ruban fournira toujours la méme longueur
entre deux points, pourvu qu’il ne se courbe pas lors de son tirage, chose tout a fait réalisable
techniquement par le choix d’une rigidité adaptée a sa vitesse, de telle maniére a ce qu’il reste
toujours droit. Le probléme avec un tel raisonnement vraisemblablement cohérent, est que la
contraction des longueurs prédite par la transformation de Lorentz faisant que la distance

) . N , ’
entre les deux observateurs mesurée par O ne serait pas la méme que celle mesurée par O,

, y . el .

n’aura plus d’existence, causant une incompatibilité avec la transformation de Lorentz car
selon cette derniére les horloges en mouvement ne peuvent pas mesurer la méme durée, et on

doit nécessairement avoir T'# 1", ce qui ménerait d’apres (4.13) et (4.14) a

!

V#V, (4.17)
contredisant I’égalité des vitesses relatives
V=V, (4.18)

qui résulte de la transformation de Lorentz. Par conséquent nous n’avons pas d’autres choix que
de considérer la seconde possibilité comme unique alternative permettant d’éviter le probléme
de la différence des vitesses relatives, en réhabilitant & nouveau le concept de contraction des
longueurs contrairement & la mesure fournie par le métre ruban.

2. L # L' : Dan ce cas nous sommes parfaitement en accord avec les prédictions de la
transformation de Lorentz, a savoir I’égalité (4.18) et la contraction des longueurs. En effet soient
T, a:; les coordonnées cartésiennes de O et O par rapport a R(O,z,y,z) et R/(O/,:c/,y/, z/)
respectivement. Quand O’ atteint A, son horloge indique un temps t = T/, tandis que celle
00

de O montre ¢t = T. Comme & U'instant T, I'observateur O est situé a une distance
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=L, de O; selon (4.6)

o] 5 =

= [yVT'| =4VT' = L. (4.19)

X

’ !

—_—
Lorsque O arrive au niveau de A, il observe O a une distance O/OH =z2=|z,| = L.
Selon la transformation de Lorentz (4.6), nous avons
z,| = |-AVT|=4VT = L. (4.20)

Comme la théorie stipule que T # T"; nous confirmons de (4.19), (4.20) que L # L'. Autrement
dit, la transformation de Lorentz nous dit qu’en raison de la contraction des longueurs faisant
que L # L/, les observateurs en mouvement n’ont pas la méme appréciation de la distance qui les

séparent, cette différence dans la mesure de la distance mutuelle est compensée par la différence
/
L

dans la mesure du temps (7" # T/) de telle sorte & ce que les rapports %, I soient toujours

égaux, garantissant ainsi 1’égalité permanente (4.18), des vitesses relatives conformément a la

transformation de Lorentz. Malheureusement un tel raisonnement pourtant cohérent, conduira
L_ 1

a d’autres contradictions mathématiques. En effet, si V = V' cest-a-dire T = 7 avec L # L

et T # T' comme le suggere la transformation de Lorentz, cela signifie d’apres (4.19), (4.20)

que
AWVT 4V

~ =T =4T. 4.21
T T (4.21)

Comme T et T sont bien évidemment strictement positifs, la seuls possibilité est d’avoir
T =T, (4.22)

qui contredit 'hypothese T # T'. D’autre part on déduit de (4.9), que

T =~T
4.23
{0 o (4.23)
d’ou
N =1, (4.24)

qui est également absurde car v est une quantité strictement positive par hypothése et le fait
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que V soit non nulle, implique que 7 # 1. On peut cependant espérer que la formulation
quadridimensionnelle de la théorie pourrait nous éviter ces problémes mathématiques d’autant
plus que la relativité restreinte considére une espace qui se méle au temps pour former I’espace-
temps rendant cette formulation plus adaptée a celle qui considére un espace a trois dimensions
séparé du temps. En vérité ceci ne change absolument rien, tout simplement car ’ensemble de
tous les points de I'espace-temps (les événements) est également un espace affine associé a un
espace pseudo-euclidien & quatre dimensions, c’est-a-dire ’espace de Minkowski ol chaque point
est décrit par la quadri-position z# := (ct, 7) pour laquelle la partie spatiale obéit a toutes les
régles de la géométrie euclidienne en conformité avec les axiomes (4.1), (4.2), (4.3), (4.4). Tout
ce que nous aurons a faire pour prouver notre argument et de bien définir nos événements ; ou
nous avons précisément deux : Le premier est 'arrivée de O’ en A. Les quadri-positions pour cet
événement dans le repére Rp attaché a O et Ry, le repére qui a pour origine O' dans I’espace

de Minkowski, sont respectivement

o = (T, wy =1L, 0, 0), o = (drﬂ z, =0, 0,0), (4.25)

donc
T =~T

: 4.2
= L=AVT (4.26)

!
:E“,:A,/‘m’,’:{
o (o]

EX
Le second événement est la position de O mesurée par O depuis A. Comme a cet instant

précis les horloges de O et de o' indiquent respectivement les durées T et T/, cet événement se

caractérise dans les reperes Rp et R, par les quadri-positions

zt = (T, z,=0, 0, 0), x;“ = (CT,, l’; =-I',0, 0) , (4.27)
tel que
: T =T
ol =N = {|x, = lvVT’ (4.28)
o
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ou

v =Y 0 0 v 00
-V v
N v 00 , A= C v 00 , (4.29)
0 0 10 0 0 10
0 0 01 0 0 01

la matrice associée & la transformation de Lorentz et son inverse. Il convient de préciser que

m

’ I
o et o dans zf, zd', 2"

! ’ . . . . .
ol ,x, ne sont pas des indices covariants; ils permettent juste de
o o

faire la distinction entre les différentes coordonnées cartésiennes de O et O dans Ro et Ry
respectivement. Comme les équations (4.26), (4.28) sont exactement les mémes que (4.19),
(4.20), (4.23) ; on confirme que 'analyse de I'expérience de pensée a trois et a quatre dimensions
sont équivalentes vu que les deux approches conduisent au méme résultat : avec L = L/, nous
avons le méme probléme souligné au paragraphe 1 et pour L # L'celui discuté au paragraphe
2.

Ainsi on confirme que les résultats (4.19), (4.20), sont indépendants de la dimension et
les contradictions (4.22) et (4.24) méritent vraiment d’avoir une attention particuliére pour
résoudre soigneusement le probléme qu’elles englobent, en identifiant les hypothéses que nous
n’avons pas le droit d’émettre, pour leurs incompatibilité avec la transformation de Lorentz, qui
sont certainement & ’origine de ces contradictions, passées inapercues. Méme si la solution du
probléme ne semble pas étre simple & deviner, il doit bien y avoir une quelconque explication
a ces contradictions et un moyen permettant de fournir une analyse de ’expérience, compa-
tible avec la relativité restreinte sans le moindre probléme et confirmer ainsi le bien fondée

mathématique de cette théorie, comme il se doit. Tel sera I’objectif & atteindre dans ce qui suit.

4.3.3 Résolution du probléme mathématique

L’analyse précédente révele que 'expérience de pensée du meétre ruban fait en réalité interve-
nir deux événements simultanés a savoir : Parrivée de Pobservateur O’ a emplacement A (4.25),
et la mesure par celui-ci de la position de O a partir de A (4.27) ayant donc eu lieu au méme
moment. Ainsi pour comprendre ’origine du paradoxe auquel nous nous sommes confronté et
le résoudre, il faut impérativement se conformer aux régles imposées par la transformation de

Lorentz, aux événements simultanés, ceci va nous permettre en ’occurrence de prouver que
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les contradictions mathématiques (4.22), (4.24) ne refletent aucunement une incohérence de la
théorie, certainement bien fondée mathématiquement. Pour cela, considérons deux événements
arbitraires Eq (ct1, 1, y1, 21) et Fa(cta, x2, Y2, 22). En définissant la durée At = to — ¢ et
les longueurs Ax = x9 — x1, Ay = yo — y1, Az = 25 — z1, entre ces deux événements, on a

compte tenu de la transformation de Lorentz

Az =~ (Az —VAt) & Az =~ <Aa:l + VAt/) ’ (4.30)
Ay = Ay, (4.31)
Az = Az, (4.32)

! V / V /

qu’on aurait également pu obtenir de maniére équivalente en prenant la différentielle des équa-
tions (4.6), (4.7), (4.8), (4.9). On comprend alors que deux événements simultanés par rapport
A un référentiel inertiel relativiste ne le sont nécessairement pas par rapport a4 un autre, et la
condition nécessaire et suffisante pour que deux événements soient simultanés par rapport a

deux référentiels inertiels en mouvement, est
Az = Az =0, (4.34)

qui se traduit géométriquement par les points de I’espace appartenant au méme plan vertical a la
direction du mouvement dans les deux référentiels. En effet, supposons que nos deux événements
solent simultanés dans les deux référentiels, c¢’est-a-dire que At = At = 0, alors d’apres (4.30),
(4.31), (4.32), (4.33), la condition (4.34) est forcement satisfaite. Réciproquement si on a affaire
a deux événements telles que (4.34) soit satisfaite, c’est-a-dire deux événements possédant la
méme coordonnée suivant l'axe (oz) et la méme coordonnée suivant l’axe (o:c’), le fait que

Az = Az’ = 0 implique At = At’ = 0. Par conséquent,

At=At =0 Az = Az =0. (4.35)
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Un exemple concret de deux événements différents vérifiant cette condition serait de considérer
les lampes d’un feu de circulation fixées & des hauteurs différentes sur une méme verticale qu’on
peut assimiler & une tige rectiligne verticale a la direction du mouvement de observateur O,
ce sont des événements différents dans les deux référentiels par le fait qu’ils ne possédent pas
la méme coordonnée suivant les axes (0z) et (oz/>respectivement mais vérifient tout de méme
la condition (4.34) vu que dans les deux référentiels ils posseédent la méme coordonnée suivant
I’axe des abscisses. Donc si I'un des deux observateurs constate que ces lampes s’allument simul-
tanément, 'autre fera la méme constatation a la différence des lampes qui ne seraient pas sur
le méme plan perpendiculaire & la direction de mouvement comme par exemple celles de deux
lampadaires fixes par rapport & I'un des deux référentiels qui seraient placées arbitrairement
dans deux endroits complétement différents (1 # 1 ou 2 # x). Si pour un observateur ces
derniéres s’allument simultanément, leurs allumage n’est pas simultané pour 'autre observa-
teur. Ainsi la relativité restreinte stipule qu’il ne peut y avoir deux événements simultanés par
rapport a deux référentiels inertiels en mouvements sans qu’ils ne se situent dans le méme plan
perpendiculaire a la direction du mouvement et ceci dans les deux référentiels a la fois. On peut
bien évidemment avoir des événements simultanés par rapport & un référentiel inertiel qui ne
seraient pas dans un méme plan perpendiculaire & la direction du mouvement, sauf que pour
une simultanéité d’événements par rapport aux deux référentiels, la condition (4.34) est a la
fois nécessaire et suffisante. Cependant, on constate de (4.25) et (4.27) que les deux événements
que nous avons pris lors de I’analyse de notre expérience de pensée étaient justement simultanés
par rapport aux deux référentiels sans pour autant qu'ils satisfassent la condition (4.34), vu
que Az = L et Az’ = L'avec L #* L' ce qui ne peut avoir lieu du point de vu de la relativité
restreinte, expliquant ainsi les contradictions mathématiques (4.22), (4.24) engendrées par la
violation d’un principe de simultanéité plutét que d’une incohérence mathématique de la théo-
rie. Un raisonnement conforme & la théorie de la relativité restreinte consiste & interpréter cette
expérience de la maniére suivante : Vu que les longueurs et les durées ne sont plus des grandeurs
absolues, le métre ruban ne devrait pas étre considéré comme un instrument de mesure fiable
permettant & I’observateur O’ d’obtenir la distance correcte le séparant de O ; le premier cas de
figure L = L'est donc a écarter, ce qui signifie que c’est le deuxiéme cas de figure qui est com-

patible avec la transformation de Lorentz & condition de 'interpréter de la maniére suivante :
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Arrivé au niveau du point A, observateur O constate que son horloge indique la durée T et

I’observateur O distant d’une longueur L/, a ce moment précis ’horloge de O indique une durée
—

7 =t . / / .
T et une distance ||OO || = HOAH = L, toutes les deux différentes de T" et L respectivement,
telles que % = % Pour établir une relation entre les durées T et T et les distances L et

AN . . N . s . s 2 N
L il faut effectivement recourir & la transformation de Lorentz en spécifiant les événements a
prendre en considération. On peut alors sans probléme considérer ’événement : « arrivée de

N 2 . N IS .
Pobservateur O a la localité A» comme nous 'avons fait en (4.25), (4.26) ou la premiére partie

du raisonnement précédent est tout & fait correcte permettant de déduire que
T =~T, (4.36)

et
L=~L, (4.37)

obtenue en tenant compte du fait que selon la transformation de Lorentz les deux observa-
teurs s’accordent sur la mesure de la vitesse relative V, donc VI' = L', d’ou (4.37). Ce qui
n’est en revanche pas permis par cette théorie c’est le fait d’avoir associé¢ dans (4.27) la me-
sure (cT, z, =0, 0, 0) a celle pour laquelle on a (cT/, xlo = —L/, 0, O) comme si ces deux
mesures représentaient le méme événement, & savoir, les coordonnées spatiotemporelles de 1’ob-
servateur O lorsque son homologue O' arrive en A, mesurées dans les deux référentiels Ro et
Ry respectivement. Malgré le fait que cette correspondance semble étre légitime voir logique,
les nouvelles régles de simultanéité l'interdisent, car d’aprés la transformation de Lorentz les
mesures (¢T', 0, 0, 0) et (cT =L, 0, 0) faites par O et O’ respectivement ne décrivent pas
le méme événement comme on a tendance a le croire. En effet selon la relativité restreinte,
il est tout a fait vrai que lorsque O est dans la localité A, son horloge indique I’heure T "
Donc ¢’il s’intéresse a I’événement : « observation de O depuis A» il mesurerait certainement
<cT/, — L0, 0) sauf que l'application de la transformation de Lorentz (4.6), (4.7), (4.8),
(4.9), montre que par rapport & O, cette mesure correspond a (¢y [T/ — CKQL,} , [VT/ - L,] ,0,0)
et non pas a (¢TI, z, =0, 0, 0). De méme que quand O décide de s’auto-observer lorsque son
horloge indique I’heure T, ou il mesurera certainement pour sa position : (¢T', z, =0, 0, 0).

N N . L. ’ . , .
Or méme si & cet instant précis O se trouve en A, on a absolument pas le droit mathématique-
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ment de dire que pour cet événement, O’ mesurera (cT/, — L/, 0, 0) , méme si intuitivement
on a également tendance a le croire en raison du fait qu’a linstant 71" chez O, I’horloge de
I'observateur O indique le temps 7" et une mesure L' de la distance le séparant de O; car
la transformation de Lorentz dit que la mesure (¢T, z, =0, 0, 0) décrivant la situation spa-
tiotemporelle de O dans le référentiel Rp lui correspond dans le référentiel R, une mesure
unique : (eyT, —yV'T, 0, 0). Par conséquent 1’événement (4.27) supposé décrire la position de O
dans les deux référentiels Rp et Ry respectivement quand O'est en A, est inexistant du point
de vu de la relativité restreinte. Suivant le mode de raisonnement, il doit étre remplacé soit par
I’événement

’ vV ’ ’
cy ) s Uy ) ) clL, — sy YUy 9 .
T 2L 0,00 T L,0,0 4.38
C

. TN ! . vy - .
si on considére que c’est O qui mesure la position de O quand il arrive en A et son horloge

indique 7", ou par I’événement
(T, z, =0, 0, 0), (4T, —~L, 0, 0), (4.39)

si on se place dans la situation de O qui mesure sa propre position & 'instant 7. De cette facon
les contradictions mathématiques (4.22), (4.24) n’auront pas lieu d’étre, et devraient plutot étre
qualifiées de pseudo-contradictions émanant d’une mauvaise application de la transformation
de Lorentz conduisant a une violation d’un principe de simultanéité en associant deux mesures
certes effectives pour former I’événement inexistant (4.27). Telle est la solution mathématique
du probléme.

Si nous avons pu résoudre les pseudo-problémes mathématiques (4.22), (4.24), en confirmant
le bien fondé mathématique de la relativité restreinte lors de I'analyse de cette expérience de
pensée, on peut s’interroger sur ’aspect physique dans cette histoire et ’éventualité d’aller au-
dela d’une résolution de problémes mathématiques en trouvant le moyen théorique permettant
4 un metre ruban d’étre toujours un outil de mesure fiable quelque soit ’expérience qui I'utilise,
ou de permettre a I’événement (4.27) d’exister réellement tellement il est concordant avec notre
vision des choses et le sens commun & ’échelle macroscopique. On peut certainement vouloir
trouver le moyen de conserver la régle de simultanéité classique stipulant I'indépendance de la

simultanéité d’événements du référentiel auxquels ils se rapportent, sans avoir & imposer des
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conditions particulieres comme en (4.34). Tout ceci est inconcevable dans le cadre de la trans-
formation de Lorentz et ne peut se faire que dans la perspective d’une nouvelle transformation
engendrant une nouvelle théorie qui en plus de répondre aux exigences de l'invariance de la
vitesse de la lumiére et des équations de maxwell, devrait également prendre en considération
I'aspect intuitif lors de la description des événements par des observateurs relativistes, chose non
seulement compliquée & établir, mais posera d’autres questions quant a 'intérét réel d’une telle
théorie vu que jusqu’a présent la relativité restreinte est considérée comme la théorie décrivant

par excellence 1’évolution dynamique des systéme relativistes inertiels.
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Conclusion

Parmi les problémes les plus pertinents de la physique théorique, et plus précisément de
la cosmologie, il existe celui de la masse sombre dans l'univers. La résolution du probléme
peut se faire en ayant recours a des théories alternatives comme celle d’Einstein-Cartan ; une
théorie de la gravitation qui généralise la relativité générale en tenant compte de la torsion
de 'espace-temps. En considérant le cas statique & symétrie sphérique pour un tenseur de tor-
sion complétement antisymétrique, des solutions exactes des équations d’Einstein et de Cartan
(2.86), (2.93), (2.94), (2.102), (2.109), (2.115) ont été obtenues, permettant d’établir une for-
mule de masse (2.124) reliant la masse externe d’une distribution de masse statique a symétrie
sphérique, & sa masse interne, dévoilant 1’éventualité d’avoir une masse externe supérieure a
la masse interne de la méme distribution de masse, ce qui représente un enjeu important du
point de vu physique, car cette différence de masse est susceptible d’expliquer un univers sans
matiére sombre dans la mesure ot ’hypothése de la matiére sombre a justement été émise pour
expliquer cette différence de masse qui peut donc s’expliquer naturellement par I'introduction
de la torsion dans le cadre de la théorie d’Einstein-Cartan, sans étre dans I'obligation de faire
des suppositions sur I'existence d’une quelconque forme de matiére non baryonique.

Une autre théorie alternative de la gravitation qu’on présente notamment afin d’expliquer
un autre probléme en cosmologie, celui de 1’énergie sombre, appelée communément théorie
f(R), a également été étudiée dans cette thése, ou un lien a été établi avec la théorie de la
relativité générale par la démonstration d’un théoréme établissant une condition nécessaire et
suffisante (3.6) sur la fonction f(R) pour que les deux théories soient équivalentes, dans le
sens ou pour une forme spécifique du tenseur d’énergie-impulsion et du scalaire de Ricci, les

deux théories possédent exactement les mémes solutions. Dans le cas particulier d’un espace-
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temps avec un scalaire de Ricci constant, nous avons montré que cette tdche ne nécessite pas
un artifice mathématique compliqué. L’astuce qui a permis de simplifier le probléme, consiste
a faire apparaitre les équations d’Einstein & lintérieur des équations de champ (3.5) de la
théorie f(R), ce qui a eu pour conséquence un certain nombre de corollaires ayant permis
d’une part la construction de classes de théories (3.22),(3.27), (3.30), (3.34) équivalentes a
la relativité générale, a partir d’une solution donnée de la relativité générale par différentes
approches basées sur ’élaboration d’équations différentielles et leurs résolutions. D’autre part,
ces corollaires nous ont également permis de fixer les conditions requises sur les parameétres d’un
modeéle donné permettant a celui-ci d’avoir les mémes solutions de la relativité générale. Pour
illustrer 'application de cette méthode sur un exemple concret nous avons considéré le modele
(3.18). Bien que la condition nécessaire et suffisante (3.6) soit générale, Il a été constaté que
dans un espace-temps avec un tenseur de Ricci non constant, il n’existe pas de recette générale
permettant de construire les théories f (R) équivalentes a la relativité générale. Il faut en effet
agir au cas par cas comme nous ’avons fait pour la solution FLRW, ot nous avons montré qu’il
n’existe qu’une seule classe de théories (3.60), uniquement dans le cas particulier d'un espace
plat sans constante cosmologique pour une équation d’état bien déterminée (3.61).

Nous nous sommes ensuite penché sur un autre probléme suscité par la considération de la
transformation de Lorentz a 1’échelle macroscopique lorsque nous avons imaginé une expérience
de pensée assez originale ayant fait I’objet de publication [57], dans laquelle on se propose de
mesurer la distance séparant deux observateurs inertiels et relativistes en mouvement 1'un par
rapport & 'autre, & 'aide d’'un meétre ruban. L’analyse de cette expérience a dévoilé quelques
problémes mathématiques qui ne signifient certainement pas une invalidation d’une théorie bien
fondée depuis plus d’un siécle, mais s’inscrit dans le cadre de paradoxes courants en relativité
restreinte [52][53][54][55][56] qui souvent possédent une explication rationnelle dans le cadre de
la théorie, naissant d’une mauvaise interprétation ou d’une mauvaise application de la trans-
formation de Lorentz, parfois légitime en raison de certains concepts relativistes peu intuitifs
dans une vision macroscopique des événements, qui se veut fidéle aux percepts généraux de la
géométrie euclidienne. L’étude de tels paradoxes et la contribution a leurs résolution comme
nous venons de le faire, est non seulement passionnante mais également trés pertinente pour

bien comprendre les fondements de la théorie.
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