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Résumé :   

 

La géométrie non commutative a joué un rôle très important dans le monde de la 

gravitation car elle a pu répondre à plusieurs questions et explique plusieurs phénomènes. 

  En utilisant les propriétés d’un espace-temps non commutatif (Seiberg-Witten 

mapping avec Moyal-Weyl ordering), les anomalies chirales et gravitationnelles peuvent 

être calculées à l’aide de la méthode de Fujikawa dans le formalisme des intégrales de 

chemins. Cette étude a mené à un résultat très important où la non commutativité peut 

donner à l'espace-temps un aspect gravitationnel en absence de la force de gravité en 

modifiant sa structure riemannienne en une autre structure plus compliquée avec une 

métrique plus générale (avec torsion et non-métricité).  

 La contraction du groupe de jauge non commutatif de De-Sitter SO (4,1) vers le 

groupe de Poincaré ISO (3,1) (groupe homogène de Lorentz), mène aux champs de jauge 

déformés en utilisant les Seiberg-Witten mapping. Cela donne une métrique non 

commutative. 

 L’instabilité contre l’émission des particules fermioniques à travers des horizons 

apparents associés à un trou noir en évolution, est étudiée en utilisant la méthode de 

Hamilton-Jacobi via l’effet tunnel fermionique (application aux trous noirs de Friedman-

Robertson-Walker (FRW)). 

Le trou noir dynamique de l’univers FRW non commutatif laisse se produire deux 

processus de radiation simultanés qui sont causés par les effets de création de paires aux 

deux horizons du trou noir dynamique. Puisque le radiation du trou blanc est constitué 

d’antiparticules, elle peut être interprétée comme une absorption de l’énergie par l’horizon 

externe du trou noir (l’horizon dynamique purement non commutatif).  

Finalement, La méthode de Hamilton-Jacobi via l’effet tunnel fermionique permet  

d’étudier la radiation de Hawking pour les trous noirs statiques dans un espace-temps de 

Lyra. Le champ d’équations basé sur la géométrie de Lyra donne une série de solutions 

trou noir (trous noirs de Lyra). La température de Hawking au voisinage de ses horizons 

d’événement ne dépond que de ses propriétés (masse) et de la structure de l’espace-temps. 

 

Mots clés : 

Géométrie Non Commutative, Gravitation, Trou noir, Anomalies, méthode de Fujikawa, 

Effet tunnel fermionique, méthode de Hamilton-Jacobi, Température de Hawking. 

 

 

 

 

 

 



Different Aspects of Gravitation and Noncommutativity with Some 

Cosmological Applications 

Abstract: 

 

 Noncommutative geometry has a very important role in gravitation word because it 

answers to a lot of questions and explain several phenomena. 

 With the properties of noncommutative space-time (Seiberg-Witten mapping with 

Moyal-Weyl ordering), Chiral and gravitational anomalies can be calculated using 

Fujikawa method in path integral formalism. The result obtained is very important because 

the non-commutativity gives in this case to space-time a gravitational aspect without a 

gravitational force where the noncommutativity modifies its Riemannian structure to 

another one more complicated having a general form of the space-time metric (with torsion 

and no-metricity).  

 A contraction of a noncommutative De Sitter SO (4,1) gauge group to the Poincaré 

(inhomogeneous Lorentz) group ISO (3,1) leads to a deformed gauge fields using the 

Seiberg-Witten maps, which by explicit calculations gives a deformed metric. This metric 

(application to FRW space-time) shows several properties of the corresponding black hole. 

(Calculations and graphs are realized by Maple).  

The instability against emission of fermionic particles by the trapping horizon of an 

evolving black hole is analyzes using the Hamilton-Jacobi method via tunneling effect. 

This study leads to calculate noncommutative Hawking temperature defined by the surface 

gravity; this result is purely noncommutative and justified by the graphs showing the 

variation of Hawking temperature with event horizon and the parameter of 

noncommutativity. 

Finally, Hamilton-Jacobi method via is always useful to study black hole’s 

radiation via tunneling effect near apparent horizon of Lyra black holes. The correction 

spending Hawking temperature depends only of the black hole properties (mass) and the 

structure of Lyra space-time.  

 

Key words: 

Noncommutative Geometry, Gravity, Black holes, Anomalies, Fujikawa method, Tunnel 

Effect, Hamilton-Jacobi method, Hawking Temperature. 

 

 

 

 

 



 الهندسة غير التبديلية مع بعض التطبيقات الكوسمولوجيةبية وذمختلف ظواهر الجا

 

 :الملــخص

 

مجال الجاذبية حيث تجيب على العديد من التساؤلات وتفسر الكثير  فيهاما دورا لعب الهندسة غير التبديلية ت 

  .من الظواهر

-Moyalوترتيب  Seiberg-Witten mapsمكان( غير التبديلي ) -خصائص الفضاء )زمنباستعمال  

Weyl ،) التشوهات المحسوبة انطلاقا من اسقاطيمكن حساب  spin  على محور(chirales والتشوهات الخاصة ) 

في مجال تكاملات المسار. هذه الدراسة ادت إلى نتائج مهمة جدا حيث أن  Fujikawaباستعمال طريقة  بالجاذبية

بنيته وذلك بتغيير  في غياب قوة الجاذبية   التبديلية يمكن لها أن تعطي للفضاء خصوصية الجاذبية غير  الهندسة

 .(القياس شرط و الفتل) موميةع كثرأمنها ولها قياس  ايدقعكثر تأخرى أ الريمانية إلى بنية

طريقة  Seiberg-Witten( mapsغير التبديلية باستعمال علاقات ) De Sitter SO(4, 1)  مجموعةتعتبر  

التبديلية  غير Poincaréمجموعة هذه المجموعة إلى  إدغاممختلف الحقول غير التبديلية وذلك ب لإيجادمثلى 

(Lorentz )المتجانسة  ISO(3,1)   قياس غير تبديلي. الدراسة تمت على فضاء  التي تعطي وFRW يمكن  حيث

راسة دلنسبية العامة. هذه الالخاصة باالرياضية علاقات الخلال  منالموافق حساب مختلف خصائص الثقب الأسود 

 .Mapleمحصل عليها من خلال برنامج  ة بمنحنيات بيانيةدعمم

  بحساب  من خلال فعل النفق تسمح  Hamilton-Jacobi  غير التبديلي، طريقة FRWباستعمال قياس   

النتيجة المحصل عليها غير تبديلية خالصة  وكثافة الاحتمال.  مساحة الجاذبيةاستعمال ب المعرفة   Hawkingحرارة 

هر تغيرات حرارة والتي تظ افقةوه المنحنيات البيانية المنهذه النتيجة مطابقة لما تبيأي أنها منعدمة في الحالة التبديلية. 

Hawking  المميز للهندسة غير التبديلية. العنصر الرياضيبدلالة الأفق و 

ل طريقة ستعمن  Lyraالناتجة عن الثقوب السوداء المستقرة في فضاء  Hawkingشعاعات إلدراسة  أخيرا،

Hamilton-Jacobi  والتي تسمح بحساب حرارةHawking  بالقرب من الأفق الظاهري حيث أعطت نتيجة مماثلة

 حيث تتعلق بكتلة الثقوب السوداء وبهندسة الفضاء. nnameRR مكان( - فضاء )زمنلتلك المحصل عليها في 

   

 :كلمات مفتاح

-Hamiltonطريقة  ، Fujikawaطريقة  ،فعل النفق  ،التشوهات ،الثقب الاسود ،الجاذبية ،الهندسة غير التبديلية

Jacobi  درجة حرارةHawking . 
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Introduction

La géométrie de notre espace pose problème en physique [1], car il n’en existe
pas une description unique. Dans l’esprit de la relativité générale, l’espace et le
temps forment un objet quaudridimensionnel dont la courbure est donnée par la
distribution de la masse. Quand un objet massif se déplace, la courbure change ;
la géométrie [2, 3] est un objet dynamique. Au contraire, la mécanique quan-
tique, suppose la donnée a priori de l’espace dans lequel évoluent des champs. La
contradiction est d’autant plus flagrante que chacune de ces théories est valide et
vérifiée avec précision dans son domaine d’application : on a ainsi pu « quantifier
» l’électromagnétisme, et établir également des théories quantiques pour deux
autres interactions, la force nucléaire faible et la force nucléaire forte. On a même
pu donner un cadre commun à ces trois forces, "le modèle standard". La possi-
bilité de construire ainsi une théorie quantique des champs, et les formidables
succès expérimentaux de cette dernière ont incité les physiciens à appliquer cette
technique au champ de gravitation, en le traitant comme n’importe quel autre
champ, oubliant peut-être un peu vite les principes fondamentaux sur lesquels la
relativité générale est bâtie. Mais malgré les efforts acharnés de nombreux phy-
siciens depuis plus de 30 ans, la gravitation refuse obstinément de se laisser «
quantifier ». De son côté, la relativité générale offre également un cadre concep-
tuel pour toute théorie physique, dans lequel la théorie quantique ne rentre pas !
Ainsi nous avons deux théories, chacune apportant son lot de bouleversements
conceptuels et merveilleusement bien vérifiée dans son domaine d’application.

Les physiciens prennent une part active dans les recherches conduisant à la
grande unification à travers plusieurs tentatives. La supersymétrie [2] aide à faire
converger les intensités des trois forces non gravitationnelles aux hautes énergies,
ce qui est un signe de bon augure pour la réalisation de la grande unification.
Dansla théorie des cordes ou supercordes, les objets élémentaires sont représentés
par des entités mathématiques linéaires, donc à une seule dimension, "les cordes",
que l’on pourrait assimiler à de petits élastiques. Il n’ y a plus besoin d’une mul-
titude de particules, et la manière dont elles vibreraient faisait un électron, un
quark, un photon, ... etc, mais nous ne sommes pas près de les approcher directe-
ment en laboratoire car leur longueur est prédite de l’ordre de 10−35 mètres. La
géométrie non commutative qui s’est imposée avec la mécanique quantique, for-
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INTRODUCTION

midable moteur de recherches en mathématiques, en particulier sur les algèbres
d’opérateurs...

La géométrie non commutative "GNC" en abrigé, est devenue en quelques
années un sujet de recherche très actif, aussi bien en physique théorique qu’en
mathématiques [14]. Cette dénomination couvre en réalité un vaste domaine de
recherches motivées par la constatation mathématique suivante : certains types
d’espaces (topologiques, mesurables, différentiables...) sont entièrement carac-
térisés par une de leurs algèbres de fonctions (fonctions continues, mesurables
bornées, diférentiables...). La géométrie non commutative se donne pour but de
trouver une version non commutative de ces espaces en considérant des algèbres
non commutatives ayant de bonnes propriétés. Les propriétés choisies sur ces
algèbres non commutatives doivent caractériser complètement le type d’"éspace
non commutatif" qu’elles représentent. En particulier, dans le cas où une de ces
algèbres est commutative, elle doit coincider exactement avec la bonne algèbre
de fonctions sur l’un des espaces du type considéré.

Dans cette thèse, nous nous somme intéréssé à étudier les différents aspects
de la géométrie non commutative en relativité générale, et l’effet de la non com-
mutativité sur un espace-temps courbé, en étudiant explicitement certaines de
ses applications en cosmologie : calcul des anomalies de l’espace courbé non com-
mutatif, propriétés des trous noirs (l’effet tunnel), température de Hawking, pa-
ramètres cosmologiques...ect. Elle se présente selon le plan suivant :

Le premier chapitre est une introduction comprenant deux parties, dont la
première contient un rappel de l’essentiel de la théorie de la gravitation d’Ein-
stein ordinaire à quatre dimensions ; on y présente brièvement quelques notions de
la relativité générale, les solutions des équations d’Einstein et les trous noirs avec
les différents paramètres cosmologiques. La seconde partie est réservée à la géo-
métrie non commutative ; on y montre brièvement, sans détails mathématiques,
les concepts de base de cette théorie ainsi que son objectif vers une théorie unifiée.

Le second chapitre est réservé aux calculs des anomalies chirales et gravitation-
nelles dans l’espace-temps non commutatif à l’aide du formalisme des intégrales
de chemins (méthode de Jacobi).

Le troisième chapitre repésente une étude détaillée de l’extension de la mé-
trique "Friedmann-Robertson-Walker" dans l’espace non commutatif en utilisant
la déformations des champs de jauge. L’utilisation des packages de "Maple" per-
met calculer les tenseurs de la relativité générale dans le cas non commutatif
(composantes de la métrique, connexions de spin, tétrads, ...), dans le but de
reformuler une nouvelle métrique (FRW) déformée. Cette étude a été renforcée
par une application sur la métrique de Bardeen-Vaidiya, en faisant l’extension

4



INTRODUCTION

dans l’espace-temps non commutatif.

Le quatrième chapitre est consacré à l’étude de l’effet tunnel fermionique via la
méthode de Hamilton-Jacobi. L’étude de la radiation de Hawking au voisinage des
trous noirs de Bardeen-Vaidya permet d’étudier son comportement dans l’espace-
temps commutatif en calculant la température de Hawking. La même méthode
permet aussi d’étudier cette radiation au voisinege des horizons apparents asso-
ciés aux trous noirs FRW dans l’espace non commutatif.

Le dernier chapitre concerne l’étude de la radiation de Hawking au voisinage
des trous noirs des espace-temps de Lyra. Ici Nous utilisons la même approche
mais en changeant la géométrie de l’espace-temps.

Nous terminons par une conclusion qui résumera nos résultats.

5



Chapitre 1

Introduction

1.1 La Gravitation d’Einstein
Ce chapitre est une exposition de l’essentiel de la théorie de la gravitation

d’Einstein à quatre dimensions. Après avoir parlè du principe de la théorie de
la relativité générale, nous allons donner les définitions de quelques objets ma-
thématiques beaucoup utilisés dans ce domaine comme le tenseur métrique, la
connexion affine, la connexion de spin, les tetrades, le tenseur de Riemann, le
tenseur de courbure, etc... Nous poserons c = 1 (c est la vitesse de la lumière).

1.1.1 La relativité générale
La relativité générale est considérée comme une des plus importantes créa-

tions intellectuelles. Elle permettait de modifié à l’époque, la vision générale de
la nature de l’espace et du temps ainsi de la force de la gravitation.
La relativité générale est née en 1915 après la découverte de la relativié restreinte
en 1905 par Einstein [1]. La relativité géérale donnait l’interprétation extraordi-
naire du phénomène de la courbure de l’espace-temps produite par la présence des
corps massifs [2]. Cette description est une conséquence du principe d’équivalence
d’Einstein [3].

Géométrie Riemaniènne

La géométrie riemanniennne est définie sur un espace-temps, appelé variété :
"Soit M une variété différentiable. Une métrique sur M est la donnée, pour tout
point m ∈ M , d’une forme bilinéaire symétrique g(m). De plus on demande que
l’application m → g(m) soit différentiable. Si pour tout m la forme espaceg(m)
est définie positive, on dit que (M ; g) est une variété riemannienne".
Cette difinition appelle un commentaire immédiat. La forme bilinéaire symétrique
g(m) sera donnée dans une carte locale par une matrice (gµν(m)), dont les valeurs
dépendent du point m, et la différentiabilité demandée équivaut à ce que les

6



1. Introduction

fonctions gµν(m) soient toutes C∞. La mesure locale des distances sera donnée
par :

ds2 = gµνdx
µdxν (1.1)

avec µ = 0, 1, 2, 3 (x0 = t et x1, x2, x3 coordonnées spaciales). Cela signifie, dans
le cas riemannien, que la distance au carré entre le point m de coordonnées (xµ)
et le point infiniment proche m′ de coordonnées (xµ + dxµ) est donnée par la
formule ci-dessus.

Géodésiques

Une géodésique est une courbe γ de paramètre τ , telle que la variation au
premier ordre de sa longueur l(γ) :

l(γ) =
∫ τ2

τ1

√
g(γ(τ)) [ .γ(τ), .γ(τ)]dτ =

∫ τ2

τ1

√
gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
dτ (1.2)

entre deux quelconques de ses points est nulle. Dans le cas riemannien, une géodé-
sique va donc être une courbe qui minimise localement la distance. Son équation
s’écrit en générale sous la forme suivante :

d2xµ

dτ 2 + Γµνρ
dxν

dτ

dxρ

dτ
= 0 (1.3)

C’est l’équation du mouvement de la relativité générale. L’espace-temps dicte à
la matière comment se mouvoir.

Connexion affine (Symboles de Christoffel)

Nous pouvons montrer que le système d’équations différentielles vérifié par
une géodésique parcourue à vitesse unité est donnée en carte locale par :

..
xµ + Γσµν

.
xµ

.
xν = 0 (1.4)

où les Γσµν s’appellent les symboles de Christoffel ou connexions affines. On les
note parfois

{
σ
µν

}
, et sont définis de façon unique à partir de la métrique par la

condition de compatibilité entre la métrique et la connexion :

∂ρgµν = Γσµρgσν + Γσνρgµσ (1.5)

et sont symétriques
Γσµν = Γσνµ (1.6)

∂µ est la dérivée partielle par rapport à la coordonnée xµ. Nous pouvons montrer
que la solution du système précédent est donnée par :

Γρµν = 1
2g

ρσ(∂µgσν + ∂νgµσ − ∂σgµν) (1.7)

où gµν est le tenseur contravariant dont l’expression en coordonnées est simple-
ment donnée par la matrice inverse de gµν .
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Tenseur de courbure

La courbure d’une variété de Riemann ou de Lorentz est codée dans le tenseur
suivant, appelé tenseur de courbure et défini à partir des symboles de Christoffel :

Rρ
σµν = ∂µΓρνσ − ∂νΓρµσ + ΓρµβΓβσν − ΓρνβΓβσµ (1.8)

Nous pouvons définir le tenseur de courbure autrement, en faisant appel à la no-
tion de la dérivée covariante, et qui donne une expression plus simple et naturelle
pour la courbure :

[Dν , Dµ]vρ = Rρ
σµνv

σ (1.9)
pour un champ de vecteur vµ, où la dérivée covariante Dµ est définie par

Dµv
σ = ∂νv

σ + Γσνρ (1.10)

Par défintion, Rρ
σµν est le tenseur de courbure de Riemann. Si toutes les compo-

santes de Rρ
σµν sont nulles, alors l’espace-temps est plat. Lorsqu’il y a un champ

gravitationnel, il y a toujours au moins une composante non nulle.
Nous définissons également les composantes complètement covariantes du tenseur
de Riemann par :

Rρσµν = gραR
α
σµν (1.11)

On peut alors montrer que :

Rρσµν = Rµνρσ (1.12)
Rρσµν = −Rσρµν (1.13)
Rρσµν = −Rρσνµ (1.14)

Le tenseur de Riemann vérifie l’identité cyclique :

Rρσµν +Rρνσµ +Rρµνσ (1.15)

et l’identité de Bianchi :

Rαβµν;ρ +Rαβνρ;µ +Rαβρµ;ν = 0⇔ DρRαβµν +DµRαβνρ +DνRαβρµ = 0 (1.16)

En contractant le tenseur de Riemann sur le premier et le troisième indice, nous
obtenons un tenseur appelé « tenseur de Ricci », qui est une sorte de moyenne
du tenseur de Riemann.

Rµν = Rρ
µρν = gσρRσµρν (1.17)

Rµν est symétrique :

Rµν = Rνµ

gασRσβ = Rα
β

gσαRβσ = Rα
β = Rα

β (1.18)
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donc nous pouvons écrire Rα
β sans ambiguîté.

Une dernière courbure reste à définir est la courbure scalaire, donnée par la
contraction des deux indices du tenseur de Ricci :

R ≡ gµνRµν = Rµµ (1.19)

On l’appelle aussi « scalaire de Ricci »car sa valeur ne dépend pas du système
de coordonnées.

Equation d’Einstein

L’espace-temps est une variété de Lorentz de dimension 4, dont la métrique
g vérifie les équations suivantes :

Gµν − Λgµν = 8πG
c4 Tµν (1.20)

où Gµν s’appelle le teneur d’Einstein défini par :

Gµν = Rµν −
1
2Rgµν (1.21)

Pour la constante Λ, les dernières observations astronomiques tendent à mon-
trer qu’elle est très petite, mais non nulle. Ses effets sont donc négligeables sur
les courtes distances. Nous faisons souvent passer le terme Λgµν du côté droit
de l’équation [5] ; nous l’interprètons alors comme une densité d’énergie présente
même quand Tµν = 0, autrement dit comme une densité d’énergie du vide. Le
nom à la mode pour cette forme d’énergie est « énergie noire ».

La résolution des équations d’Einstein n’est pas une chose simple, mais des
situations simples ont pu être étudiées analytiquement. Généralement, nous nous
intéressons aux solutions stationnaires avec des symétries spaciales. D’abord ce
sont des modèls pour les objets au repos ou en rotation, et ils sont plus faciles à
étudier que les systèmes non-stationnaires car lorsque la métrique est stationnaire
et possède des symétries, les équations sont plus ”simples” à résoudre.

1.1.2 Solution de Schwarzschild et Trous noirs
Les trous noirs sont sans doute les objets les plus fascinantes de la relativité

générale. Dans les quarantes dernières années, ils sont passés du statut de curio-
sités abstraites, en tant que solutions mathématiques de l’équation d’Einstein, à
celui de partie intégrante des objets de l’astrophysique.
Les trous noirs statiques (sans rotation) sont décrits par la métrique de Schwarz-
schild [5]. Elle a été généralisée au cas stationnaire par celle de Kerr [6], décrivant
des trous noirs en rotation, ce dérnier cas est très important pour l’astrophysique

9



1. Introduction

des trois noirs rotationnels.
Le champ gravitationnel des corps à symétrie sphérique est évidemment d’im-
portance capitale en astrophysique. Or, il se trouve qu’il existe l’équivalent du
théorème de Gauss en relativité générale : le champ gravitationnel à l’extérieur
d’un corp à symétrie sphérique ne dépend que de la masse totale du corps [7]
et non du détail de sa structure ; il est donc de la même forme pour un trou
noir, une étoile ou une planète (pour peu que l’on reste dans l’hypothèse de
la symétrie sphérique). Ce champ gravitationnel commun est appelé métrique
de Schwarzschild. Il s’agit de la toute première solution exacte non triviale de
l’équation fondamentale de la relativité générale. Elle a été trouvée par l’astro-
physicien allemand Karl Schwarzschild en 1916 [5], quelques semaine seulements
après la publication de la relativité générale par Einstein en novembre 1915 (l’ar-
ticle d’Einstein ne contenant que des solutions approchées).

Pour un système de dix équations différentielles non linéaires du second ordre,
Schwarzschild était capable de trouver une solution dans le cas particulier du
champ engendré par une masse M ponctuelle seule dans l’univers, en régime
permanent. Le champ est alors statique, à symétrie sphérique et tend vers zéro à
l’infini (ce qui signifie que nous retrouvons l’espace-temps de Minkowki à l’infini)
et où le tenseur énergie-impulsion est nul (l’univers est vide) sauf à l’origine, où
il est infini. La constante cosmologique Λ est également prise égale à zéro.
D’après le théorème de Birkhoff, c’est la solution unique à symétrie sphérique
qu’on peut définir comme suit :

ds2 =
(

1− 2GM
r

)
dt2 −

(
1− 2GM

r

)−1
dr2 − r2dθ2 + sin2 θdϕ2 (1.22)

Par conséquent la métrique de Schwarzschild fournit une très bonne approxi-
mation du potentiel gravitationnel existant au voisinage d’une étoile ou d’une
planète dont nous considérons que toute la masse est concentrée au centre, tant
que nous pouvons considérer que la symétrie sphérique est respectée et que l’in-
fluence d’éventuels autres corps est négligeable. Notons qu’elle n’est valable qu’à
l’extérieur de l’étoile ou de la planète, car à l’intérieur de celle-ci, le tenseur
énergie-impulsion n’est pas nul.
Par ailleurs, l’espace-temps décrit par la métrique de Schwarzschild est asympto-
tiquement plat ; nous avons en effet :

lim
r→∞

2GM
r

= 0 (1.23)

si bien que, lorsque r →∞, les composante gµν se réduisent aux composantes de
la métrique de Minkowski exprimée en coordonnées sphériques et par conséquent,
le mouvement des particules massives, tel que donnée par les géodésiques de la
métrique (1.22), se réduit au mouvement keplerien dans un champ newtonien de
masse M lorsque r → ∞. Cela justifie l’interprétation du paramètre M comme
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la masse du corps central.
Une autre constatation immédiate au vu de la métrique (1.22) est que les com-
posantes gµν sont singulières pour r = Rs, où

Rs := 2GM (1.24)

est appelé rayon de Shwarzschild (ou encore rayon gravitationnel) de l’objet cen-
tral. Nous avons en effet :

lim
r→Rs

gtt = 0 et lim
r→Rs

grr =∞ (1.25)

Pour des étoiles ordinaires, ou des planètes, cela n’est pas gênant puisque Rs est
bien plus petit que le rayon effectif de l’objet, si bien que nous avons toujours
r � Rs (et même r � Rs!) à l’extérieur de ces objets. Nous verrons qu’ on a
également r � Rs pour les objets beaucoup plus relativistes que sont les étoiles à
neutrons. Par contre, cela n’est plus vrai pour les trous noirs. La discussion sera
donc consacrée à la singularité r = Rs (qui est en fait une simple singularité de
coordonées).

Radiation quantique des trous noirs et Théorème de Hawking

En 1974, Hawking [8] a prouvé que les trous noirs ne sont pas vraiment noirs :
ils irradient de l’ énergie d’une façon continue. Cela n’est pas une erreur mais il
survient en appliquant la mécanique quantique aux champs éléctrodynamiques
au voisinage d’un trou noir. Il a montré qu’à cause des fluctuations quantiques,
un trou noir émettrait un rayonnement thermique lié à sa température. Cet effet
n’a jamais été observé. Il est bien connu que l’on peut réaliser l’équivalent acous-
tique d’un trou noir (un "trou muet") dans un fluide à l’interface entre un flux
subsonique et supersonique, mais dans des fluides conventionnels, les effets quan-
tiques sont ridiculement faibles. Récemment, il a été suggéré que l’on pourrait
observer le rayonnement de Hawking dans un condensat de Bose. En effet, grâce
à la faible température, des effets quantiques pourraient se distinguer du bruit
thermique dans un condensat.
D’après le théorème de Hawking, l’aire de l’horizon d’un trou noir ne peut jamais
décroître. Mais ce résultat a été obtenu en relativité générale classique, où les
champs ne sont pas quantiques. Or, Hawking (1976) a aussi montré que, à cause
d’effets quantiques (propagation de champs quantiques dans l’espace-temps clas-
sique du trou noir), un trou noir doit nécessairement rayonner avec un spectre de
Planck, c’est-à-dire comme un corps noir, dont la température est donnée par :

T = ~
2πg (1.26)

où g est la gravité de surface sur l’horizon du trou noir :

g = M

r2
g

(1.27)
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Dans le cas d’un trou noir de Schwarzschild : g = M
(2M)2 = 1

4M .

1.1.3 La métrique Friedman-Robertson-Walker (FRW)
Dans les coordonées sphériques, la métrique de Minkowski (pas de courbure

pour l’espace-temps, relativité restreinte), peut être écrite ainsi

ds2 = dt2 − dr2 − r2dΩ2, (c2 = 1) (1.28)

où dΩ2 = dθ2 + sin2 θdϕ2 est la partie angulaire.
En 1917, Einstein introduisait le premier modèle cosmologique (moderne) basé sur
la relativité générale dont la métrique spatiale tridimentionnelle (de la 3-sphère)
est :

dl2 = dr2 +R2 sin2
(
r

R

)
dΩ2 (1.29)

Ici R représente le rayon courbure de l’espace à trois dimensions, et r est la
distance à partir de l’origine. Dans le cadre de coordonnées d’un observateur
tombant librement, le temps est un temps propre mesuré par cet observateur, et
la métrique de l’espace-temps est :

ds2 = dt2 − dl2 (1.30)

Cette métrique décrit un espace-temps homogène, isotrope et statique.
Une généralisation naturelle du modèle d’Einstein est de rendre le rayon de cour-
bure dépendant du temps. L’univers reste homogène et isotrope sur une surface
à t constant, mais il n’est pas statique.
Dans les années 30, Robertson et Walker (indépendemment) ont montré qu’il n’y
a que trois métriques possibles de l’espace-temps pour un univers homogène et
isotrope, qui sont :

ds2 = dt2 − a2 (t)
[
dr2 + S2

k (r) dΩ2
]

(1.31)

avec

Sk (r) = R0 sin
(
r

R0

)
, si k = +1 (1.32)

= r, si k = 0 (1.33)

= R0 sinh
(
r

R0

)
, si k = −1 (1.34)

R0 et Sk ayant la dimension de r tandis que a (t) est sans dimension et est appelé
facteur d’expansion. a (t0) = 1 à l’instant t0 où le rayon de courbure est R0. A t
quelconque, le rayon de courbure est défini ainsi :

R = a (t)R0 (1.35)
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• Pour k = +1, la géométrie de l’espace à t constant est similaire à celle de
l’espace à 3D, elle est positivement courbée et le volume total de l’univers
est fini (univers fermé).

• Pour k = 0, la géométrie de l’espace à t constant est Euclidien, espace plat
(univers ouvert).

• Pour k = −1, la géométrie de l’espace à t constant est négativement courbé
(pseudo-sphère à 3D). L’espace dans ce cas est infini (univers ouvert).

La substitution x = Sk (r) permet d’écrire une autre forme :

ds2 = dt2 − a2 (t)
 dx2

1− k x2

R2
0

+ x2dΩ2

 (1.36)

où x est une coordonnée radiale, donc si nous posons r = x2

R2
0
, la métrique prend

sa forme la plus utilisée suivante :

ds2 = dt2 − a2 (t)
[

dr2

1− kr2 + r2dΩ2
]

(1.37)

1.1.4 Paramètres cosmologiques
Le terme de paramètre cosmologique se réfère à une quantité qui intervient

dans la description d’un modèle cosmologique et dont la valeur n’est pas connue
a priori. Par exemple, les densités d’énergie des différentes formes de matière qui
emplissent l’univers observable sont des paramètres cosmologiques, tout comme
l’âge de l’univers.
Tous les paramètres cosmologiques ne sont pas indépendants, nous parlons par-
fois ainsi de paramètres dérivés. Par exemple, la relativité générale prédit [9] qu’il
existe une relation entre la courbure spatiale, la constante de Hubble et la densité
totale de l’univers (Équations de Friedmann). En pratique [10, 11, 12], l’estima-
tion d’un ensemble de paramètres qui ne sont pas indépendants permet de tester
la cohérence interne d’un modèle cosmologique.

Paramètre de Hubble

Dans un univers courbé et en expansion, nous définissons la distance propre
dp (la distance entre deux objets) mesurée à un instant t donné ainsi :

dp =
∫ r

0
a (t) dr = a (t) r (1.38)

c’est une fonction de temps où a (t) est le paramètre d’expansion donné dans
l’equation (FRW). Nous définissons alors la vitesse de récession apparente par :

.

dp = .
ar (1.39)
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Si nous utilisons (1.39), nous avons :

.

dp =
.
a

a
dp (1.40)

et par conséquent, l’expansion de l’univers conduit à la "loi de Hubble" :

v = Hd (1.41)

où

H (t) =
.

dp
dp

=
.
a (t)
a (t) (1.42)

est la constante de Hubble. Bien que dénommée « constante », ce paramètre
cosmologique varie en fonction du temps. Il décrit donc le taux d’expansion de
l’univers à un instant donné. C’est une équation très importante reliant le pa-
ramètre H découvert par Hubble et le paramètre d’expansion de l’équation de
Friedmann.

Le redshift

La fréquence ν d’un photon émis par une source à distance d se déplace (effet
Doppler) par la quantité fractionnelle :

dν

ν
= −v = −Hd (1.43)

H est le paramètre de Hubble et d = dt, ce qui permet d’écrire :

Hd = Hdt =
.
a

a
dt (1.44)

où encore :
dν

ν
= −

.
a

a
dt = −da

a
⇒ d ln ν = −d ln a (1.45)

Nous faisons émettre le photon par la fréquence ν à l’instant t et l’observer avec
la fréquence ν0 à l’instant t0. L’intégration de l’équation (1.44) donne :

ν

ν0
= 1
a
≡ 1 + z (1.46)

donc :
a = 1

1 + z
(1.47)

z est dit le Redshift.
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La distance luminosité

Suppons que nous avons une source dont la luminosité absolue L est connue,
définie comme l’énergie de rayon d totale produite par la source par unité de
temps. La distance luminosité est définie par :

dL =
√

L

4πl (1.48)

Avec la métrique FRW, nous utilisons la luminosité apparente suivante :

l =
( 1

1 + z

)2 L

4π (a0re)2 (1.49)

pour écrire :
dL = rea0 (1 + z) (1.50)

Paramètre de décelération

Le paramètre de décélération de l’expansion est définit par :

q = − ä
a

1
H2 (1.51)

Il existe des corrections à la loi de Hubble qui jouent [7] un rôle crucial en cos-
mologie car elles permettent en principe de reconstituer directement l’histoire
récente de l’expansion.

1.2 Théorie de la Géométrie non Commutative
Puisque nous allons considérer un espace-temps non commutatif dans tous

les chapitres de cette thèse, il est nécessaire de savoir tout ce qui concerne la
théorie de la géométrie non commutative : sa définition, son but et son concept
algèbrique .... Dans cette section de l’introduction, nous allons faire un rappel
sur quelques définitions de base sur les différents types d’algèbres.

1.2.1 Pourquoi la géométrie non commutative ?
Depuis sa découverte, la géométrie non cmmutative a connu un grand succès

à cause de son rôle très important dans la construction des théories quantiques,
motivé par les résultats obtenus dans la gravitation, la physique de la matière
condensée et les théories des cordes. Les origines de cette théorie [13] se trouvent
dans les traveaux de Weyl et Moyal. Snyder était le premier qui a développé en
1946 une théorie consistante dans un espace de coordonnées non commutatif ba-
sée sur les représentations de l’algèbre de Lie.
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Jusqu’à la découverte de la mécanique quantique en 1925, la géométrie classique
était basée sur la dualité, entre "géométrie et algèbre" commutative. L’algèbre
commutative est une algèbre où le produit de deux quantités algébriques ne dé-
pend pas de l’ordre des termes, c’est à dire A fois B est égale à B fois A. Par
contre, l’espace géométrique enrichi (avec la découverte de la mécanique quan-
tique par Heisenberg) de nouvelles propriétés de ses coordonnées, comme le mo-
ment et la position, ne commutent plus. En effet, autant que la relativité générale
par exemple a une interprétation géométrique simple, la géométrie de la méca-
nique quantique nécessite des éclaircissements (par exemple : comment donner
une signification physique à la notion du point de l’espace ?).
Or les mathématiciens savent traduire en language algébrique [13] les propriétés
géométriques d’un espace (essentiellement la topologie, la mesure de la métrique),
dans l’ensemble des fonctions à valeurs complexes définies sur cet espace. Rappe-
lons qu’une algèbre est un ensemble muni d’une loi d’addition et de multiplication
par un scalaire, sur lequel est défini en outre une multiplication. Dans l’ensemble
des fonctions à valeurs complexes sur un espace, ces lois sont définies point par
point. Pour la multiplication par exemple, si f et g sont deux fonctions sur un
espace X, alors :

(f.g) (x) = f (x) .g (x) = (f.g) (x) (1.52)
Parce que le produit de deux nombres complexes est commutatif, le produit de
deux fonctions est commutatif, cest à dire que l’algèbre des fonctions sur un
espace est commutative. Ainsi il est équivalent de se donner un espace ou une
algèbre commutative : les propriétés géométriques d’un espace ont une traduc-
tion dans l’algèbre des fonctions sur cet espace, et inversement, les propriétés
algébriques d’une algèbre commutative ont une traduction dans l’espace associé
par la construction GNS :

algèbre commutative ⇐⇒ espace

La question naturelle est alors :

algèbre non commutative ⇐⇒ ?

Naturellement, nous ne savons pas construire un espace tel que son algèbre de
fonctions soit une algèbre non commutative, puisque l’algèbre des fonctions sur
un espace est nécessairement commutative. La géométrie non commutative est
une adaptation du dictionnaire qui permet de passer d’"algèbre commutative"
à "espace" en remplaçant, partout où il y a lieu, le mot ’commutatif ’ par ’non
commutatif ’. Evidemment les choses ne sont pas si simples. Abondonner la com-
mutativité implique de profonds changements dans les difinitions du dictionnaire,
et requier même la création de nouvelles notions. L’invertissement mathématique
est lourd mais le jeu en vaut la chandelle car nous pouvons accéder à de nouveaux
types "d’espace non commutatifs" où des phénomènes physiques trouvent une in-
terprétation géométrique qu’ils n’avaient pas jusque là ; par exemple le champ de
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Higgs apparaît comme le coefficient d’une métrique dans une dimension supplé-
mentaire, discrète, qui rend compte des degrés de liberté internes (spin ou isospin)
d’une particule.

1.2.2 Structure de l’espace non commutatif
En physique, l’idée que les coordonnées de l’espace-temps puissent ne pas

commuter fut émise par Heisenberg en 1930 Avec la découverte de la mécanique
quantique : l’espace géométrique des états d’un système microscopique s’est enri-
chi de nouvelles propriétés de ses coordonnées, comme le moment et la position,
qui ne commutent plus entre eux. Cette idée sert à résoudre le problème des diver-
gences ultraviolettes en théorie quantique des champs. Le terme de "la géométrie
non commutative" (NCG) fut introduit par le matématicien Alain Connes dans
les années 1980 comme étant un programme visant à généraliser la dualité entre
espace géométrique et algèbre au cas plus général [?] où l’algèbre n’est plus com-
mutative, ainsi que les différents concepts empruntés à la géométrie ordinaire en
des concepts équivalents pour des algèbres non commutatives et en particulier les
concepts venant de la géométrie différentielle.
La géométrie non commutative représente aujourd’hui un ensemble de technique
sur les algèbres d’opérateurs permettant de traiter des problèmes mathématiques
très variés tels que les représentations de groupes ou encore l’étude d’espace,
considérés comme pathologiques en géométrie ordinaire.
La structure de l’espace-temps non commutatif est déterminée par la relation de
commutation suivante :

[xµ, xν ] = iΘµν (1.53)
où Θµν est une matrice constante antisymétrique (Θµν = −Θνµ) ayant la dimen-
sion [longueur]2. Cette condition est similaire à celle d’Heisenberg :

[xi, pj] = −i~δij (1.54)

en méchanique quantique.
La théorie des champs a besoin de définir l’espace-temps en introduisant le produit
( star ” ? ”) entre les fonctions f et g définies dans cet espace-temps par :

f (x) ? g (x) = f (x) g (x) + exp
(1

2Θµν∂xµf (x) ∂yνg (x)
)

= f (x) g (x) + i

2Θµν∂µf (x) ∂νg (x) +O
(
Θ2
)

(1.55)

” ? ” est appelé le produit de Moyal. L’extension de Taylor du produit ” ? ” est
donée par l’expression :

f (x) ? g (x) = f (x) g (x) +
∞∑
n=1

1
n!

(
i

2

)n
Θi1j1 ...Θinjn∂i1 ...∂inf (x) ∂j1 ...∂jng (x)

(1.56)
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où nous pouvons facilement prouver la relation suivante :

[f (x) ?,g (x)] =
∞∑
n=1

1
n!

(
i

2

)n
Θi1j1 ...Θinjn × (1− (−1)n) ∂i1 ...∂inf (x) ∂j1 ...∂jng (x)

(1.57)
[f ?,g] s’appelle ?anti-commutateur si f et g sont fermioniques, autrement nous
le disons un ?commutateur. A cause de l’antisymétrie de Θ, l’expression (1.58)
s’écrit ainsi :

[f (x) ?,g (x)] = ∂ij
i (1.58)

1.2.3 Concepts de base de la géométrie non commutative
Dans le paragraphe suivant, nous donnons quelques définitions des différents

types d’algèbre utilisées dans la construction d’une théorie non commutative [14].
Toutes les algèbres considérées sont des algèbres associatives sur C.

Algèbres

Une algèbre est un espace vectoriel muni d’une loi de composition :

(g, f)→ gf (1.59)

qui est associative, bilinéaire et avec un élément unité 1, tel que :

f1 = 1f = f (1.60)

pour tout élément f de l’algèbre.
Elle est dite commutative si l’on a toujours gf = fg. Par exemple l’espace vecto-
riel des fonctions f : X → C sur un espace X quelconque, muni de la multiplica-
tion entre fonctions est une algèbre commutative.
Un exemple d’algèbre non commutative est l’algèbre L (V ) des opérateurs (sauf
si V est de dimension 0 ou 1) : F : V → V , munie de la composition (nous
noterons I l’opérateur unité). Nous verrons en particulier que les algèbres de von
Neumann sont des sous-algèbres (i.e. des sous-ensembles stables par addition,
multiplication par un nombre, et composition) de L (V ).

*-Algèbres

Une ?-algèbre A est une algèbre muni d’une involution non linéaire :
? : A → A telle que :

a?? = a, (1.61)
(ab)? = b?a?, (1.62)

(λa+ µb)? = λa? + µb? (1.63)
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(pour tout λ, µ ∈ C , a, b ∈ A). Si A est unitaire nous avons nécessairement
I? = I, les éléments tels que a? = a sont dits Hermitiens, ceux tels que aa? = a?a
sont dits normaux. Si A est unitaire, les éléments tels que aa? = a?a = 1 sont
dits unitaires.
Tout a se décompose de manière unique en a = x+ iy où x est y sont hermitiens.
Nous appelons une algèbre normée une algèbre A munie d’une norme ‖.‖ (‖.‖ :
A → R) avec les propriétés suivantes :

‖a‖ ≥ 0, ‖a‖ = 0⇐⇒ a = 0, (1.64)
‖αa‖ = |α| ‖a‖ , (1.65)
‖ab‖ ≤ ‖a‖ ‖b‖ , (1.66)

‖a+ b‖ ≤ ‖a‖+ ‖b‖ (1.67)

pour tout a, b ∈ A et α ∈ C. La troisième condition est apellée l’inégalité trian-
gulaire, et la dérnière est apellée l’inégalité produit. La topologie définie par la
norme s’appelle une topologie de la norme ou une topologie uniforme.
Si A est une ?-algèbre et que ‖a?‖ = ‖a‖ , ∀a ∈ A, nous disons que c’est une
?-algèbre normée.
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Chapitre 2

Géométrie non commutative et
Anomalies

L’action classique d’une théorie décrivant un système physique présente des
symétries, et en découle des courants classiques conservés sous les transformations
de ces symétries. Mais la quantification de cette théorie peut briser ces symétries
en faisant apparaître des anomalies [15] qui se traduisent par la non-conservation
des courants quantiques (qui étaient conservés au niveau classique). Depuis leur
découverte à la fin des années quarantes, ces anomalies ont joué un rôle important
dans la construction des théories des champs quantiques consistantes telles que
la théorie des cordes... etc, et l’étude de l’origine de ces anomalies devient une
voie de recherche très importante notamment dans la gométrie de l’espace-temps
non commutatif.
L’étude de l’origine de ces anomalies a été faite dans le formalisme des intégrales
de chemin par Fujikawa [16]. Il a montré que les Jacobiens non triviaux sont
responsables au niveau quantique de la perte de l’invariance de la mesure de
l’integrale de chemin, en effectuant des transformations locales infinitésimales.
Dans ce chapitre nous allons présenter la méthode de Fujikawa [16] pour faire
une étude sur les anomalies chirales et gravitationnelles dans la géométrie non
commutative, en utilisant la généralisation de la formule du mapping de Seiberg-
Witten décrite dans [17], ainsi que la méthode de la régularisation "mode cut-off"
pour calculer ces anomalies. Cette étude sera faite après avoir exposé les détails
de l’approche de Fujikawa dans le cadre ordinaire de la géométrie (géométrie
commutative).

2.1 La méthode de Fujikawa
L’apparition des anomalies (la brisure de la symétrie) en faisant la quantifi-

cation d’une théorie qui brise les symétries existant au niveau classique, pose un
problème depuis leurs découverte (fin des années 40).
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2. Géométrie non commutative et Anomalies

Récemment, Fujikawa [16] a étudié l’origine de ces anomalies dans le formalisme
des intégrales de chemin : " la brisure de la symétrie au niveau quantique est due
aux Jacobiens non triviaux qui surgissent de la non invariance de la mesure de
l’intégrale de chemin sous certaines transformations locales infinitésimales".

2.2 Anomalies dans l’espace-temps commutatif

2.2.1 Anomalies chirales
Nous commençons par le calcul des anomalies chirales de la chromodynamique

quantique (QCD) [18]. Pour cela soit le Lagrangien invariant de jauge d’un sys-
tème de férmions intéragissant avec les potentiels de jauge A :

L = ψ (x) (i 6 D −m)ψ (x)− 1
2g2Tr (F µνFµν) (2.1)

où 6 D est un opérateur hermitique définit par

6 D = γµDµ = γµ (∂µ − ieAµ) (2.2)

Au niveau classique, l’action définie par (2.1) est invariante sous les transforma-
tions chirales infinitésimales suivantes effectués sur les champs ψ et ψ suivantes :{

ψ (x)→ ψ′ (x) = eiα(x)γ5ψ (x)
ψ (x)→ ψ

′ (x) = ψ (x) e−iα(x)γ5
(2.3)

Mais ce n’est pas le cas au niveau quantique. Cette brisure de l’invarience dans
ce cas est dûe à l’apparition des anomalies.
Pour étudier ces anomalies, nous suivons la méthode de Fujikawa en considé-
rant [19] la fonction de partition Z de la fonctionnelle de Green ayant la forme
suivante :

Z =
∫
dµ exp

[
S
(
Aµ, ψ, ψ

)]
(2.4)

dµ représente la mesure et est donnée par l’expression :

dµ =
∏
x

D [A (x)]Dψ (x)Dψ (x) (2.5)

Maintenant, nous effectuons les transformations chirales infinitésimales (2.4) aux
champs ψ et nous utilisons le fait que dµ doit être invariante afin de calculer
l’anomalie chirale.
Pour simplifier le calcul, nous choisissons la base des ondes planes (fonctions
propres de D) définie par :

6 Dφn (x) = λnφn (2.6)
telles que : ∫

φ+
n (x)φm (x) d4x = δnm (2.7)
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2. Géométrie non commutative et Anomalies

(λn sont les valeurs propres de D).
A l’aide des éléments de l’algèbre de Grassmann, nous redifinissons les fonctions
ψ comme suit : {

ψ (x) ≡ ∑n anφn (x)
ψ (x) ≡ ∑m φ

+
m (x) bm

(2.8)

an et bn sont les variables de Grassman vérifiant la relation suivante :{
an, bm

}
= 0 (2.9)

De même, nous écrivons :

ψ′ (x) ≡
∑
n

a′nφ
′

n (x) (2.10)

ou encore
ψ′ (x) ≡= eiα(x)γ5

∑
n

Cmnanφm (x) (2.11)

Ce qui permet de reécrire la mesure ainsi :

dµ→ dµ′ =
∏
x

D [A (x)]
∏
n

Ddb′n
∏
m

Dda′m (2.12)

En utilisant la relation d’orthogonalisation (2.7) et cette propriété bien connue :

exp (iα (x) γ5) = 1 + iα (x) γ5, (2.13)

un calcul simple nous conduit à :

dµ′ = dµ exp
[
−2i

∫
d4xα (x)A (x)

]
(2.14)

où
A (x) = Tr

(
φ+γ5φ

)
(2.15)

où γ5 = iγ0γ1γ2γ3 (γj=0,1,2,0,3 sont les matrices de Pauli).
Cette expression correspond bien à la définition de l’anomalie chirale pour un es-
pace de géométrie commutative. Elle montre l’existence d’une intégrale indéfinie
qui necessite une régularisation. Pour cela, il faut choisir la méthode adéquate
qui mène à une expression d’une anomalie indépondante [20] du choix du régula-
risateur. Nous choisissons donc la méthode "mode Cut-off" qui sert à introduire
une masse régularisante Λ comme un cut-off, c’est à dire :

A (x) = lim
Λ→∞

Tr
∫ d4k

(2π)4 exp (−ikx) γ5 exp
(
−6 D

2

Λ2

)
exp (ikx) (2.16)

où
|λn| ≤ Λ (2.17)
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2. Géométrie non commutative et Anomalies

λn et φn sont respectivement les valeurs et les fonctions propres de D (la trace
est indépendante au choix de la base).
Si nous utilisons la définition de 6 D2

6 D2 = DµD
µ + i

4 [γµ, γν ]F µν , (2.18)

l’expression de l’anomalie se réduit à :

A (x) = lim
Λ→∞

Tr
∫ d4k

(2π)4γ5e
−ikx exp

(
− i

Λ2DµD
µ
)

exp
(
− i

4Λ2 [γµ, γν ]F µν
)
eikx

(2.19)
Nous éffectuons ensuite le changement de variables suivant :

kµ + Aµ → kµ (2.20)

pour avoir cette expression :

A (x) = lim
Λ→∞

Tr
∫ d4k

(2π)4γ5e
−ikx exp

(
− i

Λ2kµk
µ
)

exp
(
− i

4Λ2 [γµ, γν ]F µν
)
eikx

(2.21)
Maintenant si nous posons :

kµ → Λkµ, (2.22)
l’expression (2.21) devient :

A (x) = lim
Λ→∞

Tr
∫ d4k

(2π)4γ5 exp
(
−
(
kµkµ + 1

4Λ2 [γµγν ]F µν
))2

(2.23)

Comme le paramètre Λ va tendre vers l’infini, nous pouvons faire le développe-
ment limité de l’exponentielle en 1

Λ2 au voisinage de zéro jusqu’à l’ordre 3 :

A (x) = lim
Λ→∞

Tr
∫ d4k

(2π)4γ5e
−kµkµ

 Λ4 − Λ2

4 [γµ, γν ]F µν + 1
2!42 ([γµ, γν ]F µν)2

− 1
3!43

1
Λ2 ([γµ, γν ]F µν)3 + ...


(2.24)

Tous les termes d’ordre supérieur à 2 sont nuls (Λ → ∞). Les termes d’ordre 0
et d’ordre1 sont nuls grâce aux propriétés de γ5 suivantes :

Trγ5 = 0 (2.25)
Trγ5γ

µγν = 0 (2.26)

Le seul terme qui a une contribution non nulle est le terme d’ordre 2. Il vient
donc :

A (x) = lim
Λ→∞

Tr
∫ d4k

(2π)4
1
32γ5 exp (−kµkµ) γ5 ([γµγν ]F µν)2 (2.27)
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2. Géométrie non commutative et Anomalies

De plus, avec l’intégrale de Poisson :∫
e−x

2
dx =

√
π (2.28)

et les relations suivantes :

([γµ, γν ]F µν)2 = 4γµγνγργσFµνFρν (2.29)
Trγ5γ

µγνγργσ = −4εµνρσ (2.30)

L’expression (2.27) donne :

A (x) = − 1
16π2 F̃

µνFµν (2.31)

avec :
F̃ µν = 1

2ε
µνρσFρσ (2.32)

ou encore
A (x) = − 1

8π2 ε
µνρσ∂µ

(
Aµ∂ρAσ + 2

3 (AµAρAσ)
)

(2.33)

où
3εµναβAµAν (∂αAβ) = ∂αε

µναβ (AµAνAβ) (2.34)

est une des propriétés du tenseur antisymétrique de Levis-Cevita.
On appelle la quantité

Ωµ
0 = Aµ∂ρAσ + 2

3 (AµAρAσ) (2.35)

la densité de Chern-Simons, et le terme anormal qui conduit à la non conservation
du courant chiral

A (x) = − 1
8π2 ε

µνρσ∂µΩµ
0 (2.36)

représente la densité de Pontryagin, c’est à dire que l’anomalie A (x) peut être
vue comme un terme topologique.
Il est possible de montrer que l’anomalie donnée par (2.15) correspond bien à la
version locale du théorème d’index d’Atyah-Singer [21].
En effet, soit

γ5 =
(

1 0
0 −1

)
, et φ (x) =

(
φ1 (x)
φ2 (x)

)
(2.37)

alors ∫
A (x) d4x =

∫
d4x

∑
k

φ1∗
k φ

1
k −

∫
d4x

∑
k

φ2∗
k φ

2
k (2.38)

= n+ − n− = ν (2.39)
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2. Géométrie non commutative et Anomalies

ν s’appelle l’indice de Pontryagin et n+ et n− sont respectivement le nombre de
modes de chiralité positive et négative. Pour savoir de quel mode il s’agit dans
notre cas, soit αn les valeurs propres de γ5 associées aux vecteurs propres φn (x) :

γ5φn (x) = αnφn (x) (2.40)

avec αn = ±1 ; alors

6 Dγ5φn (x) = αnλnφn (x) (2.41)
γ5 6 Dφn (x) = λnαnφn (x) (2.42)

or
6 Dγ5 = −γ5 6 D (2.43)

donc
λn = 0 (2.44)

cela veut dire qu’il s’agit bien du mode zéro.

2.2.2 Anomalies gravitationnelles
La méthode de Fujikawa peut également être appliquée pour calculer l’ano-

malie chirale lorsque les fermions sont couplés à la gravitation [19].
En effet, dans un espace de Riemann, nous écrivons le Lagrangien L pour des
férmions libres de Dirac :

L = ψ (x) ieµaγaDµψ (x)−mψ (x)ψ (x) (2.45)

avec σmn = i
4 [γm, γn] et

Dµ = ∂µ −
i

2ωµabσ
ab (2.46)

En suivant les étapes de la section précédente, nous pouvons déterminer le terme
de l’anomalie chirale dans l’espace courbé :

A (x) =
∑
n

φ+
n (x) γ5φn (x) (2.47)

où φn sont les fonctions propres de 6 D.
Après avoir régularisé l’expression (2.47) en utilisant toujour la méthode cut-off,
nous obtenons une expression compliquée nécéssitant certaines simplifications.
Pour la simplifier, nous utilisons la définition de 6 D2 :

6 D2 = DµD
µ + i

2σ
µνRµν

ρσ (2.48)

Rµν représente le tenseur de courbure de Ricci tel que :

[Dµ, Dν ] tρ = −Rµν
ρσtσ (2.49)
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L’anomalie gravitationnelle s’écrira alors en fonction du tenseur de Riemann
comme suit :

A (x) = − 1
128π2 ε

µναβRµν
ρσRαβρσ (2.50)

Elle a une forme similaire à celle de l’anomalie chirale et correspond également
sous cette forme à la version locale du théorème d’Atyah-Singer.
Nous pouvons également exprimer cette anomalie en fonction de la connexion
de spin en injectant (2.48) dans l’intégrale et en faisant la régularisation par le
cut-off Λ. Une suite des chamgements de variables permet d’écrire :

A (x) = lim
Λ→∞

Tr
∫ d4k

(2π)4 Λ4γ5 exp
(
−
(
ikµ −

i

4ωµabσ
ab
)2)

e
−
i

4Λ2σ
µνFµν (2.51)

et, de la même manière, les propriétés (2.25), (2.26), (2.28), (2.29) et (2.30) nous
conduisent à l’expression suivante :

A (x) = − 1
32π2

εµνρσFµνFρσ︸ ︷︷ ︸
(1)

+ εabcdωµabωµcd︸ ︷︷ ︸
(2)

 (2.52)

Le premier terme (1) correspond à l’anomalie chirale et le terme (2) représente
la courbure de l’espace-temps (l’effet de la gravitation).

2.3 Anomalies dans un espace-temps non com-
mutatif

Le calcul des anomalies dans le cadre de la géométrie non commutative est le
plus important dans ce chapitre à cause de ses résultats puissants qui montrent
le rôle très important de la non commutativité dans l’interprétation de l’effet
gravitationnel.

Les anomalies chirale et gravitationnelle traitées dans un espace-temps non
commtatif ont été déjà étudiées en utilisant le mapping de Seiberg-Witten ordi-
naire. Mais dans ce travail, nous nous sommes intéréssés à une formule généralisée
de Seiberg-Witten maps [17] qui nous aide à exprimer les différents champs uti-
lisés pour calculer les anomalies non commutatives.

2.3.1 Produit Moyal-Weyl généralisé
Nous allons donc, dans un premier temps nous attacher à donner un bref

aperçu de la formule des règles de Weyl [22] (Moyal-Weyl ordering) dans la
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géométrie non commutative où le commutateur de deux fonctions f et g dans
l’espace-temps non commutatif est défini dans ce cas par :

[f, g]?η ≡
1
2 (f ? g + ηg ? f) (2.53)

où η = ±1 et (?) représente le produit Moyal définit par (1.56) :

ϕ1 (x) ? ϕ2 (x) = ϕ1 (x)ϕ2 (x) + i

2Θµν∂µϕ1 (x) ∂2ϕ2 (x) + o
(
Θ2
)

(2.54)

En effect, soient les matrices V et W qui représentent les éléments de l’algèbre
de Lie du groupe G (Su (N) , U (N)), telles que :

W = TaΛa (2.55)
Vµ = TaV

a
µ (2.56)

et ψ est un multiplet de matière dans un groupe de représentation.
La généralisation des transformations de jauge ordinaires dans la géométrie non
commutative est donnée par :

δ
Ŵ
ψ̂ = iTa

[
Ŵ a, ψ̂

]?
η

(2.57)

δ
Ŵ
ψ̂ = −iTa

[
ψ̂, Λ̂a

]?
η

(2.58)

et
δ
Ŵ
V̂µ = ∂µŴ + i [Ta, Tb]−η

[
Ŵ a, V̂ b

µ

]?
η

(2.59)

où W a et Ta sont respectivement le paramètre et les générateurs du groupe de
transformation.
Concernant la dérivée covariante D̂µψ̂ d’un champ de matière, son expression
généralisée est de la forme :

D̂µψ̂ = ∂µψ̂ − iTa
[
V̂ a
µ , ψ̂

]?
η

(2.60)

et par conséquent, nous avons :[
D̂µ, D̂ν

]
ψ̂ = −iTa

[
F̂ a
µν , ψ̂

]?
η

(2.61)

où F̂ a
µν est le champ de force défini par :

F̂µν = ∂µV̂ν − ∂νV̂µ − i
[
V̂µ, V̂ν

]?
−
− iη

[
V̂µ, V̂ν

]?
−

(2.62)

où
f?g = g ? f (2.63)
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Et en utilisant les expressions (2.57) ,(2.58), (2.59) et (2.60), nous aurons :

V̂µ = Vµ + Ṽµ (2.64)

ψ̂ = ψ + ψ̃ (2.65)
et

Ŵ = W + W̃ (2.66)
où

Ṽµ = 1
4Θαβ

 δη,−
(
[Fαµ, Vβ]η + [Vβ, ∂αVµ]η

)
+

4δη,+
(
[Vβ, ∂αVµ]η −

1
2 [Vβ, ∂µVα]η

) + o
(
Θ2
)

(2.67)

ψ̃ = − i8Θαβ
{
δη− [Vα, Vβ]η ψ + 8iδη,+ [Vβ∂αψ + Fαβψ]

}
+ o

(
Θ2
)

(2.68)

et
W̃ = 1

4Θαβ
{
δη,− [Vβ∂αΛ]η + 2δη,+ [Vβ, ∂αΛ]η

}
+ o

(
Θ2
)

(2.69)

Ces expressions seront utilisées par la suite pour définir les anomalies dans un
espace-temps non commutatif.

2.3.2 Anomalies Chirales
Nous commençons notre étude dans le cadre de la géométrie non commutative

par les anomalies chirales. Pour cela, soit le Lagrangien L? exprimé à l’aide du
produit star (?) défini dans (2.53) :

L? = ψ̂ ? (x)
(
î6 D −m) ? ψ̂i (x)− 1

2g2TrF̂
µν ? F̂µν (2.70)

Au niveau classique, la mesure de l’intégrale de chemin s’écrit également en uti-
lisant le produit star ainsi :

dµ̂ =
∏
x

D̂
[
Â (x)

]
? D̂ψ̂ (x) ? D̂ψ̂ (x) (2.71)

elle est invariante sous les transformations locales infinitésimales suivantes : ψ̂ (x)→ ψ̂′ (x) = eiα (x) γ5 ? ψ̂ (x)
ψ̂ (x)→ ψ̂

′
(x) = ψ̂ (x) ? e−iα (x) γ5

(2.72)

Par contre elle n’est pas invariante au niveau quantique :

dµ̂′ = dµ̂ exp
[
−2i

∫
d4xα (x) ? Â (x)

]
(2.73)

où Â (x) est l’anomalie chirale non commutative définie par :

Â (x) =
∑
β

γ5φ̂β ? φ̂+
β (2.74)
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où φ̂ (x) sont les fonctions propres de l’opérateur ̂6 D.

Pour régulariser cette anomalie, nous utilisons un cut-off Λ dans l’espace des
ondes planes (la base des vecteurs propres de ̂6 D) comme suit :

Â (x) = lim
Λ→∞

Tr
∫ d4p

(2π)4γ5

[
e
̂6D2

Λ2 eipx
]
? e−ipx (2.75)

où ̂6 D2
eipx =

(
D̂µ ? D̂µ

)
eipx − i

4 [γµ, γν ]
[
F̂µν , e

ipx
]?
η

(2.76)

À l’aide cette propriété très utilisée du produit star :∫
f ? (g ? h) d4x =

∫
(g ? h) ? f d4x (2.77)

et du développement de l’exponentielle au voisinage de zéro jusqu’à l’ordre 1 en
Θµν ,

e−ipx ? eipx = 1 + i

2Θαβpαpβ (2.78)
nous aurons :

Â (x) = − 1
512π2 (1 + η) εµνρσF̂µν ? F̂ρσ (2.79)

ou encore :

Â (x) = − 1
512π2 (1 + η) εµνρσ

(
F̂µνF̂ρσ + Θαβ∂αF̂µν∂βF̂ρσ

)
(2.80)

A cause de l’antisymétrie de Θαβ d’une part et de la symétrie de F̂µν d’autre
part, le deuxième terme intervient dans l’expression (2.80) est nul. Et en utilisant
(2.61), l’anomalie chirale non commutative peut prendre cette forme :

Â (x) = − 1
512π2 (1 + η) εµνρσ

(
FµνFρσ + i

4Θαβ ˜̂A (x)
)

(2.81)

où˜̂A (x) =
{

(∂µAν − ∂νAµ) ,
[
∂ρÃσ − ∂σÃρ + i (η − 1)

([
Aρ, Ãσ

]
−
[
Aσ, Ãρ

])]}
+ i (η − 1)

 [Aµ, Aν ]
(
∂ρÃσ − ∂σÃρ − i

([
Aρ, Ãσ

]
−
[
Aσ, Ãρ

]))
+
(
∂µÃν − ∂νÃµ − i

([
Aµ, Ãν

]
−
[
AνÃµ

]))
[Aρ, Aσ]

 (2.82)

En voyant ce résultat, nous constatons que cette anomalie est nulle si (η = −1) ;
en plus elle a une forme similaire à celle de l’anomalie chirale (2.32), calculée dans
un espace-temps commutatif pour (η = +1).
De plus, cette expression correspond bien à l’expression (2.52) représentant l’ano-
malie gravitationnelle non commutative. Cela implique que le second terme de
l’expression (2.81) (l’effet de la non commutativité), joue le même rôle que le
terme 2 de l’expression (2.52) (l’effet de la gravitation).
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2. Géométrie non commutative et Anomalies

2.3.3 Anomalies gravitationnelles
Nous proposons la forme suivante pour l’action de l’électrodynamique quan-

tique (Q.E.D) dans un espace courbé non commutatif [17] (où la gravitation est
traitée comme une théorie de jauge) :

S = 1
2κ2

∫
d4x (LG + LM) (2.83)

où LG et LM correspondent respectivement la gravitation pure et les densités
scalaires de la matière, exprimées dans un espace-temps courbé non commutatif.
Dans le système de coordonnées holonomiques, elles sont données par :

LG = ê ? R̂ (2.84)

et
LM = ê ? ψ̂ ? γ̃µ ? D̂µ ? ψ̂ (2.85)

où

ê = det ?

((
êaµ
))
≡ 1

4!ε
µνρσεabcdê

a
µ ? ê

b
ν ? ê

c
ρ ? ê

d
σ (2.86)

R̂ = êµ?a ? ê
ν
?b ? R̂

ab
µν (2.87)

Dµ ≡ ∆µ − iQAµ, D̂µ ≡ ∆̂µ − iQÂµ (2.88)

Q est la charge de l’électron, et

ĝµν = 1
2
(
êbµ ? êνb + êbν ? êµb

)
(2.89)

représente une metrique symétrique.
A l’aide de ĝµν , nous pouvons calculer la courbure scalaire R̂ jusqu’au second
ordre en Θαβ (le paramètre non commutatif) pour déterminer l’anomalie gravita-
tionnelle à travers le formalisme des intégrales de chemin (voir la section (2.2.1)) :

Â (x) =
∑
n

γ5φ̂n (x) ? φ̂+
n (x) (2.90)

φ̂n (x) sont les fonctions propres de D̂µ. .
Après avoir régularisé cette expression en utilisant la méthode « mode cut-off« ,
nous obtenons une très belle expression en fonction des tenseurs de Riemann et
qui prend une forme identique à celle de l’anomalie chirale (2.79) :

Â (x) = − 1
128ε

µνabR̂ρσ
µνR̂abρσ (2.91)

Maintenant, nous utilisons les relations généralisées de Seiberg-Witten [17] pour
écrire la forme finale de l’anomalie gravitationnelle dans la géométrie non com-
mutative :
tenseur de courbure :

R̂µν = êaµ ? ê
b
ν ? R̂ab (2.92)
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2. Géométrie non commutative et Anomalies

connexions de spin :

ω̂µ = ωµ −
1
4Θαβ {ωα, ∂βωµ + Πβµ}+ o

(
Θ2
)

(2.93)

champs ψ :

ψ̂ = ψ̃ + 1
2ΘµνAν∂µψ̃ + i

8Θµν [Aµ, Aν ] ψ̃ + o
(
Θ2
)

(2.94)

et
Πik = i [∆i,∆k] = 1

2R
ab
ikΣab + T cik∆c (2.95)

où (
Σab = 1

2 [γa, γb]
)

(2.96)

avec

R̂ab = Rab+
Θcd

2 {RacRbd}−
Θcd

4 {ωc, (∂d + ∆d)Rab}+o
(
Θ2
)
, if T cik = 0 (2.97)

ψ̃ = 1
2Θµνων∂µψ + i

8Θµν [ωµ, ων ]ψ + o
(
Θ2
)

(2.98)

et
∆µ = ∂µ + ωabµ Σab (2.99)

Nous obtenons donc :

Â (x) = − 1
128ε

µνab
(
Rρσ
µνRabρσ + Ã (x)x

)
(2.100)

où :

Ã (x) = Θcd

 {Rµν ,
(
{Rac, Rbd} − 1

2

{
ωc, ∆̃dRab

})}
+1

2e
ρ
ce
σ
dε

a
bcd

(
eµaΩad

ν + Ωcd
µ e

b
ν

)
Rab

 (2.101)

avec :
∆̃d = (∂d + ∆d) (2.102)

et
Ωcd
µ = ∂ρe

b
νω

cd
ρ −

1
2ω

b
ρke

k
νω

cd
σ (2.103)

Le terme (2.101) représente [23] l’effet de la non commutativité de l’espace-temps.
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2. Géométrie non commutative et Anomalies

2.4 Conclusion
L’identification du facteur Jacobien de la fonctionnelle de Green permet de

calculer les anomalies chirales non commutatives dans la théorie quantique des
champs et ses implications dans la quantification des intéractions gravitationnelles
dans le formalisme intégrale de chemin.
Dans ce chapitre, nous avons montré que les anomalies chirales dans un espace-
temps euclidien (plat) non commutatif sont équivalentes à celles d’un espace-
temps courbé exprimées dans la géométrie riemannienne classique (commutative)
où le terme représentant la non commutativité de l’espace-temps pouvait jouer
le même rôle que la gravitation. Donc le résultat obtenu à travers ce chapitre est
l’existence d’un aspect gravitationnel que donne la géométrie non commutative
à l’espace-temps en l’absence de la force de gravité. C’est une façon de rendre la
gravitation mieux persuasive.
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Chapitre 3

Extension non commutative de
l’espace-temps

La géométrie non commutative de l’espace-temps a connu beaucoup d’inté-
rêt chez les physiciens afin d’allier la relativité générale à la physique quantique.
Pour cela on a proposé beaucoup de modèles et d’approches pour resoudre les
equations d’Einstein dans un espace-temps non commutatif [24, 25].
Dans la référence [26], une nouvelle solution aux équations d’Einstein de la gra-
vitation non commutative a été présentée, c’ést une extension de la solution de
Schwarzschild déformée. Dans ce chapitre nous allons construire une solution trou
noir étendue à symétrie sphérique (exemples : la métrique FRW et la métrique
de Bardeen Vaidya) en se basant sur l’approche [27]. À l’aide de la nouvelle
métrique FRW ”déformée”, nous étudierons quelques propriétés physiques, dé-
terminées jusqu’au second ordre en le paramètre de la non commutativité Θµν .

3.1 Correction au second ordre de la métrique
FRW

3.1.1 Champs de jauge commutatif
Une déformation de la gravitation d’Einstein a été étudiée [26] en utilisant le

groupe de de Sitter SO (4, 1) non commutatif à l’aide des mappings de Seiberg-
Witten [28, 29, 30] et de la contraction au groupe de Poincaré ISO (3, 1) (Lorentz
inhomogène).

Le groupe SO (4, 1) est de dimension 10, ses générateurs infinitésimaux sont
tels que MAB = −MBA [31].
Si nous mettons A = a, 5 et B = b, 5, ... (a, b = 1, 2, 3, 4) [30], les générateursMAB

peuvent être identifiés par des translations Pa = Ma5 et la rotation de Lorentz :
Mab = −Mba (3.1)
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3. Extension non commutative de l’espace-temps

et par conséquent, les potentiels de jauge ωµAB (x) = −ωµBA (x) peuvent être
exprimé par les connexions de spin :

ωµ
ab (x) = −ωµba (x) (3.2)

et les tetrades :
ωµ

a5 (x) = κeµ
a (x) (3.3)

où κ est le paramètre de contraction. A la limite (κ→ 0), nous obtenons le groupe
ISO (3, 1) (le groupe de Poincaré de la théorie de gravitation dans l’espace-temps
commutatif).

Les tenseurs électromagnétiques associés [26] seront donc exprimés en fonction
de ωµAB (x) comme suit :

FAB
µν = ∂µων

AB − ∂νωµAB +
(
ωµ

ACων
DB − ωνACωµDB

)
ηCD (3.4)

ou encore :

F a5
µν ≡ κΓaµν = κ

[
∂µe

a
ν − ∂νeaµ +

(
ωµ

abecν − ωνabecµ
)
ηcd
]

(3.5)

et

F ab
µν ≡ Rµν

ab = ∂µων
ab − ∂νωµab +

(
ωµ

acων
db − ωνacωµdb

)
ηcd + κ

(
eaµe

b
ν − eaνebaµ

)
(3.6)

où ηCD = diag (1, 1, 1,−1, 1) et ηcd = diag (1, 1, 1,−1).
La théorie de Poincaré ayant la structure de l’espace U (4) de Riemann-Cartan
possède une torsion et une courbure. Donc nous pouvons intérpréter les quantités
Γaµν et Rµν

ab définies par eaµ (x) et ωµab (x) comme étant le tenseur de torsion et le
tenseur de courbure de Riemann, respectivement. Alors une fois que nous posons
la torsion nulle

(
Γaµν = 0

)
, les connexions de spin et les tétrades ne seront plus

indépendants.

3.1.2 Champs de jauge déformé
Prenons maintenant la métrique modifiée FRW définie ainsi :

ds2 = −dt2 + a2 (r, t)
[

dr2

1− kr2 + r2dΩ2
]

(3.7)

où xµ = (r, θ, ϕ, t), µ = (1, 2, 3, 4). Le facteur scalaire a est une fonction de r et
t. Pour k = 0 :

gµν =


a2 0 0 0
0 r2a2 0 0
0 0 r2a2 sin2 θ 0
0 0 0 −1

 (3.8)
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3. Extension non commutative de l’espace-temps

où :

eµ
1 = (a, 0, 0, 0) , eµ

2 = (0, ra, 0, 0)
eµ

3 = (0, 0, ra sin θ, 0) , eµ
0 = (0, 0, 0, 1) (3.9)

et par conséquent :

eµ1 =
(1
a
, 0, 0, 0

)
, eµ2 =

(
0, 1
ra
, 0, 0

)
eµ3 =

(
0, 0, 1

ra sin θ , 0
)
, eµ0 = (0, 0, 0, 1) (3.10)

sont les composantes des tétrads et leurs inverses, avec a = a (r, t) et µ =
(1, 2, 3, 4) = (r, θ, ϕ, t).
Les composantes non nulles de la connexion de spin sont :

ω1
14 = −ȧ, ω2

12 = −a+ ra
′

a
, ω2

24 = −rȧ

ω3
13 = −a+ ra

′

a
sin θ, ω3

23 = − cos θ, ω3
34 = −rȧ sin θ (3.11)

avec ȧ = da

dt
et a′ = da

dr
. Les composantes du tenseur de courbure Rµν

ab peuvent
être obtenues à partir de l’équation (3.7) en utilisant le programme analytique des
tenseurs de la relativité générale (GR) dans le logiciel "Maple". Les propriétés :

Rµν
ab = Rνµ

ba = −Rνµ
ab = −Rµν

ba (3.12)

permettent d’avoir dix composantes non nulles :

R13
13 = sin θR12

12

= sin θ
a2

[
ra2ȧ2 − aa′ + ra

′2 − raa′′
]

R14
14 = ä, R24

24 = rä, R34
34 = rä sin θ

R23
23 = −r sin θ

a2

[
2aa′ + ra

′2 − ra2ȧ2
]

R13
34 = −aR34

13 = r sin θ
a

[
ȧa
′ − aȧ′

]
R12

24 = −aR24
12 = r

a

[
ȧa
′ − aȧ′

]
(3.13)

D’après ces résultats, nous constatons que Rµν
ab = − 1

a
Rab

µν .
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3. Extension non commutative de l’espace-temps

Maintenant, nous allons suivre la stratégie décrite dans [26] dans le but de
construire une théorie de la gravitation non commutative en effectuant une cor-
rection à la métrique FRW jusqu’au seccond ordre en Θ (paramètre de la non
commutativité). L’idée est de développer une théorie de jauge non commutative
à partir du groupe de de Sitter SO (4, 1) suivie par une contraction au goupe de
Poincaré ISO (3, 1) (Lorentz inhomogéne). Le résultat sera donné sous forme des
champs de jauge déformés êµa (x,Θ). Nous supposons alors que la structure de
l’espace-temps non commutatif est définie par la condition suivante :

[xµ, xν ] = iΘµν (3.14)

où Θνµ = −Θµν ( avec µ, ν = 1, 2, 3, 4) sont les paramètres constants qui repré-
sente la structure canonique et qui définissent la non commutativité de l’espace-
temps.
Pour développer la théorie de jauge non commutative, nous introduisons le pro-
duit star défini dans (1.50). Pour cela, soient ω̂µAB (x,Θ) les champs de jauge
dans le cas non commutatif, tels que :

ω̂µ
AB+ (x,Θ) = −ω̂µBA (x,Θ) , ω̂µ

AB (x,−Θ) = −ω̂µBA (x,Θ) (3.15)

(” + ” indique le complexe conjugé). Le développement des champs de jauge en
Θµν donne l’expression suivante :

ω̂µ
AB (x,Θ) = ωµ

AB (x)− iΘνρωµνρ
AB (x) + ΘνρΘλτωµνρλτ

AB (x) + ... (3.16)

Les contraintes (3.15) impliquent les propriétés suivantes :

ωµ
AB (x) = −ωµBA (x) , (3.17)

ωµνρ
AB (x) = ωµνρ

BA (x) , (3.18)
ωµνρλτ

AB (x) = −ωµνρλτBA (x) , ... (3.19)

Les Seiberg-Witten maps, permettent d’écrire les corrections non commutatives
(3.15) jusqu’à second ordre en Θµν [27] :

ωµνρ
AB (x) = 1

4 {ων , ∂ρωµ +Rρµ}AB (3.20)

ωµνρλτ
AB (x) = 1

32[−{ωλ, ∂τ {ων , ∂ρωµ +Rρµ}}AB + 2 {ωλ, {Rτν , Rµρ}}AB

− {ωλ, {ων , DρRτµ + ∂ρRτµ}}AB + 2 [∂νωλ, ∂ρ (∂τωµ +Rτµ)]AB

− {{ων , ∂ρωλ +Rρλ} , (∂τωµ +Rτµ)}AB] (3.21)

où

{α, β}AB = αACβC
B + βACαC

B, (3.22)
[α, β]AB = αACβC

B − βACαCB (3.23)
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et
DµRρσ

AB = ∂µRρσ
AB +

(
ωµ

ACRρσ
DB + ωµ

BCRρσ
DA
)
ηCD (3.24)

Pour le cas non commutatif, nous imposons la condition de la torsion nulle Γaµν = 0
(et pas Γ̂aµν = 0, car à la limite k → 0, la composante ω̂µ55 (x,Θ) va disparaître).
Donc à l’aide des expressions (3.17) et (3.18), nous pouvons, à la limite k → 0,
obtenir les tétrades non commutatives (déformées) êµa (x,Θ) jusqu’au second
ordre :

êµ
a (x,Θ) = eµ

a (x)− iΘνρeµνρ
a
µ (x) + ΘνρΘλτeµνρλτ

a (x) + o
(
Θ3
)

(3.25)

où
eµνρ

a = 1
4[ωνac∂ρeµd + (∂ρωµac +Rµρ

ac) eνd]ηcd (3.26)

et

eµνρλτ
a = 1

32[2 {Rτν , Rµρ}ab ecλ − ω ab
λ

(
DρR

cd
τµ + ∂ρR

cd
τµ

)
emν ηdm−

{ων , (DρRτµ + ∂ρRτµ)}ab ecλ − ω ab
λ ∂τ

(
ω cd
ν ∂ρe

m
µ +

(
∂ρω

cd
µ +R cd

ρµ

)
emν
)
ηdm

+ 2∂νω ab
λ ∂ρ∂τe

c
µ − 2∂ρ

(
∂τω

ab
µ +R ab

τµ

)
∂νe

c
λ − {ων , (∂ρωλ +Rρλ)}ab ∂τecµ

−
(
∂τω

ab
µ +R ab

τµ

) (
ω cd
ν ∂ρe

m
λ +

(
∂ρω

cd
λ +R cd

ρλ

)
emν
)
ηdm]ηbc (3.27)

Nous définissons également le complexe conjugué de ces tétrades ainsi :

êµ
a+ (x,Θ) = eµ

a (x) + iΘνρeµνρ
a (x) + ΘνρΘλτeµνρλτ

a (x) + o
(
Θ3
)

(3.28)

Cette expression permet d’exprimer les composantes de notre métrique non com-
mutative par :

ĝµν (x,Θ) = 1
2ηab

(
êµ
a ? êµ

b+ + êµ
b+ ? êµ

a
)

(3.29)

ce qui permet de construire la métrique (FRW) déformée en utilisant les résultats
précédents.
Pour cela, nous devons calculer d’abord les tétrades êµa (x,Θ) et leurs complexes
conjuguées êµa+ (x,Θ), définies dans les équations (3.21) et (3.24) et les utiliser
dans l’équation (3.25) pour déterminer ĝµν (x,Θ).
Pour simplifier les calculs (difficiles et très longs), nous nous limitons à un choix
dans le système de coordonnées de l’espace-temps où le paramètre de la non
commutativité Θµν est une matrice ayant la forme suivante :

Θµν =


0 0 0 Θ
0 0 0 0
0 0 0 0
−Θ 0 0 0

 , µ, ν = 1, 2, 3, 4 (3.30)
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Θ est une quantité constante ayant la dimension du carré de la longueur [Longueur]2.
Ce choix du paramètre Θµν (3.30) permet de simplifier les expressions précédentes
pour avoir :

êµ
a+ (x,Θ) = eµ

a (x) + iΘ [eµ41
a (x)− eµ14

a (x)]

+ Θ2
[

eµ1414
a (x) + eµ4141

a (x)
−eµ4114

a (x)− eµ1441
a (x)

]
+ o

(
Θ3
)

(3.31)

où

eµ41
a (x)− eµ14

a (x) = 1
4
[
ω4

aµ∂reµµ + ra
(
∂rωµ

a4 +R1µ
a4
)
− aR4µ

a1
]

(3.32)

avec
eµ14

a (x) = 1
4aR4µ

a1 et e44 = ra , (3.33)

puis nous calculons les expressions : eµ14
a, eµ1414

a, ..., R1µ
a4, R4µ

a1, ... et les
composantes non nulles des tetrads (eµa, ...) et des connexions de spin (ωµab, ...)
(voir AnnexeA).
Finalement, nous écrivons la métrique ĝµν (x,Θ) jusqu’au second ordre en Θ ainsi :

ĝµν (x,Θ) =


ĝ11 (x,Θ) 0 0 ĝ14 (x,Θ)

0 ĝ22 (x,Θ) 0 0
0 0 ĝ33 (x,Θ) 0

ĝ41 (x,Θ) 0 0 ĝ44 (x,Θ)

 (3.34)

avec
ĝ11 (x,Θ) = g11 (x) + Θ2Ξ1 (3.35)
ĝ22 (x,Θ) = g22 (x) + Θ2Ξ2 (3.36)
ĝ33 (x,Θ) = g33 (x) + Θ2Ξ3 (3.37)
ĝ44 (x,Θ) = g44 (x) + Θ2Ξ4 (3.38)

ĝ14 (x,Θ) = −ĝ41 (x,Θ) = Θ2Ξ5 (3.39)
où

Ξ1 = 1
64a2


12ra7a

′′′ + 6r2a8ȧ
′2 + 46r2a6a

′′2 − 18a2ȧ2 + 44a6a
′2+

56r2a4a
′4 + 21r2a8ȧ4 − 84ra5a

′3 + 6r2a8ȧȧ
′′ + 24a7a

′′

−54r2a7ȧa
′
ȧ
′ − 36ra8ȧȧ

′ + 98ra6a
′
a
′′ − 110r2a5a

′2
a
′′

+12r2a6a
′
a
′′′ − 55r2a7ȧ2a

′′ − 66ra7ȧ2a
′ + 62r2a6ȧ2a

′2

 (3.40)

Ξ2 = 1
64a2


16a8 + 6r4a6

(
a
′′2 − a2ȧ

′2
)

+ 43r2a7a
′′ − 136r3a6a

′
a
′′+

46r3a8ȧȧ
′ − 21r4a8ȧ4 + 45r2a8ȧ2 + 8r4a4a

′4
(
1 + raa

′
)

+86r3a7ȧ2a
′ − 23r4a6ȧ2a

′2 + 47r4a7ȧ2a
′′ + 17r4a5a

′2
a
′′

−52ra7a
′ − 92r2a6a

′2 + 2r3a7
(
a
′′′ + ra

(
a
′
a
′′′ − ȧȧ′′

))

 (3.41)
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Ξ3 = 1
64a2



6r4a6a
′′2 + 43r2a7a

′′ − 32r3a5a
′3 + 14r4a8ȧ4 − 18r4a4a

′4

+14r4a5a
′2
a
′′ − 15r2a8ȧ2 + 50r2a6a

′2 − 20r4a7ȧ2a
′′

16a8 + 6r4a6
(
ȧ2a

′2 − a2
)

+ 48r3a7ȧ2a
′ + 54r3a8ȧȧ

′′

+110ra7a
′ − 8r3a8ȧȧ

′ − 2r3a7
(
a
′
a
′′′ (1 + ra)− raȧȧ′′

)

− cos θ



+14r2a5
(
aa
′2 + a3ȧ4 + r4a

′2
a
′′
)

+ 6r4a6ȧa
′2

+54r3a6a
′
a
′′ − 32r3a5a

′3 + 48r3a7ȧ2a
′2−

18r4a4a
′46ra6

(
aa
′ + r3a

′′2 − r3a2ȧ
′2
)
−

20a7
(
a− r4ȧ2a

′′
)
− 15r2a8ȧ2 − 8r3a8ȧȧ

′+
27r2a7a

′′′ − 2r3a6
(
ra
′
a
′′′ − ra2ȧȧ

′′ − aa′′′
)





(3.42)

Ξ4 = 1
32a6


2ra7ä

′ + 24r2a6ȧ
′2 + 6r2a2ȧȧ

′′ + 42r2a5ȧȧ
′
a
′

+30r2a4ȧ2a
′2 + 2r2a6a

′
ä
′ + 17r2a6äa

′′

−18ra6
(
äa
′ + raȧ2ä

)
− 15r2a5äa

′2 − a7ä

 (3.43)

Ξ5 = 1
128a6



14r2a6ȧa
′′′ + 4ra8ȧ

(
rä
′ − 7ä

)
+ 7ra6ȧa

′′

+108ra6a
′
ȧ
′ − 101r2a5a

′2
ȧ
′ + 12r2a8äȧ

′

+16ra6ȧ
′′
(
a+ ra

′
)
− 81r2a7ȧ2ȧ

′+
3ra7ȧ3 + 70r2a6ȧ3a

′ + 135r2a4ȧa
′3

−116ra5ȧa
′2 + 13a7ȧ

′ + 98r2a6ȧ
′
a
′′−

44r2a7ȧa
′
ä− 155r2a5ȧa

′
a
′′ − 11a6ȧa

′


(3.44)

3.2 Cas particulier
Nous considérons une étude de la métrique (FRW) non commutative pour un

cas particulier en choisissant le facteur de l’expansion sous une forme exponen-
tielle en fonction du temps seulement :

a(t) = tβ (3.45)

Pour cela, nous écrivons :

dS2 = −dt2 + tβ

1 + kr2 [dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)] (3.46)

Si nous posons k = 0, nous obtenons les expressions des tétrades suivantes :

ê1
1 = tβ + Θ2

128β
2t3β−2

(
17r2β2t2(β−1) − 18

)
(3.47)

ê1
2 = −iΘ4 rβ2t3β−2 (3.48)

ê1
4 = − 3

128Θ2rβ3t4β−3 (3.49)
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ê2
1 = iΘ

4 tβ
(
r2β2t2(β−1) − 1

)
(3.50)

ê2
2 = rtβ + Θ2

128rβ
2t3β−2

(
17r2β2t2(β−1) − 21

)
(3.51)

ê3
3 = r sin θtβ − iΘ

4 cos θtβ − Θ2

128rβ
2 sin θt3β−2

(
15− 14r2β2t2(β−1)

)
(3.52)

ê4
1 = 7

32Θ2rβ2 (1− β) t3(β−1) (3.53)

ê4
4 = 1 + Θ2

64 β (β − 1) t2(β−1)
(
18r2β2t2(β−1) + 1

)
(3.54)

Les composantes des tétrades inverses êµa sont :

ê1
1 = 214t8−β + 27βΘ2t4−β

[
3
(
rβtβ

)2
(121β − 48)− 4t2 (17β + 2)

]
(3.55)

ê1
2 = 8iΘr2

(
t2−β − r2β2tβ

)
(3.56)

ê1
4 = −224Θ2rβ2 (1− β) t2β−3 (3.57)

ê2
1 = −256iΘβ2t4+β (3.58)

ê2
2 = 214t6−β + 27Θ2rβt4+β

[
133r2β3t2β + t2 (45β + 4)− 116β − 4

]
(3.59)

ê3
3 = −214r3 sin θ cos2 θt8−β + 212iΘr2 cos3 θt8−β + 27Θ2r sin θt4 (rβ cos θ)2 tβ

(
15− 14r2t2(β−1)

)
−

2t−β
(

14
(
rβtβ

)4
− 15

(
rβ sin θtβ+1

)2
+ 4t4 (5 cos2 θ − 4)

)  (3.60)

ê4
1 = 2432Θ2rβ3t3β+1 (3.61)

ê4
2 = iΘ

2 βtβ−1 (3.62)

ê4
4 = 210t8 + 16βt4+2βΘ2

[
4
(
rβtβ

)2
(19− 27β) + t2 (59β + 2)

]
(3.63)

La relation (3.26) permet d’écrire la métrique :

ĝµν =


ĝ11 0 0 ĝ14
0 ĝ22 0 0
0 0 ĝ33 0
ĝ41 0 0 ĝ44

 (3.64)

avec :
ĝ11 = t2β + Θ2

64 β
2t2(β−2)

(
21r2β2t4β − 18

)
(3.65)
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ĝ14 = ĝ41 = Θ2

128rβ
2t4β−3 (28− 25β) (3.66)

ĝ22 = r2t2β + Θ2

64 t
2β
[
r2β2t2(β−1)

(
21r2β2t2(β−1) − 45

)
+ 4

]
(3.67)

ĝ33 = r2t2β sin2 θ + Θ2

64 t
2β
[
r2β2 sin2 θt2(β−1)

(
14r2β2t2(β−1) − 15

)
+4 (5 cos2 θ + 4)

]
(3.68)

ĝ44 = −1 + Θ2

32 β (1− β)
(
18r2β3t4(β−1) + t2(β+1)

)
(3.69)

Il est clair que l’extension de la métrique FRW (qui est à l’origine diagonale)
donne une métrique non diagonale (gtr = −grt 6= 0). L’expression (3.15) permet
aussi de trouver les connexions de spin non nulles correspondantes :

ω̂1
11 = 27

128Θ2rβ4t4(β−1) (3.70)

ω̂1
12 = ω̂1

21 = −iΘ4 β2t2(β−1) (3.71)

ω̂1
14 = −βtβ−1 + Θ2

64 β
3
[
8t3(β−1) + 7r2β2t5(β−1)

]
(3.72)

ω̂1
22 = 15

128Θ2rβ4t4(β−1) (3.73)

ω̂1
24 = ω̂1

42 = −iΘ2 rβ3t3(β−1) (3.74)

ω̂1
41 = βtβ−1 − Θ2

128β
3
[
4t3(β−1) − 5r2β2t5(β−1)

]
(3.75)

ω̂1
44 = Θ2

32 rβ
2t2(β−1) (3.76)

ω̂2
11 = −3iΘ

4 rβ2t2(β−1) (3.77)

ω̂2
12 = −1 + Θ2

128β
2
[
33r2β2t4(β−1) + 4t2(β−1)

]
(3.78)

ω̂2
14 = iΘ

2 r2β3t3(β−1) (3.79)

ω̂2
21 = −1− 29

128Θ2r2β4t4(β−1) (3.80)

ω̂2
22 = −iΘrβ2t2(β−1) (3.81)

ω̂2
24 = −rβtβ−1 + Θ2

128rβ
3t3(β−1)

[
1− 14β2t2(β−1)

]
(3.82)

ω̂2
41 = iΘ

4 βtβ−1
[
r2β2t2(β−1) − 1

]
(3.83)
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ω̂2
42 = rβtβ−1 + Θ2

128rβ
3t3(β−1)

[
5r2β2t2(β−1) + 22

]
(3.84)

ω̂2
44 = iΘ

4 rβ2t2(β−1) (3.85)

ω̂3
13 = − sin θ + iΘ

2 rβ2 cos θt2(β−1) + Θ2

64 β
2 sin θt2(β−1)

[
r2β2t2(β−1) + 6

]
(3.86)

ω̂3
23 = − cos θ − iΘrβ2 sin θt2(β−1) Θ2

128β
2 cos θt2(β−1)

[
9r2β2t2(β−1) + 8

]
(3.87)

ω̂3
31 = sin θ (3.88)

ω̂3
32 = cos θ (3.89)

ω̂3
34 = −rβ sin θtβ−1 (3.90)

ω̂3
43 = βr sin θ + iΘ

4 β cos θtβ−1 + Θ2

64 rβ
3 sin θt3(β−1)

[
5r2β2t2(β−1) + 2

]
(3.91)

ω̂4
11 = Θ2

64 β
2 (β − 1) t2β−3

[
23r2β2t2(β−1) − 6

]
(3.92)

ω̂4
12 = iΘ

2 rβ2 (1− β) t2β−3 (3.93)

ω̂4
14 = 3

32Θ2rβ2 (1− β) t3β−4 (3.94)

ω̂4
21 = iΘ

2 rβ2 (β − 1) t2β−3 (3.95)

ω̂4
22 = Θ2

64 β
2 (β − 1) t2β−3

[
23r2β2t2(β−1) + 8

]
(3.96)

ω̂4
24 = iΘ

2 β (1− β) tβ−2 (3.97)

ω̂4
44 = Θ2

32 β
2 (β − 1) t2β−3

[
2r2β2t2(β−1) − 5

]
(3.98)

3.2.1 Implications cosmologiques
Pour calculer les paramètres cosmologiques associés à la métrique FRW non

commutative, nous utilisons, plutôt que la métrique FRW non commutative dé-
crite dans (3.64), la métrique diagonale correspondante. Pour cela soit les trans-
formations de coordonnées suivantes :

dt = ηdt′ + δr′ (3.99)
dr = λdt′ + δr′ (3.100)
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avec

η = Ω
−Ω2ĝ44 − ĝ11 + Ω (ĝ14 + ĝ41) , δ = − 1

Ω (3.101)

où
Ω = 2ĝ11 + ĝ14 + ĝ41

2ĝ44 + ĝ14 + ĝ41
(3.102)

Nous obtenons donc cette la métrique diagonale :

ĝµν (x,Θ) =


˜̂g11 (x,Θ) 0 0 0

0 ĝ22 (x,Θ) 0 0
0 0 ĝ33 (x,Θ) 0
0 0 0 ˜̂g44 (x,Θ)

 (3.103)

avec

˜̂g11 (x,Θ) = 1
2

[
ĝ44 + ĝ11 +

√
Λ (ĝ44 − ĝ11 − 2ĝ14)

]
(3.104)

˜̂g44 (x,Θ) = 1
2

[
ĝ44 + ĝ11 −

√
Λ (ĝ44 − ĝ11 − 2ĝ14)

]
(3.105)

où
Λ = ĝ44 + ĝ11 + ĝ14 + ĝ41 (3.106)

A l’aide de cette nouvelle métrique nous pouvons calculer différents paramètres
cosmologiques :

Constante de Hubble

Il est clair que dans le cas de l’espace-temps non commutatif, le facteur de l’ex-
pansion non commutatif n’est plus en fonction du temps seulement (comme dans
le cas commutatif a = a(t) = tβ). Soit alors le nouveau facteur non commutatif
de l’expansion :

aNCG = â (r, t) (3.107)
et par conséquent, nous aurons deux composantes pour la constante de Hubble
(HNCG = Ĥ) ; une temporelle (Ĥt) et l’autre radiale (Ĥr) :

Ĥt = Ĥ (r′, t′) = 1
â

∂â

∂t′
= η

2Λ

(
Λ̇− Λ′

Ω

)
(3.108)

Ĥr = Ĥr (r′, t′) = 1
â

∂â

∂r′
= Λ̇ + Λ′

2Λ (3.109)

(.) et (′) représentent la dérivée de Λ par rapport au temps et à l’espace respeci-
vement.
La variation des paramètres de Hubble en fonction du temps est représentée par
la Figure (3.1).
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Figure 3.1 – Variation de Ĥt et Ĥr en fonction du temps.

Paramètre de décelération

De même, nous distinguons deux composantes (q̂t, q̂r) pour le paramètre de
décelération, telles que :

q̂t = − 1
âĤ2

t

∂2â

∂t′2
= − 1

Ĥ2
t

[
(Σ1 + Σ2 + Σ3) η2 + (Σ4 + Σ5) ηη̇

− 1
Ωη ((Σ6 + Σ7 + Σ8) η − (Σ4 + Σ5) η′)

]
(3.110)

q̂r = − 1
âĤ2

r

∂2â

∂r′2
= − 1

Ĥ2
r

[Σ1 − 2ΩΣ2 − ΩΣ7] (3.111)

où

Σ1 = Λ̈
2Λ −

.

Λ
2

Λ2 (3.112)

Σ2 = − 1
4Ω

2
.′

Λ
Λ −

.

ΛΛ′

Λ2

 (3.113)

Σ3 =
.

ΩΛ′

2Ω2Λ (3.114)

Σ4 = Λ̇
2Λ (3.115)

Σ5 = − Λ′

2ΩΛ (3.116)

Σ6 = −ΩΣ2 (3.117)

Σ7 = − 1
Ω

(
Λ′′

Λ −
Λ′2

4Λ2

)
(3.118)

Σ8 = Ω′

Ω Σ5 (3.119)
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La figure 3.2 représente la variation de la décelération du genre temps et du genre
espace en fonction du temps pour une valeur fixe du paramètre de la non com-
mutativité Θ.
Nous remarquons que les deux types de décelération (qt) et (qL) sont des quantités

Figure 3.2 – Variation du paramètre de la décelération en fonction du temps

négatives (il s’agit d’une accélération) avec décroissance en fonction du temps. De
cette représentation graphique, nous déduisons que la géométrie non commuta-
tive nous conduit à un espace-temps non homogène, donc cela peut être considéré
comme une des raisons qui expliquent l’énigme de l’accélération de l’expansion de
l’univers sans avoir besoin d’invoquer le scenario de l’énergie noire. Ces résultats
ont été obtenus selon notre choix de la matrice de la non commutativité Θµν

(3.30).

D’une autre manière, nous pouvons intérpréter les résultats de la non com-
mutativité comme suit :

a) Le premier résultat consiste à écrire des équations de champ (l’équation
de Friedmann) dans un espace-temps non commutatif :

¨̂a
â

= −1
6
(
ρ̂+ 3P̂

)
(3.120)

P̂ et ρ̂ sont la pression et la densité d’énergie non commutatives correspondantes :

P̂ = P + Θ2P̃ (3.121)
ρ̂ = ρ+ Θ2ρ̃ (3.122)

P et ρ étant la pression et la densité d’énergie ordinaires, P̃ et ρ̃, la correction
non commutative d’ordre Θ2.
Cela veut dire que nous pouvons interpréter toutes les corrections non commu-
tatives comme des corrections causées par le tenseur "moment-énergie-pression" ;

45



3. Extension non commutative de l’espace-temps

ainsi, la contribution de la non commutativité qui rend la pression et la densité
d’énergie inhomogènes nous conduit à un fluide imparfait et à une expansion ac-
célérée de l’univers.
En plus, si nous arrivons à écrire l’expression suivante :

P̂ = ŵ (r, t) ρ̂ (3.123)

nous pouvons avoir une équation avec le paramètre d’état ŵ (r, t) qui justifie le
scenario ci-dessus.

b) Le deuxième résultat consiste à écrire des équations de champ dans un
espace-temps non commutatif comme suit :

¨̂a
â

= 2
6η + 1

6
(
ρ̂+ 3P̂

)
(3.124)

où η ∝ Θ2.
Les corrections effectuées par la géométrie non commutative peuvent être inter-
prétées comme une constante cosmologique induite menant à une accélération
de l’expansion de l’univers. Ainsi, nous disons que la déformation de l’espace-
temps conduit à une constante cosmologique variable (elle varie avec le temps et
l’espace).

3.3 Correction au second ordre de la métrique
de Bardeen-Vaidya (BV)

Dans cette section, nous nous intéréssons à une autre solution trous noirs de
l’équation d’Einstein à symétrie sphérique :

3.3.1 Espace-temps commutatif de Bardeen-Vaidya (BV)
Soit l’espace de Bardeen-Vadya [33, 34, 35] à quatre dimensions (D = 4) :

dS2 = −e2ψ(r,t)A (r, t) dt2 + 2eψ(r,t)drdt+ r2dΩ2 (3.125)

avec dΩ2 = dθ2 + sin2 θdφ2, et

A (r, t) = 1− 2m (r, t)
r

(3.126)

(m représente la masse du trou noir).
Prenons le cas le plus simple où m (r, t) = t− r, c-à-d :

A (r, t) = 1− 2
(
t− r
r

)
et ψ (r, t) = ln (r) (3.127)

46



3. Extension non commutative de l’espace-temps

La métrique devient alors :

gµν =


−r (3r − 2t) r 0 0

r 0 0 0
0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2 θ

 (3.128)

Ce qui permet d’écrire la matrice inverse correspondante :

gµν =



0 1
r

0 0
1
r

(3r − 2t
r

)
0 0

0 0 1
r2 0

0 0 0 1
r2 sin2 θ


(3.129)

où (µ, ν) = (1, 2, 3, 4) ≡ (t, r, θ, φ).
Cette métrique possède (dans les conditions générales) un horizon (trapping ho-
rizon) [36] si :

A (r, t) = 0 (3.130)

situé à
r = rH (t) = 2

3t (3.131)

La quantité m (rH (t) , t) s’appelle la masse de Misner-Sharp de l’horizon.

3.3.2 Espace non commutatif de Bardeen-Vaidya (BV)
Pour construire un espace-temps (BV) non commutatif à partir de la mé-

trique (3.128), nous faisons un choix pour le paramètre de non commutativité
Θµν différent de celui utilisé dans (3.30) :

Θµν =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 Θ
0 0 −Θ 0

 (3.132)

De la même manière, nous calculons les différents tétrades correspondantes :

ê1
1 =

√
r (3r − 2t) + Θ2

128

√
r3 (3r − 2t)3

 r4 (702 cos2 θ − 783) + r3 (78 cos2 θ − 87 + 206t)
+r2 ((26− 136t) cos2 θ − 29 + 142t− 1956t2)

+rt2 (788t− 56− 776t cos2) + 28t sin2 θ (r − 4t3)

 (3.133)
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ê1
2 = Θ2

64
r cos2 θ + sin2 θ (36t− 37r)√

r (3r − 2t)
(3.134)

ê1
3 = − 7

32Θ2 sin θ cos θ (3.135)

ê2
1 = − 1

128

√
r

3r − 2t −
Θ2

128
28t sin2 θ + r (26 cos2 θ − 29)√

r (3r − 2t)
(3.136)

ê2
2 =

√
r

3r − 2t −
Θ2

64

√
r

3r − 2t
(sin2 θ (36t− 37r) + r cos2 θ) t

r2 (3.137)

ê2
3 = 7

32rΘ2t sin θ cos θ (3.138)

ê3
2 = 3

64Θ2 sin θ cos θ (t− 3r)
√

3− 2t
r

(3.139)

ê3
3 = 46r − Θ2

64r
[
r2
(
15 cos2 θ − 36

)
− 34t2 sin2 θ + rt

(
61− 43 cos2 θ

)]
(3.140)

ê3
4 = iΘ

2 (r − t) sin θ (3.141)

ê4
2 = −iΘ2 sin θ cos θ

√
r (3r − 2t) (3.142)

ê4
3 = −iΘ4

(
2t cos2 θ + r − 2t

)
(3.143)

ê4
4 = r sin θ − Θ2

64
sin θ
r

[
2r2 (9 cos2 θ − 20)− 34t2 sin2 θ

+rt (73− 52 cos2 θ)

]
(3.144)

Ce qui permet d’écrire la métrique (3.128) pour l’espace-temps non commutatif
de Bardeen-Vaidya ainsi :

dS2 = −ĝ11dt
2 + ĝ22dr

2 + 2ĝ12dtdr + 2ĝ23drdθ + ĝ33dθ
2 + ĝ44dφ

2 (3.145)

où

ĝ11 = r (3r − 2t) + Θ2

64
1

r (3r − 2t)


28t sin2 θ (r − 2rt− 4t3)− r cos2 θ776t3

r

(
788t3 − 783r3 + r2 (2061t− 87)

+r (142t− 1956t2 − 29)

)

−2r2 cos2 θ

(
13 + 942t2 − 68t+

351r2 + 3r (13− 321t)

)


(3.146)
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ĝ12 = ĝ21

= r − Θ2

128
1

r (3r − 2t)2


+r3 (+2061t− 783) + 788rt3
−r2 (364t+ 1956t2 + 222) + 29r

+4t sin2 θ (36rt− 28t3 + 7r)

2r cos2 θ

(
351r3 − r2 (114 + 963t) +
r (13 + 942t2 + 184)− 388t3

)


(3.147)

ĝ13 = ĝ31 = − 7
32Θ2r sin θ cos θ (3.148)

ĝ22 = Θ2

64
1

r (3r − 2t)3

 sin2 θ

(
r3 (78 + 684t) + r2 (142− 1560t2)

+rt2 (56 + 1168t)− 288t4
)

+r (6rt+ 18r2t− 24rt2 + 8t3 + 9r2)

 (3.149)

ĝ23 = ĝ32 = Θ2

64 (17− 9r) sin θ cos θ (3.150)

ĝ33 = r2 + Θ2

32
[
t sin2 θ (42t− 59r)− 23r2 cos2 θ + r (44r − 18t)

]
(3.151)

ĝ44 = r2 sin2 θ + Θ2

32

[
cos4 θ (42t2 − 6r2 − 36rt) + 42 (r2 + t2)
−81rt+ cos2 θ (117rt− 34r2 − 84t2)

]
(3.152)

Il est clair que cette métrique n’est pas diagonale et revient à sa forme ordinaire
en faisant tendre Θ vers 0.

3.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons réussi à construire une métrique FRW dans la

théorie de jauge non commutative de la gravitation jusqu’au second ordre en Θµν

(le paramètre de non commutativité). Cette nouvelle métrique est une extension
[26] de l’espace-temps commutatif ; (ĝtr (t, r)) n’est pas diagonale contrairement
à la métrique associée à l’univers ordinaire.
L’étude cosmologique de cette nouvelle métrique, montre qu’à l’aide de la géomé-
trie Seiberg-Witten non commutative, nous pouvons construire un nouveau type
de trous noirs dynamiques selon la déformation de l’espace-temps où nous avons
obtenu un horizon d’évènement apparent non commutatif variant avec le temps.
Cela est considéré comme la propriété la plus importante pour un espace-temps
non commutatif.
Nous avons également montré (selon certains paramètres cosmologiques) que la
géométrie non commutative mène à un espace-temps non homogène et provoque
une sorte de torsion [37]. La contribution de la densité d’énergie et la pression
qui sont devenues elles mêmes non homogènes, donne un fluide imparfait en pro-
duisant une expansion accélérée. Ce résultat a été obtenu sans avoir besoin de
considérer le scenario de l’énergie noire.
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Chapitre 4

Radiation de Hawking et les
trous noirs de l’univers FRW

L’instabilité contre l’emission des particules fermioniques par les horizons ap-
parents des trous noirs dynamiques (la cosmologie dynamique est plus appropriée
au formalisme de Hayward et Kodama [38]) était étudiée en utilisant la méthode
de Hamilton-Jacobi via l’effect tunnel fermionique. Cette méthde permet de dé-
terminer la température de Hawking associée. Cette température est différente
de celle qui est dûe naturelement à la thermodynamique des trous noirs [39].
Dans ce chapitre, nous allons calculer la température de Hawking des trous noirs
de l’univers FRW étendu (NC) (que nous avons vu dans le chapitre 03, mais en
considérant un autre choix pour Θ), en utilisant l’approche de l’effet tunnel fer-
mionique et montrer le rôle important que joue la géométrie non commutative sur
l’espace-temps. (Ici, nous considérons tout l’univers FRW comme un trou noir).

4.1 Méthode de Hamilton-Jacobi
L’effet Hawking peut être considéré [43] comme une sorte de transition sous

l’effet tunnel à travers les horizons des trous noirs, qui permet de calculer la
température de Hawking caractérisant le trou noir associé. L’application de la
méthode de l’effet tunnel était d’abord pour la matière condensée en physique et
spécifiquement pour les phénomènes exotiques qui impliquent l’analogue des ho-
rizons dans le superfluid 3He [44, 45]. Cette méthode était redéfinie pour d’autres
cas plus généraux [46, 47].
L’idée est de considérer une méthode très puissante qui permet de fournir une
voie adéquate pour calculer la gravité de surface et la température de Hawking
en donnant une famille large de solutions. Pour cela nous considérons la méthode
de Hamilton-Jacobi [48, 49]. Cette approche utilise le fait que l’approximation
WKB [50] de la probabilité de l’effet tunnel pour la trajectoire interdite (au ni-
veau classique) de l’interieur à l’exterieur de l’horizon est donnée par définition
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[51] :
Γ ∝ e−

2
~ ImS (4.1)

où S est l’action classique de la trajectoire.
La question qui se pose ici concerne le genre de particules que nous devons accep-
ter pour trouver le spectre de la radiation de Hawking du trou noir. En principe
toutes les particules du modèle standars sont acceptées. Cependant, la plupart
des calculs publiés accomplit seulement le cas des champs scalaires, sauf pour la
réf [52] qui donne une étude détaillée de l’emission des particules ayant un spin
demi-entier pour les trous noirs stationnaires, la réf [53] pour le cas particulier
des trous noirs BTZ, et la réf [54] pour des fermions chargés ayant un spin 1

2 dans
le cas des trous noirs de Kerr-Newman.

4.1.1 Trous noirs de Bardeen-Vaidya (BV)
Pour bien comprendre l’utilisation de la méthode de Hamilton-Jacobi, nous

considérons la métrique ordinaire de Bardeen-Vaidya à quatre dimensions (3.126).

dS2 = −e2ψ(r,t)A (r, t) dt2 + 2eψ(r,t)drdt+ r2dΩ2 (4.2)

possédant un horizon apparent situé à

rH (t) = 2
3t (4.3)

auquel nous pouvons associer une gravité de surface géométrique définit dans la
théorie de Kodama-Hayward [55, 56] ainsi :

κ(t) = A
′(r, t)
2 |

TH

= 1
2rH(t) −

m
′(rH , t)
rH(t) (4.4)

ce qui indique que l’horizon d’évènement sera de genre piège si :

m
′ (rH (t) , t) ≺ 1

2 (4.5)

(”′” est la dérivée radiale). Cette condition assure la posibilité de la gravité de
surface. Dans notre cas, nous avons :

κ (t) = 3
2rH

,
(
m
′ = −1

)
(4.6)

4.1.2 Equation de Dirac
Soit l’équation de Dirac définie dans un espace-temps courbé :(

γµDµ + m

~

)
Ψ (t, r, θ, φ) = 0 (4.7)
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avec
Dµ = ∂µ + i

2ωµ
abΣab (4.8)

et
Σab = i

4 [γa, γb]− (4.9)

γµ sont les matrices satisfaisant l’algèbre de Clifford :

[γa, γb]+ = 2ηabI4x4 (4.10)

où I4x4 est la matrice identité, ηab = (−1, 1, 1, 1) et :

γ1 =
(

0 σ3
σ3 0

)
, où σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(4.11)

γ2 =
(

0 σ1
σ1 0

)
, où σ2 =

(
0 −i
i 0

)
(4.12)

γ3 =
(

0 σ2
σ2 0

)
, où σ1 =

(
0 1
1 0

)
(4.13)

γ4 = i

(
I2x2 0
0 −I2x2

)
, où I2x2 =

(
1 0
0 1

)
(4.14)

σi sont les matrices de Pauli telles que :

σiσj = I2x2δij + iεijkσk, i, j, k = 1, 2, 3.4 (4.15)

Les équations (4.7) et (4.8) donnent ensemble l’équation :

6 ∂Ψ + i

2
(
γµωµ

abΣab

)
Ψ + m

~
Ψ = 0 (4.16)

avec 6 ∂ = γµ∂µ. Nous avons obtenu les matrices γµ à partir des tetrads eaµ :

γµ = γae
a
µ

= γ1e
1
µ + γ2e

2
µ + γ3e

3
µ + γ4e

4
µ (4.17)

où
ηabe

a
µe
b
ν = gµν (4.18)

Nous pouvons donc calculer les différentes composantes des verbeins présentés
sous forme matricielle comme suit :

eaµ =



√
r
(

1− 2
r

(t− r)
)

0 0 0

− 1√(
1− 2

r
(t− r)

)
√(

1− 2
r

(t− r)
)

0 0

0 0 r 0
0 0 0 r sin θ


(4.19)
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et leurs composantes inverses :

eaµ =


1

r
√

(3r−2t)r−1
1

r
√

(3r−2t)r−1
0 0

0 1√
(3r−2t)r−1

0 0
0 0 1

r
0

0 0 0 1
r sin θ

 (4.20)

Les matrices γµ seront alors écrites ainsi :

γt = 1
r
γ0

(
1− 2 (t− r)

r

) 1
2

(4.21)

γr =
(

1− 2 (t− r)
r

) 1
2

(γ1 − γ0) (4.22)

γθ = rγ2 (4.23)
γφ = rγ3 sin θ (4.24)

et par conséquent les matrices inverses γµ seront données par :

γt = −γ0 1
r

(
1− 2 (t− r)

r

)− 1
2

(4.25)

γr =
(
γ0 − γ1

)(
1− 2 (t− r)

r

)− 1
2

(4.26)

γθ = 1
r2γ

2 (4.27)

γφ = 1
r sin θγ

3 (4.28)

Ce résultat permet de définir encore la matrice γ5 [51] :

γ5 déf= iγtγrγθγφ = i

r3 sin θ (I − γ4γ1) γ2γ3 (4.29)

4.1.3 Température de Hawking
Dans le contexte de l’approximation commutative WKB, nous faisons mainte-

nant un choix (ansatz) pour le champ de Dirac Ψ (t, r, θ, φ) pour l’employer dans
l’equation(4.16) ; pour cela soit le spineur "spin-up" de Dirac suivant :

ψ (t, r, θ, φ) =


Γ (t, r, θ, φ)

0
Ω (t, r, θ, φ)

0

 exp
[
i

~
I↑ (t, r, θ, φ)

]
(4.30)
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(Le calcul donne des mêmes résultats en considérant le (spin-down)).
Si nous remplaçons cet ansatz dans l’équation de Dirac (4.16), nous aurons des
termes de l’ordre de O (~2). Du fait que ~ → 0, nous n’avons pas besoin de
travailler avec cette précision. Il est préférable alors d’utiliser au lieu de (4.16),
l’équation suivante :

(~ 6 ∂ +m) Ψ↑ (t, r, θ, φ) +O (~) = 0 (4.31)

ou encore

r
√

1− 2 (t− r)
r

−1


iΓ∂tI↑ − Ω∂tI↑
0

−Γ∂tI↑ − iΩ∂tI↑
0

+ 1
r


0

−Ω∂θI↑
0

−Γ∂θI↑



+
√

1− 2 (t− r)
r


−Ω∂rI↑

0
−Γ∂rI↑

0

+ 1
r sin θ


0

−iΩ∂φI↑
0

−iΓ∂φI↑

+ im


Γ
0
Ω
0




exp

[
i

~
I↑

]
= 0

(4.32)
Un calcul simple mène au système d’équations différentielles suivant :

t :
√

r

3r − 2t

[
iΓ
(1
r
∂t

)
I↑ − Ω

(1
r
∂t

)
I↑

]
−
√

3r − 2t
r

Ω∂rI↑ + iΓm = 0 (4.33)

r : − Ω
r

(
∂θI↑ + i

sin θ∂φI↑
)

= 0 (4.34)

θ : −
√

r

3r − 2t

[
Γ
(1
r
∂t

)
I↑ + iΩ

(1
r
∂t

)
I↑

]
−
√

3r − 2t
r

Γ∂rI↑ + iΩm = 0

(4.35)

φ : − Γ
r

(
∂θI↑ + i

sin θ∂φI↑
)

= 0 (4.36)

Dans ce cas, χ = 1
r
∂t représente le vecteur de Kodama (il joue le rôle du vecteur

de Killing ∂t pour les trous noirs dynamiques [50] où I↑ est donné par :

I↑ =
∫
Edt+R (r) + J (θ, φ) + Cte (4.37)

Ce choix de l’action nous permet de réecrire le système (4.33) → (4.36) sous
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la forme suivante :

t : E

√
r

3r − 2t (iΓ− Ω)−
√

3r − 2t
r

R
′ (r) Ω + iΓm = 0 (4.38)

r : − Ω
r

(
J
′

θ (θ, φ) + i

sin θJ
′

φ (θ, φ)
)

= 0 (4.39)

θ : − E
√

r

3r − 2t (Γ + iΩ)−
√

3r − 2t
r

R
′ (r) Γ + iΩm = 0 (4.40)

φ : − Γ
r

(
J
′

θ (θ, φ) + i

sin θJ
′

φ (θ, φ)
)

= 0 (4.41)

avec

R
′ (r) = dR

dr
, J

′

θ (θ, φ) = ∂J (θ, φ)
∂θ

et J
′

φ (θ, φ) = ∂J (θ, φ)
∂φ

(4.42)

Les équations (4.39) et (4.41) indiquent que la fonction angulaire de l’action I↑ est
une fonction complexe, donc sa contribution est ignorée. Il reste les deux autres
équations (4.38) et (4.40). Nous pouvons distinguer alors deux cas :

1- Si Γ = iΩ , nous avons :

−2E
√

r

3r − 2tΩ−
√

3r − 2t
r

R
′ (r) Ω− Ωm = 0 (4.43)

−2iE
√

r

3r − 2tΩ−
√

3r − 2t
r

R
′ (r) (iΩ) + iΩm = 0 (4.44)

cela implique que :

R
′ (r) = −2E

(
r

3r − 2t

)
= − 2E

A (r, t) (4.45)

2- Si Γ = −iΩ , nous avons :

R
′ (r) = 0 (4.46)

Ces résultats sont obtenus pour les deux cas (massif et sans masse).
L’équation (4.46) correspond aux particules incidentes absorbées à la limite clas-
sique avec la probabilité Pincident = 1, tandis que le premier cas (4.45), représente
le processus de l’émission des particules où la probabilité s’écrit à l’aide de la
définition (4.1) ainsi :

Γ ∝ e−
4
~ ImR(r) (4.47)

Im R (r) est la partie imaginaire de la fonction radiale,

ImR (r) = − Im
∫ 2E
A (r, t)dr = − Im

∫ E

A (r, t) /2dr (4.48)
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possédant un pôle en (r = rH). Cela permet d’utiliser le théorème des résidus
pour calculer l’intégrale (4.48) :

R (r) = 2iπ Res R (r, rH) = 2iπ Res
(

E

A (rH (t) , t) /2

)
(4.49)

Une des propriétés du théorème des résidus permet d’écrire :

R (r) = 2iπ
(

E

A′ (rH (t) , t) /2

)
(4.50)

ou encore :
R (r) = 4iπ

(
E

3rH (t)

)
(4.51)

ce qui implique que :
ImR (r) = 4π

3rH (t)E (4.52)

Revenons maintenant à la probabilité (4.47) :

Γ ∝ exp
[
−4
~

2π
A′ (rH (t) , t) /2E

]
(4.53)

Elle donne donne le résultat suivant :

Γ ∝ exp
[
−16π

3~
1

rH (t)E
]

(4.54)

Cette expression représente la probabilité de transition des particules de Dirac
via l’effet tunnel, de l’intérieur vers l’extérieur de l’horizon d’évènement. Et par
conséquent, si nous utilisons [55] le fait que :

Γ ∼ e−2S ' e−βE ' exp
(
− ω

TH

)
(4.55)

telle que β est l’inverse de la température et ω est l’énergie de Misner-Sharp-
Hernandez, et l’equation (4.54), nous pouvons calculer la température de Haw-
king :

TH = A
′ (rH (t) , t)

4π (4.56)

ou encore :
TH = 3

4πrH (t) = 1
2πt (4.57)

Il est clair que la température de Hawking dûe aux trous noirs de Bardeen-Vaidya
est en croissance avec le temps, ce qui est toujours le cas dans un espace-temps
à géométrie commutative.
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4.2 Effet Tunnel fermionique dans l’espace-temps
non commutatif FRW

Dans cette section, nous allons étudier le comportement de la température de
Hawking en faisant une application de la méthode de Hamilton-Jacobi (traitée
dans la section précédente), pour un univers isotrope homogène et à symétrie
sphérique "FRW non commutatif".
Nous allons considérer un autre choix pour le paramétre Θµν de la non commu-
tativité.

4.2.1 Trous noirs FRW non commutatifs
En effet, commençons par un espace isotrope homogène et à symétrie sphé-

rique commutatif FRW et en suivant les étapes citées dans le chapitre précédent
(l’approche de la réf. [26]) pour construire une extension non commutative en
supposant que :

Θµν =


0 Θ 0 0
−Θ 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , µ, ν = 1, 2, 3, 4 (4.58)

La métrique obtenue contient des composantes ayant des expressions très com-
pliquées ce qui nécéssite l’utilisation du "Maple 16 tensor package". Des simplifi-
cations sont effectuées pour obtenir jusqu’à l’ordre 2 en Θ l’expression suivante :

dŝ2 = Σ1dt̂
2 + Σ2dΩ̂2 + Σ3dt̂dΩ̂ + r̂2dr̂2 (4.59)

Ω̂2 représente l’angle solide différentiel, t̂ = t
t0

et r̂ = r
r0

(t0 et r0 sont le temps et
le rayon propres respectivement). Les quantités Σi(i = 1, 3) sont exprimées par :

Σ1 = −(1−Ht̂
2r̃2) + Θ2(Λ1 + Λ2Ht̂

2r̃2)− Λ3

ãNCG
r̃Ht̂), (4.60)

Σ2 = (1 + Θ2Λ2)(1− r̃Hr̃)2, (4.61)

Σ3 =
[
−2r̃Ht̂ + Θ2(−2r̃Ht̂Λ2 + Λ3

ãNCG
)
]

(1− r̃Hr̃), (4.62)

où r̃ = a(t)r̂ (aest le facteur scalaire associé à la métrique FRW défini dans (3.45)).
Les Λi sont données par les expressions suivantes :

Λ1 = − 1
32β(β − 1)

(
t̂2(β+1) + 18r̂2β3t̂4(β−1)

)
, (4.63)

Λ2 = β2

64
(
−18t̂−2 + 21r̂2β2t̂4(β−1)

)
, (4.64)

Λ3 = β2

128 r̃t
4β−1(28− 25β), (4.65)
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et,

Ht̂ = βt̂β−1 + Θ2βt̂
β−1

128 (4− 90β(β − 1)t̂2(β−1) + 84r̂2β3t̂4(β−1)

− 45β2t̂3(β−2) + 21r̂2t̂5(β−4)), (4.66)

Hr̃ = 21
64Θ2β4t̂4(β−1)r̂ (4.67)

sont respectivement la composante temporelle Ht̂ et radiale Hr̂ (Hr̂ = O(Θ2) du
paramètre de Hubble dues à l’espace-temps non commutatif.

Propriétés

Le calcul permet aussi de déterminer les tétrades et les connexions de spin.
En effet, les composantes non nulles des tétrads sont :

ê0
0 = −1 + Θ2

128 t̂
2β−4β2

(
54β2 − 136β + 82

)
(4.68)

ê0
1 = −iΘ4 β(3β − 2)t̂2β−2 (4.69)

ê1
0 = −iΘ4 β(β − 1)t̂β−2 (4.70)

ê1
1 = t̂β − Θ2

128β
2t̂3β−4

(
25β2 + 57β + 10

)
(4.71)

ê2
2 = r̃t̂β + iΘ

4 t̂β−2 + Θ2

64 r̃β
2
(
−19β2 + 9β − 1

)
(4.72)

ê3
3 = −r̃ sin θ + t̂β + iΘ

4 sin θt̂β−1 + Θ2

64 r̃β
2t̂3β−4

(
3β2 − 18β + 15

)
(4.73)

et celles de la connexion de spin pour la métrique déformée FRW ont les expres-
sions suivantes :

ω̂0
00 = ω̂0

11 = 3
8Θ2β2(β − 2)(β − 1)2t2β−5 (4.74)

ω̂1
00 = ω̂1

11 = −iΘβ2(β − 1)t2(β−3) (4.75)

ω̂1
01 = −ω̂1

10 = −βtβ−1 − 1
64Θ2β3t3β−5

(
23β2 − 54β + 31

)
(4.76)

ω̂2
02 = −rβtβ−1 − 1

16β(β − 1)(12iΘtβ+3 −Θ2rβ3t3β) (4.77)

ω̂2
12 = −1− 1

32β
2t2β−4(32iηrt(β − 1) + η2(5β2 − 8β + 3)) (4.78)
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ω̂2
20 = rβtβ−1 (4.79)

ω̂2
21 = 1 (4.80)

ω̂3
03 = rβ sin θtβ−1 − 1

16β(β − 1) sin θ(12iΘtβ−2 −Θ2rβ3t3β−5) (4.81)

ω̂3
13 = sin θ − 1

32 sin θβ2(32iΘr(β − 1)t2β−3 + Θ2(5β2 − 8β + 3)t2β−4) (4.82)

ω̂3
23 = −ω̂3

32 = cos θ (4.83)

ω̂3
30 = −rβ sin θtβ−1 (4.84)

ω̂3
31 = − sin θ (4.85)

En plus, le paramètre de l’expansion âNCG prend la forme suivante :

âNCG = t̂β
[
1 + Θ2 β

2

128 t̂
2(β−1)(−45 + 21β2r̂2t̂2(β−1))

]
(4.86)

Il faut noter que la symétrie sphérique approximative de dŝ2 (jusqu’à l’ordre
de o(Θ2)) revient à établir des contraintes plus strictes pour le paramètre de
non commutativité (NCG) Θ. Il convient de mentionner que les corrections NCG
déduites dans (4.59) n’ont pas d’effet sur le but de la non commutativité pour
réduire les singularités ultraviolettes (cut-off) à l’échelle de Planck. De plus, l’ap-
proche utilisée dans réf [26] est valable non seulement pour les trous noirs ayant
des métriques statiques, mais c’est un formalisme général. En fait, nous pouvons
adopter la forme de n’importe quelle métrique dans la géométrie commutative à
la géométrie non-commutative (voir réf [26] et [57]), indépendamment du choix
du paramètre de l’expansion â(t). La seule exigence est que nous devons assurer
est la convergence de l’expansion perturbative par rapport à Θ.

Horizons apparents

Contrairement à l’univers FRW ordinaire (3.46), nous pouvons facilement
montrer que la métrique (4.59) possède trois horizons apparents (racines phy-
siques réelles) (réf [38] and [58]) situés à r̃H1 , r̃H2 et r̃H3 pour

Σ1 = 0 (4.87)

tels que :

r̃H1 = t̂

|β|
+ Θ2 t̂2

512β4 (δ2

δ3
− 4δ1), (∀ β 6= 4

3) (4.88)

r̃H2 = 8
√

2β
Θ2t̂ |δ3|

1
2

[
1 + Θ2 t̂2

256β2 (δ2 + δ3t̂
2

β2 )
]
, (4.89)
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et
r̃H3 = 3

4 t̂
[
1 + 1

2Θ2
(
δ1

180 −
9
8δ1t̂

2
)]

(β = 4
3) (4.90)

où

δ1 = −4β(β − 1)t̂2(β+1) (4.91)
δ2 = −35β3t̂2(β−2)(β2 + 4β − 5− 36β4t̂−4 − β3(28− 25β)t̂2(β−1)) (4.92)

et
δ3 = 42β5(3β − 4)t̂2(β−3) (4.93)

Les δ sont en fonction de r̃, t̂ et θ.
Ici, r̃H2 est une fonction pûrement non commutative, tandisque r̃H1 et r̃H3 re-
viennent au cas ordinaire pour la métrique FRW commutatif

(
r̃H = t̂

|β|

)
pour

Θ → 0. Cependant si Θ → 0, r̃H2 → ∞, cela implique que la singularité est
annulée et par conséquent, l’horizon pûrement non commutatif disparaît.
La structure des trois horizons apparents est résumée dans le tableau 4.1, où
A,B,C,D, F et G sont des fonctions réelles dépendant de β et t̂ :

β r̃H1 r̃H2 r̃H3

β < 0, β > 4
3 A+BΘ2 singularité cachée -

0 < β <
4
3 A+BΘ2 C

Θ2 +D + EΘ2 -

β = 4
3 - - F +GΘ2

Table 4.1 – Tableau de discussion

En respectant l’existence du paramètre de (NCG) Θ, la théorie des perturbations
nous impose les conditions suivantes :

BΘ2 < A, (4.94)
EΘ2 < D, (4.95)
GΘ2 < F (4.96)

4.2.2 Température de Hawking
En utilisant l’approximation semi-classique (WKB) [50, 58] et l’approche de

l’effet tunnel des particules, la probabilité de l’emission peut être lié à la par-
tie imaginaire de l’action du système. Dans l’approximation de l’emission des
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ondes partielles (qui seront supprimées par ~), les particules peuvent être consi-
dérées sans masse en se déplaçant le long d’une géodésique nulle radiale. La partie
imaginaire est produite par des particules qui traversent une barrière (la région
classiquement interdite). Dans notre travail, nous supposons que le processus de
l’effect tunnel est instantané et nous ne considérons pas la rétro-réaction sinon le
spectre sera dévié du spectre thermique.

Recemment [47, 48], il a été montré que la température dûe à la radiation de
Hawking et reliée à l’horizon apparent (cas du modèle FRW), peut être obtenue
en utilisant l’approche de l’effet tunnel où l’énergie des particules à travers les
horizons apparents est définie à l’aide du vecteur divergent de Kodama [41, 44]
(nous rappelons que les horizons apparents sont des propriétés non invariantes de
l’espace-temps et sont différents des horizons d’événement). L’observateur de Ko-
dama (à symétrie sphérique) se situe à l’intérieur de l’horizon apparent et observe
un spectre thermique ayant une température dûe à l’effet tunnel fermionique de
l’exérieur à l’intérieur de l’horizon [38, 58]. La raison qui nous oblige à utiliser
le vecteur de Kodama pour un espace-temps dépendant du temps (plutôt que le
vecteur de Killing utilisé pour le cas statique), est qu’il n’existe pas un vecteur de
Killing que nous pouvons utiliser pour définir une coordonée temporelle ou pour
calculer une grandeur ( accélération, gravité de surface...).
Le vecteur de Kodama est de genre temps (time-like), nul ou de genre espace
(space-like) pour r̃ < r̃A, r̃ = r̃A and r̃ > r̃A respectivement (r̃A est l’horizon
apparent).

En effet, soit le vecteur de Kodama K dans un plan à deux dimensions
(radiale-temporelle). L’énergie "Misner-Sharp-Hernandez" ω associée est donnée
par :

ω = K0∂t̂I (4.97)

K0 est la composante temporelle du vecteur de KodamaK et I représente l’action
classique telle que :

I = I(t̂, r̃, θ, ϕ) (4.98)

(t̂, r̃, θ, ϕ) sont les coordonnées sphériques telles que :

I = −
∫ ω

K0dt̂+R(r̃) + P (θ, φ), (4.99)

(R et P sont en fonction de r̃ et (θ, ϕ) respectivement).

Considérons maintenant l’ansatz Ψ̂ (un spineur sans masse non commutatif
de Dirac) suivant :

Ψ̂ = Uexp
[
i

~
I(t̂, r̃, θ, φ)

]
(4.100)
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où U est l’amplitude du spineur (nous pouvons choisir un spin-up ou un spin-
down) :

U =


A(t̂, r̃, θ, ϕ)

0
B(t̂, r̃, θ, ϕ)

0

 (4.101)

Comme nous avons vu dans la section précédente, la dérivation de l’action dans
l’equation de Dirac la plus importante est celle de la partie radiale. Pour être plus
explicite, nous considérons l’equation de Dirac dans le contexte de l’approxima-
tion (WKB) :

∂/U + i

~
U
←−
∂/ I + ω̂U = 0. (4.102)

Dans un espace non commutatif, l’equation de Dirac devient :

∂̂/U + i

~
U
←−
∂̂/ I + ω̂ ? U = 0 (4.103)

où

U
←−
∂/ I = γµU∂µI, (4.104)

U
←−
∂̂/ I = γ̂µU∂µI (4.105)

et
ω̂ = γ̂µ ? ω̂µ = γ̂µ ? Σab ? ω̂µ

ab (4.106)
? est le produit de Moyal-Weyl, et

∂/ = γµ∂µ, (4.107)
∂̂/ = γ̂µ∂µ, (4.108)

Σab = Σ(ab) + Σ[ab], (4.109)

avec

Σ[ab] = i

2 [γa, γb] , (4.110)

Σ(ab) = ηabI4×4, (4.111)

ηab (a, b = 1, 4) est la métrique de Minkowski avec la signature (−,+,+,+) et
I4×4 représente la matrice identité.
Ici ω̂abµ représentent les connexions de spin non commutatives ; elles ne sont pas
forcemment totalement antisymétriques ou réelles (eqs. (4.74)-(4.85)), (pour plus
de détails voir les réfs. [51, 59]). En plus, la validité de l’approximation(WKB)
dans la géométrie non commutative exige d’effectuer l’approximation en premier
lieu puis transformer l’espace-temps ordinaire en un espace-temps non commuta-
tif ; sinon, le produit star de Moyal-Weyl va générer des termes d’ordre supérieur
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à ~−1 (expansion perturbative).
Donc, à la limite semi-classique, nous négligeons les termes de l’ordre de o (~)
[50] ; dans ce cas l’équation de Dirac devient,

(iγ̂µ∂µI)U = 0, (4.112)

où
γ̂µ = êµaγ

a, (4.113)
Les matrices gamma de Dirac γa(a = 1, 3) et celles de Pauli sont données dans la
representation chirale dans la section précédente (eqs. (4.11)-(4.14)). Désormais,
nous posons : x0 ≡ t̂, x1 ≡ r̃, x2 ≡ θ et x3 ≡ ϕ. Les quantités êµa sont les
composantes inverses des tetrads non commutatives êaµ données par les expressions
(4.68)-(4.73), telles que :

êµa ∗ êbµ = δba, (4.114)
et

êµa ∗ êaν = δµν , (4.115)
et par conséquent, la métrique inverse non commutative FRW ĝµν sera définie
par :

ĝµν = 1
2
(
êµa ∗ ˆeνa∗ + êνa ∗ ˆeµa

∗)
, (4.116)

Pour simplifier le calcul qui vient par la suite, nous utilisons la forme vectorielle
pour les tetrads [26, 50] :

êµ0(α, λ, 0, 0), êµ1(0, ς, 0, 0), êµ2(0, 0, δ, 0), êµ3(0, 0, 0, χ), (4.117)

avec

α =
√

Σ2

∆ , λ =
√

Σ2
3

Σ2∆ , (4.118)

ς =
√
λ2 − Σ1

∆ , ∆ = Σ2
3

4 − Σ1Σ2. (4.119)

δ et χ sont en fonction de r̃, t̂ et θ, leurs expressions sont sans aucune importance
dans le calcul de la température non commutative de Hawking comme nous avons
vu en calculant les horizons apparents non commutatifs associés.

En utilisant le spineur non commutatif (4.100) et en adoptant le choix de
l’action (4.99), nous pouvons écrire :

i(α, λ, 0, 0)
(
iI2x2 0

0 −iI2x2

)
+ i(0, ς, 0, 0)

(
0 σ3
σ3 0

)

+i(0, 0, δ, 0)
(

0 σ1
σ1 0

)
+ i(0, 0, 0, χ)

(
0 σ2
σ2 0

)
 (∂µI)


A
0
B
0

 = 0

(4.120)
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où A = A(t̂, r̃, θ, ϕ) et B = B(t̂, r̃, θ, ϕ).
il vient alors :

iA
(
−ωα
K0 + λ∂r̃I

)
+Bς∂r̃I = 0, (4.121)

B (δ∂θP (θ, ϕ) + iχ∂ϕP (θ, ϕ)) = 0, (4.122)

Aς∂r̃I − iB
(
−ωα
K0 + λ∂r̃I

)
= 0, (4.123)

A (δ∂θP (θ, ϕ) + iχ∂ϕP (θ, ϕ)) = 0. (4.124)

Comme nous avons vu dans la section précédente, P (θ, ϕ) ne peut être qu’une
fonction complexe ; elle correspond aux particules incidentes absorbées entière-
ment c-à-d avec une probabilité Pincident = 1. Cela implique qu’il y aura une
contribution de la partie imaginaire de l’action classique.
Par contre, les équations (4.121) et (4.123) donnent des solutions non triviales
pour A et B si et seulement si le déterminant de la matrice : i

(
− ωα
K0 + λ∂r̃I

)
ς∂r̃I

ς∂r̃I i
(
ωα
K0 − λ∂r̃I

)  = 0 (4.125)

est nul. Donc il faut que la condition :

Rin = ∂r̃I = ωα(λ± ς)
K0(λ2 − ς2) (4.126)

soit vérifiée. Le signe ± correspond aux particules incidentes (+) et sortantes
(−), K0 est le vecteur de Kodama défini dans (4.97). Nous avons dans notre
cas où nous avons considéré une symétrie sphérique due à l’espace-temps non
commutatif, les composantes du vecteur de Kodama qui peuvent être exprimées
ainsi :

Ka =
(

1√
∆
, 0, 0, 0

)
(4.127)

Maintenant, nous nous intéréssons au processus de l’émission des particules (par-
ticules sortantes) où la probabilité est donnée par (4.47) :

Γ ∝ e−
4
~ ImR (4.128)

Alors, d’après les equations (4.121) et (4.123), nous pouvons écrire :

ImR = Im
∫

(∂r̃I) dr̃ ∀β ∈ R (4.129)

ImR peut être déterminé en utilisant le théorème des résidus (voir AnnexeB)
où le pôle se situe à l’horizon apparent non commutatif. D’après les expréssions
(4.88), (4.89) et (4.90), nous pouvons distinguer 3 cas :
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1. Si β < 0, nous avons une contribution de l’horizon apparent non commu-
tatif r̃H1 (r̃H2 et r̃H3 sont des singularités cachées), alors :

ImR+ = πω

K 0
α

∂r̃λ

∣∣∣∣
r̃=r̃H1

, (4.130)

2. Si 0 < β < 4
3 , deux horizons contribuent. Il s’agit de l’espace compris entre

r̃H1 et r̃H2 :

ImR+ = πω

K 0

 α

∂r̃λ

∣∣∣∣
r̃=r̃H1

+ α

∂r̃λ

∣∣∣∣
r̃=r̃H2

 , (4.131)

3. Si β = 4
3 , nous avons une contribution de l’horizon apparent non commu-

tatif r̃H3 :
ImR+ = πω

K 0
α

∂r̃λ

∣∣∣∣
r̃=r̃H1

, (4.132)

avec λ = ς|r=rH1,2
.

Finalement, avec l’utilisation de l’approximation WKB, la probabilté Γ dé-
terminée lors de l’effet tunnel fermionique permet de déterminer la température
de Hawking :

Γ = Pin
Pout

= exp [−2(ImR+ + ImP(θ, ϕ))]
exp [−2(ImR− + ImP(θ, ϕ))] (4.133)

où

Pin = e−2(ImRin+ImP (θ,ϕ)) (4.134)
Pout = e−2(ImRout+ImP (θ,ϕ)) (4.135)

Il faut noter que dans le cas où (0 < β < 4
3) (existence de deux horizons intérieur

r̃H1 et extérieur r̃H2), la probabilité Γ résultante est le produit des probabilités
Γ1 et Γ2 calculées à r̃H1 et r̃H1 respectivement :

Γ = Γ1.Γ2 (4.136)

Et en comparent avec la forme thermique de la probabilité (4.55), nous pouvons à
la fin en dèduire la température de Hawking TH pour chacun des cas précédents.
La température non commutative de Hawking sera suivant le choix de la forme
du facteur d’échelle (â(t) = t̂β) (paramètre de l’expansion) :

T̃Hi = â(t)THi (i = 1, 3) (4.137)

qui est proportionnelle à l’inverse de l’horizon :

T̃H ∝
1
r̃H1

,
1
r̃H2

(4.138)
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pour les cas où β < 0, β > 4
3 et β = 4

3 , (T̃H dépend explicitement de β), mais
pour le cas où 0 < β < 4

3 , nous avons :

T̃H ∝
1

ω1r̃H1 + ω2r̃H2

(4.139)

ωi est l’énergie de Misner-Sharp-Hernandez.
La température de hawking T̃H varie en fonction du temps selon des valeurs fixées
de Θ et β (voir les figures : de 4.1 jusqu’à 4.6]) :

La figure 4.1 montre la variation de T̃H en fonction de t̂ pour différents cas de
Θ et β :

— pour Θ = 0.1 et β = −2, la variation de T̃H est présentée par la ligne
continue rouge.

— pour Θ = 0 et β = −3, la variation de T̃H est présentée par la ligne
pointillée bleu.

Figure 4.1 – Température (NCG) de Hawking T̃H en fonction du temps t̂ : ligne
continue rouge (β = −2 et Θ = 0.1), et ligne pointillée bleu (Θ = 0 et β = −3)

Il est clair que T̃H1 décroit en augmentant le temps pour toute valeur de
β < 0. Cela correspond dans le cas commutatif à une contraction accélérée de
l’univers. La raison est que si nous négligeons les termes en Θ2, le comportement
de l’horizon H̃1 est similaire à celui de 1

ˆ|Ht|
(Ĥt ∼ Ĥ est le paramètre de Hubble) ;

donc :
T̃H1 ∼ t̂1−β + η2D′(t̂, β) (4.140)

pour

r̃H1 ∼ t̂+ Θ2B′(t̂, β) (4.141)
r̃H1 ∼ t̂β−1 + Θ2C ′(t̂, β) (4.142)
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Ici B′(t̂, β), C ′(t̂, β) et D′(t̂, β) sont des fonctions régulière de t̂ et β.

La figure montre 4.2 le comportement de la température de Hawking T̃H en
faisant varier le temps pour les valeur où β > 0.

Figure 4.2 – Température (NCG) de Hawking T̃H en fonction du temps t̂ pour
β = 3 et Θ = 0.1

Nous trouvons que pour β = 3, la température de Hawking augmente (NCG)
avec le temps ce qui correspond à une expansion accélérée de l’univers dans le cas
classique. Comme dans le cas de la figure 4.1, nous expliquons ce comportement
de la température par le fait que :

T̃H ∝
t̂β−1 + Θ2F ′(β, t̂)

1−Θ2G′(β, t̂)
(4.143)

où F ′ and G′ sont des fonctions positives en β et t̂, c-à-d pour β > o (ici β = 3).
Si t̂ augmente, le numérateur décroit et par conséquent T̃H augmente.
Notons aussi l’existence d’une droite asymptotique verticale à une certaine va-
leur (t̂0 ' 3.274) à cause de la disparition du dénominateur (1−Θ2G′(β, t̂) = 0)
donc T̃H → ∞. Ce point représente la limite au delà de laquelle l’appliquabilité
de l’expansion perturbative (APE) est interdite (en respectant le paramètre de
l’expansion Θ).
Si nous prenons des valeurs de β et t̂ de telle sorte que Θ2G(β, t̂) < 1, il n’ y
aura pas d’assymptote et T̃H → ∞ si t̂ → ∞, et cela correspond bien au cas
commutatif.

Et de la même manière, nous expliquons le comportement des figures 4.3 et
4.4 :

— La figure 4.3 est conçue pour (β = 0.5) et correspond à une décélération
de l’expansion de l’univers (même cas que Figure 4.1).
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— La figure 4.4 est conçue pour ((β = 1.2,t̂0 ' 5.01) et correspond à une
accélération de l’expansion de l’univers (même cas que Figure 4.2).

Figure 4.3 – Température (NCG) de Hawking T̃H en fonction du temps t̂ pour
Θ = 0.1 et β = 0.5
.

Figure 4.4 – Température (NCG) de Hawking T̃H en fonction du temps t̂ pour
β = 1.2 et Θ = 0.1

Pour β = 4
3 , la figure 4.5 montre la variation de la température de Hawking

(NCG) T̃H à travers l’horizon apparent r̃H3 . Nous constatons que pour les deux
cas (Θ = 0) montré par une ligne pointillée bleu et (Θ = 0.1) montré par une
ligne continue rouge, T̃H augmente avec le temps. Cela correspond dans le cas
ordinaire à une accélération de l’expansion de l’univers.
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Figure 4.5 – Température (NCG) de Hawking T̃H en fonction du temps t̂ pour
β = 4

3 (ligne continue rouge pour Θ = 0.1) et (ligne pointillée bleu pour Θ = 0)

Dans la figure 4.6, nous observons bien l’effet de la non commutativité (l’effet
de Θ) sur le comportement de la température de Hawking T̃H . Pour Θ = 0.1,
nous avons une asymptote au point t̂ = t̂0 ' 1.4 indiquant la limite de l’APE (en
respectant le facteur de l’expansion Θ). Cependant, pour Θµν = 0 (dans le cas
classique), il n’ y a pas d’asymptote (processus purement non commutatif).

Figure 4.6 – Température (NCG) de Hawking T̃H en fonction du temps t̂ pour
β = 3 et t̂0 = 1.4 (ligne continue rouge pour Θ = 0.1) et (ligne pointillée bleu
pour Θ = 0)

Pour déterminer l’intervalle en β et t̂ (limite de surface) permise à l’applica-
bilité de l’APE, soient les figures 4.7 et 4.8 (graphes en 3D) :

— La validité de l’APE est pour t̂ ∈ [2, 3] et β ∈ [2, 3].
— La limite de l’APE est pour t̂ ∈ [1, 2.5] et β ∈ [1.5, 2].
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Figure 4.7 – Limite de surface à 3D (validation de l’APE), Θ2 en fonction de t̂
and β, t̂ ∈ [2, 3] et β ∈ [2, 3])

Figure 4.8 – Limite de surface à 3D (non validation de l’APE), Θ2 en fonction
de t̂ and β, t̂ ∈ [1, 2.5] et β ∈ [1.5, 2])

Alors, lorsque l’APE est possible, il y a toujours un t̂ critique (t̂ = t̂∗) pour
une valeur de β donnée. Idem pour la figure 4.9 montrant la limite de surface
mais pour Θ = 0.1 : t̂ ∈ [1, 10] et β ∈ [−2.5, 3].

Finalement, la figure 4.10 est un graphes de type lignes de contour (contour
lines) dans l’espace des paramètres (t̂,β) et pour les différentes valeurs de Θ2 pour
lesquelles l’APE est possible.
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Figure 4.9 – Limite de surface à 3D (non validation de l’APE), Θ2 en fonction
de t̂ and β, t̂ ∈ [1, 10] et β ∈ [−2.5, 3])

Figure 4.10 – Lignes de contour pour les paramètres (t̂, β) où l’APE est possible

4.2.3 Explication physique
Si nous voulons expliquer le comportement de la température de hawking

non commutative (NCG) T̃H en fonction du temps t̂ pour différentes valeurs du
paramètre β, nous distinguons les cas suivants :

1. β < 0,
Dans ce cas, nous avons un horizon apparent non commutatif situé à r̃H1

(une singularié réelle) et une singularité cachée (qui n’est pas un horizon),
et alors une particule doit traverser r̃H1 pour passer de l’extérieur à l’in-
téieur du trou noir associé. Ici nous avons une contraction accélérée car le
facteur d’échelle â(t̂) décroit si le temps augmente et ¨̂a (la dérivée tempo-
relle d’ordre 2) qui est une quantité positive, diminue. En plus, l’horizon
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dynamique r̃H1 qui est inversement proportionnel à â¨̂a, augmente avec le
temps pour atteindre une valeur critique au point t̂ = t̂∗, puis il disparaît,
et par conséquent la température (NCG) de Hawking associée diminue.

2. β = 4
3 ,

Ici, nous avons un seul horizon (NCG) apparent r̃H3 (∝ 1
â¨̂a), qui diminue

avec le temps, donc la température (NCG) de Hawking T̃H correspon-
dante augmente (r̃H3 varie de l’infini jusqu’aux petites valeurs (inférieures
au rayon de l’univers)). Cela permet d’avoir une expansion accélérée (â¨̂a
positif).

3. β > 4
3 ,

Ce cas est identique au cas précédent (β = 4
3) mais avec un horizon appa-

rent (NCG) et une singularité cachée.
4. 0 < β < 1,

Ce cas est similaire au premier cas (β < 0) mais avec deux horizons
apparents dynamiques (r̃H1 et r̃H2 qui est pûrement non commutatif).
Ces horizons n’évoluent (agmentent avec le temps) pas à la même vitesse
(ṙH1 6= ṙH2).

5. 1 < β < 4
3 ,

C’est le même cas que le troisième (β > 4
3) mais ici nous avons deux

horizons apparents (NCG) dynamiques (dont un est purement non com-
mutatif) ayant des vitesses différentes (ṙH ∝ r3

H).
6. β > 4

3 ,
Dans ce cas, nous avons un horizon apparent non commutatif et une sin-
gularité cachée. Ici, ¨̂a décroit pour (4

3 < β < 2) et augmente pour (β ≥ 2)
si le temps augmente ; mais dans les deux cas (a¨̂a) augmente aussi, ce qui
donne une accélération de l’expansion l’univers.

Comme nous avons vu que dans les cas (β < 0 et β > 4
3) il existe aussi une

singularité cachée (non réelles) comme nous avons montré dans le tableau 4.1.
Si nous comparons nos résultats à ceux obtenus dans les réfs. ([61]-[65]) où il y
a un horizon apparent commutatif r̃A, nous constatons qu’ils sont identiques. En
effet, si nous prenons l’exemple 4 de la réf. [62] et l’équation (2.3) de la réf. [65],
nous trouvons les mêmes résultats que les notres en faisons Θ = 0 et â(t) = t̂β

(r̃H1 = r̃H3 = 1
H

où 1
H

= â
˙̂a = t̂

β
).

Donc, les résultats obtenus dans ce chapitre sont compatibles au cas commutatif
de l’univers FRW.

4.3 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons étudié les propriétés du phénomène de la radia-

tion de Hawking via l’effet tunnel fermionique au voisinage des horizons apparents
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associés aux trous noirs dynamiques dans l’univers FRW non commutatif.
Pour résumer, nous avons trouvé que le trou noir dynamique FRW (NCG) laisse
se produire deux processus de radiation simultanés qui sont causés par les ef-
fets de création de paires aux deux horizons du trou noir dynamique. Puisque la
radiation du trou blanc est constitué d’antiparticules, elle peut être interprétée
comme une absorption de l’énergie par l’horizon externe (l’horizon dynamique
pûrement non commutatif n’est pas un spectateur passif) du trou noir.

Les horizons r̃H1 et r̃H2 ne coïncident jamais, en plus dans les trous noirs sta-
tiques de Reissner-Nordström [60], les particules et les antiparticules sont situées
aux horizons (intérieur et extérieur) de telle sorte que des particules réelles avec
des énergies positives sont rayonnées vers la singularité de l’horizon intérieur et
les antiparticules avec les énergies négatives sont émises loin de la singularité á
travers l’horizon intérieur. De même les particules ayant des énergies positives
sont émises loin de la singularité à travers l’horizon extérieur et les antiparticules
avec des énergies négatives sont rayonnées vers la singularité de l’horizon inté-
rieur.
Cependant, dans notre cas (non commutatif) et pour les deux horizons, les parti-
cules ayant des énergies positives sont émises vers l’observateur situé à l’intérieur
des horizons ; les antiparticules avec des énergies négatives sont rayonnées loin de
l’horizon apparent (cas de β < 0 et 0 < β < 1) parce que rH augmente. Mais
pour (β ≥ 1) rH diminue, l’observateur est en dehors des horizons et dans ce
cas, les particules ayant des énergies positives sont émises loin des horizons vers
l’observateur et les antiparticules avec les énergies négatives sont rayonnées loin
de l’observateur.

La découverte la plus importante dans ce travail est que nous avons pour la
première fois des horizons apparents dynamiques (en évolution) intérieur et ex-
térieur. Le comportement de nos résultats qualitatifs obtenus dépend fortement
de Θµν .

Nous concluons que le paramètre de la non-commutativité de l’espace-temps
permet d’obtenir de nouvelles expressions de la température de Hawking pour les
trous noirs FRW, et donne lieu à l’émergence d’un horizon dynamique purement
non commutatif pour certaines valeurs du paramètre β (0 < β < 4

3) via le proces-
sus de l’effet tunnel fermionique. Ainsi, la non commutativité peut être considéré
comme une sorte de charge électrique induite dans un trou noir dynamique FRW
en évolution et ressemble ainsi à la solution trou noir McVittie chargé et non
statique.
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Chapitre 5

Radiation de Hawking dans la
géométrie de Lyra

Dans ce chapitre, nous allons étudier la radiation de Hawking dûe aux trous
noirs dans un espace ayant une géométrie différente à celle de Riemann ; c’est une
géométrie basée sur des modifications effectuées par Lyra.

5.1 Géométrie de Lyra
Quand Einstein a développé [70]sa théorie de la relativité générale, la gravita-

tion était décrite par la géométrie riemannienne. Avec uniquement cette géométrie
de l’espace-temps [1], les théoriciens ne peuvent pas réaliser leur rêve de trouver
une théorie susceptible de décrire de manière cohérente et unifiée l’ensemble des
interactions fondamentales. Pour cette raison, plusieurs modifications de la géo-
métrie de Riemann ont été proposées comme celle de Weyl [71, 72] afin de lier
la gravitation avec l’électromagnétisme. Sa théorie n’a pas survécu car elle était
basée sur une condition de non-intégrabilité des connexions affines.

En 1951, Lyra [73] a publié ses modifications de la géométrie riemannienne
en introduisant une fonction d’échelle (une jauge) qui a pu résoudre le problème
de la non-intégrabilité du transport parallel. Cette nouvelle gémétrie est connue
sous le nom "Géométrie de Lyra".

En effet, soit l’espace de Lyra défini par la métrique gµν et une fonction scalaire
définie positive φ appelée foncion d’échelle. Dans la géométrie de Lyra, on com-
pose un système de référence pour pouvoir transformer d’une façon indépendante
le système de coordonnées. Dans ce cas φ se transforme ainsi :

φ (x) = φ (x (x)) , ∂φ

∂φ
6= 0 (5.1)
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5. Radiation de Hawking dans la géométrie de Lyra

Sous cette transformation, un vecteur se transforme ainsi :

A
ν = φ

φ

∂xν

∂xµ
Aµ (5.2)

Dans la géométrie de Lyra, la connexion affine est définie par l’expression sui-
vante :

Γ̃ρµν ≡
1
φ

◦
Γ
ρ

µν + 1
φ

[
δρµ∂ν ln

(
φ

φ

)
− gµνgρσ∂σ ln

(
φ

φ

)]
(5.3)

où
◦
Γ
ρ

µν ≡
1
2g

ρσ (∂µgνσ + ∂νgσµ − ∂σgµν) (5.4)

Sa loi de transformation est donnée par :

Γ̃ρµν = φ

φ
Γσλε

∂xρ

∂xσ
∂xλ

∂xµ
∂xλ

∂xν
+ 1
φ

∂xε

∂xσ
∂2xσ

∂xν∂xν
+ 1
φ
δρν

∂

∂xµ
ln
(
φ

φ

)
(5.5)

Nous définissons alors la dérivée covariante d’un vecteur ainsi :

∇µA
ν ≡ 1

φ
∂µA

ν + Γ̃νµαAα (5.6)

∇µAν ≡
1
φ
∂µAν − Γ̃αµνAα (5.7)

La richesse de la géométrie de Lyra est dans le tenseur de courbure

R̃ρ
βασ ≡

1
φ2

∂
(
φΓ̃ρασ

)
∂xβ

−
∂
(
φΓ̃ρβσ

)
∂xα

+ φΓ̃ρβλφΓ̃λασ − φΓ̃ραλφΓ̃λβσ

 (5.8)

et la torsion
τ̃µν

ρ ≡ Γ̃ρµν − Γ̃ρ νµ −
1
φ

(
δρµ∂ν − δρν∂µ

)
lnφ (5.9)

Le second terme représente le contribution non holonome ; nous aurons ainsi :

τ̃µν
ρ = −1

φ

(
δρµ∂ν − δρν∂µ

)
lnφ (5.10)

et
τ̃µ ≡ τ̃µρ

ρ = −3
φ
∂µ lnφ (5.11)

5.2 Trous noirs de Lyra
Juste après l’apparition de la géométrie de Lyra, Sen en 1951 [74] et Sen et

Dun [75] ont réussi à construire un analogue au champ d’équatons d’Einstein en
se basant sur la géométrie de Lyra :

Rij −
1
2gijR + 3

2φiφj −
3
4gijφkφ

k = −8πGTij (5.12)
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5. Radiation de Hawking dans la géométrie de Lyra

φi est le vecteur de déplacement avec :

φi = (β, 0, 0, 0) (5.13)

β est une fonction dépendant du temps.
Plus tard, ils ont donné une série de solutions au champ d’équations statiques

à symétrie sphérique ; elles correspondent bien aux trous noirs de Lyra :

ds2 = eνdt2 − eλdr2 − r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
(5.14)

où
eν = δ + ζφ(r) (5.15)

eλ =
αr4

(
φ
′
)2

δ + ζφ (r) (5.16)

et
φ =

∞∑
n=0

anr
−n (5.17)

α, ζ, δ sont des constantes arbitraires. Nous posons arbitrairemant Aa2
1 = D +

Ca0, a3 est une constante arbitraire et a2 = 0. Les coefficients an (n � 3) sont
donnés par la relation de recurrence suivante :

0 = an−1 [(D + Ca0) (n− 1) (n− 4)]− Aa1
∑

(k − 1) (n− k + 1) ak−1an−k+1

− A
∑

[(l − 1) al−1]
[∑

(k − 1) (n− l − k + 3) ak−1an−l−k+3
]

−
∑

(n− l) (2l − n− 1) an−lal−1 (5.18)

Considérons un petit nombre de termes, nous pouvons reécrire les équations (6.15)
et (6.16) ainsi :

eν = ζ
(
b0 + a1

r
+ a3

r3 + a4

r4

)
(5.19)

et
eλ = ζ

eν

(
a2

1 + 6a1a2

r2 + 8a1a4

r3 + 9a
2
3
r4

)
(5.20)

où b0ζ = δ + δa0 et ζ2
0 = 2a3

a1
.

En appliquant les conditions aux limites (eν et eλ tendent vers 1 lorsque r tend
vers ∞), nous obtenons :

δ + ζa0 = 1 (5.21)

et
δ + ζa0 = αa2

1 (5.22)
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Cela implique :

b0ζ = 1 (5.23)

a1 = ± 1√
α

(5.24)

Maintenant nous posons a3 = 0 et an = 0 pour tout n � 1, cela donne :

eν = b0ζ ±
ζ√
αr

= 1± ζ√
αr

(5.25)

eλ = αa2
1

b0ζ + a1ζ

r

= 1

1± ζ√
αr

(5.26)

Sachant que les équations (5.25) et (5.26) représentent la solution des trous noirs
de Schwarzschild, nous prenons le signe négatif et nous posons C√

A
= 2M ′ = M

(M est la masse du trou noir). Les équation (5.19) et (5.20) deviennent donc :

eν = 1− M

r
+ M

√
αa3

r3 + M2√αa3

r4 (5.27)

eλ =
1− 6

√
αa3

r2 − 8M
√
αa3

r3 + 9a
2
3α

r4

1− M

r
+ M

√
αa3

r3 + M2√αa3

r4

(5.28)

et nous les appelons "Trous noirs de Lyra", où

σ2 = 1− 6
√
αa3

r2 − 8M
√
αa3

r3 + 9a
2
3α

r4 (5.29)

où encore

eν = 1− M

r
+ Mp

r3 + M2p

r4 (5.30)

eλ = σ2

eν
(5.31)

avec p =
√
αa3 et :

σ2 = 1− 6 p
r2 − 8Mp

r3 + 9p
2

r4 (5.32)

5.2.1 Horizons d’événement
Les horizons d’événement des trous de Lyra correspondent aux zéros de l’équa-

tion :
eν = 0 (5.33)
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Nous pouvons alors facilement prouver que la singularité est située à r = 0, et
les horizons correspondent aux racines positives de l’equation du 4ème degré :

r4 −Mr3 + pMr + pM2 = 0 (5.34)

La résolution donne 4 rayons, tels que :

r1 = 1
2

(
−
√

Ω2 +
√
−Ω3 + Ω4 +M

)
, (5.35)

r2 = 1
2

(
−
√

Ω2 −
√
−Ω3 + Ω4 +M

)
, (5.36)

r3 = 1
2

(√
Ω2 +

√
−Ω3 − Ω4 +M

)
, (5.37)

r4 = 1
2

(√
Ω2 −

√
−Ω3 − Ω4 +M

)
(5.38)

où

Y =
(
−Q2 +

√
Ω1

) 1
3

+
(
−Q2 −

√
Ω1

) 1
3

+ A

6 (5.39)

représente la solution réelle de l’equation à trois dimensions suivante :

−8Y 3 + 4AY 2 + 8CY − 4AC +B2 = 0 (5.40)

avec

A = −3
2M

2, (5.41)

B = 1
2M

3 + pM, (5.42)

C = 5
4pM

2 − 3
16M

4, (5.43)

P = −5
4pM

2, (5.44)

Q = 3
32M

6 − 3
4pM

4 − 1
8p

2M2 (5.45)

et

Ω1 = Q2

4 + P 3

27 , (5.46)

Ω2 = 2Y − A, (5.47)
Ω3 = 2Y + A, (5.48)

Ω4 = 2B√
Ω2

(5.49)

Les horizons d’événement correspondent aux racines positives (horizons d’évène-
ment) parmi ri i = 1, 3. En effect, soit le tableau 5.1 qui resume les possibilités
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Ω1 Ω2 Ω4 − Ω3 Ω5
− Ω5

+ r1 r2 Ω4 + Ω3 Ω6
+ Ω6

− r3 r4
+ + + + + oui oui - / / non non
+ + + + - oui non - / / non non
+ + + - + non oui - / / non non
+ + + - - non non - / / non non
+ + - / / non non + + + oui oui
+ + - / / non non + - + non oui
+ + - / / non non + + - oui non
+ + - / / non non + - - non non

Table 5.1 – Conditions pour avoir des rayons positifs

et les conditions qui permettent d’avoir des rayons positifs, (” + ” implique que
la quantité est positive, ”− ” implique que la quantité est negative et symbol ”/”
veut dire ça n’a pas de sens) : où

Ω5 =
√

Ω4 − Ω3, (5.50)

Ω5
+ = Ω5 +

√
Ω4 − Ω3, (5.51)

Ω5
− = Ω5 −

√
Ω4 + Ω3 (5.52)

Ω6 =
√
−(Ω4 + Ω3), (5.53)

Ω6
+ = Ω6 +

√
Ω3 − Ω4, (5.54)

Ω6
− = Ω6 −

√
Ω3 + Ω4 (5.55)

Nous distinguons d’aprés ces résultats trois situations : avoir deux rayons positifs,
avoir un seul rayon positif ou ne pas voir de rayons positifs :

1. Si Ω4 − Ω3 > 0 et Ω4 + Ω3 < 0 et :
— Si Ω5

− > 0 et Ω5
+ > 0, nous avons deux horizons d’événement situés

à r1 et r2
— Si Ω5

− > 0 et Ω5
+ < 0, nous avons un seul horizon d’événement situé

à r1
— Si Ω5

− < 0 et Ω5
+ > 0, nous avons un seul horizons d’événement situé

à r2
— Si Ω5

− < 0 et Ω5
+ < 0, nous n’avons aucun horizon d’événement

2. Si Ω4 − Ω3 < 0 et Ω4 + Ω3 > 0 et :
— Si Ω6

− > 0 et Ω6
+ > 0, nous avons deux horizons d’événement situés

à r3 et r4
— Si Ω6

− > 0 et Ω6
+ < 0, nous avons un seul horizon d’événement situé

à r4
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— Si Ω6
− < 0 et Ω6

+ > 0, nous avons un seul horizon d’événement situé
à r3

— Si Ω6
− < 0 et Ω6

+ < 0, nous n’avons aucun horizon d’événement.

5.2.2 Température de Hawking
Maintenant nous voulons étudier la radiation de Hawking au voisinage de(s)

horizon(s) des trous noirs de Lyra. Comme nous avons vu dans le chapitre précé-
dent, nous allons utiliser la méthode de Hamilton-Jacobi [50, 51] pour déterminer
la température de Hawking via l’effet tunnel fermionique.
En effet, soit la matrice suivante qui représente les tétrades relatives à la métrique
(5.14) :

eaµ =


eν/2 0 0 0

0 eλ/2 0 0
0 0 r 0
0 0 0 r sin θ

 (5.56)

et la matrice inverse :

eµa =



e−ν/2 0 0 0
0 e−λ/2 0 0
0 0 1

r
0

0 0 0 1
r sin θ

 (5.57)

où (a, b) ≡ (0, 1, 2, 3) et (µ, ν) ≡ (t, r, θ, φ). Cela permet d’exprimer les matrices
(4.17) ainsi :

γt = e−ν/2γ0 (5.58)
γr = e−λ/2γ1 (5.59)

γθ = 1
r
γ2 (5.60)

γφ = 1
r sin θγ

3 (5.61)

et
γ5 def= iγtγrγθγφ = ie−(ν+λ)/2

r3 sin θ γ0γ1γ2γ3 (5.62)

Le choix de l’ansatz (4.30) du champ de Dirac permet d’écrire l’equation suivante :

e

−ν
2


Γ∂tI↑

0
−Ω∂tI↑

0

+ e

−λ
2


iΩ∂rI↑

0
iΓ∂rI↑

0

+ 1
r


0

iΩ∂θI↑
0

iΓ∂θI↑

+ 1
r sin θ


0

−Ω∂φI↑
0

−Γ∂φI↑

 = 0

(5.63)
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Il vient alors :

−e
−ν
2 Γ∂tI↑ + ie

−λ
2 Ω∂rI↑ = 0 (5.64)

Ω
r

(
i∂θI↑ −

1
sin θ∂φI↑

)
= 0 (5.65)

e
−ν
2 Ω∂tI↑ + ie

−λ
2 Γ∂rI↑ = 0 (5.66)

Γ
r

(
i∂θI↑ −

1
sin θ∂φI↑

)
= 0 (5.67)

Ici le vecteur de Killing χ = ∂t est suffisant dans notre cas (trous noirs statiques)[76].
Pour résoudre le système ci-dessus, nous utilisons le choix de l’action (4.37) ; il
vient :

−e−ν/2EΓ + ie−λ/2R
′ (r) Ω = 0 (5.68)

Ω
r

(
iJ
′

θ (θ, φ)− 1
sin θJ

′

φ (θ, φ)
)

= 0 (5.69)

e−ν/2EΩ + ie−λ/2R
′ (r) Γ = 0 (5.70)

Γ
r

(
iJ
′

θ (θ, φ)− 1
sin θJ

′

φ (θ, φ)
)

= 0 (5.71)

Comme nous avons vu dans le chapitre précédent, les équations (5.67) and (5.69)
impliquent que J (θ, φ) est une fonction complexe [77]. Cependant, nous pouvons
distinguer deux cas en considérant les équations (5.66) et (5.68) :

1. Si Γ =± iΩ , nous avons :(
∓e−ν/2E + e−λ/2R

′ (r)
)

Ω = 0 (5.72)

Cela implique que :

R
′ (r) = ±e

−ν/2

e−λ/2
E (5.73)

2. Si Γ = ±Ω , alors :
R
′ (r) = 0 (5.74)

L’equation (5.72) correspond aux particules entrantes absorbées avec la proba-
bilité Pincident = 1, tandis que l’equation (5.70) décrit le processus de l’emission
des particule avec probabilité P telle que :

P ∝ e−
2
~ ImR(r) (5.75)

Pour cela, nous avons besoin de la partie imaginaire de la fonction R(r). En effet,

ImR (r) = ±E Im
∫ eλ/2

eν/2
dr = ±E Im

∫ σ (r)
eν

dr (5.76)

Nous distinguons pour cela deux cas : pour deux horizons et pour un seul horizon.
En effet (5.30) et (5.31) donnent :
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1. Si nous avons un seul horizon d’événement :

ImR (r) = ±E Im
∫ r4σ (r)

(r − rH)F (r)dr (5.77)

où
F (r) = r3 + (rH −M) r2 + rH (rH −M) r − pM2

rH
(5.78)

rH est l’horizon associé qui doit vérifier l’equation,

r3 −Mr2 +Mp = 0 (5.79)

2. Si nous avons deux horizons d’événement :

ImR (r) = ±E Im
∫ r4σ (r)

(r − r+) (r − r−)H (r)dr (5.80)

r+ et r− sont respectivement (r1 et r2) ou (r3 et r4).

En utilisant le théorème des résidus :

R (r) = 2iπ [Res (R (r) , r+) + Res (R (r) , r−)] (5.81)

nous pouvons facilement déterminer ImR (r) où les pôles sont localisés aux hori-
zons r+ et r− :

ImR (r) = ± 2πE
r+ − r−

[
r4

+σ (r+)
H (r+) −

r4
−σ (r−)
H (r−)

]
(5.82)

tels que :

σ (r±) =

√√√√1− 6 p
r2
±
− 8pM

r3
±

+ 9 p
2

r4
±

(5.83)

Finallement, le fait que :
E

T
= ±2

~
ImR (r) (5.84)

donc nous pouvons en déduire la température de Hawking via l’effet tunnel fer-
mionique :

1. pour un seul horizon, la température de hawking est :

T1 = 1
σ (rH)

[
1
rH
− M

2r3
H

]
(5.85)
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2. pour deux horizons, la température de Hawking correspondante est le pro-
duit des températures Tint et Text déterminée au voisinage de l’horizon
interne et externe respectivement. Tint dépend seulement de l’horizon r−
alors que Text dépend des deux horizons r− et r+ :

TH = Tint.Text (5.86)

avec

Tint = T1(r−) (5.87)
Text = T2 (5.88)

où
T2 = ∓ ~

4π
(r+ − r−) (r2

+ − M
2 )(r2

− − M
2 )

r4
+σ (r+) (r2

− − M
2 )− r4

−σ (r−) (r2
+ − M

2 )
(5.89)

r+ et r− sont respectivement les horizons externe et interne du trou noir
de Lyra respectivement.

Les figures 5.1 et 5.2 et 5.3 représentent la variation des la températures de Haw-
king TH en fonction de M et de p.

La figure 5.1 montre une augmentation de la température de Hawking si la
masse du trou noir augmente jusqu’à une certaine valeur (M0 ' 1.7) où elle ren-
contre une asymptote verticale (cas équivalent à celui de la figure 4.2 de chapitre
précédent).

Figure 5.1 – Température de Hawking TH en fonction de M pour p = 1

Pour la figure 5.2, nous constatons une décroissance de la température TH
avec la croissance du paramètre p, cette figure (qui est similaire à la figure 4.3
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Figure 5.2 – Température de Hawking TH en fonction de p pour M = 1

du chapitre 04) correspond à une contraction accélérée de l’univers où la tempé-
rature se comporte comme l’inverse du paramètre de Hubble.

Finalement, la figure 5.3 est réalisée à 3D pour montrer la variation de TH
en fonction de p et M , elle montre une décroissance de la température si ces
paramètres augmentent, ce qui est parfaitement compatible avec le cas des trous
noirs dans l’espace-temps riemannien.

Figure 5.3 – Température de Hawking TH en fonction de m et p

5.3 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons étudié les trous noirs statiques de Lyra. A l’aide

des propriétés de la géométrie de Lyra ; nous avons réussi à déterminer les hori-
zons d’événement associés. Ces horizons varient en fonction des paramètres des
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trous noirs M et p. Nous avons également étudié la radiation des trous noirs de
Lyra au voisinage des ses horizons en utilisant l’approche de l’effet tunnel fer-
mionique de Hamilton-Jacobi. Le résultat le plus important est que le trou noir
commence à s’évaporer quand l’espace-temps est déjà statique, et que la tempé-
rature de Hawking correspondante dépend uniquement du trou noir (la masse et
la structure de l’espace-temps de Lyra).
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Conclusion

Cette thèse a été consacrée à l’étude de la gravitation d’Einstein dans un
espace-temps ayant une géométrie non commutative et les implications cosmolo-
giques de cette géométrie pour l’unification de la physique des forces de la nature.
Plus particulièrement, nous nous sommes intéressés à la géométrie non commu-
tative de Seiberg-Witten qui a susciter beaucoup d’intérêt ces dernières années.
Nous avons étudié son effet sur :

— l’espace-temps de Riemann en étudiant les anomalies gravitationnelles et
la radiation de Hawking au voisinage des horizons apparents des trous
noirs de Friedman-Robertson-Walker (FRW) non commutative)

— l’espace-temps de Lyra (modifications apportées à la géométrie Rieman-
nienne) en étudiant également la radiation de Hawking à travers les trous
noirs de Lyra.

Ce travail a été composé de cinq chapitres. Le premier chapitre est réservé
à une introductions générale avec deux parties : dans une première partie, nous
avons montré brièvement certains outils mathématiques de la relativité géné-
rale que nous rencontrons fréquemment dans l’étude des trous noirs, et dans la
deuxième partie. Nous avons fait un petit rappel sur l’essentiel que nous devons
savoir sur la géométrie non commutative (sa définition, son concept, sa construc-
tion mathématique, ... etc).

Le deuxième chapitre concerne l’étude de l’effet de la non commutativité sur
l’espace-temps en considérant les anomalies chirales et gravitationnelles non com-
mutatives dans la théorie quantique des champs et ses implications dans la quan-
tification des interactions gravitationnelles dans le formalisme des intégrales de
chemin. Cette étude a été réalisée en utilisant la méthode de Fujikawa.
Nous avons constaté que dans la géométrie Riemannienne, la connexion de spin
dans un espace-temps caractérisé par sa métrique, peut se décomposer toujours
en une classe des tenseurs de Levi-Civita (métrique, connexion, torsion, ...). Cela
représente le cas des théories ayant une structure géométrique compliquée comme
le cas de l’espace-temps de Riemann-Cartan caractérisé par une métrique plus
générale (courbure, torsion et non métricité) ainsi que le cas de l’espace-temps
de Weyl-Cartan connecté différentiellement à la métrique de Lorentz obéissant à
la condition de la non-métricité de Weyl.
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CONCLUSION

Dans l’espace-temps Riemannien de la relativité générale, la métrique et la connexion
de spin (considérées respectivement comme un potentiel et une force du champ
gravitationnel) sont associées complètement à la condition d’homogénéité (la
condition de la métricité). Dans notre cas, l’espace-temps courbé non commu-
tatif où le second terme de la connexion de spin de Seiberg-Witten ω̂µ défini
dans l’équation (2.98), montre explicitement la non-métricité et la torsion de cet
espace-temps déformé.
Pour les anomalies gravitationnelles, et vu l’expression (2.106), la non commutati-
vité de l’espace-temps a modifié sa structure Riemannienne en une autre structure
plus compliquée avec une métrique plus générale (torsion et non-métricité). Le
résultat le plus important est que la géométrie non commutative peut donner à
l’espace-temps un aspect gravitationnel en l’absence de la force de gravité.

Dans le troisième chapitre, nous avons réussi à calculer les composantes de
la métrique de Friedman-Robertson-Walker (FRW) dans la théorie de jauge non
commutative de la gravitation, ainsi que les verbeins et les connexions de spin
correspondants jusqu’au second ordre en Θµν (le paramètre de la non commuta-
tivité). Nous avons montré que contrairement à l’univers FRW commutatif ayant
une métrique diagonale (3.8), la nouvelle métrique (métrique FRW déformée)
contient en plus la composante ĝtr (t, r).
A travers cette étude qualitative, nous avons vu qu’à l’aide de la géométrie
Seiberg-Witten non commutative, nous pouvons construire un nouveau type de
trous noirs dynamiques selon la déformation de l’espace-temps, où nous avons
obtenu un horizon apparent non commutatif variant avec le temps et le para-
mètre de la non commutativité Θ. Cela est considéré comme la propriété la plus
importante pour un espace-temps non commutatif.
Nous avons également considéré dans ce chapitre quelques implications cosmolo-
giques en calculant quelques paramètres cosmologiques (Hubble et le paramètre
de décélération) comme test de la théorie non commutative. Les résultats obte-
nus ont montré encore une fois que la géométrie non commutative mène à un
espace-temps non homogène et provoque une sorte de torsion. La contribution de
la densité d’énergie et la pression qui sont devenues elles mêmes non homogènes,
donne un fluide imparfait en produisant une expansion accélérée. Ce résultat a
été obtenu sans avoir besoin de considérer le scénario de l’énergie noire, ce qui
confirme le résultat obtenu en calculant les anomalies non commutatives.

Le quatrième chapitre est consacré à l’étude de l’approche de l’effet tunnel
fermionique via la méthode de Hamilton-Jacobi pour l’espace-temps FRW afin
de déterminer la température de Hawking correspondante.
La découverte la plus importante dans ce chapitre est que nous avons pour la
première fois des horizons apparents dynamiques (en évolution) intérieur et ex-
térieur. Le comportement de nos résultats qualitatifs obtenus dépend fortement
de Θµν et du paramètre de l’expansion (β et t).
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CONCLUSION

Le rôle joué par le paramètre de la non-commutativité de l’espace-temps Θµν est,
en plus de la correction apportée à la température de Hawking, de donner lieu
à l’émergence d’un horizon dynamique purement non commutatif pour certains
paramètres β via le processus de l’effet tunnel fermionique. Ainsi, la non commu-
tativité peut être considérée comme une sorte de charge électrique induite dans
un trou noir dynamique FRW en évolution et ressemble ainsi à la solution trou
noir McVittie chargé et non statique.
La température de Hawking indique la création des paires des particules au voi-
sinage de l’horizon d’événement.

Finalement, dans le cinquième chapitre, nous avons étudié la radiation de
Hawking au voisinage des horizons d’événement des trous noirs de Lyra en utili-
sant l’approche de Hamilton-Jacobi. La géométrie de Lyra est une modification
de la géométrie Riemannienne conduisant à un champ d’équation analogue au
champ d’équation d’Einstein. La résolution de ces nouvelles équations peut don-
ner des solutions trous noirs (trous noirs de Lyra).
Le résultat le plus important est que le trou noir commence à s’évaporer quand
l’espace-temps est déjà statique, et que la température de Hawking correspon-
dante dépend uniquement du trou noir (la masse et la structure de l’espace-temps
de Lyra).
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Annexe A

Propriétés de la métrique non
commutative

A.1 Outils de calcul
Pour calculer les composantes de la connexion de spin, nous avons utilisé la

relation suivante :
ωµ

ba ≡ eµi
(
Cabi − Cbia − Ciab

)
(A.1)

où
Cdfi = ηdaηfbCab

i (A.2)

avec

Cab
i = eµae

ν
b∂[µ,ν]e

i (A.3)
eµi = ηijeµ

j (A.4)

Il faut noter que Cbai est antisymétrique Cbai = −Cabi ce qui implique

ωµ
ab = −ωµba (A.5)

Donc les composantes Cabi non nulles de la métrique FRW sont :

C12
2 = C13

3 = a+ ra
′

a2r
(A.6)

C41
1 = C42

2 = C43
3 =

.
a

a
(A.7)

où .
a ≡ da

dt
et a′ ≡ da

dr
.

Ces composantes ont été remplacées dans l’équation (A.1) pour obtenir les connexions
de spin.
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A. Propriétés de la métrique non commutative

A.2 Composantes de la métrique FRW
Soit la forme suivante pour la matrice Θµν :

Θµν =


0 Θ 0 0
−Θ 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 (A.8)

A.2.1 Composantes des tétrades êµa (x,Θ)

ê1
1 = a+ Θ2

128a3


17r2a4ȧ4 + 12ra3a

′′′ + 6r2a4ȧ
′2 − 84raa′3 + 42r2a2a

′′2

−50ra3ȧ2a
′ − 36ra4ȧȧ

′ + ra2a
′
a
′′ − 110r2aa

′′
a
′2+

12r2a2a
′
a
′′′ + 62r2ȧ2a

′2 − 47r2a3ȧ2a
′′ + 56r2a

′4+
6r2a2ȧȧ

′′ − 54r2a3ȧa
′
ȧ
′ − 18a4ȧ2 + 24a3a

′′ + 28a2a
′2

 (A.9)

ê1
2 = iΘ

4a
[
r2a2ȧ2 − 4raa′ + r2a

′2 − 2r2aa
′′ − a2

]
(A.10)

ê1
4 = Θ2

64a3


21r2a2a

′′
ȧ
′ + 28ra′2

(
rȧa

′ − aȧ′
)

+ 15r2a2ȧ2
(
ȧa
′ − aȧ′

)
20raa′

(
aȧ
′ − ȧa′

)
− 27r2aȧa

′
a
′′ + 2r2a4ȧä

′ − 22r2a3ȧa
′
ä−

14ra4ȧä+ 6a2
(
raȧ

′′ − ȧa′ − rȧa′′ + aȧ
′ + r2a2äȧ

′ + r2a
′
ȧ
′′
)


(A.11)
ê2

1 = iΘ
4
[
−raȧ2 + 2a′ + ra

′′] (A.12)

ê2
2 = ra− Θ2

128a3


52r2aa

′3 + 14r2a2
(
a2ȧ

′
(
ȧ+ rȧ

′
)
− ra′′2

)
+ r3aa

′2
a
′′+

36ra2a
′2 + 21ra4ȧ2 + 2r2a3a

′′′ − 15r3a2ȧ2a
′2 + 12r3a

′4

+2r3a2
(
a
′
a
′′′ − a2ȧȧ

′′
)
− 20a3a

′ − 17ra3
(
a
′′ + r2aȧ4

)
+31r3a3ȧ2a

′′ + 54r2a3ȧ2a
′ − 10r3a3ȧa

′
ȧ
′ − 72r2a2a

′
a
′′


(A.13)

ê2
4 = iΘ

4a r
[
aȧ
′ − ȧa′

]
(A.14)

ê3
3 = ra sin θ − iΘ

4 cos θ
[
a+ ra

′]

− Θ2

128a3 sin θ


2r2a3a

′′′ − 14a3a
′ − 14r2a4ȧ4 + 32r2aa

′3 + 15ra4ȧ2

−11ra3a
′′ + 18r3a

′4 − 6r3a2
(
a
′′2 + ȧ2a

′2 + a2ȧ
′2
)

20r3ȧ2a3a
′′ − 54r2a2a

′
a
′′ − 14r3aa

′2
a
′′ + 2r3a2a

′
a
′′′

−2r3a4ȧȧ
′′ + 8r2a4ȧȧ

′ + 48r2a3ȧ2a
′ − 36ra2a

′2

 (A.15)
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A. Propriétés de la métrique non commutative

ê4
1 = Θ2

128a2

 45r2a
′2
ȧ
′ − 52ra2a

′
ȧ
′ + 43r2a3ȧ2ȧ

′ − 79r2ȧa
′3 − 3ra3ȧ3

−a2ȧa
′ − 19ra2ȧa

′′ − 32r2a2ȧ3a
′ + 60raȧa′2 − a3ȧ

′+
93r2aȧa

′
a
′′ − 4r2a2a

′
ȧ
′′ − 48r2a2a

′′
ȧ
′ − 14r2a2ȧa

′′′

 (A.16)

ê4
2 = iΘ

2 ra
[
ȧ+ rȧ

′] (A.17)

ê4
4 = 1− Θ2

64a2

 6r2a2ȧȧ
′′ + 2r2a2a

′
ä
′ + 28r2ȧ2a

′2 − 38r2aȧa
′
ȧ
′

+10r2a2ȧ
′2 − 6r2aȧ2a

′′ + 2ra3ä
′ − 18r2a3ȧ2ä+

18ra2a
′
ä− 15r2aäa

′2 + 17r2a2äa
′′ − a3ä

 (A.18)

où a′ , a′′et a′′′ sont respectivement la première, la deuxième et la troisième dérivée
de a (r, t) par rapport à r. De même pour ȧ, ä et ...a (des derivées par rapport à
t). Le complexe conjugué de chaque composante êµa+ (x,Θ) peut être obtenu à
partir de ces expressions.

A.2.2 Composantes de la connexions de spin

ω̂1
11 = − Θ2

128a5

[
4a4ȧȧ

′ + 96a3a
′
a
′′] (A.19)

ω̂1
12 = ω̂1

21 = −iΘ4 ȧ (A.20)

ω̂1
14 = ȧ+ Θ2

128a4

[
16a4ȧ3 + 4a4ȧ

′′ + 14r2a4ȧ5 + 12r2ȧa
′4 + 12a2ȧa

′2] (A.21)

ω̂1
21 = −iΘ4

ȧ

a

[
2raȧ′ − 2rȧa′ + aȧ

]
(A.22)

ω̂1
22 = − Θ2

128a5



−84a5ȧȧ
′ − 88ra5ȧ

′2 + 15a4ȧ2
(
a
′ − aȧ2

)
− 43r2a5ȧ3ȧ

′

+12r2a4ȧȧ
′′
(
ȧ− a′

)
+ 39ra4ȧ2a

′′ + 8r2a4
(
ȧ
′2
a
′ − ȧa′′ ȧ′

)
−336ra2a

′2
a
′′ + 48ra3

(
a
′
a
′′′ − ra2ȧ

′
ȧ
′′
)

+ 240r2aa
′3
a
′′

−144r2a2a
′
a
′′2 + 48r2a2a

′′′
(
a
′′ − a′2

)
+ 96a3

(
a
′
a
′′ + ra

′′3
)

+192raa′4 + 9r2a2ȧ2a
′3 − 24ra3ȧ2a

′2 + 36r2a3ȧa
′2
ȧ
′+

32ra4ȧa
′
ȧ
′ − 60ra5ȧȧ

′′ − 21r2a3ȧ2a
′ − 96a′3

(
a2 + r2a

′2
)


(A.23)

ω̂1
24 = iΘ

4a2

[
−a2ȧ

′ − raa′ ȧ′ − 2ra2ȧ3 + 3aȧa′ − 3rȧa′2 + 3raȧa′′
]

(A.24)

ω̂1
41 = ȧ+ Θ2

128



ra4ȧ2
(
14ȧ′ − 8rȧ′′

)
+ a3ȧ

′
(
32a′ + 80ra′′

)
+ r2a4ȧ

(
5ȧ4 + 52ȧ′

)
+34r2ȧa

′4 + r2a2ȧ
(
26a′′2 + 29ȧ2a

′2
)
− ra2ȧ

′
a
′
(
96a′ + 88ra′′

)
−ra3ȧ2

(
15rȧa′′ + 41ȧa′ + 50ra′

)
+ 64r2aa

′2
(
ȧ
′
a
′ − ȧa′′

)
+28ra3a

′′′ + 24ra2
(
raȧ

′
a
′′′ − rȧ′′a′2 + aȧ

′′
a
′ + aȧ

′′
a
′′
)

+4ȧ
(
r2a

′
a
′′′ − raa′′′ − a5ȧ2

)
+ a2ȧ

(
56aa′′ − 30a′2

)


(A.25)
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A. Propriétés de la métrique non commutative

ω̂1
42 = iΘ

4
ȧ

a2

[
2aa′ − ra2ȧ2 − 2raa′′

]
(A.26)

ω̂1
44 = − Θ2

128a3


2ȧ2

(
r2a

′
(
11a′2 − 5aa′′

)
− ra

(
4aa′′ + 3raa′′′ − 19

)
+ 8a2a

′
)

+2raȧ
(
4aȧ′′

(
ra
′ + 7a

)
+ ȧ

′
(
41raa′′ − 43ra′2 + 31aa′

))
+20a2ȧ

′
(
4aȧ− r2ȧ

′
)

+ 19raȧ2a
′
(
raȧ2 − 2a′

)
+ra3

(
76ȧ′2 − 4ȧ4 + rȧ

′
(
48ȧ′′ − 15ȧ3

))


(A.27)

ω̂2
11 = iΘ

4
a+ ra

′

a3

[
4
(
aa
′ − ra′2 + raa

′′)− 3ra2ȧ2
]

(A.28)

ω̂2
12 = −

(
1 + ra

′

a

)

+ Θ2

128a5



54a′
(
a3a

′
(
r2 + a

′3 + 1
)

+ ra
(
r2aa

′′2 − aa′2 − ra′3
))

+ra2ȧ2a
′
(
20ra′

(
30a+ 20ra′

)
− a2 (88 + 5r2ȧ2)

)
−r2a3ȧ2a

′′
(
83a+ 39ra′

)
+ 108raa′a′′

(
a2 − r2a

′2
)

+raȧȧ′
(
9 + 61r2a2a

′ − 2ra3
(
29a′ + 32ra′′

))
2r3a4

(
2ȧ2a

′′′ − 2a′ ȧȧ′′ + 5a′ ȧ′2
)

+ 4a5ȧ2

+r2a5
(
10ȧ′2 + 33ȧ4 + 30rȧ3ȧ

′ − 4ȧȧ′′
)


(A.29)

ω̂2
14 = − iΘ4a2 r

[
−2ra2ȧ3 + 2aȧa′ − 4rȧa′2 + 3raȧa′′ + a2ȧ

′ + raȧ
′
a
′] (A.30)

ω̂2
21 =

(
1 + ra

′

a

)

− Θ2

128a5



ra2ȧ2a
′
(
(14r2ȧ2 − 57) a2 + ra

′ (42a+ 39r)
)
− 8r3a4ȧ2a

′′′

+54ra2a
′
a
′′
(
2a+ r2a

′′
)

+ ra5ȧ
(
ȧ
′ (23r2ȧ2 − 18) + 8rȧ′′

)
−2r

(
ra
′ + a

) (
20ra4ȧ

′2 + 27
)

+ r3a3ȧa
′
(
8r3aȧ

′′ − 45ȧa′′
)

+r2a2ȧ2
(
29ȧ2 − 99a2a

′′
)

+ 54
(
r3a

′5 + a3
(
r2a

′′2 + a
′2
))

+2r2a3ȧȧ
′
(
30ra′2 + 7a

(
a
′ − r2a

′′
))
− 108r3aa

′3
a
′′


(A.31)

ω̂2
22 = iΘ

a3

[
ra2a

′′ + r2aa
′
a
′′ − ra3ȧ2 − r2a3ȧȧ

′ + a2a
′ − r2a

′3] (A.32)
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A. Propriétés de la métrique non commutative

ω̂2
24 = −rȧ+ Θ2

128a4



8a4
(
ȧ
′ + rȧ

′′
)

+ 2r2a2
(
a+ ra

′
) (

7ȧ′a′′ − 4ȧa′′′
)

+r2aȧ2ȧ
′
(
77ra′ − 31a3

)
+ 22raa′ ȧ′

(
a2 − r2a

′2
)

+8r2a2a
′
ȧ
′′
(
ra
′ + 2a

)
− 54r3a3ȧ

(
ȧ2a

′′ + aȧ
′2
)

+(
39r3a

′3 − a3
)
ȧa
′ − 8r2a2ȧ

′
a
′2 + ra4ȧ3 (14r2ȧ2 + 1)

+2r2a2ȧa
′′
(
9a′ + 5ra′′

)
− aȧa′′

(
71r2a

′2 + 17a2
)

+raȧa′2
(
41a− 79ra′

)
+ r2a2ȧ3a

′
(
40ra′ − 13a

)


(A.33)

ω̂2
41 = −iΘ

a2

[
3ra2ȧ

′ + a2ȧ− 3r2a
′2
ȧ+ 3r2aa

′
ȧ
′ − r2a2ȧ3 + r2aȧa

′′] (A.34)

ω̂2
42 = rȧ+ Θ2

128a4



2r2aȧa
′′
(
15ra′2 + 5ra+ 18aa′

)
+ 3raȧ2

(
ra
′ − 8a

)
+ra3ȧȧ

′
(
89raȧ+ 54r2aȧ

′ − 72ȧ
)
− 64r2a3ȧ

′
a
′′

−ra3ȧa
′′ (34 + 11r2ȧ2) + 4ra2ȧ

′′
(
r2a

′2 + 2raa′ + a2
)

+8raa′ ȧ′
(
7r2a

′2 − 2raa′ − 9a2
)

+ ra4ȧ3 (5r2ȧ2 + 22)
+r3a2a

′
ȧ
′
(
−19aȧ2 − 64a′′

)
− 2ȧa′

(
13a3 + 18r3a

′3
)

+2raȧa′
(
a
′
(
28a+ 3ra′

)
− 4r2a2ȧa

′′′
(
ra
′ − a

))


(A.35)

ω̂2
44 = iΘ

4a rȧ
[
−3rȧa′ + 4raȧ′ + aȧ

]
(A.36)

ω̂3
13 = − sin θ

(
1 + r

a
′

a

)
+ 16iΘcos θ

a2

[
−3aa′ + 2a2ȧ2 + 3ra′2 − 3raa′′

]

+ Θ2

a5 sin θ



2r3a4ȧa
′
ȧ
′′ − 4r3a

′5 + 4raa′3
(
a− 3ra′

)
+ra2ȧ2a

′
(
14raa′ − 5r2a2ȧ2 + 10r2a

′2 − 4a2
)

+2ra2a
′′′
(
r2a2ȧ2 − 2a2 − 4raa′ − 2r2a

′2
)

+r2a5
(
ȧ4 + 4ȧ′2 + 2ȧȧ′′ + 2rȧ3ȧ

′
)

−r2a3ȧa
′′
(
8raȧ′ + 7rȧa′ + 5aȧ

)
+ 6a5ȧ2

+4raaa′′′
(
r2aa

′′ + r2a
′2 + a2 + 4raa′

)
+ra3ȧȧ

′
(
7r2a

′2 + 2raa′ + 17a
)

+4a3a
′
(
r3a4ȧ

′2 + 3a′
)

4a3a
′′
(
r2a

′′ − 2a
)



(A.37)

ω̂3
23 = − cos θ + iΘ

a3 sin θ
[
−ra3ȧ

(
ȧ+ rȧ

′)+ raa
′′ (
a+ ra

′)− r2a
′3 + a2a

′]

+ Θ2

128a4 cos θ



18ra2ȧ2a
′
(
2ra′ − a

)
+ 4r

(
3ra′ − 14a

)
+ra2a

′′
(
64a′ + 28ra′′2 − 45raȧ2

)
−8ra2a

′′′
(
a+ ra

′
)

+ r2a4ȧ
(
8ȧ′′ + 9ȧ3

)
+r2a3ȧ

′
(
45ȧa′ − 28aȧ′

)
− 32r2aa

′2
a
′′

+4a2
(
2a2ȧ2 + 11a′2 − 4aa′′

)
+ 5ra4ȧȧ

′


(A.38)
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A. Propriétés de la métrique non commutative

ω̂3
31 = sin θ

a

(
a+ ra

′) (A.39)

ω̂3
32 = cos θ (A.40)

ω̂3
34 = −rȧ sin θ (A.41)

ω̂3
43 = rȧ sin θ + iΘ

4a cos θ
[
aȧ− 2rȧa′ + 3raȧ′

]

+ Θ2

64a4 sin θ



−8a3ȧa
′ (1 + 2r2ȧ2) + ra4ȧ3 (2 + 5r2ȧ2) + 2r3ȧa

′4

+6raȧa′2
(
2a− ra′

)
+ r2a2ȧ

′
a
′
(
3raȧ2 − 8a′

)
+r2a4ȧȧ

′
(
4rȧ′ + 3ȧ

)
+ 4raȧ′a′

(
r2a

′2 − 3a2
)

+2r2a2ȧa
′′′
(
a+ ra

′
)

+ 2r3a2ȧ
′′
(
a
′2 − 2a2ȧ2

)
+2r2a2a

′
a
′′
(
5ȧ− 4rȧ′

)
+ 2ra3ȧ

′′
(
a+ 2ra′

)
+r3ȧa

′′
(
4a− 5a2ȧ2 − 8a′2

)
− 4ra3a

′′
(
ȧ+ 2rȧ′

)


(A.42)

ω̂4
11 = Θ2

64



4r2aȧa
′′
(
3aa′′ − 23a′2 + a2ȧ2

)
+ 2ra4ȧä

′
(
ra
′ + a

)
+ra3ä

(
23ra2ȧ3 − 36ȧ′

)
− 12raa′3

(
4rȧ′ + 5ȧ

)
−4r2a3ȧ

′′
(
aȧ2 + 3a′′

)
+ 12a2ȧ

′
a
′
(
5ra′ − a

)
+12r2a2a

′′′
(
ȧa
′ − aȧ′

)
+ 12ȧa′2

(
a2 + 4r2a

′2
)

+ra2ȧäa
′
(
48− 17a2 + 15raa′

)
− 10ra4ȧ2ȧ

′

−r2a4ä
(
14ȧ′a′ + 13ȧa′′

)
+ 10r2a2ȧ

′
a
′
(
aȧ2 + 6a′′

)
+2ra2a

′
(
6ȧ′′ − 5ȧ3

) (
ra
′ − a

)
− 2a5ä

(
3ȧ+ 7rȧ′

)


(A.43)

ω̂4
12 = −iΘ2 rȧä (A.44)

ω̂4
14 = Θ2

64a3



2a3ä
′ (r2ȧ2 + 1)− raäa′

(
21raȧ2 + 36a′ + 20raa′′

)
+2aȧȧ′

(
2ra′ − 3r2aȧ2 − a

)
+ 4äa′

(
2r2a

′2 + 7a2
)

+2r2ȧa
′′
(
2aȧ′ − ȧa′

)
+ 2raa′′ (26aä+ ȧ2)

+2raä′
(
8aa′ + 6raa′′ − 5ra′

)
− 2raȧȧ′′

(
ra
′ + a

)
+ra3ȧä

(
5rȧ′ − 6ȧ

)
+ 12r2a2äa

′′′ + 2a2ȧ
′2 (ra+ r)

+2ȧa′
(
3r2aȧ3 − 3rȧa′ + aȧ− r2ȧ

′
a
′
)


(A.45)

ω̂4
21 = iΘ

2 rȧä (A.46)
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A. Propriétés de la métrique non commutative

ω̂4
22 = Θ2

64a5



−12a32aȧ′a′ + 8a5ȧä+ 48r2ȧa
′4 + 12r2a5ȧ

′′
ä

+16r2a4ȧȧ
′2 + 12r2a5ȧ

′
ä
′ + 39ra5ȧ

′
ä− 36ra3ȧ

′
a
′′

−48r2aȧ
′
a
′ + 23r2ȧ3ä+ 12r2a

′
ȧ
′′ − 12r2a3a

′′
ȧ
′′

+14ra5ȧä
′ − 12ra3a

′
ȧ
′′ − 2r2a4ȧ2ȧ

′′ + 12r2a2ȧa
′′2

+60ra2ȧ
′
a
′2 + 2r2a3ȧ3a

′′ − 12r2a3ȧ
′
a
′′′ + 12a2ȧa

′2

+48ra2ȧa
′
a
′′ + 6r2a3ȧäa

′2 − 36ra4ȧa
′
ä− 19r2a4ȧäa

′′

+12r2a2ȧa
′
a
′′′ − 22r2ȧ2a

′
ȧ
′ + 3r2a4ȧ

′
a
′
ä+ 2r2a4ȧa

′
ä
′

+60r2a2ȧ
′
a
′
a
′′ − 72r2aȧa

′2
a
′′ − 60raȧa′ + 6r2a2ȧ3a

′2


(A.47)

ω̂4
24 = −iΘ2a

[
a+ ra

′
ä
]

(A.48)

ω̂4
41 = Θ2

64a4



2r2a3ȧä
(
11aȧ′ − 9ȧa′

)
+ aȧ2a

′
(
13ra′ − 14a

)
+14a3ȧȧ

′ + 2ra2ȧ
′′
(
12raȧ′ + 7aȧ− 5rȧa′

)
+raȧa′′

(
raȧ

′ + rȧa
′ (22a3 − 15)− 14aȧ

)
+raa′ ȧ′

(
15rȧa′ − 41aȧ− 32raȧ′

)
+ra3ȧ

′
(
28ȧ′ − 9rȧ3

)
+ r2ȧ2a

′
(
17a′2 + 9a2ȧ2

)


(A.49)

ω̂4
42 = iΘ

2a2 rȧ
[
aȧ
′ − ȧa′

]
(A.50)

ω̂4
44 = − Θ2

64a3



r2aȧä
(
20aa′′ − 30a′2 − 4a2ȧ2

)
+4ra2a

′
ä
(
2ȧ− rȧ′

)
+ rȧ3a

′
(
5ra′2 + 8a

)
−raȧȧ′

(
8
(
aȧ+ 2ra′

)
+ 11raȧ′

)
+2a3ä

(
16rȧ′ + 5ȧ

)
+ 4r2a2ȧ

′′
(
3aä′ − ȧ2

)
+6ra2ȧä

′
(
ra
′ + 3a

)
+ 4r2aȧ3a

′′


(A.51)

A.2.3 Composantes des tétrades eµνaρ

e11
1

4 = 1
4 ȧ
′ (A.52)

e11
4

1 = 1
4
(
aȧ
′ + ȧa

′) (A.53)

e12
1

2 = −e12
2

1 = 1
4ar

(
ra2ȧ2 − 2aa′ + 2ra′2 − 2raa′′

)
(A.54)

e12
2

4 = 1
4a
(
−rȧa′ + 2raȧ′ + aȧ

)
(A.55)

e12
4

2 = 1
4r
(
−rȧa′ + 2raȧ′ + aȧ

)
(A.56)

e13
1

3 = 1
4ar sin2 θ

(
ra2ȧ2 − 2aa′ + 2ra′2 − 2raa′′

)
(A.57)
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A. Propriétés de la métrique non commutative

e13
3

1 = − 1
4a sin2 θ

(
ra2ȧ2 − 2aa′ + 2ra′2 − 2raa′′

)
(A.58)

e13
3

4 = − 1
4a sin θ

(
rȧa

′ − 2raȧ′ − aȧ
)

(A.59)

e13
4

3 = −1
4r sin2 θ

(
rȧa

′ − 2raȧ′ − aȧ
)

(A.60)

e14
1

4 = −1
4 ä (A.61)

e14
4

1 = 1
4
(
ȧ2 − aä

)
(A.62)

e21
1

2 = − 1
4a
(
r2a2ȧ2 + raa

′ + 2r2a
′2 − r2aa

′′ + a2
)

(A.63)

e21
2

1 = 1
4ar

(
a2ȧ2 + 2a′2 − aa′′

)
(A.64)

e21
2

4 = − 1
4ar

(
aȧ
′ − ȧa′

)
(A.65)

e21
4

2 = −1
4r
(
raȧ

′ − 2rȧa′ − aȧ
)

(A.66)

e23
1

3 = −1
4r sin θ cos θ

(
a+ ra

′) (A.67)

e23
2

3 = − 1
4ar sin2 θ

(
2raa′ + r2a

′2 − r2a2ȧ2 − a2
)

(A.68)

e23
3

1 = 1
4 cos θ

(
a+ ra

′) (A.69)

e23
3

2 = 1
4ar sin θ

(
2raa′ + r2a

′2 − r2a2ȧ2 − a2
)

(A.70)

e23
3

4 = 1
4rȧ cos θ (A.71)

e23
4

3 = 1
4r

2aȧ cos θ sin θ (A.72)

e24
1

2 = 1
4ar

(
−2rȧa′ + raȧ

′ − aȧ
)

(A.73)

e24
2

1 = − 1
4a
(
−2rȧa′ + raȧ

′ − aȧ
)

(A.74)

e24
2

4 = −1
4rä (A.75)

e24
4

2 = −1
4r

2
(
aä− ȧ2

)
(A.76)

e31
1

3 = − 1
4a sin2 θ

(
r2a2ȧ2 + raa

′ + 2r2a
′2 − r2aa

′′ + a2
)

(A.77)
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A. Propriétés de la métrique non commutative

e31
2

3 = −1
4 cos θ sin θ

(
a+ ra

′) (A.78)

e31
3

1 = 1
4ar sin θ

(
a2ȧ2 + 2a′2 − aa′′

)
(A.79)

e31
3

2 = 1
4 cos θ

(
a+ ra

′) (A.80)

e31
3

4 = − 1
4ar sin θ

(
−ȧa′ + aȧ

′) (A.81)

e31
4

3 = 1
4r sin2 θ

(
2rȧa′ − raȧ′ + aȧ

)
(A.82)

e32
1

3 = −1
4r
(
a+ ra

′) cos θ sin θ (A.83)

e32
2

3 = − 1
4ar

[(
−2raa′ − r2a

′2 + r2a2ȧ2
)

sin2 θ + a2 cos2 θ
]

(A.84)

e32
3

2 = − 1
4ar

2 sin θ
(
2aa′ + ra

′2 − ra2ȧ2
)

(A.85)

e32
4

3 = 1
4r

2aȧ cos θ sin θ (A.86)

e34
1

3 = 1
4ar sin2 θ

(
−2rȧa′ + raȧ

′ − aȧ
)

(A.87)

e34
2

3 = −1
4rȧ cos θ sin θ (A.88)

e34
3

1 = − 1
4ar sin θ

(
−2rȧa′ + raȧ

′ − aȧ
)

(A.89)

e34
3

2 = 1
4rȧ cos θ (A.90)

e34
3

4 = 1
4rä sin θ (A.91)

e34
4

3 = 1
4r

2 sin2 θ
(
ȧ2 − aä

)
(A.92)

e41
1

4 = 1
2 ä (A.93)

e41
4

1 = 1
2aä (A.94)

e42
1

2 = − 1
2ar

2
(
aȧ
′ − ȧa′

)
(A.95)

e42
2

1 = 1
2ar

(
aȧ
′ − ȧa′

)
(A.96)

e42
2

4 = 1
2rä (A.97)
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A. Propriétés de la métrique non commutative

e42
4

2 = 1
2r

2aä (A.98)

e43
1

3 = − 1
2ar

2 sin2 θ
(
aȧ
′ − ȧa′

)
(A.99)

e43
3

1 = 1
2ar sin θ

(
aȧ
′ − ȧa′

)
(A.100)

e43
3

4 = 1
2r sin θä (A.101)

e43
4

3 = 1
2r

2 sin2 θaä (A.102)

A.3 Composantes des connexions de spin pour
la métrique de Bardeen-Vaidya

Θµν =


0 Θ 0 0
−Θ 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 (A.103)

ω̂1
12 = 1

r (3r − 2t)2

[
27r3 + 3r2 (1− 15t) + r

(
1− 2t+ 24t2

)
− 4t3

]
(A.104)

ω̂1
21 = ω̂1

12 =
[
1− 25

32Θ2 sin2 θ

r2

(
3r2 + 2t2 − 5rt

)]
(A.105)

ω̂1
22 = Θ2

32r2

[
5r
(
3 cos2 θ − 2

)
− 4t sin2 θ

]
(A.106)

ω̂1
31 = 7Θ2

64 sin θ cos θ (t− r)
r2
√
r (3r − 2t)3

[
27r3 + 3r2 (1− 15t) + r

(
1− 2t+ 24t2

)
− 4t3

]
(A.107)

ω̂1
32 = −Θ2

32 sin θ cos θr (6t+ 11r)
√
r (3r − 2t) (A.108)

ω̂1
33 = Θ2

32
1
r2

[
sin2 θ (23t− 25r)− 3r

]
(A.109)

ω̂1
34 = −ω̂1

43 = −iΘ2r sin θ (A.110)

ω̂1
41 = iΘ

2
cos θ

r2
√
r (3r − 2t)3

[
27r3 + 3r2 (1− 15t) + r

(
1− 2t+ 24t2

)
− 4t3

]
(A.111)

ω̂1
42 = −iΘ2

cos θ√
r (3r − 2t)

(A.112)
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A. Propriétés de la métrique non commutative

ω̂1
44 = Θ2

32r2

[
r
(
35 cos2 θ − 31

)
− 23t sin2 θ

]
(A.113)

ω̂2
12 = 1

(3r − 2t)2 (A.114)

ω̂2
21 = −1

(3r − 2t)2

[
1 + 5Θ2

32
sin2 θ

r2

(
5rt− 3r2 − 2t2

)]
(A.115)

ω̂2
22 = Θ2

32
t

r3

[
4t sin2 θ + r

(
10− 15 cos2 θ

)]
(A.116)

ω̂2
31 = 7

64Θ2 sin θ cos θ t− r
r (3r − 2t)2 (A.117)

ω̂2
32 = Θ2

32 sin θ cos θ t
r2

(6t+ 11r)√
r (3r − 2t)

(A.118)

ω̂2
33 = Θ2

32
t

r3 sin2 θ (28r − 23t) (A.119)

ω̂2
34 = iΘ

2
t

r2 sin θ (A.120)

ω̂2
41 = iΘ

2 cos θ 1√
r (3r − 2t)3

(A.121)

ω̂2
42 = iΘ

2 cos θ t

r
√
r (3r − 2t)

(A.122)

ω̂2
43 = −iΘ2 sin θ t

r2 (A.123)

ω̂2
44 = Θ2

32
t

r3

[
r
(
31− 35 cos2 θ

)
− 23t sin2 θ

]
(A.124)

ω̂3
22 = Θ2

32
sin θ cos θ

r2 (3r − 2t) (2t+ 11r) (A.125)

ω̂3
23 = −

√
3r − 2t

r

[
1− Θ2

64r2

[
r2
(
10 cos2 θ − 7

)
+ rt

(
sin2 θ + 2

)
− 10t2 sin2 θ

]]
(A.126)

ω̂3
24 = iΘ

4 sin θ
(2t
r
− 1

)√3r − 2t
r

(A.127)

ω̂3
32 =

√√√√3r − 2t
r

[
1 + Θ2

32r2 [r2 (24 cos2 θ − 9) + rt (17− 25 cos2 θ)− 14t2 sin2 θ]
]

(A.128)

ω̂3
33 = Θ2

64
sin θ cos θ

r2

(
51r2 + 54t2 − 131rt

)
(A.129)
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A. Propriétés de la métrique non commutative

ω̂3
34 = ω̂3

43 = iΘ
4 cos θ3r − 2t

r
(A.130)

ω̂3
42 = iΘ

4 sin θ4t− 3r
r

√
3r − 2t

r
(A.131)

ω̂3
44 = 3

64Θ2 sin θ cos θ (r − t) (31r − 10t)
r2 (A.132)

ω̂4
22 = iΘ

4 sin θ cos θ3r − 2t
r

(A.133)

ω̂4
23 = iΘ

4

√
3r − 2t

r

[
sin2 θ (r − 2t)

r
+ 1

]
(A.134)

ω̂4
24 = − sin θ

√
3r − 2t

r

[
1− Θ2

64
[
r2
(
31 cos2 θ − 11

)
+ tr

(
19− 14 cos2 θ

)
− 10t2 sin2 θ

]]
(A.135)

ω̂4
32 = iΘ

4 sin2 θ
(3r − 4t)

r

√
3r − 2t

r
(A.136)

ω̂4
33 = iΘ

4 sin θ cos θ5r − 6t
r

(A.137)

ω̂4
34 = − cos θ + Θ2

64r2 cos θ
[
sin2 θ

(
39r2 + 66t2 − 107rt

)
− 2 cos2 θ

(
3r2 − 2rt

)]
(A.138)

ω̂4
42 = sin θ

√
3r − 2t

r

[
r2 + Θ2

64
[
2 sin2 θ

(
15rt− r2 − 14t2

)
+ r cos2 θ (r − t)

]]
(A.139)

ω̂4
43 = 1− Θ2

64
sin2 θ cos θ

r2

(
33r2 + 58t2 − 91rt

)
(A.140)

ω̂4
44 = 2iΘ sin θ cos θ

(
r − t
r

)
(A.141)

A.4 Propriétés de la métrique FRW pour diffé-
rents cas de Θµν

A.4.1 Premier cas
Soit la matrice Θµν ayant la forme suivante :

Θµν =


0 0 Θ 0
0 0 0 0
−Θ 0 0 0
0 0 0 0

 (A.142)
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A. Propriétés de la métrique non commutative

Composantes de la métrique :

ĝ11 = t2β + Θ2

64 sin θβ2
(
21r2β2t2β − 18t2

)
t4(β−1) (A.143)

ĝ12 = ĝ21 = −19
64Θ2 sin θ cos θrβ2t2(2β−1) (A.144)

ĝ13 = ĝ31 = iΘ
4 sin2 θ

(
1− 2r2β2t2(β−1)

)
t2β (A.145)

ĝ14 = ĝ41 = Θ2

128rβ
2 sin2 θ (28− 25β) t4β−3 (A.146)

ĝ22 = r2t2β + Θ2

32 t
2β
[
7r2β2 sin2 θt2(2β−1) +

(
3r2β2t2β − 2t2

)
cos2 θ − 5r2β2t2β

]
(A.147)

ĝ23 = −ĝ32 = −iΘ2 r sin θ cos θt2β (A.148)

ĝ24 = ĝ42 = − Θ2

128 sin θ cos θβ
[
r2β (8 + 19β) t2(β−1) + 4

]
t2β−1 (A.149)

ĝ33 = r2 sin2 θt2β+Θ2

64 sin2 θt2β
[
−21r4β4 cos2 θt4(β−1) + r2β2t2(β−1)

(
43 cos2 θ − 45

)
+ 4

]
(A.150)

ĝ34 = −ĝ43 = iΘ
2 rβ sin2 θt2β−1 (A.151)

ĝ44 = −1− Θ2

32 β (β − 1) sin2 θt2(β−1)
(
18r2β2t2(β−1) + 1

)
(A.152)

Composantes des tétrades :

ê1
1 = tβ + Θ2

128 sin2 θβ2t3β−2
[
17r2β2t2β − 18

]
(A.153)

ê1
2 = −Θ2

32 sin θ cos θβ2t3β−2 (A.154)

ê1
3 = −iΘ4 rβ2 sin θt3β−2 (A.155)

ê1
4 = − Θ2

128rβ
3 sin θ (A.156)

ê2
1 = −13

64Θ2β2r sin θ cos θt3β−2 (A.157)

ê2
2 = rtβ + Θ2

64 rβ
2 sin2 θt3β−2

[
7r2β2t2(β−1) − 5

]
(A.158)

101



A. Propriétés de la métrique non commutative

ê2
3 = iΘ

4 cos θtβ (A.159)

ê2
4 = Θ2

128β sin θ cos θt2β−1
[
11r2β2t2(β−1) + 4

]
(A.160)

ê3
1 = iΘ

4 sin2 θtβ
[
r2β2t2(β−1) − 1

]
(A.161)

ê3
2 = −iΘ4 sin θ cos θtβ (A.162)

ê3
3 = r sin θtβ + Θ2

128rβ
2 sin θt3β−2

[
17r2β2 sin2 θt2(β−1) + 19 cos2 θ − 21

]
(A.163)

ê3
4 = iΘ

2 rβ sin2 θt2β−1 (A.164)

ê4
1 = − 7

32Θ2rβ2 (β − 1) sin2 θt3(β−1) (A.165)

ê4
2 = −Θ2

16 sin θ cos θrβ2 (β − 1) t3(β−1) (A.166)

ê4
4 = 1− Θ2

64 β (1− β) sin2 θt2(β−1)
[
18r2β2t2β + 1

]
(A.167)

Composantes de la connexion de spin :

ω̂1
11 = 27

128Θ2rβ4 sin2 θt4(β−1) (A.168)

ω̂1
12 = 3

128Θ2rβ4 sin θ cos θt4(β−1) (A.169)

ω̂1
13 = −iΘ4 β2 sin θt2(β−1) (A.170)

ω̂1
14 = −βtβ−1 + Θ2

64 β
3 sin2 θt3(β−1)

[
7r2β2t2(β−1) + 8

]
(A.171)

ω̂1
21 = Θ2

128rβ
4 sin θ cos θt4(β−1) (A.172)

ω̂1
24 = 3

32Θ2β3 sin θ cos θt3(β−1) (A.173)

ω̂1
31 = −iΘ4 β2 sin θt2(β−1) (A.174)

ω̂1
33 = 15

128Θ2rβ4 sin2 θt4(β−1) (A.175)

ω̂1
34 = −iΘ2 rβ3 sin θt3(β−1) (A.176)
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A. Propriétés de la métrique non commutative

ω̂1
41 = βtβ−1 + Θ2

128β
3 sin2 θt3(β−1)

[
5r2β2t2(β−1) − 4

]
(A.177)

ω̂1
42 = Θ2

16 β
2 sin θ cos θt3(β−1) (A.178)

ω̂1
43 = −iΘ4 rβ3 sin θt3(β−1) (A.179)

ω̂1
44 = Θ2

32 rβ
4 sin2 θt4(β−1) (A.180)

ω̂2
11 = Θ2

128β
2 sin θ cos θt2(β−1)

[
25r2β2t2(β−1) − 8

]
(A.181)

ω̂2
12 = −1 + Θ2

64 β
2t2(β−1)

[
sin2 θ

(
r2β2t2(β−1) − 4

)
+ 2

]
(A.182)

ω̂2
13 = −iΘ4 rβ2 cos θt2(β−1) (A.183)

ω̂2
14 = 3

32Θ2rβ3 sin θ cos θt3(β−1) (A.184)

ω̂2
21 = 1− Θ2

32 β
2 cos2 θt2(β−1) (A.185)

ω̂2
22 = Θ2

128β
2 sin θ cos θt2(β−1)

[
4− 5r2β2t2(β−1)

]
(A.186)

ω̂2
24 = −rβtβ−1 − Θ2

16 rβ
3 cos2 θt3(β−1) (A.187)

ω̂2
31 = iΘ

4 rβ2 cos θt2(β−1) (A.188)

ω̂2
32 = −iΘrβ2 sin θt2(β−1) (A.189)

ω̂2
33 = 3

128Θ2β2 sin θ cos θt2(β−1)
[
7r2β2t2(β−1) + 12

]
(A.190)

ω̂2
41 = − 5

32Θ2rβ3 sin θ cos θt3(β−1) (A.191)

ω̂2
42 = rβtβ−1 + Θ2

64 rβ
3t3(β−1)

[
sin2 θ

(
4 + 5r2β2 cos2 θt2(β−1)

)
+ 4

]
(A.192)

ω̂2
43 = iΘ

4 β cos θtβ−1 (A.193)

ω̂2
44 = − Θ2

128β
2 sin θ cos θt2(β−1)

[
r2β2t2(β−1) + 20

]
(A.194)

ω̂3
11 = −3iΘ

4 rβ2 sin2 θt2(β−1) (A.195)

ω̂3
12 = −iΘ2 rβ2 sin θ cos θt2(β−1) (A.196)
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ω̂3
13 = − sin θ + Θ2

128β
2 sin θt2(β−1)

[
sin2 θ

(
33r2β2 − 8

)
+ 16

]
(A.197)

ω̂3
14 = iΘ

2 r2β2 sin2 θt3(β−1) (A.198)

ω̂3
21 = −iΘ4 rβ2 sin θ cos θt2(β−1) (A.199)

ω̂3
23 = − cos θ − Θ2

64 β
2 sin2 θ cos θt2(β−1)

[
3r2β2t2(β−1) + 2

]
(A.200)

ω̂3
31 = sin θ + Θ2

128 sin θβ2t2(β−1)
[
8 cos2 θ − 29r2β2 sin2 θt2(β−1)

]
(A.201)

ω̂3
32 = cos− Θ2

128β
2 sin2 θ cos θt2(β−1)

[
17r2β2t2(β−1) + 8

]
(A.202)

ω̂3
33 = −iΘrβ2 sin2 θt2(β−1) (A.203)

ω̂3
33 = −rβ sin θtβ−1 − Θ2

128rβ
2 sin θt3(β−1)

[
sin2 θ

(
14r2β4t2(β−1) + 1

)
+ 3 cos2 θ

]
(A.204)

ω̂3
41 = iΘ

4 β sin2 θtβ−1
[
r2β2t2(β−1) − 1

]
(A.205)

ω̂3
42 = −iΘ4 β sin θ cos θtβ−1 (A.206)

ω̂3
43 = rβ sin θtβ−1 − Θ2

128rβ
3 sin θt3(β−1)

[
5r2β2 sin2 θt2(β−1) + 21 cos2 θ + 22

]
(A.207)

ω̂3
44 = iΘ

4 rβ2 sin2 θt2(β−1) (A.208)

ω̂4
11 = Θ2

64 β
2 (β − 1) sin2 θt2(β−1)

[
23r2β2t2(β−1) − 6

]
(A.209)

ω̂4
12 = −Θ2

32 β
2 (β − 1) sin θ cos θt2β−3 (A.210)

ω̂4
13 = ω̂4

31 = −iΘ2 rβ2 (β − 1) sin θt2β−3 (A.211)

ω̂4
14 = − 3

32Θ2rβ3 (β − 1) sin2 θt3β−4 (A.212)

ω̂4
21 = −Θ2

16 β
2 (β − 1) sin θ cos θt2β−3 (A.213)

ω̂4
24 = −Θ2

32 rβ
3 (β − 1) sin θ cos θt3β−4 (A.214)

ω̂4
33 = Θ2

64 β
2 (β − 1) sin2 θt2(β−1)

[
23r2β2t2(β−1) + 8

]
(A.215)
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ω̂4
34 = −iΘ2 β (β − 1) sin θtβ−2 (A.216)

ω̂4
42 = Θ2

8 rβ3 (β − 1) sin θ cos θt3β−4 (A.217)

ω̂4
44 = −Θ2

32 β
2 (β − 1) sin2 θt2β−3

[
5− 2r2β2t2(β−1)

]
(A.218)

A.4.2 Deuxième cas
Soit la forme suivante pour la matrice Θµν :

Θµν =


0 0 0 Θ
0 0 0 0
0 0 0 0
−Θ 0 0 0

 (A.219)

Composantes de la métrique :

ĝ11 = t2β − Θ2

64 β
2t4(β−1)

[
69β2 + 91β + 26

]
(A.220)

ĝ22 = t2β − Θ2

32 βt
2(β−1)

[
r2βt2(β−1)

(
−12β2 + 13β − 1

)
− 8

]
(A.221)

ĝ33 = r2 sin2 θt2β + Θ2

32 βt
2(β−1)

[
r2βt2(β−1)

(
−12β2 + 13β − 1

)
− 8

]
(A.222)

ĝ44 = −1 + Θ2

32 β
2t2(β−2)

[
−29β2 + 64β − 35

]
(A.223)

Composantes de la métrique inverse :

ĝ11 = t−2β + Θ2

4096β
2t−4

[(
63β2 − 123β + 60

)
t−2β−4 − 128

(
35β2 − 64β + 35

)]
(A.224)

ĝ14 = iΘ
4 β (3− 4β) t−2 (A.225)

ĝ22 = t−2β

r2 + Θ2

32r2βt
−4
[
β
(
12β2 − 13β + 1

)
− 2
r2 (13β − 4) t2(1−β)

]
(A.226)

ĝ33 = t−2β

r2 sin2 θ
+ Θ2

32r2 sin2β
[
β
(
12β2 − 13β + 1

)
− 2
r2 (13β − 4) t2(1−β)

]
(A.227)

ĝ41 = −iΘ4 β (3− 4β) t−4 (A.228)

ĝ44 = t−8 + 2Θ2β2t2β
(
−3β2 − 16β + 17

)
(A.229)
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Composante des tétrades êaµ :

ê1
1 = tβ − Θ2

128β
2
(
33β2 − 43β + 10

)
t3β−4 (A.230)

ê1
4 = −iΘ4 β (3β − 2) t2(β−1) (A.231)

ê2
2 = rt+ iΘ

4 βtβ−1 + Θ2

64 rβ
2
(
−12β2 + 13β − 1

)
t3β−4 (A.232)

ê3
3 = r sin θtβ + iΘ

4 β sin θtβ−1 + Θ2

64 rβ
2 sin θ

(
−12β2 + 13β − 1

)
t3β−4 (A.233)

ê4
1 = −iΘ4 β (β − 1) tβ−2 (A.234)

ê4
4 = 1− Θ2

64 β
2
(
27β2 − 60β + 33

)
t2(β−2) (A.235)

Composantes des tétrades inverses êµa :

ê1
1 = t−(β+4) + Θ2

128β
2
(
54β2 + 12β + 66

)
tβ−8 (A.236)

ê4
1 = iΘ

4 β (1− β) t−10 (A.237)

ê2
2 = t−β

r
+ iΘ

4r2βt
−(β+1) + Θ2β

[
rβ
(
12β2 − 13β + 1

)
tβ + 8

r
(4− 13β) t2−β

]
(A.238)

ê3
3 = t−β

r sin θ + iΘ
4r2 sin θβt

−(β+1) + Θ2

r sin θβ
[
rβ2tβ

(
12β2 − 13β + 1

)
+ 8 (4− 13β)

]
(A.239)

ê1
4 = iΘ

4 β (2− 3β) tβ−2 (A.240)

ê4
4 = 1 + Θ2

4096t
2(β−2)

[(
t−4 − 3072

)
β2 −

(
123t−4 + 5312

)
β + 60t−4 − 2240

]
(A.241)

Composantes de la connexion de spin :

ω̂1
11 = iΘβ2 (β − 1) t2β−3 (A.242)

ω̂1
14 = ω̂1

41 = −βtβ−1 − Θ2

64 β
3t3β

[
27
(
β2 + 1

)
− 54β

]
(A.243)

ω̂1
44 = ω̂1

44 = −iΘβ2 (β − 1) t2β−3 (A.244)

106
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ω̂2
12 = −1 + iΘrβ (β − 1) t2β−3 + Θ2

32 β
2
(
−5β2 + 8β − 3

)
t2(β−2) (A.245)

ω̂2
24 = −rβtβ−1 (A.246)

ω̂2
42 = rβtβ−1 + 3iΘ

4 β (1− β) tβ−2 − Θ2

16 rβ
3 (1− β) t3β−5 (A.247)

ω̂3
13 = − sin θ + iΘrβ2 sin θt2β−3 + Θ2

32 β
2 sin θ

(
−5β2 + 8β − 3

)
t2(β−2) (A.248)

ω̂3
23 = −ω̂3

32 = − cos θ (A.249)
ω̂3

31 = sin θ (A.250)
ω̂3

34 = −rβ sin θtβ−1 (A.251)

ω̂3
43 = rβ sin θtβ−1 + 3iΘ

4 β (1− β) sin θtβ−2 − Θ2

16 rβ
3 (1− β) sin θt3β−5 (A.252)

ω̂4
11 = −ω̂4

44 = 3
8Θ2β2 (β − 1)2 (β − 2) t2β−3 (A.253)

A.4.3 Troisième cas
Soit le cas suivant où Θµν est donnée par :

Θµν =


0 0 0 0
0 0 Θ 0
0 −Θ 0 0
0 0 0 0

 (A.254)

Composantes de la métrique :

ĝ11 = t2β + Θ2

64 r
2β2t2(2β−1)

[
14r2β2 sin2 θt2(β−1) + 14 cos2 θ − 17

]
(A.255)

ĝ12 = ĝ21 = − Θ2

128r sin θ cos θt2β
[
25r2βt2(β−1) + 12

]
(A.256)

ĝ13 = ĝ31 = iΘ
2 r sin θ cos θt2β (A.257)

ĝ14 = Θ2

128rβt
2β−3

[
t2
(
10 cos2 θ − 15

)
+ 2r2β sin2 θt2β (32− 19β)

]
(A.258)

ĝ22 = r2t2β+Θ2

64 r
2t2β

[
21r4β4 sin2 θt4(β−1) + r2β2t2(β−1)

(
7− 25 cos2 θ

)
+ 6

(
2− 3 cos2 θ

)]
(A.259)

ĝ23 = −ĝ32 = iΘ
4 r2t2β

[
2r2β2 sin2 θt2(β−1) − 2 cos2 θ + 1

]
(A.260)
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ĝ24 = ĝ42 = Θ2

128r
2β2 sin θ cos θt2β−3

[
r2βt2β (28− 25β)− 12t2

]
(A.261)

ĝ33 = r2 sin2 θt2(β+1)−Θ2

64 r
2t4β

[
r4β4θt2(β−1) [42 cos2 θ − 21 (1 + cos4 θ)]

+r2β2 [cos2 θ (51− 48 cos2 θ)− 3] + 2 (cos2 θ − 3)

]
(A.262)

ĝ34 = ĝ43 = −iΘ2 r2β sin θ cos θt2β−1 (A.263)

ĝ41 = Θ2

128rβt
2β−1

[
10 cos θ − 15− 2r2β sin2 θ (9β + 8) t2(β−1)

]
(A.264)

ĝ44 = −1 + Θ2

32 r
2β (β − 1) t2(β−2)

[
18r2β2 sin2 θt2 + t2β

(
7− 6 cos2 θ

)]
(A.265)

Composantes des tétrades êaµ :

ê1
1 = tβ + Θ2

128r
2β2t3β−2

[
14
(
r2β2 sin2 θt2(β−1) + cos2 θ

)
− 17

]
(A.266)

ê1
2 = − 7

32Θ2r2β2 sin θ cos θt3β−2 (A.267)

ê1
4 = Θ2

128rβt
2β−1

[
22r2β2 sin2 θ − 10 cos2 θ + 15

]
(A.268)

ê2
1 = 3

128Θ2r sin θ cos θtβ
[
r2β2t2(β−1) − 4

]
(A.269)

ê2
2 = rtβ− Θ2

128rt
β
[
r2β2t2(β−1)

(
25 cos2 θ − 17r2β2t2β+2 sin2 θ − 7

)
+ 6

(
2 cos2 θ − 3

)]
(A.270)

ê2
3 = −iΘ4 r3β2 sin θt3β−2 (A.271)

ê2
4 = 3

128Θ2r2β sin θ cos θt2β−1
(
4− r2β2t2(β−1)

)
(A.272)

ê3
1 = −iΘ2 r sin θ cos θtβ (A.273)

ê3
2 = iΘ

4 rtβ
[
sin2 θ

(
r2β2t2(β−1) + 2

)
− 1

]
(A.274)

ê3
3 = r sin θtβ + Θ2

128r sin θtβ
[
2t2 + 17r4β4 sin θt4β − r2β2t2(β−1)

(
16 + 5 cos2 θ

)]
(A.275)

ê3
4 = iΘ

2 r2β sin θ cos θt2β−1 (A.276)

ê4
1 = Θ2

8 r3β3 (1− β) sin2 θt3(β−1) (A.277)
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ê4
2 = 7

32Θ2r3β2 (1− β) sin θ cos θt3(β−1) (A.278)

ê4
4 = 1− Θ2

64 r
2β (1− β) t2(β−1)

[
18r2β2 sin2 θt2(β−1) − 6 cos2 θ + 7

]
(A.279)

Composantes de la connexions de spin :

ω̂1
11 = Θ2

64 rβ
2 sin2 θt2(β−1)

[
5r2β2t2(β−1) + 16

]
(A.280)

ω̂1
14 = −βtβ−1 + Θ2

64 βt
β−1

[
r2β2 sin2 θt2(β−1) + 22 cos2 θ − 12

]
(A.281)

ω̂1
21 = − Θ2

128rβ
2 sin θ cos θt2(β−1)

[
7r2β2t2(β−1) + 24

]
(A.282)

ω̂1
22 = Θ2

64 rβ
2t2(β−1)

[
2
(
2 cos2 θ − 5

)
− 23r2β2 sin2 θt2(β−1)

]
(A.283)

ω̂1
23 = −ω̂1

32 = −iΘ2 rβ2 sin θt2(β−1) (A.284)

ω̂1
24 = − Θ2

128β sin θ cos θtβ−1
[
5r2β2t2β + 44t2

]
(A.285)

ω̂1
31 = −iΘ2 rβ2 cos θt2(β−1) (A.286)

ω̂1
33 = Θ2

64 rβ
2t2(β−1)

[
23r2β2 sin2 θt2(β−1) + 8

(
3 cos2 θ − 2

)]
(A.287)

ω̂1
41 = βtβ−1 + Θ2

64 r
2β3 sin2 θt3(β−1)

[
5r2β2t2(β−1) + 16

]
(A.288)

ω̂1
44 = ω̂2

11 = Θ2

32 sin θ cos θ
[
r2β2t2(β−1) + 13

]
(A.289)

ω̂2
12 = −1+ Θ2

128
[
r2β2t2β

(
21 cos2 θ − 5r2β2 sin2 θt2(β−1) − 17

)
+ 4

(
13 cos2 θ − 7

)]
(A.290)

ω̂2
13 = ω̂2

31 = iΘ
4 sin θ

[
r2β2t2(β−1) + 1

]
(A.291)

ω̂2
14 = ω̂2

41 = −Θ2

32 rβ sin θ cos θtβ−1
[
r2β2t2(β−1) + 13

]
(A.292)

ω̂2
21 = 1 + Θ2

64
[
r2β2t2(β−1)

(
3 cos2 θ − 7 sin2 θt2(β−1) − 11

)
+ 2

(
13 cos2 θ − 6

)]
(A.293)

ω̂2
22 = Θ2

128 sin θ cos θ
[
r2β2t2(β−1)

(
27r2β2t2(β−1) − 23

)
− 52

]
(A.294)
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ω̂2
23 = ω̂2

32 = iΘ
4
[
1− r2β2t2(β−1)

]
(A.295)

ω̂2
24 = −rβtβ−1

{
1 + Θ2

64
[
r2β2t2β

(
3 cos2 θ − 7 sin2 θt2(β−1) − 11

)
+ 2t2

(
13 cos2 θ − 6

)]}
(A.296)

ω̂2
33 = 30

128Θ2r2β2 sin θ cos θt2(β−1)
[
5r2β2t2(β−1) − 21

]
(A.297)

ω̂2
34 = ω̂2

43 = −iΘ4 rβ sin θtβ−1
[
2r2β2t2(β−1) + 1

]
(A.298)

ω̂2
42 = rβtβ−1 − Θ2

128rβt
β−1

[
r2β2t2(β−1)

(
21 cos2 θ − 5r2β2 sin2 θt2(β−1) − 17

)
−52 cos2 θ − 28

]
(A.299)

ω̂2
44 = Θ2

32 r
2β2 sin θ cos θt2(β−1)

[
r2β2t2(β−1) + 13

]
(A.300)

ω̂3
11 = iΘ

4 sin θ cos θ (A.301)

ω̂3
12 = iΘ

4
[
cos2 θ − r2β2 sin2 θt2(β−1)

]
(A.302)

ω̂3
13 = − sin θ − Θ2

128 sin θ
[
r2β2t2(β−1)

(
5r2β2 sin2 θt2(β−1) + 21 cos2 θ + 1

)
+ 4

]
(A.303)

ω̂3
14 = −iΘ4 rβ sin θ cos θtβ−1 (A.304)

ω̂3
21 = −iΘ4 sin2 θ

(
2r2β2t2(β−1) + 1

)
(A.305)

ω̂3
22 = −iΘ4 sin θ cos θ

(
3r2β2t2(β−1) + 1

)
(A.306)

ω̂3
23 = − cos θ + Θ2

128
[
r2β2

(
33r2β2 sin2 θt2(β−1) − 21 cos2 θ + 25

)
t2(β−1) − 4

]
(A.307)

ω̂3
24 = iΘ

4 rβ sin2 θtβ−1
(
2r2β2t2(β−1) + 1

)
(A.308)

ω̂3
31 = sin θ + Θ2

128t
2(β−1)

[
r2β2

(
25 cos2 θ − 26

)
− 14r4β4 sin2 θt2(β−1)

]
(A.309)

ω̂3
32 = cos θ − Θ2

128r
2β2 sin2 θt2(β−1)

(
29r2β2t2(β−1) + 25

)
(A.310)

ω̂3
33 = −iΘr2β2 sin θ cos θt2(β−1) (A.311)

ω̂3
34 = rβ sin θtβ−1 + Θ2

128r
3β3 sin θt3(β−1)

[
14r2β2 sin2 θt2(β−1) − 25 cos2 θ + 26

]
(A.312)
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ω̂3
41 = −iΘ4 rβ sin θ cos θtβ−1 (A.313)

ω̂3
42 = iΘ

4 rβtβ−1
(
r2β2 sin2 θt2(β−1) − cos2 θ

)
(A.314)

ω̂3
43 = rβ sin θtβ−1

{
1 + Θ2

128

[(
rβt(β−1)

)2
(

5
(
rβ sin θt(β−1)

)2
+ 21 cos2 θ + 1

)
+ 4

]}
(A.315)

ω̂3
44 = iΘ

4 r2β2 sin θ cos θt2(β−1) (A.316)

ω̂4
11 = −Θ2

4 r2β2 (β − 1) sin2 θt2β−3 (A.317)

ω̂4
14 = Θ2

32 rβ (β − 1)
(
11 cos2 θ − 2r2β2 sin2 θt2(β−1) − 6

)
tβ−2 (A.318)

ω̂4
21 = − 3

16Θ2r2β2 (β − 1) sin θ cos θt2(β−1) (A.319)

ω̂4
22 = Θ2

64 r
2β2 (β − 1)

(
23r2β2 sin2 θt2(β−1) + 4β cos2 θ − 10

)
t2β−3 (A.320)

ω̂4
23 = −ιΘ2 r2β2 (β − 1) sin θt2(β−1) (A.321)

ω̂4
24 = Θ2

32 rβ (1− β) sin θ cos θtβ−4
(
3r2β2t2β + t2

)
(A.322)

ω̂4
32 = iΘ

2 r2β2 (β − 1) sin θt2β−3 (A.323)

ω̂4
33 = Θ2

64 r
2β2 (β − 1) t2β−3

[
23r2β2 sin2 θt2(β−1) + 8

(
2− 3 cos2 θ

)]
(A.324)

ω̂4
34 = −iΘ2 rβ (β − 1) cos θtβ−2 (A.325)

ω̂4
41 = Θ2

4 r3β3 (β − 1) sin2 θt3β−4 (A.326)

ω̂4
44 = Θ2

32 r
2β2 (β − 1)

(
6 + 11 cos2 θ − 2r2β2 sin2 θt2(β−1)

)
t2β−3 (A.327)

A.4.4 Quatrième cas
Soit le cas suivant où Θµν est donnée par :

Θµν =


0 0 0 0
0 0 0 Θ
0 0 0 0
0 −Θ 0 0

 (A.328)
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Composantes de la métrique :

ĝ11 = t2β + Θ2

32 βt
2(β−1)

[
r2β2

(
24β213β − 1

)
t2(β−1) + 12β − 1

]
(A.329)

ĝ12 = −ĝ21 = iΘ
2 rβt2β−1 (A.330)

ĝ41 = ĝ14 = Θ2

128rβ (β − 1) (55β − 16) t2β−3 (A.331)

ĝ22 = r2t2β + Θ2

64 r
2βt2(β−1)

[
r2βt2(β−1)

(
69β2 + 9β − 26

)
+ 5β − 1

]
(A.332)

ĝ24 = ĝ42 = iΘ
4 r2β2 (3− 4β) t2(β−1) (A.333)

ĝ33 = r2 sin2 θt2β + Θ2

64 r
2βt2(β−1)

[
cos2 θ (3β + 17) + 49β − 33

−2 sin2 θr2βt2(β−1) (12β2 + 13β + 1)

]
(A.334)

ĝ44 = −1 + Θ2

32 r
2β2

(
29β2 − 64β + 35

)
t2(β−2) (A.335)

Les tétrades sont :

ê1
1 = tβ + Θ2

64 t
β−4

[
r2β2t2β

(
−12β2 + 13β − 1

)
+ 4β (β − 1) t2

]
(A.336)

ê1
2 = −iΘ4 βtβ−1 (A.337)

ê1
4 = − 39

128Θ2rβ2 (β − 1) t2β−3 (A.338)

ê2
1 = iΘ

4 rβtβ−1 (A.339)

ê2
2 = rtβ + Θ2

128rβt
β−4

[
r2βt2β

(
−33β2 + 43β − 10

)
+ (β − 1) t2

]
(A.340)

ê2
4 = iΘ

4 r2β (2− 3β) t2(β−1) (A.341)

ê3
3 = r sin θtβ−2 + iΘ

4 rβ cos θt3β−4 (A.342)

ê4
1 = Θ2

16 rβ (β − 1) (β − 2) tβ−3 (A.343)

ê4
2 = −iΘ4 rβ (β − 1) tβ−2 (A.344)

ê4
4 = 1− Θ2

64 r
2β2

(
27β2 − 60β + 33

)
t2(β−2) (A.345)
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A. Propriétés de la métrique non commutative

Composantes de la connexion de spin :

ω̂1
11 = Θ2

32 rβ
2 (β − 1) (3β − 4) t2(β−2) (A.346)

ω̂1
14 = −βtβ−1 (A.347)

ω̂1
21 = iΘrβ2 (β − 1) t2β−3 (A.348)

ω̂1
22 = Θ2

64 rβ
2 (β − 1) (21β − 37) t2(β−2) (A.349)

ω̂1
24 = iΘ

4 β (1− β) tβ−2 (A.350)

ω̂1
41 = βtβ−1 + Θ2

16 r
2β3 (β − 1) t3β−5 (A.351)

ω̂1
44 = Θ2

32 rβ
2 (β − 1) (13− 8β) t (A.352)

ω̂2
12 = −1 + Θ2

16 r
2β2

(
3β3 − 4β + 1

)
t2(β−2) (A.353)

ω̂2
14 = iΘ

4 rβ (β − 1) tβ−2 (A.354)

ω̂2
21 = 1 + Θ2

16 r
2β2

(
4β2 − 7β + 3

)
t2(β−2) (A.355)

ω̂2
22 = −ω̂2

44 = iΘr2β2 (β − 1) t2β−3 (A.356)

ω̂2
24 = −ω̂2

42 = −rβtβ−1 − Θ2

64 rβt
β−5

[
r2β2 (27β2 − 54β + 27) t2β
− (4β2 − 12β + 8) t2

]
(A.357)

ω̂2
41 = 3

4iΘrβ (β − 1) tβ−2 (A.358)

ω̂3
13 = − sin θ + Θ2

32 sin θr2β2
(
3β2 − 7β + 4

)
t2(β−2) (A.359)

ω̂3
23 = − cos θ + iΘr2β2 sin θt2(β−1) + Θ2

32 cos θr2β2
(
−5β2 + 8β − 3

)
t2(β−2)

(A.360)
ω̂3

31 = sin θ (A.361)
ω̂3

32 = cos θ (A.362)
ω̂3

34 = −rβ sin θtβ−1 (A.363)

ω̂3
43 = rβ sin θtβ−1+3

4iΘrβ (1− β) cos θtβ−2+Θ2

32 rβ sin θtβ−5
[

2r2β2 (β − 1) t3β
+ (β2 − 3β + 2) t2

]
(A.364)

ω̂4
22 = −ω̂4

44 = 3
8Θ2r2β2 (β − 1)2 (β − 2) t2β−5 (A.365)
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A. Propriétés de la métrique non commutative

A.4.5 Cinquième cas
Soit la matrice Θµν est donnée par :

Θµν =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 Θ
0 0 −Θ 0

 (A.366)

Composantes de la métrique :

ĝ11 = t2β − Θ2

32 β sin2 θt2(β−2)
[
r2βt2β

(
12β2 − 13β + 1

)
+ 2 (3β − 2) t2

]
(A.367)

ĝ12 = ĝ21 = Θ2

16 rβ (5β − 4) sin θ cos θt2β−1 (A.368)

ĝ13 = iΘ
2 rβ2 sin2 θt2β+1 (A.369)

ĝ14 = Θ2

128r
2β
(
55β2 − 71β + 16

)
sin θ cos θt2β−3 (A.370)

ĝ22 = r2t2β + Θ2

32 r
2βt2(β−1)

[
2t2β (7 cos2 θ − 4) + 4t2 (2− 3 cos2 θ)−

r2βt2β sin2 θ (12β2 − 13β + 1)

]
(A.371)

ĝ23 = −ĝ32 = iΘ
2 r2β sin θ cos θt2β−1 (A.372)

ĝ24 = Θ2

128r
2β2 (55β − 71) sin θ cos θt2β−5 (A.373)

ĝ31 = −iΘ2 rβ sin2 θt2β−1 (A.374)

ĝ33 = r2 sin2 θt2β + Θ2

64 r
2β sin2 θ

[
t2 (5β − 1)− r2β sin2 θ

(
69β3 − 91β + 13

)]
(A.375)

ĝ34 = −iΘr2β2 sin2 θt2(β−1) (A.376)

ĝ41 = Θ2

128rβ
(
55β2 − 71β + 16

)
sin2 θt2β−3 (A.377)

ĝ42 = Θ2

128r
2β sin θ cos θ (16− 71β) t2β−3 (A.378)

ĝ43 = Θ2

4 r2β sin2 θ (4β − 3) t2(β−1) (A.379)

ĝ44 = −1− Θ2

32 r
2β2

(
29β2 − 64β + 35

)
sin2 θt2(β−2) (A.380)
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A. Propriétés de la métrique non commutative

Composantes des tétrades :

ê1
1 = tβ − Θ2

64 β sin2 θtβ−4
[
r2βt2β

(
12β2 − 13β + 1

)
+ 4 (β − 1) t2

]
(A.381)

ê1
2 = Θ2

16 sin θ cos θβ (β − 1) tβ−2 (A.382)

ê1
3 = ê2

3 = −iΘ4 rβ cos θtβ−1 (A.383)

ê1
4 = − 39

128Θ2rβ2 (β − 1) sin2 θt2β−3 (A.384)

ê2
1 = 3

16Θ2 cos θ sin θrβ (β − 1) tβ−2 (A.385)

ê2
2 = rtβ+ Θ2

64 rβt
β−4

[
4 (β − 1)

(
3 cos2 θ − 2

)
t2 − r2β sin2 θt2β

(
12β2 − 13β + 1

)]
(A.386)

ê2
4 = − 39

128Θ2r2β2 (β − 1) sin θ cos θt2β−3 (A.387)

ê3
1 = iΘ

4 rβ sin2 θtβ−1 (A.388)

ê3
2 = iΘ

4 rβ sin θ cos θtβ−1 (A.389)

ê3
3 = r sin θtβ + Θ2

128rβ sin θtβ−4
[
(β − 1) t2 − r2β sin2 θt3β

(
33β2 + 43β + 10

)]
(A.390)

ê3
4 = −iΘ4 r2β (3β − 2) sin2 θt2(β−1) (A.391)

ê4
1 = Θ2

16 sin2 θrβ (β − 1) (β − 2) tβ−3 (A.392)

ê4
2 = Θ2

16 rβ (β − 1) (β − 2) sin θ cos θtβ−3 (A.393)

ê4
3 = −iΘ4 rβ (β − 1) sin θtβ−2 (A.394)

ê4
4 = 1− Θ2

64 r
2β3

(
27β2 − 60β + 33

)
sin2 θt2(β−2) (A.395)
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A. Propriétés de la métrique non commutative

Composantes des connexions de spin :

ω̂1
11 = Θ2

32 rβ
2 (β − 1) (3β − 4) sin2 θt2(β−2) (A.396)

ω̂1
14 = −βtβ−1 (A.397)

ω̂1
21 = Θ2

32 rβ
2 (β − 1) (3β − 4) sin θ cos θt2(β−1) (A.398)

ω̂1
31 = iΘrβ2 (β − 1) sin θt2β−3 (A.399)

ω̂1
33 = Θ2

64 rβ
2 (β − 1) (21β − 37) sin2 θt2(β−2) (A.400)

ω̂1
34 = −iΘ4 β (β − 1) sin θtβ−2 (A.401)

ω̂1
41 = βtβ−1 + Θ2

16 r
2β3 (β − 1) sin2 θt3β−5 (A.402)

ω̂1
44 = −Θ2

32 rβ
2 (β − 1) (8β − 13) sin2 θt2(β−2) (A.403)

ω̂2
12 = −1− Θ2

32 r
2β2 sin2 θ

(
3β2 + 7β − 4

)
t2(β−2) (A.404)

ω̂2
22 = Θ2

32 r
2β2 (β − 1) (3β − 4) sin θ cos θt2(β−2) (A.405)

ω̂2
24 = −rβtβ−1 (A.406)

ω̂2
32 = iΘr2β2 (β − 1) sin θtβ−3 (A.407)

ω̂2
33 = Θ2

64 r
2β2 (β − 1) (21β − 37) sin θ cos θt2(β−2) (A.408)

ω̂2
34 = iΘ

4 rβ (β − 1) cos θtβ−2 (A.409)

ω̂2
41 = 5

32Θ2rβ (β − 1) (β − 2) sin θ cos θtβ−3 (A.410)

ω̂2
42 = rβtβ−1 + Θ2

32 rβ sin2 θtβ−5
[
2r2β2 (β − 1) t2β −

(
5β2 − 15β + 10

)
t2
]

(A.411)

ω̂2
44 = −Θ2

32 r
2β2 (β − 1) (8β − 13) sin θ cos θt2(β−2) (A.412)

ω̂3
13 = − sin θ + Θ2

64 r
2β2

(
3β2 − 4β + 1

)
sin3 θt2(β−2) (A.413)

ω̂3
14 = iΘ

4 rβ (β − 1) sin2 θtβ−2 (A.414)
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A. Propriétés de la métrique non commutative

ω̂3
23 = − cos θ + Θ2

64 r
2β2

(
3β2 − 4β + 1

)
sin2 θ cos θt2(β−2) (A.415)

ω̂3
24 = iΘ

4 rβ (β − 1) sin θ cos θtβ−2 (A.416)

ω̂3
31 = sin θ + Θ2

16 r
2β2

(
4β2 − 7β − 3

)
sin3 θt2(β−2) (A.417)

ω̂3
32 = cos θ + Θ2

16 r
2β2

(
4β2 − 7β + 3

)
sin2 θ cos θt2(β−2) (A.418)

ω̂3
33 = iΘr2β2 (β − 1) sin2 θt2β−3 (A.419)

ω̂3
34 = −rβ sin θ+ Θ2

64 rβ sin θtβ−5
[

4 (4β2 − 3β + 1) t2
−r2β3 sin2 θ (27β2 − 54β + 2) t2β

]
(A.420)

ω̂3
41 = 3

4iΘrβ (β − 1) sin2 θtβ−2 (A.421)

ω̂3
42 = 3

4iΘrβ (β − 1) sin θ cos θtβ−2 (A.422)

ω̂3
43 = rβ sin θtβ−1 + Θ2

64 rβ sin θtβ−5
[
r2β2 sin2 θ (27β2 − 54β + 27) t2β

+2 (β2 − 3β + 2) t2
]

(A.423)
ω̂3

44 = −iΘr2β2 (β − 1) sin2 θt2β−3 (A.424)

ω̂4
33 = −ω̂4

44 = 3
8Θ2r2β2 (β − 1)2 (β − 2) sin2 θt2β−5 (A.425)
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Annexe B

Rappel mathématique

Dans cette partie de l’annexe, nous faisons un rappel mathématique de tous
les objets mathématiques que nous avons utilisé dans le calcul.

B.1 Théorème des résidus
Soit f(z) = ∑∞

n=−∞ an(z−z0)n le développement de Laurent de f au voisinage
de z0.
L’intégrale de f ne dépend donc que d’un coefficient dans le développement de
Laurent, qui est (a−1). Nous allons montrer que dans beaucoup de cas nous pou-
vons déterminer ce coefficient sans passer par le développement de Laurent.

B.1.1 Pour un pôle simple
Soit z0 est un pôle simple, alors

f(z) = a−1

z − z0
+ a0 + a1(z − z0) + ... (B.1)

(z − z0)f(z) = a−1 + (z − z0)a0 + a1(z − z0)2 + ... (B.2)
= Res(f, z0) + (z − z0)a0 + a1(z − z0)2 + ... (B.3)

et par passage à la limite, on obtient :

Res(f, z0) = lim
z→z0

(z − z0)f(z) (B.4)

Si f(z) se présente sous la forme,

f(z) = P (z)
Q(z) (B.5)

où Q(z0) = 0 et Q′(z0) 6= 0, (Q′(z) = dQ(z)
dz

) alors :

Res(f, z0) = P (z)
Q′(z) (B.6)
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B. Rappel mathématique

Remarque
Si a0 = 0, la singularité est appelée «singularité apparente», «pôle apparent»,
ou «fausse singularité».

B.1.2 Pour un pôle multiple
Soit z0 est un pôle multiple, alors si nous posons m l’ordre de la singularité

de z0, nous écrivons :

f(z) = a−m
(z − z0)m + a−m+1

(z − z0)m−1 + ...+ a−1

(z − z0) + a0 + a1(z − z0) + ... (B.7)

cela implique

(z−z0)mf(z) = a−m+a−m+1(z−z0)+a−m+2(z−z0)2+...+a−1(z−z0)m−1+a0(z−z0)m+...
(B.8)

En dérivant jusqu’à l’ordre (m− 1), nous obtenons :

((z − z0)mf(z))m−1 = (m− 1)!a−1 + a0(m− 1)!(z − z0) + ... (B.9)

d’où l’on obtient :

Res(f, z0) = 1
(m− 1)! lim

z→z0
((z − z0)mf(z))m−1 (B.10)

Cette formule est intéressante seulement quand l’ordre est 2 ou 3 à la limite. Si
l’ordre est grand 4 ou plus, il vaut mieux utiliser le développement de Laurent.
Remarque
Dans le cas où f(z) est le rapport de deux fonctions g(z) et h(z) ayant z0 comme
zéros, alors il n’est pas facile de donner immédiatement l’ordre de la singularité de
f . Dans ce cas, le procédé le plus sûr consiste dans le remplacement des fonctions
g(z) et h(z) par un certain nombre de termes de leurs développements en série
de Taylor au voisinage de z0.

B.2 Application
Nous supposons que f est la restriction à R d’une fonction f , qui est analy-

tique dans un ensemble ouvert de la forme D′ = D − a1, a2, ..., an où D contient
le demi plan fermé =z ≥ 0, et les ak sont des points du demi-plan ouvert =z > 0.
Le théorème des résidus permet d’écrire,

∫ +∞

−∞
f(x)dx = 2πi

n∑
k=1

Res(f, ak) (B.11)
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Abstract In the context of noncommutative (NCG) gauge gravity, and using a cosmic time
power law formula for the scale factor, a Friedman-Robertson-Walker (FRW) like metric
is obtained. Within the fermions tunneling effect approach and depending on the various
intervals of the power parameter, expressions of the apparent horizon are also derived. It is
shown that in some regions of the parameter space, a pure NCG trapped horizon does exist
leading to new interpretation of the role played by the noncommutativity of the space-time.
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1 Introduction

During the last decade, the noncommutative geometry (NCG) nature of the space-time has
attracted many physicists [1–6]. Much attention has been made in order to have a better and
deeper understanding. The motivation was that the noncommutativity could be significant
at the Planck scale where the non commutativity parameter plays a role of a natural cutoff
of the regularisation of the ultraviolet singularity at a short distance, and may give an expla-
nation to the observed anisotropies of the microwave background (CMB) [7, 8]. It is worth
mentioning that there is no physical principle or mathematical formalism which can con-
strain the order of magnitude of the noncommutativity parameter nor the scale for which
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the noncommutative model in consideration is relevant. The related energy scale could be
as low as a few TeV [9, 10] the same order of magnitude of energies employed in collider
experiments (LHC, ILC, etc.), or Planck scale, as it is the case of string or quantum gravity
[11, 12]. The noncommutative gravity, which we present in this paper, can be considered
as an effective theory. Thus, the noncommutativity of spacetime can be reinterpreted as an
extra interaction term on a commutative spacetime, and therefore in this way the theory is
equivalent to a higher derivative or curvature extension of ordinary gauge gravity [13].

On the other hand in cosmology, in addition to event horizons familiar from the stan-
dard literature, dynamical apparent and trapping horizons have also been studied more
intensively in the recent past years. Because cosmology dynamics is more appropriate to
the formalism of Hayward and Kodama [22] to describe dynamical black holes, where for
the trapping horizons there is indeed a thermal radiation and the corresponding Hawking
temperature is associated to the geometrical surface gravity.

The goal of this paper is two fold: First to calculate in the context of noncommutative
FRW like cosmology, the metric, verbeins and spin connections. Second to determine the
apparent horizon radius and the corresponding Hawking temperature by using the tunneling
effect approach and see the role playing by the space-time noncommutativity [14–20]. Of
course our results are qualitative. In Section 2, we present the NCG gauge gravity metric
using the mathematical formalism of ref. [21]. In Section 3, we derive the trapping horizons
radius and the corresponding NCGHawking temperature, starting from a power law formula
for the scale factor of an FRW Universe. Finally, in Section 4, we draw our conclusion.

2 The NCG Metric of an FRW Like Space-Time

The non commutative spacetime is characterized by the coordinates operators x̂μ(μ = ¯0, 3)
satisfying the following communication relation:

[x̂μ, x̂ν] = iθμν, (1)

where θμν are antisymmetric matrix elements that control the noncommutativity of the
spacetime.

Starting from a spherically symmetric, isotropic and homogeneous, flat space commuta-
tive FRW universe and following the approach of ref. [21] in constructing the corresponding
NCG gauge gravity metric, we choose the only non vanishing components of the non-
commutativity parameter �01 = −�10 = η (of course, the general case does not affect
our qualitative results and conclusion), and taking for simplicity a power law formula for
the scale factor of the form a(t) = t̂ β . Using a rearranged Maple 16 tensor package (see
Appendix), straightforward simplifications lead to the following deformed metric up to the
O(η2) in the Painlevé coordinates:

dŝ2 = �1dt̂2 + �2dr̃2 + �3dt̂dr̃ + r̂2d�̃2, (2)

where d�̃(2) denotes the approximate spherical differential solid angle, t̂ = t
t0
, r̃ = a(t)r̂

(running dimensionless radius) and r̂ = r
r0

(t0 and r0 are the observed cosmic time and

radius respectively). The quantities �i(i = 1, 3) have as expressions:

�1 = −(1 − Ht̂
2r̃2) + η2

(
	1 + 	2Ht̂

2r̃2 − 	3

ãNCG

r̃Ht̂

)
, (3)

�2 = (1 + η2	2)(1 − r̃Hr̃ )
2, (4)
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and

�3 =
[
−2r̃Ht̂ + η2

(
−2r̃Ht̂	2 + 	3

ãNCG

)]
(1 − r̃Hr̃ ), (5)

where

	1 = − 1

32
β(β − 1)

(
t̂2(β+1) + 18r̂2β3 t̂4(β−1)

)
,

	2 = β2

64

(
−18t̂−2 + 21r̂2β2 t̂4(β−1)

)
, (6)

and

	3 = β2

128
r̂ t4β−1(28 − 25β), (7)

here Ht̂ and Hr̃ are the NCG Hubble parameters with respect to time and space evolution
respectively and are given by:

Ht̂ = βt̂β−1 + η2βt̂β−1

128
(4 − 90β(β − 1)t̂2(β−1)

+84r̂2β3 t̂4(β−1) − 45β2 t̂3(β−2) + 21r̂2β4 t̂5(β−4)), (8)

and

Hr̃ = 21

64
η2β4 t̂4(β−1)r̂ . (9)

Notice that because of the space-time noncommutativity, we have two kinds of Hubble
parameters Ht̂ and Hr̃ (Hr̂ = O(η2)). Moreover, the NCG scale factor ãNCG is shown to
have the following expression:

ãNCG = t̂ β

[
1 + η2β2

128
t̂2(β−1)(−45 + 21β2r̂2 t̂2(β−1))

]
. (10)

It is to be noted that the approximate spherical symmetry of ds2 (up to O(η2)) amounts to
setting more stringent constrained on the NCG parameter η. It is worth to mention that the
deduced NCG corrections in (2) are nothing to do the general goal of NCG to cur ultraviolet
singularities (cutoff) at Planck scale. We will study the NCG apparent horizon at late time.
Moreover, the procedure used in ref. [21] is valid not only to black holes with the static
metric but it is a general formalism. In fact, one can map the form of any metric from
commutative to noncommutative geometry (see refs. [21] and [3]) independently of the
choice which one can take for â(t) (scale parameter). The only requirement is that you have
to ensure the convergence of the perturbative expansion with respect to the noncommutative
parameter η (see Section 4 of the paper) and there is no other restrictive conditions. Than,
we use the following prescription:

i Once you have the form of â(t) in the commutative FRW universe case i.e. you have
the expession of the metric, you calculate the veirbein and spin connection.

ii Deduce the expression of NCG veirbein and spin connection using ref. [21] using
the expressions of the commutative veirbein and spin connection to get at the end
expressions Eqs. (A2–A7) and (A8–A19) in the Appendix of our paper.

iii You calculate the expression of the NCG metric using the expression Eq. (3.14) of ref.
[21] or (27) of our paper.

Thus, the construction of the NCGmetric is the same whatever is your choice of the commu-
tative metric (FRW or any other model) and this procedure preserves the original character
of the noncommutative manifold.
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3 The NCG Apparent Horizon and Fermionic Tunneling Effect

In the tunneling of particles approach and use of the semi-classical approximation (WKB),
the emission rate can be related to the imaginary part of the action of the system. In the
s-wave approximation (higher partial waves emission are suppressed by �), particles can
be viewed as massless shells and move along a radial null geodesic. The imaginary part
is produced by particles tunneling through a barrier (the classically forbidden region). In
this paper, we assume that the tunneling process instantaneous and do not consider the
back-reaction otherwise the spectrum will deviate from the thermal one.

Recently, in refs. [14–16], it was shown that the temperature of the Hawking radiation
related to the apparent horizon (case of FRW model) can be obtained using the tunnel-
ing approach where the energy of the particles tunneling through the apparent horizon is
defined using Kodama divergence free vector field. We remind that apparent horizons are
not invariant properties of space-time, they are observer dependent and are distinct from
event horizons. It is also to be noted that the Kodama observer from a spherical symmetry
is inside the apparent horizon and does see a thermal spectrum with a temperature caused
by fermions tunneling from the outside to the inside of the apparent horizon [22, 23]. The
justification in using the Kodama vector for the time dependent space-time (which has the
same significance as the Killing vector in the static case) is that there is no Killing vector to
define a preferred time coordinates and the calculation of the acceleration, surface gravity
etc... become ambiguous and dependent on the coordinates system. The Kodama vector is
time-like, null and space-like as r̃ < r̃A, r̃ = r̃A and r̃ > r̃A respectively (r̃A is the apparent
horizon running dimensionless radius). On the other hand, when there is no time-like Killing
vector like in the dynamical FRW space-time, the Kodama vector inside the apparent hori-
zon could play a similar role in the FRW space-time as the time-like Killing vector does in
the stationary black holes space-time. It is worth to mention that Misner-Sharp-Hernandez
energy plays a crucial role in relating the first law of thermodynamics Friedman equations.
The Kodama vector lies in a (1 + 1) dimensional radial-temporal plane and the measured
Misner-Sharp-Hernandez energy ω is given by:

ω = K0∂t̂ I, (11)

where K0 denotes the temporal component of the Kodama vector and I is the classical
action which can be separated with respect to the spherical coordinates (�̃, θ, ϕ) and cosmic
time t̂ according to the anzatz [14]:

I = I (t̂ , r̃, θ, ϕ) = −
∫

ω

K0
dt̂ + R(r̃) + P(θ, ϕ), (12)

(R and P are functions of r̃ and (θ, ϕ) respectively).
The calculation showed that the derivatives of the action with respect to r̃ , θ and ϕ are

strongly mixed by the matrix structure of the Dirac equation. Nevertheless, things combined
so that the radial derivative of the action is only really important. To be more explicit, let us
consider a massless spin up NCG Dirac spinor ̂ such that:

̂ = U exp

[
i

�
I (t̂ , r̃, θ, φ)

]
, (13)
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where U is a slowly varying spinor amplitude having the form (similar study can be done
with spin down):

U =

⎛
⎜⎜⎝

A(t̂, r̃, θ, ϕ)

0
B(t̂, r̃, θ, ϕ)

0

⎞
⎟⎟⎠ . (14)

In the context of the commutative WKB method, the Dirac equation becomes:

∂/U + i

�
U

←−
∂/ I + ω̂U = 0. (15)

In what follows, we assume that in the NCG case, the Dirac equation takes the form:

∂̂/U + i

�
U

←−̂
∂/ I + ω̂ ∗ U = 0 (16)

where

U
←−
∂/ I = γ μU∂μI,

U
←−̂
∂/ I = γ̂ μU∂μI (17)

and
ω̂ = γ̂ μ ∗ ω̂μ = γ̂ μ ∗ �ab ∗ ω̂μ

ab (18)

with ∗ is the Moyal-Weyl star product,

∂/ = γ μ∂μ, ∂̂/ = γ̂ μ∂μ, (19)

and
�ab = �(ab) + �[ab], (20)

where

�[ab] = i

2
[γa, γb] , �(ab) = ηabI4×4, (21)

ηab (a, b = 1, 4) is the Minkowski metric with signature (−, +,+, +) and I4×4 is the
identity matrix . It is worth to mention that ω̂ab

μ are the NCG spin connections components
which are not necessarily totally antisymmetric nor real as well (for more details see refs.
[24, 25] and for the present case see the Appendix). Moreover, the validity of WKB approx-
imation in the NCG case requires that we have first to make the WKB and than to transform
the ordinary space-time to the noncommutative one, otherwise the Moyal-Weyl star product
will generate terms of higher order in �

−1 and therefore the perturbative expansion. Now,
it is easy to show that in the semi-classical limit [21] where we neglect terms of O(�), the
NCG Dirac equation (16) becomes: (

iγ̂ μ∂μI
)
U = 0, (22)

where
γ̂ μ = êμ

aγ
a, (23)

here the Dirac gamma matrices γ a(a = 1, 3) are given in the chiral representation by:

γ 0 =
(

iI2×2 02×2
02×2 −iI2×2

)
, γ 1 =

(
02×2 σ3
σ3 02×2

)
,

γ 2 =
(
02×2 σ1
σ1 02×2

)
, γ 3 =

(
02×2 σ2
σ2 02×2

)
, (24)
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σi’s (i = 1, 3) are the ordinary Pauli matrices. In what follows, we take x0 ≡ t̂ , x1 ≡ r̃ ,
x2 ≡ θ and x3 ≡ ϕ. The quantities ê

μ
a are the inverse of the NCG verbeins êa

μ verifying
the NCG orthogonality equations:

êμ
a ∗ êb

μ = δb
a, (25)

and

êμ
a ∗ êa

ν = δμ
ν, (26)

and can be derived from the inverse ĝμν of the NCG metric given by:

ĝμν = 1

2

(
êμ

a ∗ ˆeνa
∗ + êνa ∗ ˆeμ

a
∗)

, (27)

and has the following components:

ê
μ
0 (α, λ, 0, 0), ê

μ
1 (0, ς, 0, 0), ê

μ
2 (0, 0, δ, 0), ê

μ
3 (0, 0, 0, χ), (28)

with

α =
√

�2

�
, λ =

√
�2

3

�2�
,

ς =
√

λ2 − �1

�
, � = �2

3

4
− �1�2. (29)

here δ and χ are functions of r̃ , t̂ and θ (can be derived using Appendix) where their
expressions are irrelevant in the calculation of the horizon Hawking radiation temperature
as it will be clear later. Using the NCG spinor together with the anzatz in (13), we obtain
the following differential equations:

iA
(
−ωα

K0
+ λ∂̃r I

)
+ Bς∂r̃I = 0, (30)

B
(
δ∂θP (θ, ϕ) + iχ∂ϕP (θ, ϕ)

) = 0, (31)

Aς∂r̃I − iB
(
−ωα

K0
+ λ∂r̃ I

)
= 0, (32)

A
(
δ∂θP (θ, ϕ) + iχ∂ϕP (θ, ϕ)

) = 0. (33)

It is easy to see that P(θ, ϕ) must be a complex function; which means that it will yield a
contribution to the imaginary part of the classical action. The contribution of P(θ, ϕ) to the
tunneling rate is canceled out when dividing the outgoing probability by the incoming one
because P(θ, ϕ) is the same for both the outgoing and incoming solutions. Therefore, it is
no need to solve the equations above for the complex function P(θ, ϕ). Now, from (30) and
(32), there will be a non trivial solution for A and B if and only if the determinant of the
matrix coefficients vanishes. This implies that:

∂rI = ωα(λ ± ς)

K0(λ2 − ς2)
, (34)

where the ± sign corresponds to the incoming and outgoing solutions respectively. It is
worth to mention that in our case where we have an approximate spherical symmetry due to
the space-time noncommutativity, the Kodama’s vector components can be shown to have
the following approximate expression:

Ka �
(

1√
�

, 0, 0, 0

)
. (35)



Int J Theor Phys

Now, one can easily show that the real and physical trapping horizons are located at r̃H1,2,3

and are solutions of the null geodesic equation ĝab∂ar̃∂br̃ = 0 and direct calculations give:

r̃H1 = t̂

|β| + η2 t̂2

512β4

(
δ2

δ3
− 4δ1

)
,

(
∀β �= 4

3

)
(36)

r̃H2 = 8
√
2β

η2 t̂ |δ3| 12

[
1 + η2 t̂2

256β2

(
δ2 + δ3 t̂

2

β2

)]
, (37)

and

r̃H3 = 3

4
t̂

[
1 + 1

2
η2

(
δ1

180
− 9

8
δ1 t̂

2
)]

,

(
β = 4

3

)
(38)

where
δ1 = −4β(β − 1)t̂2(β+1), (39)

δ2 = −36β3 t̂2(β−2)(β2 + 4β − 5 − 36β4 t̂−4

−β3(28 − 25β)t̂2(β−1)), (40)

and
δ3 = 42β5(3β − 4)t̂2(β−3). (41)

Notice that r̃H 2 is a pure NCG horizon radius. Moreover, r̃H 1 and r̃H 3 reduce to the
commutative case when the NCG parameter η → 0. However, when η → 0, r̃H 3 → ∞
means that the singularity is removed and the pure NCG apparent horizon disappears. In
fact, the structure of the three apparent horizons are shown in Table 1 where A, B, C, D,
E, F and G are real functions of β and t̂ . The validity of perturbative theory with respect to
the noncommutativity parameter η requires that Bη2 < A, Eη2 < D and Gη2 < F .

Our model looks like McVittie space-time where instead of a static charged black hole
evolving in a dynamical expansion, one has (depending on the β parameter) two apparent
horizons.

Inside the NCG evolving horizons, there exist two simultaneous radiation process: They
are the corrected NCG and the pure NCG apparent horizons radiation. The later is caused
by the pair creation effects at the outer horizon. The pure NCG apparent horizon which we
call here white hole radiation was predicted by our analysis and it is a new effect (was not
discussed into the literature so far) which consists not on particles with positive energies
but on antiparticles with negative energies. The emission of antiparticles out of the white
hole, in turn may be considered as an absorption of energy by the white hole horizon. This
feature contradicts the classical results where no energy may be absorbed by the white hole
horizon in a similar way as does the evaporation process of black hole horizons. An observer
inside the apparent horizon will see a thermal spectrum with temperature when particles
tunnel from outside the apparent horizon to inside the apparent horizon. Since the energy
ω is measured by the observer with the Kodama vector, thermal spectrum is therefore seen
by the same observer. That is to say, the Hawking temperature is measured by the Kodama
observer inside the apparent horizon. In this paper, both the black and white dynamical

Table 1 Table of discussion
β r̃H1 r̃H2 r̃H3

β < 0, β > 4
3 A + Bη2 naked singularity –

0 < β < 4
3 A + Bη2 C

η2
+ D + Eη2 –

β = 4
3 – – F + Gη2
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horizons have thermal radiations which when the back scattering effects are neglected obey
the normal black body spectrum. It is to be noted also that the radiation process of the outer
horizon last as long as the outer horizon exists. Moreover, the outer and inner apparent
horizons radiation are separate and simultaneous outgoing process in the NCG space-time.
Here the outer (pure NCG) horizon plays the role of a white hole horizon (absorption).

Now, integrating the pole (up to O(η2)) at the apparent horizon by using the residue and
Cauchy theorem we get:

1. β < 0,

ImR+ = πω

K0

α

∂r̃λ

∣∣∣∣
r̃=r̃H1

,

2. 0 < β < 4
3 ,

ImR+ = πω

K0

[
α

∂r̃λ

∣∣∣∣
r̃=r̃H1

+ α

∂r̃λ

∣∣∣∣
r̃=r̃H2

]
,

3. β = 4
3 ,

ImR+ = πω

K0

α

∂r̃λ

∣∣∣∣
r̃=r̃H3

,

where λ = ς |r̃=r̃H1,2
.

Now, in the WKB approximation, the tunneling probability � is related to the imaginary
part of the action as:

� = exp
[−2(ImR+ + ImP(θ, ϕ))

]
exp

[−2(ImR− + ImP(θ, ϕ))
] , (42)

Notice that in the case where 0 < β < 4
3 (existence of inner and outer horizons), the total

tunneling rate � is the product of the tunneling rates at inner and outer horizons. Compar-
ing the tunneling probability � which has a form of a thermal spectrum � = exp(− ω

TH
),we

can deduce (depending on each of the above cases) the corresponding Hawking radiation
temperature associated to the NCG apparent horizons. � represents the tunneling proba-
bility along the classically forbidden trajectory. Moreover, the form of the total tunneling
expansion rate � this guarantees the validity of the Clausius theorem for both singularities
of inner and outer horizons (� = �1.�2).

Figures 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 and 10 display the dependence of TH as a function of t̂ for
various fixed values of η and β in cases (1), (2) and (3).

4 Discussion and Conclusions

Throughout this paper, we have studied the Hawking radiation effect near dynamical hori-
zons in NCG FRW universe. For simplicity we have considered a cosmological power law
formula for the expansion scale factor â(t). It turns out that the behavior of the scaled Hawk-
ing temperature T̃H (T̃Hi

= â(t)THi
, i = 1, 3) is basically proportional to 1

r̃H1
or 1

r̃H2
for the

cases where β < 0, β > 4
3 or β = 4

3 and depends strongly on β parameter. However, for
0 < β < 4

3 it is proportional to 1
ω1 r̃H2+ω2 r̃H1

.

Here ωi is the Misner-Sharp-Hernandez energy of the horizon with a running dimension-
less radius r̃Hi

. Figure 1 displays the NCG scaled Hawking temperature T̃H as a function of
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Fig. 1 NCG scaled Hawking
temperature T̃H as a function of
the dimensionless scaled cosmic
time t̂ for β = −2 (solid red line
for η = 0.1 and dashed doted
blue line for η = 0)

a dimensionless scaled cosmic time t̂ for η = 0.1 (β = −1, dashed red line), (β = −2, solid
green line) and η = 0 (β = −3 doted blue line). In the commutative case,this corresponds to
an accelerated contraction of the universe. Notice that if t̂ increases, T̃H decreases. The rea-
son is that r̃H1 behaves approximatively like 1

ˆ|Ht | (Ĥt ∼ Ĥ (Hubble parameter) if we neglect

η2 terms). Therefore, r̃H1 ∼ t̂ + η2B ′(t̂ , β) and thus r̃H1 ∼ t̂ β−1 + η2C′(t̂ , β). Finally,
T̃H1 ∼ t̂1−β + η2D′(t̂ , β). Here B ′(t̂ , β), C′(t̂ , β) and D′(t̂ , β) are regular functions of t̂

and β.
For β = −2, it is clear that T̃H1 ∼ t̂−3 is a decreasing function of t̂ . Figure 2 shows the

scaled cosmic dimensionless time evolution of T̃H for β = 3 (η = 0.1). In the commutative
case, this corresponds to an accelerated expansion of the universe. As in Fig. 1 the same
arguments hold for this case too. In fact, the expression of T̃H is approximatively propor-

tional to t̂ β−1+η2F ′(β,t̂)

1−η2G′(β,t̂)
, where F ′ and G′ are positive and regular increasing functions of β

and t̂ . Thus since β > 1 (β = 3) as t̂ increases, the numerator increases and the denomina-
tor decreases and therefore T̃H increases. Notice also the existence of a vertical asymptote

Fig. 2 NCG scaled Hawking
temperature T̃H as a function of
the dimensionless scaled cosmic
time t̂ for β = 3 and η = 0.1
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Fig. 3 Same as Fig. 1 for
β = 0.5 and η = 0.1

Fig. 4 Same as Fig. 2 for
β = 1.2 and η = 0.1

Fig. 5 Same as Fig. 2 for β = 4
3

and η = 0.1 (solid red line),
η = 0 (dashed doted blue line)
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Fig. 6 NCG scaled Hawking
temperature T̃H as a function of
the dimensionless scaled cosmic
time t̂ for β = 3 and t̂0 = 1.4.
Solid red line for η = 0.1 and
dashed doted line for η = 0

Fig. 7 3D Surface boundary
(validity of perturbative
expansion η2 as a function of t̂

and β, t̂ ∈ [2, 3] and β ∈ [2, 3])
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Fig. 9 Same as Fig. 8, η = 0.1
but with t̂ ∈ [1, 10] and
β ∈ [−2.5, 3])

at a certain value t̂ = t̂0 � 3.274. The reason is that if 1− η2G(β, t̂0) = 0, the denominator
vanishes and T̃H → ∞. However, this breaks the applicability of the perturbative expansion
(APE) with respect to the space-time noncommutativity parameter η. Thus, one has to take
only values of β and t̂ such that η2G(β, t̂) < 1. In the commutative case, there is no such
asymptot. In fact T̃H → ∞ if t̂ → ∞. Similar arguments as in Fig. 1 (resp. Fig. 2) hold for
the case of Figs. 3 and 4 but with β = 0.5 (resp. β = 1.2 and t̂0 � 5.01). This corresponds in
the commutative case to a decelerated (resp. accelerated) expansion of the universe. More-
over, the total tunneling expansion rate � is a result of the apparent inner H1 and pure NCG
outer H2 horizons. Figure 5, shows the T̃H behavior as a function of t̂ but for β = 4

3 , cor-
responding to a tunneling through the horizon H3. In the commutative case it represents an
accelerated expansion [h] of the universe. Notice that in the case of our interest (accelerated
expanding universe)which corresponds to 1 < β < 4

3 , β = 4
3 or β > 4

3 , T̃H is always an
increasing function of t̂ . Figure 6 shows the effect of the noncommutativity parameter η on
the behavior of T̃H (t̂). Notice that for η = 0.1 there is an asymptot at t̂ = t̂0 � 1.5 indicat-
ing the limit of APE with respect to η. However, for η2 = 0 (commutative case) there is no
such asymptot. Figure 7 displays the η2 3D surface in the parameter space (t̂ , β) represent-
ing the limit of APE in the intervals β ∈ [2, 3] and t̂ ∈ [2, 3]. Figure 8 presents the η2 as a
function of t̂ and β where APE is not possible in the intervals β ∈ [1.5, 2] and t̂ ∈ [1, 2.5].
Thus, where APE is possible there always exists a critical time t̂ = t̂∗ for a given value of
β. Figure 9 is the same as Fig. 8 but in the intervals β ∈ [−2.5, 3] and t̂ ∈ [1, 10]. Figure 10
displays a contour lines in the parameter space (t̂ , β) for various values of η2 for which
APE is possible.

Regarding the physical explanation of the behaviors of T̃H as a function of the scaled
dimensionless cosmic time t̂ for various values of β, one has the following cases:

i) β < 0,
Here, one has real singularity (apparent horizon) and naked singularity without a

horizon. The particles of positive energies tunnel from outside to inside the appar-
ent horizon. In this case, the scale parameter â(t̂) decreases and ¨̂a ( ¨̂a is proportional
to the acceleration or deceleration and the dot stands for the derivative with respect
to the cosmic time) decreases too and is positive (accelerated contraction). If we
can interpret the Hawking temperature as a kind of an Unruh like effect where the
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Fig. 10 Contour lines in the
(t̂ , β) parameter for which APE
is possible

cosmological acceleration is characterized by temperature T ∝ | ¨̂a|, then the appar-
ent NCG dynamical horizon running radius r̃H1 which is inversely proportional to â ¨̂a
increases or equivalently T̃H decreases as t̂ increases. Notice that r̃H1 increases until
reaching the radius of the universe at some critical time t̂ = t̂∗ and disappears.

ii) β = 4
3 ,

IHere, one has just one apparent horizon. Moreover, the scale parameter as well
as the acceleration decreases as t̂ increases ( ¨̂a is positive) such that a ¨̂a increases.
Therefore, one has an accelerated expansion. Using the Hawking Unruh like corre-
spondence (as it is mentioned in i), the apparent NCG dynamical horizon running
radius r̃H3 (∝ 1

â ¨̂a ) decreases (or equivalently T̃H increases) as t̂ increases. In this
case, r̃H3 started from infinity then shrunk and becomes smaller than the radius of the
universe.

iii) β > 4
3 ,

Same as the case β = 4
3 but with one NCG apparent horizon and one naked

singularity.
iv) 0 < β < 1,

Same as the case (i) but with two apparent NCG dynamical horizons (one of them
is pure NCG). One has an accelerated expansion (â increases but ¨̂a decreases and neg-
ative), such that â| ¨̂a| decreases. It is to be noted that the two apparent NCG horizons
do not increase with the same velocity (ṙH1 �= ṙH2 ). Since ṙH is ∝ r3H .

v) 1 < β < 4
3 ,

Same as the case iii) but with two apparent NCG dynamical horizons (one of them
is pure NCG) and ¨̂a decreases. The two NCG apparent horizons do not shrunk with
the same velocity (ṙH1 �= ṙH2 ).

vi) β > 4
3 ,

Same as in the case (iii) but either ¨̂a decreases for 4
3 < β < 2 or ¨̂a increases for

β ≥ 2. In both cases a ¨̂a increases.

It is to be noted that for the case (β < 0 and β > 4
3 )there is also a naked singularity (see

Table 1) but according to the weak cosmic censorship hypothesis it is not real. Concerning
the comparizon with the results obtained by the authors of refs. [29–33] for the commutative
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apparent horizon radius r̃A (see e.g. (4) of ref. [30] and Eq. (2.3) of ref. [33]), they are the
same as ours obtained from (36–38) of our paper by taking (η = 0) and â(t) = t̂ β (see
Section 3). In fact, from (4) and Eq. (2.3) if you set (η = 0) you get r̃H1 = r̃H3 = 1

H
where

1
H

= â
˙̂a = t̂

β
. So we recover the results of the commutative case in a FRW universe.

To summarize, we have found that the NCG dynamical black hole lets occurring two
simultaneous radiation processes which are caused by the pair creation effects at both hori-
zons of the dynamical black hole. Since the white hole radiation consists of antiparticles,
it can be interpreted as an absorption of energy by the outer hole horizon (The pure NCG
dynamical horizon is not a passive spectator).

It is to be noted also that H1 and H2 never coincide. Moreover in the Reissner-
Nordström static black hole [28] the virtual particle-antiparticle are located at inner and
outer horizons such that real particles with positive energies are emitted towards the sin-
gularity from the inner horizon and antiparticles with negative energies are radiated away
from the singularity through the inner horizon. Similarly positive particles energies are
emitted away from the singularity through the outer horizon and antiparticles with neg-
ative energies are radiated towards the singularity of the outer horizon. However, in our
NCG case for both horizons, the particles with positive energies are emitted towards the
observer which is inside the horizons and the antiparticles with negative energies are radi-
ated away from the apparent horizon (case of β < 0 and 0 < β < 1) because rH
increases. For β ≥ 1 (rH decreases), the observer is outside the horizons where in this
case, the particles with positive energies are emitted away from the horizons towards
the observer and the antiparticles with negative energies are radiated away from the
observer.

The most important finding in this work is that we have for the first time inner and outer
dynamical (evolving) apparent horizons. The behavior of our obtained qualitative results
depends strongly on �μν (the NCG thermodynamics, global cosmic structure with Penrose
diagrams and stability issues are under investigation).

We conclude that the role played by the space-time noncommutativity parameter is
besides the correction made to the Hawking temperature, it gives rise to the emergence of a
pure NCG dynamical horizon for certain β parameter space (0 < β < 4

3 ) affecting the tun-
neling process. Thus, NCG can be considered as like inducing a kind of an electric charge
in an evolving FRW dynamical black hole and thus looks like a non static McVittie charged
black hole.

Acknowledgements We are very grateful to the Algerian Ministry of Higher Educations and Scientific
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Appendix

To simplify the calculations, we limit to a choice of coordinates system where the
dimensionless noncommutative parameter components �μν takes the form:

�μν =

⎛
⎜⎜⎝

0 η 0 0
−η 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ , μ, ν = 0, 1, 2, 3 (43)
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with η is a constant. So if a(t) = tβ (same conclusions can be obtained for other choices)
and with the help of the rearanged Maple 16 tensor package, the non vanishing components
of the corresponding verbeins are:

ê0 0 = −1 + η2

128
t̂2β−4β2

(
54β2 − 136β + 82

)
(44)

ê0 1 = − iη

4
β(3β − 2)t̂2β−2 (45)

ê1 0 = − iη

4
β(β − 1)t̂β−2 (46)

ê1 1 = t̂ β − η2

128
β2 t̂3β−4

(
25β2 + 57β + 10

)
(47)

ê2 2 = r̃ t̂ β + iη

4
t̂ β−2 + η2

64
r̃β2

(
−19β2 + 9β − 1

)
(48)

ê3 3 = −r̃ sin θ + t̂ β + iη

4
sin θ t̂β−1 + η2

64
r̃β2 t̂3β−4

(
3β2 − 18β + 15

)
(49)

Similarly the corresponding spin connection components of the deformed FRWmetric have
the following expressions:

ω̂0
00 = ω̂0

11 = 3

8
η2β2(β − 2)(β − 1)2t2β−5 (50)

ω̂1
00 = ω̂1

11 = −iηβ2(β − 1)t2(β−3) (51)

ω̂1
01 = −ω̂1

10 = −βtβ−1 − 1

64
η2β3t3β−5

(
23β2 − 54β + 31

)
(52)

ω̂2
02 = −rβtβ−1 − 1

16
β(β − 1)(12iηtβ+3 − η2rβ3t3β) (53)

ω̂2
12 = −1 − 1

32
β2t2β−4(32iηrt (β − 1) + η2(5β2 − 8β + 3)) (54)

ω̂2
20 = rβtβ−1 (55)

ω̂2
21 = 1 (56)

ω̂3
03 = rβ sin θtβ−1 − 1

16
β(β − 1) sin θ(12iηtβ−2 − η2rβ3t3β−5) (57)

ω̂3
13 = sin θ − 1

32
sin θβ2(32iηr(β − 1)t2β−3 + η2(5β2 − 8β + 3)t2β−4) (58)

ω̂3
23 = −ω̂3

32 = cos θ (59)

ω̂3
30 = −rβ sin θtβ−1 (60)

ω̂3
31 = − sin θ (61)
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