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Chapitre 1

Introduction

Depuis la naissance de la mécanique quantique, Plusieurs physiciens, inclus ceux qui ad-
hérent & l'interprétation de Copenhagen et ceux qui n'y adhérent pas, concevaient confiden-
tiellement 1’idée de formuler la mécanique quantique par une dynamique stochastique. L’élément
déterminant est I’analogie apparente entre ’équation de Schrodinger et 1’équation de diffusion
pour un mouvement Brownien.

Dans cette approche, on peut citer plusieurs tentatives, celle de Shrodinger en 1932, Bohm
en 1952 qui essaya de faire apparaitre la mécanique quantique a travers la dynamique stochas-
tique puis vint Nelson en 1966 qui donna une formulation plus élégante par un chemin inverse
par rapport & ce dernier. Mais ces théories s’avérent difficiles 8 manier pour des systémes com-
pliqués a plusieurs particules.

Une nouvelle approche équivalente a la mécanique quantique standard existe actuellement :
il s’agit de la mécanique quantique stochastique formulée par Parisi et Wu en 1981 [1]. Basée
sur quelques principes simples, cette approche est surtout appliquée en théorie de champs et
plus particuliérement en théorie de jauge. Récemment, elle a pu étre cependant étendue a une
certaine classe de systémes dynamiques.

Malgré la simplicité de la formulation, cette approche n’a pas eu le développement qu’elle
mérite comme 'ont été d’autres approches comme celles de Schwinger, Feynmann, Heisenberg...
La formulation est basée essentiellement sur le principe suivant : la variable dynamique d’un
systéme devient aléatoire lorsque clle interagit avee un milicu. Son évolution cst régic par unc

¢quation dec type Langevin dans laquclle intervient un bruit. Le bruit cst choisi généralement



blanc de maniére a faire émerger les résultats de la mécanique quantique standard & une certaine
limite (équilibre thermique).

FEn plus de I’équation de Langevin, il s’est avéré aussi qu’avec la probabilité, solution
de I'équation de Fokker-Planck qui est du méme type que celle de Schrodinger, les résultats
physiques peuvent étre également obtenus.

En ce qui concerne la formulation de Parisi et Wu, qui est beaucoup plus utile en théorie
des champs, elle est basée d’abord sur l'introduction d’un nouveau temps qui est fictif [2]. A la
différence de la formulation de Nelson, en plus du temps fictif, le temps ordinaire est imaginaire
pour Parisi et Wu par une rotation de Wick pour bien définir la théorie mathématiquement.

Ce temps fictif permet d’obtenir unc équation de type de Langevin du premicr ordre par
rapport a cc dernicr. La variable devient aléatoire a causc du bruit qui cst aussi généralement
blanc. A cette équation, il peut étre associé ensuite une probabilité solution aussi d’une certaine
équation de Fokker Plank généralisée. Cette équation est de type fonctionnelle, en général
difficile a résoudre sauf a 1’équilibre ol la solution devient égale a exp[iS/h] c’est a dire la forme
standard qui intervient dans le formalisme des intégrales de chemins [3].

En mécanique quantique non relativiste, nous connaissons seulement deux articles [4] et [5]
ou des applications ont été faites pour ce formalisme stochastique.

11 s’agit de la détermination exacte de 'amplitude de transition pour des actions uniquement
quadratiques. C’est ainsi que les cas de la particule, libre, soumise a une force harmonique et a
un champ magnétique constant ont été traités respectivement dans les espaces de phases et de
configurations.

Le cas relatif a la variable de Grassmann a été en outre considéré.

Pour les cas non exacts nécessitant un traitement perturbatif, Nakazato a donné la méthode.

C’est pour cette raison que nous voulons & travers cette thése ajouter a cette liste bien
réduite de cas solubles par la mécanique quantique stochastique (MQS) le cas non quadratique
suivant : il s’agit du probléme dune particule relativiste, sans spin régie donc par I’équation de
Klein Gordon en mouvement dans le champ d’unc onde planc. Cette onde étant décerite par un
4-potenticl exprimé dans la jauge de coordonnée.

Nous proposons donc de déterminer la fonction de Green par cette approche de la MQS

afin de faire la comparaison avec d’autres calculs suivant d’autres méthodes de cette méme



fonction de Green dans la jauge des coordonnées. Nous pouvons citer les calculs effectués par
[6] qui sont de nature algébrique, ou encore ceux qui utilisent les transformations de Furry
[7]. Notons au passage que c’est Schwinger [8] avec son formalisme qui utilise les équations de
mouvements suivant la représentation de Heisenberg a pour la premiére fois déterminé cette
fonction de Green. Par le formalisme des intégrales de chemins [9] cette fonction de Green a
été aussi déterminée exactement et semiclassiquement.

La formulation de cette nouvelle approche qu’est la mécanique quantique stochastique [4]
dont il est question dans cette thése peut étre trouvée au chapitre 2.

Au chapitre 3, nous utilisons l'espace des phases pour calculer l'action classique ainsi que
le factcur de fluctuation cn utilisant deux équations de Langevin celles relatives a la position
ct a I'impulsion. Le calcul cst cffectué pour unc particule de spin zéro soumisc & l'action du
champ d’une onde plane dans la jauge de coordonnées.

Nous reprenons le méme probléme au chapitre 4 en utilisant cette fois ¢i ’espace de con-
figuration. Le lagrangien remplace "hamiltonien du chap 3 comme moyen de description du
mouvement. Nous avons ainsi une seule équation de Langevin & considérer. Comme précédem-
ment I'action classique et le facteur de fluctuation sont recalculés.

La fonction de Green est alors déterminée & 1’équilibre thermique.



Chapitre 2

Formalisme de la mécanique

stochastique

2.1 Les équations de Langevin et Fokker-Planck

2.1.1 L’équation de Langevin

I’équation de base de la mécanique quantique stochastique est ’équation de Langevin.

C’est une équation différentielle au premier ordre par rapport au temps s

dx (s)
ds

= [(z(s) +e(s), (2.1)

ol o (s) est une variable aléatoire qu’on appelle bruit.
Le bruit est choisi "blanc" pour les 2 propriétés suivantes

- sa moyenne est d’abord nulle

(e(s)) =0, (2.2)

- et ensuite le produit de corrélation de 2 bruits aux instants s et s’

(o(s)o (s/>> =Qf (S - 5,) , (2.3)

est égal & une fonction de Dirac 4.



La solution de 'équation de Langevin est

x(s) —;L'0+/OS o(T) dT—&—/j f(x(r)) dr, (2.4)

est évidemment une fonction du bruit.
Nous avons choisi comme condition initiale 2 (0) = zy & U'instant s = 0.

C’cst ainsi que la position moyenne de la particule est donnée par

@) =a+ [ (o) dr (2.5)

Nous avons pris pour définition de la moyenne d’une grandeur physique la définition stan-

dard utilisée dans le formalisme intégrale de chemin

F@) = [Fae)e {—% / g%zs] Do (26)

avec

N
Do = Mdo(s,) (2.7)

la mesure.
Dans tous les calculs de moyenne, il est utile de passer par une source j (s) ou plutot par
la moyenne d’une exponentielle qui fait intervenir une fonctionnelle de la source. C’est ainsi

que nous avons

| [16e6]) = [Dees | [i@00as] el [ d} (28)

Pour intégrer , effectuons le changement o' = p — Q5 .

La mesure restant inchangée Do =Dy, cette moyenne (2.8) devient

(exp [/j(s)g(s)ds}) _ exp{ /;2 } /Doe‘cp[ /st}
Jre

= exp { j* (s } (2.9)

N FeNN] o)
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Faisons maintenant agir I'opérateur (SJL(T) sur cette derniere équation. Il vient alors

| [imewd) =0i@e |5 [ 76 ¢ (2.10)

Supprimons la source (j = 0).Nous voyons que la valeur moyenne est nulle pour un bruit

gaussicn
(e(m)) =0. (2.11)
Faisons agir une deuxiéme fois ’opérateur 53';?7)’ en faisant j = 0 par la suite. Nous obtenons
(o(r) o(w)) = Q6 (1 —w). (2.12)

Les deux propriétés (2.11) et (2.12) qui caractérisent le bruit "blanc" sont ainsi reproduites
grace a la définition de la moyenne au moyen d’une intégrale de chemin i¢i une somme sur tous
les bruits possibles et ot & chaque bruit , un poids de type gaussien lui est affecté.

Cependant pour le calcul de moyennes et dans le cas général, nous pouvons éviter 1'util-
isation de ces intégrales multiples (fonctionnelles avec des poids gaussiens sur le bruit ) en
passant par la probabilité qui est solution d'une équation de Fokker-Planck. Le méme calcul
des moyennes avec la probabilité se réduit ainsi & une simple intégrale.

Montrons alors comment obtenir I’équation de Fokker-Planck

2.1.2 L’équation de Fokker-Planck

Utilisons 'équation de Langevin (2.1), (2.4) et la moyenne de la grandeur F' (z (s)) donnée

par 'équation (2.6). Définissons la probabilité de présence de la particule & un instant s et a

une position z de la maniére suivante

(P (2(5)) = / Fz) P(z.s) do, (2.13)

avec évidemment la condition de normalisation

/ P(z,s) de=1. (2.14)

8



11 est facile de voir que 'expression de la probabilité

P(x,s)=0((z(s) —2)). (2.15)

En effet, nous avons

/_MF(W)P(Q;,S) dr = /+OOF(.7¢) (6 (2 (s) — 2))) da

= // F(x) 6((x(s)—x)) dx Do (2.16)
X exp [—% Q2d8:| ,
et en utilisant
@)oo a)=f(@)d(—a), (2.17)

nous obtenons I'équation suivante

—00

/+°° F(z)P(x,s) do = /F(x (s)) exp [—%/ﬁds} Dg/dxé((x (s)—z)), (2.18)

et donc le résultat

+o00
/ F(z)P(,s) dz = (F (s)). (2.19)

Calculons maintenant la dérivée de la probabilité P (x,s) par rapport au temps s, nous

avons successivement

OP (z(s)) b e = :
Js v fiwe Js




= () (s) — a) (2:20)

otll nous avons encore utilisé la propriété

f(x) %5 (x—a)=—f(x) %5 (x—a). (2.21)

Remarquons par ailleurs que le premier terme de I'équation (2.20), est égal

—=-(f(x ()0 (2 (s) —x)) = —%f (x) P (x,5), (2.22)

la propriété

F@)d (@ —a) = f(a)d(x— a), (2.23)

a été utilisée.

Exprimons le deuxiéme terme de I’équation (2.20) en fonction de la probabilité.

Nous savons d’abord que x (s) dépend du bruit 7 (s) et par conséquent il est clair que la
fonction § (z (s) — «) dépend aussi du bruit. Avec la technique qui utilise la source, nous avons

aprés avoir remplacé la fonction § par

d(x(s)—z) — H(o(s)), (2.24)

le résultat suivant

i (6) () s H (1) —exp |5 [P0 as] (B 00+ ) 229

Dérivons par rapport & la source

10



i o (2.26)

il vient alors

(o) B (n(s) = 0o (uw— ) 2L,

- o,0H (0(s))
Q 9o () ), (2.27)
et donc
0 . . 0 ,,0x(s) O .
%@(5) 6(x(s)—x)) = %mmm d(x(s) —x))
L 0_2 () oz (s)
= gl () ) G, (2.28)

Dérivons par rapport au bruit o (s)la solution de 1’équation de Langevin (2.4). Nous avons

alors

(2.29)

I'intégrant ( premier terme) de cette derniére équation est nul & cause du principe de causalité
qui stipule que seules les forces agissant avant s et non aprés qui déterminent la position a
Iinstant s.

Ainsi nous obtenons pour I'équation (2.28)

—(0(5)3(x (5) — 1) = —5 1, (2:30)



En utilisant les équations (2.30), (2.20) et (2.22), finalement I’équation de Fokker-Planck

est la suivante

QI*P (z,5)

d
o fize = =g f () P(w,9) + 5= 5— (2.31)

OP (x(s))
0s

Dans lc ou f = 0, cctte équation, aprés unc rotation de Wick (s — —is), ct en posant
Q=— (2.32)

ressemble a celle de Schrodinger (2.31)

L0 (x,5) R 0P (x,s)
Zﬁ—as R T (2.33)

Présentons maintenant la méthode de quantification stochastique de Parisi et Wu dont il

est question dans cette thése.

2.1.3 La Méthode de Quantification Stochastique de Parisi et Wu

Le principe sur lequel est basé la méthode de quantification stochastique de Parisi et Wu
est le suivant : apres introduction d'un temps fictif u, la variable dynamique # (s) devient une

variable stochastique x (s, u) et son évolution est décrite par I'équation de Langevin,

—x(s,u) 05 ] +o(s,u). (2.34)

0z (s,u
Par conséquent z (s,u) est une fonction du bruit. Le bruit est choisi aussi "blanc" pour

encore ses deux propriétés

- moyenne nulle

<Q (Sv u)> =0, (235)

- et le produit de corrélation

12



{o(s,u) 0 (s/, u')> =Q0 (s - s/> ) (u - u/> , (2.36)

est égal & un produit de deux 4.
La moyenne (M) étant définie comme auparavant par une somme sur tous les bruits ou a

chaque bruit un poids de type gaussicn lui cst affecté

(M) = / M cxp [;—é/ 0% (s,u) ds d?/} Do . (2.37)

Comme précédemment, il est aussi possible d’obtenir une probabilité P (x,u) satisfaisant

a une équation de Fokker-Planck généralisée (intégrale)

oo = [ 5 (s e (259

et telle que

() :/P(m) Dr =1, (2.39)

qui est la condition de normalisation.

11 est clair qu’a la limite u — oo

0
%P (x,u) = 0 (2.40)

P = €%

Ce qui correspond & ’équilibre thermique.
Les résultats de la mécanique quantique telles que les moyennes sont ainsi exactement les
mémes que ceux qui s’obtiennent par I’approche path intégral standard.

Par exemple en mécanique quantique non relativiste , la moyenne est par définition

(xg,sp | T (z (51)37-(32-)) KD, = (z(s1) z(s2) ), (2.41)
<$f78f | € 1,81>

qui est aussi la moyenne stochastique

13



(g sp [T (s)a(s2) |2 i8) _ (x(s1,u) (s2.u) ) (2.42)
<'T'f7 Sf | T i, S’i> U—00 ? 2; )

a I’équilibre.

Si nous utilisons I’équation de Fokker-Planck, cette moyenne stochastique est comme suit

(x(s1,u) x(S2,u) >—/ z(s1)x(s2) P(x,u) Dz, (2.43)

$7;,.Zf
avec x (s;) = x; et x(sf) = xy.
Comme P — €™ lorsque u — oo, I’équilibre est alors atteint et la fonction de corrélation

(2.43) devient une intégrale de chemin de Feynmann standard

. z(s1,u) z(s9,u) € Dz
lLILHolo<I’(S]_7u) z (s2,u)) = Ll }()1(5;?“)

= (01T (x(s1)x(s2) | 0), (2.44)

et donc la valeur moyenne du T-produit par rapport au vide.
Pour utiliser le formalisme de la mécanique stochastique en mécanique quantique standard,

nous devons l'adapter. Montrons comment déterminer par exemple le propagateur

2.1.4 Formulation stochastique du propagateur

Nous savons qu’en mécanique quantique, ’amplitude de transition ou propagateur contient
toutes les informations sur la dynamique d’un systéme. Aussi sa connaissance est fondamentale
pour la détermination du spectre des énergies, fonctions d’onde,.......

L’objectif de cette thése est de voir & travers les possibilités ou encore les limites de cette
nouvelle approche qui est la Méthode de Quantification Stochastique de Parisi-Wu dans un
calcul simple de propagateur.

Donnons la formulation stochastique pour calculer le propagatcur.

Relions d’abord 'amplitude de transition (xf, sy | x 4, s;) & la valeur moyenne de 'hamil-
tonien H [4].

Considérons d’abord un vecteur d’état de Heisenberg vérifiant

14



| i ,S; > = Texp |:'L/ Z H (3) dS:| | $i7$0>7 (245)

o H (s) est ’hamiltonien du systéme.

Dérivons par rapport au temps s, nous obtenons 1’équation d’évolution

0

Bs. | 2 ys; ) =iH (s;) | xi,S0)- (2.46)

Multiplions par (zy, s |

<If7$f | H(si) | xi7$i>

In{xs 87| x;,8) =1 , 2.47
Ds; < f f’ Z > <xf75f | xi75i> ( )
et intégrons cette derniére équation. Nous obtenons I’amplitude de transition
(g, 87| xiy8:) = 5exp7ﬁ/ lim (H (s;,u)) ds;, (2.48)
U—00

ol ¢ est une constante indépendante de s;.
Associons maintenant & 'opérateur hamiltonien A un hamiltonien classique. Décomposons

d’abord les variables = et p en deux parties

Xz — (I;CZ + qu (2.49)

p = pa+po, (2.50)

et également 1" hamiltonien H (s , ) suivant [4] en deux parties :
- I'une classique (indépendant du bruit) fonction uniquement du chemin classique
- et Pautre qui s’exprime en fonction des chemins non classiques (déviations) a cause des

bruits

H (s ,u)=Hy(s)+ Hg(s,u). (2.51)
La moyenne de I’hamiltonien H (s ,u) est alors comme suit

15



(H (s u)) = (Ha () + (H (s,0)). (2.52)

ou
- le premier terme est une partie classique indépendante du temps fictif u (et done du bruit)

cst reliée & ’action classique

aScl o
8si — Hcl (Sz) ’

- et le deuxiéme terme contient les déviations & cause des bruits qui ont dévier la particule
de sa trajectoire classique. Ce deuxiéme terme donne en principe le facteur de fluctuation.
Ainsi Pamplitude de transition a pour expression finale
Si
(g, 57| iy 5) = cexp [iSq] exp |:L/ lim (H (s;,u)) ds;| , (2.53)
U—oC
ou encore le propagateur.

La constante c est indépendante de s;, x;5¢, 2. Elle se détermine par la condition suivante

W (zp, sy [0 s) = 0(zg—w),  A=(s5 =) (2.54)

En conclusion |,

- la premiére partie classique se calcule en utilisant uniquement le chemin classique

- tandis que la deuxiéme partie (H (s;,u)) nécessite la connaissance des chemins (dépen-
dants des bruits) solution des ¢quations de Langevin.

Signalons jusqu’a maintenant que seules des actions quadratiques ont été considérées [4] et
traitées par la mécanique stochastique de Parisi et Wu.

C’est ainsi que les cas relatifs a la particule libre, soumis & une force harmonique et & un
champ magnétique constant ont été traités dans les espaces de phase et de configuration. Le
cas relatif & Grassmann a été aussi considéré.

Cette liste de cas exactement solubles par cette approche est comme nous le voyons assez
réduite puisque seulement deux articles existe actuellement.

Notre but est donc d’enrichir cette liste en considérant un cas non quadratique qui a été

16



traité par d’autres approches. Il s’agit d’'une particule sans spin relativiste en mouvement dans
le champ d’une onde plane dans la jauge de coordonnée [6]. Son mouvement est décrit par
I'équation de Klein Gordon.

La solution de ce probléme a été donnée d’abord par Schwinger [8]. Il a été aussi considéré
dans le cas de la seconde quantification en utilisant les transformations de Furry. Il a été en
outre considéré par 'approche intégrale de chemin [9].

Nous voulons donc donner sa solution par cette nouvelle approche. Considérons la solution

de ce probléme d’abord dans ’espace des phases.

17



Chapitre 3

Formulation dans ’espace des phases

3.1 propagateur d’une particule libre

3.1.1 Introduction

Considérons une particule libre nonrelativiste dont le mouvement est régi par I’équation de
Schrodinger.

Son hamiltonien et son action classique sont respectivement

H— P (3); (3.1)

et

5f dz (s 2 (s
S(-,l = / |:p(~,l (8) (ii ) - % ds. (32)

En utilisant les équations d’Hamilton, nous pouvons déterminer le chemin classique

. o0H
S =0 3.3
pcl axd ) ( )
. 6H pcl
ad = = —. 3.4
el Opa m (3:4)

L’action classique pour le cas de la particule libre est simplement égale a



st m (da(s)\?
Sa = /s [5< 7 >]d@

m(zy — 1;)°

_ _ 3.5
2(sp—sy) (3:5)
Calculons alors le terme de fluctuation (Hg (s;,u))
3.1.2 Calcul du terme de fluctuation (H (s;,u))
Notons par
— ré la déviation de z* par rapport & la trajectoire classique 2%,
- et p’é la déviation par rapport a I'impulsion classique pf
=ty + ak
e (3.6)
P =Pa +pg
avec évidemment les conditions aux limites suivantes
zq (si1) = zq (s7) = 0. (3.7)
Pour la particule libre, ’action
Sf . 1 9
S = p(s)(s) = 5p"(s)| ds
Si
™ Ofra +2q]  (pa+pe)”
= Pe — d:
/si (Pt + po) 0s 2m ’
5¢ org  pi s7 drg 02
— L Pd g el i
/Sl_ [pd s om | ©° + [L P "o tpe s
al'Q pé 1
— = —— P ds, 3.8
e 0s om  m P4 P | (38)

se décompose en deux parties

19



S:SCZ+SQ7

- une partie classique qui a pour expression

5 Oz P2
Del  — / |:pcl a_:; - 2,;;[2 ds

m(z; — 2;)°
2(sy—si) |

- et une autre partie qui regroupe les termes relatifs aux déviations

5t ox Ox 2
SQ:/ [pcl e +p e —p—Q} ds,

0s @ s 2m

Avec les conditions aux bords (3.7) et (3.3) cette partie se simplifie

_ [, Pre P4
sa= [ [na5e ]

Décomposons de la méme facon I'hamiltonien. Il a aussi deux parties

H:H01+HQ:

- une partie classique donnée par

2
o Py

cl — )
2m

- et une autre partie qui regroupe aussi tous les termes restants

P4, pa

H:
Q2mm

A cette étape, introduisons le temps fictif « en plus du temps réel s.

La variable z¢ change et devient

rQ(s) — (s, u),

20

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)



avec les conditions aux limites

xg (si,u) = x¢ (sp,u) = 0. (3.17)

Dec méme 'impulsion change ct devient aussi

pQ(S) —>pQ(87/“‘)7 (318)

sans aucune condition aux limites.

Ces deux variables stochastiques sont régies par les équations de Langevin suivantes

Opq (s,u) ; 0S¢

= Y (8,1 3.19
Js Ipg (s,u) +x(su), (3.19)
Oz (s,u) . 05
j— N .2
Js Zaa:Q (s,u) +olsu), (3.20)
avec les conditions aux limites
xq (si,u) = zg (s, u) =0, (3.21)

avec les propriétés des bruits blancs suivantes

(2"(s,u)x, (s, u)) =0

(3.22)
(0 (s, w)0, (51, 0)) = (x(s, w)x, () = 26165 — )0(u — )
Utilisons la décomposition en série de Fourier
- nmw
Sy — in in — — 54 ), 323
zg (s ,u) ;T (u)sm)\ (s —s;), (3.23)
et
g (s.u) = ;pn (u) cos n_;' (s —si)+ p_20' (3.24)
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Pour séparer les deux variables temporelles s et u, et reportons dans ’expression de ’action

(3.12) . 11 vient

So = / { Zp,, cos—( —Si)+p_20

X [Z%ﬁ ) cos 7 (5 - sl)]

=1

1 > nm Do
— [;pn (u) cos ~ (s —s;) + 5

[sz cos— —si)+%°

} ds. (3.25)

Utilisons le résultat de 'intégration

5t nm Ir
/s ds cos ~ (s — s;) cos 5y (s —s;) = 3 ()\é,LH 0+ A,)
1
= A nHlA0, (3.26)
nous trouvons
o0 2 2
nm pn (’ll/) A p()A
Sp = —, ' — | — = 3.27
0= [ e~ I (327

Apres avoir remplacé dans (3.19) et (3.20), les équations de Langevin relatives aux com-

posantcs des impulsions ct positions sont alors

= 15p0 +ixg (u)
_ oA . ‘
= =% (w); (3.28)
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dpn _ . (nm paA
F ( g n 2m> ()

dd? =i (%pn ) + Xy, (1) -

Matriciellement les deux équations précédentes se mettent sous la forme suivante

iX i
d 2 o - Pn
T - T
w\ z, mn 0
ou vectoriellement encore
—

d — —
—V =MV +W.
ds

11 est facile de voir que la matrice M a pour valeurs propres

i () + nr?)
A1,2 = 2 )

avec les vecteurs propres correspondants

— nm
X, =
—2i\
et
— nmTo
Xy =

« ¢tant unc constantc.

Py (1)
X (1)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

La constante «, nous la fixons en imposant au déterminant de la matrice C' la valeur égale

al

1

O — 2001 —h2) nm
)\ .
o On =33 —2iM

Calculons alors le terme (py, (u) p; (u)) :
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oep ) = (@™ [0 Jer [T )
0 1 D

el 2 (o

) | PO T NNEE
i Az — 5 D
2nm(A1—A2) 2(A1—-X2) '

A la limite © — oo nous obtenons

lim (py, (u) pr (w)) = 0. (3.38)

Comme

H=H,+ H,. (3.39)

ol

: (3.40)

a pour valeur moyenne

<PQ22> + DPel <pQ>’

3.41
2m m ( )

(Ho) =

Utilisons les relations de transformations (3.23) et (3.24) dans l'expression (3.41)

(Halsomw) = 5 [<an () cos == (s = 5,) + 5

nm
cO8 —= (s —s;) + —} . (3.42)
et en utilisant aussi la relation ( 3.28) , par une simple intégration on aboutit au résultat suivant
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A b A A
po (u) = exp [—EU} /0 Xo (T) exp [RT] dT + po (0) exp [—Wu] , (3.43)

d’ou la valeur moyenne

A “ i\ i
{(po (u)) = exp [—ﬁu] /0 (xo (7)) exp Li%T} dr + po (0) exp [—iﬁu} . (3.44)
FEn utilisant la propriété du bruit blanc, nous avons
(o () = o () exp |~ (3.45)
u)) =] exp | ——u| . :
Do Do p am

Pour éviter toute divergence dans le calcul du propagateur, il est plus commode d’effectuer

une rotation de Wick (1" — —iT")

(9 (1) = po (0) exp [41] . (3.46)

A Téquilibre thermodynamique (v — 00), nous avons alors

lim (po (u)) =0, (3.47)

U—00

et pour I’hamiltonien qui regroupe les termes stochastiques, sa valeur moyenne est

lim (Hg (si,u)) = 1}1_{20 Z cos n—; (s — s4) cosl; (s —s;)

U—00
n,l=1

<o, () pr ) + lim (L

(3.48)

En utilisant I'expression (3.43), le terme £~ (p§ (u)) est facilement calculable

s = gotfew | ] [ e e g o

o (0) exp [%u} exp {%u} /0 o (7))

iAo / A
X exp [m7:| dr + po (0) exp [mu} }
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1 i\ v iA
- - - A4
- exp[ 2mu}/0 exp [4mT} dr (3.49)
u Z‘A ! i !
[ e ] o (7))

il devient grace aux propriétés relatives aux bruits blancs (3.22)

I S .1 i
MILH;O 8%@6 (w))y = u]groloﬁ <1 — oxp [—%u}>
1
= —, 3.50
26N ( )
ol une simple rotation de Wick nous a permis de supprimer le terme oscillatoire
lim (7 (u) (351)
im — (p; (u)). .
u—o0 81m Po
Avec (3.38), I'expression du propagateur (2.53) est la suivante
1\ 12
K=t (X) exp [154] , (3.52)

En appliquant (2.54) , la constante ¢ se détermine a la limite (A — 0). Insérons 'expression

de laction classique libre (3.5) nous obtenons

c .m
/ﬁcxp {75 (mf—mi)ﬂ dry = / Sz — ;) dry
=1

7

ainsi

o)
|
|

. 3.53
0w ( )
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3.1.3 Conclusion

Nous avons ainsi déterminé le propagateur relatif a la particule libre et nonrelativiste en
utilisant le formalisme stochastique de Parisi et Wu et ceci dans I'espace des phases.

Pour cela il a été procédé d’abord

- au calcul de 'action classique en utilisant le chemin classique

- et ensuite le facteur de fluctuation relatif & une particule libre.

Déterminons encore le propagateur en considérant cette fois ci ’espace de configuration.
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Chapitre 4

Formulation dans ’espace de

configuration

4.1 Propagateur d’une particule libre

4.1.1 Introduction

Le lagrangien de la particule libre est

="
2"

et | ’action classique est encore donnée par

m(zy — z;)°
2(sp —si)

4.1.2 Calcul du terme de fluctuation (H (s;,u)

L’hamiltonien relatif & la particule libre étant

28
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P2
2m
= HQ + Hg. (43)

Sa valeur moyenne est

drg, m, 0o\’
_ e 44
w52 5(52)) (1)
Ajoutons & s, le temps fictif u
xq (s) — xg (s,u), (4.5)
les conditions aux limites étant encore
xo(si,u) = xg(sy,u) =0. (4.6)

ou

Pour les impulsions, il n’ y a pas de condition
Ecrivons le lagrangicn comme suit
~ m0zq (si,u) 0xg (s, u)

Lg (si,u) = 5 B . (4.7)

Sa valeur moyenne peut encore s’écrire sous la forme suivante

m

(Lo (si,u)) = = lm 95,05, (zq (s1,u) zg (52, 1)), (4.8)

SiySfF—S4

Pour I'impulsion, nous avons son mouvement qui est régi par ’équation de Langevin

dpq (s,u)  .65g ,
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_ 0z p?}

Explicitement, ’équation de Langevin est

Ipg _, (31@ (si,u)  pg(siu)

du Js 2m > +Xq (siu). (4.11)

Considérons maintenant le produit

Js ou Js Js
i (pQ (s,u) Oxg (s, u) >>

<8$Q (S,’u) OPQ (s,u)> _ <L (O‘rQ (s,u) (91‘@ (sl’u))>

m 0s

+(ng (s, u) W> (4.12)

et utilisons les propriétés des bruits (3.22). Le premier membre de (4.12) ainsi que le dernier
terme sont nuls.

- ’
En faisant (s =5;,8 = si) , hous obtcnons

, drg (s,u) Orq (s, u) Ozg(s.u) | ,
tim (2L gy T ) Oralei) ) (113)
et ainsi
M .
(Hg (si,u)) = - lim 0, 0s, im(zg (s1,u) g (52, u)). (4.14)

Séparons dans 'action les parties classiques et non classiques

S = SQ_'_S(‘]a

sf m .2 Sfm.2 sfm. .
= L E.’EcldS —|—/ 5$Qd8 + 2/3 Excle: (415)

S Sy i

Comme zest constant, le dernier terme disparait & cause des conditions aux bords (4.6) .

Nous obtenons pour la partie non classique
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Sf
So = / %xéds (4.16)

i

Effectuons encore la séparation des variables (s, «) au moyen de la décomposition de Fourier

Z xp ( blll — (s —s). (4.17)
Ainsi
0
"LQ 54) Z (u E cos % (s —si), (4.18)
et
'm nm nw
Sqg = ZZ 5l [; z, (u) T Cos T (s — SL)]
X i xy (u) I cos il (s — s;) (4.19)
— T T
Avec le résultat de 'intégration suivant
sy , [ T
cos 2 (s — s;)cos = (s —si) ds = =0n, (4.20)
. T 2
nous obtenons alors
m nm\2T
W - 35w ()
Q 2 — ‘Ln (u) T 2
m~—n’r? ,
= — ' 4.21

L’¢évolution des composantes de la séric de Fourier cst régic par I’équation de Langevin

suivante
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or, dx,

ou du,
nr?
- et
L’équation est facile & résoudre.
En posant
n?
a4 =1%——=m
2T 7
la solution sans second membre est
x, = Ae™.

Avec le second membre, la solution est

Ty = e““/ e~ n, (1) dr +e™A(0).
0

La moyenne du produit de deux composantes est simplement égal &

ra) = (e [Ce () drt A )
0
xe““/ e‘”lnm (7’/> dr’ + ™A (0)).
0

En effectuant une rotation de Wick nous éliminons les termes oscillatoires.

Ainsi a la limite u — oo

() = (@ [ e, (@) ar [, () ar),
0 0

Comme

(1, ()1 (7)) = 20 (7= 7 ) B,
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(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)



alors

<‘Tnmm> = 2au / / 25 T — T —ar’ dT >677 m
_ 2<620u / (1'u dT > o
0

620'“ -1

a
2T
T 2mm Onin: (4.29)

Le propagateur ayant pour expression

K =Ccexp {77501 +1 lim / Z(HQ (siyu)) dsl} , (4.30)
avec
M .
(Hg (s;,u)) = - lim 0, 0s,(zq (s1,u) g (52, u)). (4.31)
§1,52—S$

11 nous reste a déterminer (g (s1,u) g (s2,u)).

Les valeurs en sinus aux deux instants s, sy étant respectivement

xg (s1,u Z x, ( sm — (51 - %), (4.32)

et

(82,1 Z x, ( sm — (52 -8, (4.33)
la fonction de corrélation & deux points cst alors

nm

slirg(;xg (s1,u) xg (s2,u)) = <Zl (2 (u) 2y (u)) sin - (s1— si)

X sinn% (s9 — 84))
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T Z 2sin & 5;) sin 2% (s9 — Si)T. (1.31)
m

m2n2

Nous pouvons a l'aide de la table [13], montrer que

i

lim (g (s1,u) T (S2, u)) = [sf — max (s, S2)] [min (s1,89) — 5] . (4.35)

§—00 mT
Appliquons (2.54), nous pouvons déterminer la constante ¢ a la limite (A — 0) (3.53).
Insérons lexpression de l’action classique libre (3.5), 'amplitude de transition (2.53) est finale-

ment la suivante

i m B A
K = — exp ZSClJrz/ ﬁ(fl) dsi]

m -'S N s ds;
= /=——exp |iS. —_—
2ir P |17 2(sf —s;)

= ‘/ﬂ zSd ——logT]
- S i |1 (4.36)

4.1.3 Conclusion

Ainsi dans ce chapitre, nous avons considéré le probléme de la particule libre nonrelativiste
et avons solutionné en déterminant le propagateur dans ’espace de configuration et ceci en
utilisant le formalisme stochastique de Parisi-Wu.

Pour cela, nous avons procédé comme suit : en utilisant le chemin classique, I'action clas-
sique est d’abord calculée et ensuite sommes passés a ’espace de configuration pour utiliser une
seule équation de Langevin. C’est ainsi que le facteur de fluctuation a pu étre déterminé plus

simplement que dans I'espace des phases.
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Chapitre 5

Formulation dans ’espace des phases

5.1 Propagateur d’une particule de spin zéro dans le

champ d’une onde plane

5.1.1 Introduction

Considérons une particule de spin zéro régi donc par I'équation de Klein Gordon, en mou-
vement dans le champ d’'une onde plane. Ce champ est décrit par le 4-potentiel A,. Nous

choisissons de travailler avec la jauge de coordonnées c’est & dire telle que
(v 20)" Ay () = O, (5.1)

avec ro un point de référence.
L’avantage de ce choix de jauge est , connaissant le tenseur électromagnétique F),, le 4-

potentiel A,, est déterminé d’une maniére unique suivant la relation d’inversion [10]
1
A, (x)= / a(x —x0)" F (ax) da, (5.2)
0
et le tenseur F),, prend la forme suivante

F(2) = fiF(§). (5.3)
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La fonction F' () est une fonction uniquement de & = nx qui le produit scalaire des deux
4-vecteurs 77 et x et f,, est une constante antisymétrique qui vérifie avec 7, les propriétés

suivantes

n'n, = 0, n. S =0, n " =0,

fof =0, Fsf2 = funfo =, (5.4)

ou f * est le tenseur dual de f.

Dans cette jauge, le 4-potentiel A, a la forme suivante

A/A (I) = f/lu (3? - xO)U K (E: EO) ) (55)

ou K (&) satisfait 'équation différentielle

dK

2K + (5—50)75

— —F(e). (5.6)

qui a pour solution

A© 1[5,

Eg  (emg S, M &1

K(€,&0) = —

avec dA/d¢ = F (§).
Dans tout ce qui suit
- xr désigne un point de référence dans I'espace & quatre dimensions engendré
-et pt = (p° pt,p?, p?) est le 4-vecteur impulsion
- g = diag (1,—1, -1, —1) la métrique habituelle
Choisissons le point de référence g = x; = z (s;), pour simplifier les calculs.
Ecrivons d’abord I’équation qui détermine le propagateur A(zy,x;) ou fonction de Green

pour une particule sans spin (de Klein-Gordon) en mouvement dans le champ une onde plane

(10, — eA,)(i0" — eA*) —m?] A(zy, 2;) = 6*(zy — ). (5.8)

Utilisons le temps propre
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A= sf—si, (5.9)

introduit auparavant par [11], [8] qui permet de déterminer A(x, ;) au moyen de I'intégrale

suivante

1 [ im2\] —
A(xy,x;) = ()—7/0 exp [— m?) } Kz, ziN) dA, (5.10)

&

qui fait intervenir un nouveau noyau ou propagateur K (s, x;; A) solution de I’équation suivante

L’a% B ﬁ} K(xp,xi0) =6 (A) 0*(ap — ). (5.11)

Dans notre cas, I'opérateur hamiltonien est H = —1(p— eA)” avec (p, = id,) .

Passons aux calculs. D’abord celui de I'action classique

5.1.2 Calcul de ’action classique

L’hamiltonien qui régit le mouvement de la particule de spin zéro est

1= (p—eA(©) (5.12)
et Paction est la suivante
s— [0~ 30— ea©F as. (5.13)

La trajectoire classique qui a pour équation 2z , se détermine par les deux équations

d’Hamilton, puisque nous sommes dans ’espace des phases

: OH
pclp %
dA
= € (pcl - GA cl) Tpl
dA .
= en(pa — €A ») Fpl (5.14)
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et

: 0H
xclp 8 P) pdp eAclp~ (515)

Nous obtenons aprés avoir éliminé 'impulsion 1’équation qui donne la trajectoire classique

d /. )
T (Jndp + €A, ) = ¢ ( P 8pAu> ) (5.16)
Utilisons la dérivation
dA )
g = ({)MA,,;U#, (517)

alors I'équation de mouvement devient
z,=ekF,,r. (5.18)

Procédons & I'intégration.

Intégrons par rapport a s,

( +()/ fpudA 8 ) 1S, (5.19)

fz_? = [ (§) a été utilisé.

Résolvons cette équation par itération en appliquant bien sfir les propriétés que vérifient 7

et [ (5.4). 11 vient

. & dA .«
z,(s) = +e/ fp,,df {:r (0 )+e/0 ds» fu“f z (s7)| ds
. . dA
= z,(0)+efyz (0)/0 IR ds

+e r]p/ —ds’/ @nafva (s7) ds». (5.20)

Multiplions les deux membres & gauche par 7,

7}”;ip (s) = npip (0) =8, (5.21)
nous aboutissons & la relation suivante
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§(s) = [ (0)] s+5(0),

avec
£ = Bsi+£(0),
§ = PBsit§,,
et
§p—& a§
3 =0, %fﬁ’

Comme A = (sf — s;) et Az = x5 — x; alors

£ — & =nAuw.

Nous obtenons ainsi

A(6)

B0(s) = O+ efyi’ (©) [

A

(€0)
L [A® Ag)
+en, dA/ N, (s7) dA,
A(&o) A(&o)

0

ou encore

by (5) = a0+ efy 01460 - A )]
L, [AO | o
e 2 | ) - A [ (5] aate)
A(&o)

Elle devient en utilisant (5.21)
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m

b(s) = 8 0+e fy T A - A6
2 _ T A ' ?
+e mp (g)—A(gO)} . (5.28)

Intégrons une deuxiéme fois par rapport a s.

Nous obtenons I’ équation de la trajectoire classique

2 (0) Nt
role) = O se g O [ lage) —agg) o

(gf_ gi)2 €o
7 A2 € 9
L — A(E)— A d& +x . 5.29
T mzfgo[ (€)=~ A d & +17,(0) (529)

Avec cette trajectoire classique calculons maintenant 1’action classique
1.2 .2
Sy = —/ [5% (s) +eAqzx, (s)} ds. (5.30)

2
Calculons la vitesse 7, (s) en utilisant 'équation (5.29) afin de déduire d’abord z; = x (sf)

pour tirer ensuite

AN (s
(o =) = &y ON+ el <= “”2)2 /g A (€)= A& de
S
0\ & 2
1 AE) = A0 de. 5.31
T [ e a0 a (5.31)
Nous obtenons I'expression de z, (0)
P T A VI (O DAY R |
,(0) = [( ) = b | e
9 7,A s 5
—e2—1T A(E) = A(&))? de| . 5.32
2(@_&)2/& A(€) ~ A(E) 5] (5.32)
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Remarquons que le carré de la vitesse (5.18) et sa composante dans la direction de 7

F(s) =@ (0), ni(s)=ni(0) = = (5.33)

sont conservés au cours du mouvement.

e
T
&

Reéutilisons les propriétés de n et f (5.4)
P = () | 2 [T - A der
) A (Sf - &)2 & o

i (f;) [2 @jﬂf&)z /j [A(@)—A(@)Fd@]

2 [efpﬂ 08 [ ey - e d&] 0 e

€fou

z (0) A
(ff - 57) &

et antisymétrique de f

Foufd = F w2 (5.35)

ainsi que les propriétés (5.4) et celles relatives aux tenseurs.

Les termes suivants deviennent

LW

,t/J . Ty — Ty . eA .fpu fﬁ x (O) £f D )
i 0) = g (455) e [ e - )
e [T e - ace) e, (5.30
(gf_fi) &
et
I S ULS PP d’]
[fpu o ) - ) a
en A\ & ,
= —H A ’ *A 0 d’, 5'37
(gf—si)"f/fi A(E) -~ AlG)] de (5.37)

et finalement le dernier terme est égal &
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2

f N e ey -
[,fp,i o e -ae)

e ( [ e - ac) i)

Avec ces résultats le carré de la vitesse est alors

:(0) = u> n e [ ey d’]
Y ( A € —€) /§ [A(€) = A(&)] d
62 fj ,
_ A — A -
& &) /{ A(E) ~ A& de
ou
4 - _1<7f_%>2 - [/éf ) df} :
: U a0 U
6’2 51‘ N
A
tre ey ). e e
Intégrons maintenant sur s
“i (s) 1 (2 —2)° e\ & } 2
: S 2 B ‘ A(E)de
/g- 2 2 A 5 (Ef—é}-)z [/ﬁ (&) de

ez )\ & N2 e
G /5 (A (&) de

ot calculons lc terme 7 (s) A (2 (s)).

_|_

Utilisons pour cela les propriétés nA ainsi que (5.28) et (5.29)
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. 1 2 (0) 2
Afx(s))a(s) = A {— [ () = 2] —efsy ————3
s & (ff - fz)

€
x/ A(E) — A(&)] dC

T
e (:z: (0) A

ﬂ [A(§) - A(foﬂ} ; (5.42)

nous avons (£ (s) = Bs +&,). Nous pouvons tirer le temps s

£ =& .13

et utiliser la valeur de 3 de la relation (5.24) ainsi que I'expression de @ (0) (5.29).
Avec la jauge choisie nous avons A (z (s)) (x (s) — zg) = 0.

Ainsi

Ao (20) = +]e Kee ([ 10 «)]
e~ ) K (6.6 A(E)]. (540

Remplagons par (5.7) nous trouvons

J A dc)”
(€~ &)

eAla(s) (2()) =+ ( LA 22 Al /5 A de. (5.45)

(€ —<%o)

Intégrons sur s en changeant ds en df ,et intégrons ensuite par partie. Notons le premier

terme par

[= /gb &2 T 150)2 (/j A (5) dc’) <§f)\_§idf> , (5.46)

et posons
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P =(JEacale))

!

G (&)= (5—510>2

Remplagons dans (5.45) , nous obtcnons

—gfﬂﬂmgwfwn(@ké)&’=—w@§%y [ o)

e\ $f 9
—@;154 AEPd. (547)

Reportons les résultats suivants (5.41) et (5.47) dans l’action classique (5.30) .Nous obtenons

finalement

zr—1:)2 € 2
5o - oth s A [ A ae]

62 A & ) 12 ,
ol e o

qui est I'action calculée sur le chemin classique. Elle est fonction de xy, x;, s;, s¢.

Passons au calcul du facteur de fluctuation.

5.1.3 Calcul du terme de fluctuation ( Hg (s;,u))

Désignons par (g, pr)) les deux variables
- ’I’lé est la déviation de 2 par rapport a la trajectoire classique z;
- et p’é la déviation par rapport a 'impulsion classique pf;
=z + !
o re (5.49)
P =Py + P

L’action pour le probléeme de 1'onde plane étant
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décomposons la en deux parties

S = Sa + S,

- une action classique donnée par I’expression suivante

1.2 .
Sa = — /ds (51’01 + eAcmz> ;

- et une action qui regroupe tous les termes restants

Sp . .
Sq = —/ ['pcz.w@ +pgxg —e(Aa — A()) (pa + )
e; 1
-5 @) = 2) - 5ot s,

avec
xq (81) = 2q (s7) = 0,

les conditions aux bords.

Décomposons ’hamiltonien aussi en deux parties
H=Hy+ Hop.

ol

- la partie classique est donnée par
1 2
Hcl = _5 (pcl - e1401 ) )

- et la partie qui regroupe aussi tous les termes restants

Ho=H - H,
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(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)



2

_ _%pgg — papg = F A () + € (pa+pg) A(€)

2
+%Ail - epclAcl~ (557)

Introduisons dans cette étape en plus du temps réel s, le temps fictif u. Ainsi la variable

z¢g change en

zo(s) — xo(s,u) . (5.58)

Les conditions aux limites devenant

zq (si,u) = zg (sp,u) = 0. (5.59)

L’impulsion change aussi en

po(s) — po(s,u), (5.60)

sans aucune condition aux limites.

Ces deux variables stochastiques sont les solutions des équations de Langevin suivantes

ozl (s, u) 5S.
Q\ - Q B
50 L ) + 0" (s,u), (5.61)
et
o
P _ i 0% (s, (5.62)

ou Z(Spl‘ (s,u)

avec pour les bruits les propriétés suivantes

(0"(s,un,(s,u)) =0
(5.63)

( 0(s, )0, (5, 1)) = (x(s, u)x, (', ) = 2020(s — )3 — )
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Un calcul simple se basant sur la dérivation

sALE)  dA ,

puis apres intégration suivant la régle connue

/da: [@)8 (@ —a)=— [ (), (5.65)

nous permet d’obtenir ce qui suit

%if = / [pcl(5, (s —8) +pgd (s—5)+ en% (P +pg) 0 (s — )
—%Qndd—fé (s — s’)] ds' 4+ o (s, u), (5.66)
et
o i [T agh (s =) — e (Aa— AQ)5 (s — ) — pad s — )] d
+x(:wu ). (5.67)

Ainsi les évolutions de zq et pg est déterminée par les équations suivantes de Langevin

Org [ Opg  Opa 1, dA*  dA ,
ou _Z[ 0s + Js Jr2677 d§ endf'(pdjrp@) + olo)

(5.68)

e _ i1, 9%e _
29 [ - 224 e (g = 4] +1 G

avec les conditions aux limites (5.59) .

11 est commode de réécrire le systéme d’équations (5.68) sous forme matricielle
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0 T 0 = T
o Q — 5 Os Q
g 1
b D5 e
: dA? dA
Pa + 2€2N—— — en—. (pa + p s,
e(Ag— A(8)) X(s ,u)
ou encore symboliquement, il a la forme vectorielle suivante
0 — - = —
—X=MX+W +V.
ou
La solution (avec champ) de ce systéme suivant [5] est donnée par
Sf 00
X (s,u) = )_()8) (s,u) +/ ds'/ G(s,ul s u) W (') du, (5.70)

ot G (s,u | §,u') est la fonction de Green libre.

Cette fonction de Green est de type matriciel (2x2). Nous pouvons la représenter par

G (s,u| s, Gia(s,u| s,
G(s,ul s u)= u (sl ) 12 (80| ) . (5.71)

Gop (s,u | s, u') Gor (s,u | s, u)

N
Désignons par X 8) (s,u) la solution libre (sans champ) [5] vérifiant 'équation suivante

0
%YS) (s,u) = MOXY 1+ V, (5.72)
ou
4(0) o / e ron 7 ;oo I
Xg (s,u) = ds G(s,ul|su) V () du. (5.73)

Calculons les éléments de la fonction de Green libre G (s,u | ¢, ') qui vérifie le systéme

d’équations de Langevin libre

(% — ]\J) G° (S,S/,U — u,> =4 (s — S,) ) <u — U/> , (5.74)
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ou

g (0 —i 0 0
M = —— +1
Js i 0 01
i i
- 0y83—50z+§
= TA+L (5.75)

avec

A = (0, ., —%) : (5.76)

I’expression de la fonction de Green libre

G° (s, s u— ul> =5 i ]V[5 (s — 3,> J (u — ul> , (5.77)

devient

G° (s, s u— u,') = ;_5 (s — s'> ) (u — u,> : (5.78)

0, — T A —

[JES

Calculons la fonction Green, on remplace les fonctions de Dirac et on revient & une écriture

matricielle

Oy — 0,0, — Lo, — 1L

’ ’ (i S z ' '

G (s,s,u—u = L 25(s—s)d(u—u
’ 02 —i0, — 92

_ [ Gu—i 10 1 dk ,
-\ e, o, 05—7?0“,—83/ 27 P ’(”*“>
2o~ . , ,
A5t i (), 79

d’ol
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’ au - 10 S LK ] —u
o0 (s, S u i 10, ﬁ exp ik (u uz)
7k (%)

e8]
nm ’
X E @111 —_— — sm T S —S;).

n=0

On effectue le changement de variables suivant

2
ainsi on obtient
G° (S s u— ’u//> = 2 =i id, /d_K eXp (U;U) exp iy (u — U’)
A\ i, Oy 2r g2 1 <(2n71') i+ 1)

nmw ’
X E Sln— — SIHT s =S5,

n=0

on éxtrait deux poles a; et as

et on applique la méthode des résidus

’ ’ 811, —1 as ) .
GO(?S,u—u) _ % Zasl 78u ng_OSIHTW(S_Si)Sln_(S —91>
(w—u) V&L
X exp ~—p—=sin 5 (ufu>

(5.80)

(5.81)

(5.82)

(5.83)

(5.84)

(5.85)



On peut calcules tous les éléments de la matrice de Green

G = (uw—u' X Z SIDE — )smn—;(s' —8;)
n=1
nim 2
i R
- sin 5 (u—u)
() 1
nim 2 -
. () +1 i,
+i cos f(u —u')| pexp §(u —u'), (5.86)
4i nm nm
O — )= rem e oV gin (e — s
G2 (u—1u') Y 2= co8 — (s — s;)sin /\ (s — ;)
VB i
X sin f(u —u') exp §(u —u'), (5.87)
et
a O — u )4L nr mr( ) cos mr( , )
T = — — sin — (s —
8 I D P
YT i,
X sin #(u —u')| exp §(u —u'), (5.88)

et finalement

n=1
nmw 2

1 () +1

- sin 5 (u—u')
TR

2nm\2 .
. (32) +1 ) i ,
—icos #(u —u')| pexp S(U —u'). (5.89)

Passons alors au calcul du facteur de fluctuation
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exp [z/ lim (Hg (si,w))ds; | - (5.90)
0 U—00
Nous avons besoin de la moyenne de I’hamiltonien

2

(Ha) = —5(03) — palpa) — S (A (€) + epa (A () +elpg A(©) + S A, — epada. (5.91)

Désignons dans toutc la suitc par

T
X(su)=| "2 | =&zq(s,u) + &pg (s,u). (5.92)
bq
la solution en utilisant
R O
e = s
1
_ 1
€y = , (5.93)
0

dcux vécteurs de base.

Ainsi xg (s,u) ¢t pg (s,u) ont pour cxpressions

zg(s,u) = ?ﬂ“)? ,
po(s,u) = @rx (5.94)

c’est a dire
_ /0 i l'+00/, , PN T (A ]
zq(s,u) = (1 0) | Xg(s,u)+ ds du'G (s,u | s, ') w (s,d)) ), (5.95)
et

Sf —+oo
po(s,u)= (0 1) <)_(>0Q (s,u) —|—/ ds'/ du'G (s, u | .9’,u')ﬁ(s',u')> , (5.96)
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qui sont évidemment fonctions des deux bruits.

Notons que le champ A (§) d’apres écriture

A T](.’Ecr‘r:L‘Q) = f( Tl‘T'Cl + nxQ) (597)

est fonction de la déviation xg (s,u) et par conséquent, il est fonction via de I’équation de
Langevin du bruit.
Décomposons le champ en série au voisinage du chemin classique, la déviation xg (s, u)
dépendant du bruit via I’équation de Langevin
1 ndh f
n(ze+z - - (T}TQ)H en
n(ze+zq) Zn! der

n

A

[ (5.98)
Calculons d’abord a moyenne de g = nzq.
Ainsi, multiplions par 71 les équations (5.96) et (5.95), sachant que > = 0, nA = 0

et nw (s',u') =0

nrg (s,u) = n(1 0))?22 (s,u), (5.99)
o (s.u) = (O 1) X%(s,u), (5.100)
alors
sf Fo0 G (s,u | 8 v) Gp(s,ul s o
nzg (s,u) = n(1 0)/ ds’/ du' (s v ) G (s, )
5i —o00 Goy (s,u | 8, u') Gap (s,u | s',u')
o(s
o et , (5.101)
X(S /7“/ )
et

g (s.u) = 1(0 1)/% d?’/%du" Gu(su] ) Gulsul s v)
Q o, U — e A

Ga1 (s,u | &, u") Gop (s,u| s u)

x| ¢ (s5,4) : (5.102)

x(s ' u")
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Nous avons alors

+o0
nTg (s = 7 / d@’/ du |G (s,u | ' u')o(s',u) + G (s,u | ' u)
< (s )], (5.103)

et

Sf oo
npo (s,u) = 7 / ds'/ du [Gay (s,u| ' u) o (s, u') + Gaa (s,u | &' )

—0oQ

x x(s ",u )], (5.104)
Comme le champ A a pour développement

A

1 " dnA
T](ICIJ'»'TQ) - Z 7 (TlllQ) W |£:nxcl ? (5'105)

n

il dépend du bruit au niveau du terme (nzg)” .

La moyenne se calcule de la maniére suivante

(AOD [ensfrin) = 2 j,flg} e {(170)")

- 77'(15 =Nzl

—+o0
(/ de/ du [Gh (s,u| ' u') o (s u')

+Gha (s,u | s u) (s, u )™, (5.106)

Remarquons que le terme pour n = 0 de la série

d°A
7 le=neo (1)

= A, (5.107)

<A (§)> &=n (zcz+$Q)

et pourn =1
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dA
<A(€)> e=n(za+zq) = (]f ‘5 el

«(n (/ ds/+ooduG115u|su)( )

—|—G12(9 wl| s u)x(s' 4 )]))
+oo
< ewrf o[
[Gn (s,u| s u) u'))
+G2 (s,u | &, u') (x(s',u"))]. (5.108)
Les bruits étant blancs
(o(s1)) = (x(s ")) =0. (5.109)

le terme (A (£)) pour le terme n =1 est nul

§:77(m+z@)
Pour n = 2, la propriété 1> = 0 implique que le troisiéme terme de la série est nul.

Ainsi, nous obtenons

(A(€) = Ala), (5.110)

et de la méme maniére

(A%(§) ) = A" (€a)- (5.111)

Calculons la moyenne de pgA (€) figurant dans 'expression de (Hg).

Pour cela, déterminons ’expression de 'impulsion

— Sf —+oc
po(s,u) = (0 1) (XQQ (s,u) +/ ds'/ du'G (s, u | s',u')uﬁ(s',u'))

SF 00 —
= (0 1) (/ d.s’/ du' G (s,u| s, u') Vo (s',4)
Sf N —+o0 o
+/ ds’/ du'G (s,u | §,u') W (s',u')) . (5.112)
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Nous obtenons

)—5% (s,u) + f:f ds' f_t:o du'G (s,u | s',u)

x i (s, u')
Sf —+oo —
= (0 1) (/ ds'/ du' G (s,u | s u') V. (su)
o S oo —0o0
+/ ds'/ du'G (s,u | s',u')@(s',u’))

Sy —+o00
= / ds'/ du' [Gor (s,u | 8" u) p, (5,0)
+Ga (s,u | s, u') x, (5, u)
+eGa (s,u | s, u') (A:wl — A’ﬂ ({))

+G21 (’97 u | 8/7 U/)
: - dAZ/ dA’ , ) . (5.113)
X | pg + 3¢ 77d_§ - e”d_f' (Pcz +pQ)

po(s,u) = (0 1)

Il est clair que I'impulsion est fonction des deux bruits. Utilisons les propriété de la jauge

nA =0 et pyA = 0, nous obtenons

Sf +o0
Pug (s, u) AM (&) = / ds’/ du' [Gar (s, u | s u) 0, (8 u)
—&-bgg (s,u s u')x, (s, 4)
+ eGa (s,u | s’ ) (A;wl — A; (E))] AF(€), (5.114)

et en prenant la moyenne sur les bruits

Ve
(Pucy (5,10) A (€)) / a5 [ [Gar (s ) g (5) A7)

+Gas (s,u | s',u') (x, (5, ") A ()

+e Gao (s,u | s, u) A;wl (A" (&)

—eGaz (s,u | s',u') (A, (£) A" ()], (5.115)
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alors

+°° 1dt A
(Puq (s,u) A* (€ / ds' / [( ol déﬁﬂ Ecz—wcz)

XGar (s,u | 8 0) (0, (s, 0) (n2Q)")
. 1d" A
16aton 400 (it e

< (X (5 0) (2Q)") + € Gaa (s,u | 5/, u') Ay

1d* A )
X (;ﬁ@ éaz—nmd) {(nzo)™)
o 1 d™A
fGGZZ (S,U | S ’U) <Zﬁ@ Ecl_nxal)

o (5.116)

Calculons la moyenne de pg

(pg (s,u) / ds’ /+°° Gs @ u | s/,ul) (0, <s,,u/>>

+Ga (s,u | s ,u) <Xﬂ (s/,u/>>

! 1,2 d 2
! ’ pCl + §€~7}< >
o (S’“ s “) A dfm ,
_677< dg >p(,l <d§/ pQ>
weCin (30| 50 ) [ = (4,0]] (5.117)

dA
Avec les propriétés des bruits blanc (5.109) , et vu que la moyenne <de_E> est nulle, nous

obtenons

(po) = 0. (5.118)
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Finalement, calculons la moyenne ( p).

Pour cela utilisons I'expression de pé

2 A Pt | o o
) KA S Goy (s,u] s u) Gy (80| 8", u")
vy = ds'ds dudu {21,
Si —o0 d?, oM (S”, ?I//)

, dA’
_ €G21 (s,u | S,, ’LL,) G21 (Sl’ UI | S”, u' ) p,Q dg/ QM (S”, u//):|

2

¢

2

""_277;4 |:% Xﬂ (S”, u//)

G (s,u | s, u') Gao (s',u' | s",u")

— eGoy (s,u | §',u') Gas (S u'] 8" )PQ(;?,/X (s", ")}

+Ga (s, u ] 8" u) Ga (S'ﬂ/ S ) o (s, )Qﬂ( ,u”)
+2eGlas (s,u | s',u") Gy <s u' | s" ) et — AL ()] 0, (5", ")
+Gas (s,u | &, u)G22(5u|s u)X“( u') x* (5 u)
Aper — A3, (9]
+€2Gog (s,u | 8", u') G (s’,u’ | s ,u’/) [A,wl — A;l (f)]

+2eGa (s,u | ¢, u)G2q<s u' | ",

\_/

(5.119)
X (AL — AL(Q)]
En utilisant 1’équation (5.63) et en simplifiant le calcul on aboutit a
56 Foo Go (s,u| s, u)Goy (8,0 | s, 0"
<p22> = / dS'dS”/ du'du’ 2 ( |8, 2) G ( | )
o o, () 0 (5, )
+Gag (s,u | 8" u") Gag (s',u' | s", u'/) O (8" ) ™ (87, u)).
Sp 400
= 2/ ds'/ du' [G3y (s,u| 8", W) + Gy (s,u| &', u))] . (5.120)
Reportons (5.110), (5.111), (5.115), (5.118) et (5.120) dans (5.91), alors
L) o
(Ho) = —5(rg)- (5.121)
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Nous obtenons

(Ho) lazo = (Hg) |a=0 , (5.122)

c’est & dire que la moyenne de f, relative a la particule soumise & ’action du champ de I'onde
plane est la méme que celle relative & une particule libre, donc sans champ.

Avcee ce résultat, le propagateur (2.53) est alors

(xg,sp | @4, 8;) = cexp[iSy]exp [7 / lim (Hy (Si,1l/)>d8i:|
0 U—00

85 Sy “+o0
= cexpliSq]exp {—’i/ lim (/ ds'/ du'G3, (s,u | 8 u')
0 u—o0 £ —00
+Goy (s,u | 8" u)) dsi] (5.123)

ainsi nous avons montré [14] que I'onde plane n’a aucune influence sur le calcul du facteur de

fluctuation. Son expression est la méme que celui relatif & une particule libre.

5.1.4 Conclusion

Dans le formalisme de la quantification stochastique, nous avons dans l’espace des phases
solutionn¢ le probléme de la particule rclativiste sans spin ct soumisc & 'action du champ
d’unc ondc planc. Le calcul du propagatcur a été cffectué en deux étapes. Nous avons d’abord
déterminé ’action classique en utilisant le chemin classique et ensuite le facteur de fluctuation
qui a été trouvé le exactement le méme que celui relatif & une particule libre. Grace aux
propriétés de l'onde plane et un traitement perturbatif, la solution obtenue est analytique et

exacte.
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Chapitre 6

Formulation dans ’espace de

configuration

6.1 Propagateur d’une particule de spin zéro dans le

champ d’une onde plane

6.1.1 Introduction

1l est clair que pour maftriser les calculs il est préférable de limiter le nombre de variables
dans la description de la physique d’un systéme. Utilisons le formalisme lagrangien pour calculer
le propagateur dans 'espace de configuration.

Considérons encore la particule relativiste sans spin en interaction avec le champ d’une
onde plane décrit par le méme 4-potentiel A, et dans la méme jauge de coordonnées.

Dans ce cas, le lagrangien qui régit le mouvement de la particule dans le systéme de coor-

données

=t (s), (6.1)

Nous avons besoin de ’action qui est la méme que celle donnée dans I'approche des inté-

grales de chemin [9]
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S = /:dsL [m(s),ﬁv(s)}
- /:ds Bf(s)HAa}(s)]. (6.3)

Comme auparavant, il est nécessaire de calculer
- d’abord 'action classique
- et laction relative aux termes restants.

La procédure est la méme que dans le chapitre précédent.

Calculons d’abord 'action classique.

6.1.2 Calcul de ’action classique S,

Avec I’équation d’Euler-Lagrange,

d (0L\ oL |
4 (%) %o (6.9

nous obtenons la trajectoire classique

% (SICP +ed, ) - eiﬂapAm (6.5)
ou
1
A, (z) = / da a(z —x0)" F (az), (6.6)
0
et
ELV (7;) - fﬂVF (5) ) (67)

le tenseur électromagnétique.
L’équation de la trajectoire est ainsi la méme que celle trouvée au chapitre précédent, le

calcul conduit au méme résultat que celui du chapitre 1.

61



I’action classique est donc

(zp — za)® e\

S “aeae)]
R S TN Uf ‘ (f)]

e\ & 9
= /gi de[A (€], (6.8)

Il nous reste la fonction de corrélation.

6.1.3 Calcul de la fonction de corrélation a deux points

Passons au calcul du facteur de fluctuation.

Désignons par a"é la déviation de z* par rapport a la trajectoire classique zy
ot = ol + g, (6.9)

Iaction S se décompose en deux parties

- une partie classique

Sf 1 . i .
Sa = —/ ds [51701%14-614(%1)%1]

(2 Q_Amif N 2(;”&)2 [ / Ef df’A(G)}z

ZD) ¥ 9 |
o) Euer (6.10)

- et une deuxiéme partie (Sg = S — Sy) qui contient les termes restants

__ * 1 dy 2 dajcl dy
Se = _/si ds [2((18) +< ds)(ds

d[L"Cl dy dxcl
FeAQ). (G + ) 6. | (6.11)
avec les conditions aux limites
zq(si) = zq(sy) = 0. (6.12)
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Notons par z¢ =y,

gcl = N,

et par

§ =n(wataq).

Ajoutons le temps fictif u au temps réel s

y(s) = y(s,u),

les conditions aux limites devenant

y(si,u) = y(sy,u) = 0.

Le mouvement de y (s, u) est maintenant régi par une seule équation de Langevin

oyF(s.,u) . 6Sq i
M Z5y”(s, 0 + " (s, u),
avec pour les bruits, les propriétés habituelles
(¢(s,u)) =0

(0"(s,u) (') = 29" 6(s — /)6(u— )

Développons le deuxiéme membre de ’équation de Langevin

ay(S’u) B ) 5 Sf Y 1/.2 s

X (Ta +y) — eA(Eq) Ta + o(s.u)]|,

en utilisant

dA (gcl) ‘,.ECZ

dy(s, u) =0

et
JAE) _dA
Sy, a) a0
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(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)



ainsi que la régle connue
/ i f(2)8 (z — a) = — (a). (6.22)

Nous obtenons

ot = [ e sagge s
reahiia i)+ 4@ (55 06 -9) [ <ot 62

et finalement, I’équation de Langevin est la suivante

Iy (s, 0’ . dA o
yésu ) — 1,@ (y+xa) —ien déé) ‘g:n(m(-ﬁw) ( T+ y)
e %ﬁf) +o(s,u). (6.24)

La solution y peut étre considérée comme une superposition de deux solutions. L’une rel-
ative au cas libre 3° (s, u) c’est & dire sans champ A, et 'autre y' (s, u) relative a ce qui reste
f

y(s,u) =y (s,u) + 3 (s,u). (6.25)

Décomposons la solution libre en deux termes
¥ (s,0) =y (s) +yy (5. ), (6.26)

ou ¥ (s, u) est la solution de I’équation classique.

Nous avons bien sir
2.0 (.
a ycl (‘S)

=0, 6.27
0s? ( )
dont la solution classique libre est
Yo (s) = s +d. (6.28)
Les conditions aux limites
0 0
uel) (1) = iy (s5) = 0, (6.29)
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imposent

c=d=0,
et finalement
7 (s) = 0.

La déviation y( )(s, u) est régie maintenant par ’équation de Langevin

0 02
5 yg)(s u) = Lﬁyg))(s u) + o(s,u),

avec pour conditions aux limites

yg))(si, u) = yg))(sf,u) =0.

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)

Désignons par G(©(s,s";u —u') la fonction de Green libre solution de I’équation suivante

8 + 82 G(O)( /. _ /)_5( _ /)6( _ /)
M 202 §,8:u—u)=0(8s—5)0(u—u),

ol les conditions aux limites sont
’ N ’
GOs,s5u—u)=0, pour s (0% s ) = Sg, 8y ou U < U .
Nous pouvons montrer facilement que

’ ; /N2 nmw nmw,
O(s &0 o) — 02 S sin T (s o) sin s s
GW(s,s;u—u) 0(u u)/\ g sin — (s — s;)sin 3 (s —si)
(u—ul)}.

in?m?

xexp[ 2

Ainsi la solution de I'équation libre de Langevin (6.32) est donnée par

(s,u) / ds/ du' GO (s, 5" u—u)o(s, u),
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(6.35)

(6.36)

(6.37)



et la solution de I'équation de Langevin en présence du champ A, (6.24) par

Sf ’ +w ! ! ’
y(s,u) = yg))(s,u)+i/ ds / du' GO (5,8 5u —u)

[i‘cl (s) +e 8/;(1“)
_en.de(”f) (:'gﬁy” . (6.38)

Déterminé y(s, u) par itération grace aux propriétés de la jauge n? = 0 et nf = 0, les calculs
se simplifient.

Notons d’abord que

e (5) =0, (6.39)
et aussi
. -(0)
ny(s) =nyg (s,u). (6.40)
En passant par la dérivée suivante
o4 _ 04 9¢
ds 0 [&n(sataa) Pg
0A
- 8_5 §&=n Ip1+a:Q (ffcz+yQ S, ’u))
0A ) (0)
- (')_E fz”l(mcﬂrz(g) 1 x”l+yQ (S,’LL)), (641)

la solution de ’équation (6.24) est
= s i [ as [ e s
y(s,u) = ygls,u)+i ds du G (s,s;u—u)

x {x () +e E ety 77("”"’( )i’ (+20) ﬂ

+o0 A
—2677/ ds/ du' GO (s, s'; u—u)jg

sy +oo ” B
{/ d@”/ 8 O 5" 0 —u") (xd (s”)—l—e%)

+ 2q(8') + yQ (9 u)] (6.42)

n(z+y)
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A ce niveau nous pouvons calculer la fonction de corrélation a deux points < y(sq,u1) -
y(SQ, Ug) > .
Prenons en compte le fait que 7? = 0, nA = 0, ('r];i'd = 0) et la propriété du bruit blanc

(6.18) nous obtenons le résultat simple pour la moyenne suivante

(yg (s,u)) = 0. (6.43)

La fonction de corrélation prend devient alors

< y(s1,u1) - y(se,uz) >
(0) (0) 5t ! ’ oo ’ ’ ! ’
= <yo (s1,u1)-yg (s2,u2) > —/ dsldsg/ duy duy GO (s, 53 u1 — uy)
54 -

dA* - (0,
d—f/l )1 <$cl(51) +Yq (51:U1)>}

dA . ! . (O) ! ’
X |:Tclu(92) +e—~K 07 (mcl(SQ) + Yo (82,’11/2)):|>
dé,
Sf ! +m ! ! ! dA
+ie / dsy / duzG(O)(S% Sg; U2 — U2)<?Jé2) (s1,u1)— dé.

2
(0) . S‘f ’ oo ! (0) ’ ’
X1] de(esz) + Yo (52, u2 ) —ien, dsy dusG™ (59, S9; U — Us)
(0) ’

XG(O)(SQ., 3/2; Uy — ué)( {CECZM(SD +e

n(z+y)

. , -(0) ,
X<yc(90) (91,111) n(z+y ;I"Cl(‘QZ) + Yo (52’11/2)
(z+y)

dé,

" . " A
+7/ dsQ/ dits - d, )(s sr,,u,) — uQ) (mcl(sz) +6%>
S2

, , , r o dAP
—z'e/ dsl/ dulG(o)(é’LSﬁUl —u)(—= 7

)

d&,
. / (0) / / (0) . 5f / oo ! (0) / ’
xn | zals;) + Yo (s1,u7) @/Q,J(SZUZ» —te d51 dulG (81,813 u1 — uy)
iA . ’ .(0) ! . 5f " +oo " a ’ " ’ "
X<;]? [$c1(51) Ty (s1uy) + Z/ ds, / du, ds, Oy, 81501 —uy)
'S1 S —

Yo (s2,2)). (6.44)

N 0A
X <xd(sl) + e—,,)
0s,

On note par 7, = 7 (x (9’2) +y (.9'2, u;)) et on démontre que les moyennes suivantes sont
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nulles

- dA . ’ (0) ’ ’
M, = (yg)“(sl,ul)ﬁ n(zty) 1 <xﬂl(s2) + Yag ('927 u2)>> )
dA,
1\/[2 - <77p,y(Q) (91,111) n(z+y)

dé,

. , .(0) 4
|:x(:l(82) + yQ (827 U’Q)

+Oo ! 4 ! "
—H/ dsQ/ dug 7 GO (55, 59311y — Us)

X (.TCZ(SZ) + 685’2>] )

dAH*
dg

L dA
X xcl;;,(52)+€?
2

et

YT -(0) /
M5 = <{$cl’ (s1) +e 7}. (xd(sl) T (51, ul))]

Posons

dA
dé

et développons en série au voisinage du chemin classique

=fm (za+y),

1 " dn+1A
= Zm(ﬁ Y) PG |yt

Zi( )"ﬂ‘
- . n! ny d(f)n+1 NTel -

Multiplions y(s,u) par i et utilisons les propriétés n* = 0, nA =0

ny(s,u) = ny'(s,u)

'sf i ’
= / (]9/ du' GO (s, s 5u—u') o(s,u).
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s - (xcmsz) e >)] ).

(6.45)

(6.46)

(6.47)

(6.48)

(6.49)

(6.50)



La dérivée du champ A par rapport a € est aussi fonction du bruit

dA 1 (0) no drtlA
=== s,u)) ————. 6.51
dg Zn: ,n/! (779 Q ( )) d (7}:1;61)71,-‘,-1 ( )

La moyenne (6.45) est maintenant calculable

<y§§>“<sbu1>

b (850 4 (5500 )

1 dnJrlA(I}-Lri) Y @, 1\"
) ;Tﬂd(nl‘( ))”H< H(s1,u) (779@(52,%)>

(

Q
n (xcl(c’b + yQ g27“’) ) (6.52)
Le terme (pour n =0 ) de la série est nul

dA, (za + ny) [ oy S O S,
17 7 '\ ) cl\* + o Y s U
d (nz (53)) (o " (s, un))nzalsy) + (Yo " (51, u1)nYg (895 Uy))

dAN (77-77(1 + 77?/) (0) .(0), ’
= — oy M (s1,u1)nyo (89, Us))
d (nw (52)) Q Q \°2; U2

Sf ! ! +w ! ! ! ! ! !
= / dsldSQ/ duy duy GO (s1, 57311 — uy) GO (59, 595 U5 — uy)

w S u, s S, Ul
o () (oo et )]
0

d(n
Sf ’ +m ! /7 I

= 2/ ds/ du, GO (sy, 573Uy — Uy )=
S; —00 652

dA" (nxy +ny)  dA* (nzg + 1Y)

d(ne (s5) " d(ne(s5) "

le deuxieme terme de la série pour n =1

’

! " ’

0 .
1O (5, 50 1

"

— Uy)

(6.53)

d214 . L —+ Yy ’ ’ . ’ (0) ’
L (77 l, 2 )<yg))”‘(317 'LLl) (77?/(2))(823 U2)> n <£Ed(82) + Yo (52, U2)>>
d (77:1: (s ))

d?A, (nza + 1Y) [<?/( ) ( by (0) )

2 Q " (s1,u1)ny Q)(927U2)7)7/Q (92:U2)>

d (ne (s2))°
() (s (51, )y § (s, 2)) |
= 0, (6.54)
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et grace aux propriétés de la jauge n? = 0, nA = 0 le résultat est le suivant

<QN(9/1* Ull)nQ (Q,ZI* Ug)ﬁ@’l(sg uIZI)> = 0

(6.55)

En conclusion, avec les moyennes (6.45), (6.46), (6.47) que nous insérons par la suite dans

(6.44) et grace aux propriétés des bruits blancs, nous obtenons la fonction de corrélation & deux

points

(0)

< y(s1,un) - yY(sa, uz) >=< 1y, S

(51,11) - Yo (82,u) >

5b +oo ( /7 I3 ! !
= / dslds2/ duy duy GO (1, 831y — 1y GO (s, 59;u5 — Uy)
Sa

—0oC

X (i1 (51, ug)0, (52, 1))

Sy —+oo
! ! U ! 7 7 ! !
= 8/ dsldSQ/ duyduy GO (51, 57311 — uy) GO (59, 59515 — 1)),
Sa -

oo

le facteur 4 est da & la contraction sur les indices p.

Insérons l'expression de la fonction de Green G (6.36) dans (6.56), alors

32 l
< y(s1,u1) - y(S2,u2) >= = Zsin%(sl — ;) sin %(sz — 8)

n,l

+o00 D y l
X / duy0(uy — uy)0(uy — uy) / ds sin %(91 — 5;)sin ;(9/1 -
— Sa

o

in’m? %

xexp[ & <u1_u;>} exp[ k. (UZ_U;)].

Calculons l'intégrale suivante

Im

"5 nmw, ’
ds) sin —(s; — s;) sin — (s, — s;)
/Sa 1 )\ 1 ? )\ 1 /s

en utilisant le résultat suivant

A
A mm
d oen _ men A
/0 508 — =5 ——sin—=s 15
0 sim#0
A sim =20

Si)

(6.56)

(6.57)

(6.58)



Alors

b o, NI, . l7T ’ A
/sa ds; sin 7(31 — 8;)sin X(Sl —5;) = 5(5,”,1, (6.59)
Remplagons dans ’expression
16 :
5 2 sin %(51 — 5;)sin %(52 — 5;)
+w ’ I3 i
X / duy X O(uy — uy)8(uz — uy)
2 9
X exp [% (g + ug — 2u)) |, (6.60)
qui apres intégration par rapport a ull , donne
8IA ' '
; n227r2 sin n_;r(81 — 5;)sin n_;T(SQ — )
2 9
X CXp {m/\;r |ty — 11,2@ . (6.61)

Prenons la limite pour u; = us — 00,

Transformons

. nw ( )si nw ( ) 1
sin —(s1 — s;) sin —(s9 — ;) —
At A 2
et utilisons l'identité suivante [13]
Z cosnx  w
n? 6
en changeant
ry =
Ty =

Nous trouvons finalement,

il ne reste que la série dans cette derniére expression.

— COos n_/\7r(51 — 8;) — cos %(32 + 59 — 25;), (6.62)
Tr o a?
-+, [0 <z <27, (6.63)
2 4
T
X(SI — 82),
;(51 + So — 281). (664)
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. 43
lim < y(s1,u1) y(s2, ug) >= —(52 — ;)(85 — $1)- (6.65)

U—00 A

A ce stade du calcul, il est nécessaire de montrer I'écriture de la moyenne stochastique
de 'hamiltonien (Hg(s;,u)); le deuxiéme exposant dans le terme de fluctuation au niveau de
I'expression du propagateur (2.53) .

Ayant déterminé le produit de corrélation, calculons alors le terme qui correspond au facteur

de fluctuation.

6.1.4 Calcul du terme de fluctuation ( Hy (s;, u))

La moyenne de 'hamiltonien étant

(Ho(si,u)) = — <pQ(Si, u)%:’u)> + (Lo(si,w)), (6.66)

effectuons encore la décomposition du lagrangien en deux parties
L=Lg+ L, (6.67)

- classique L

- et

1 an 8LIJQ 0T 8£L'Q O0xy aIL'Q
2 837 897 837 897 €A(§) (857 + 837)

Lg (sjyu) = —

a:E cl

BA(&z)aTi] : (6.68)

qui regroupe les termes restants.

La moyenne de

_ 1 [/ 0xg(siu) Oxg(si, u)
ol = 2< Js; Js;

Org(s;, u)
—e <A (f) ‘ ézﬂ(mcl(ﬁi)erQ(siy“)) T> ’ (669)

72



ou encore avec l'écriture [12] suivante

8.’1?@

<LQ (Sia U)>bc = _% lim 851882 <$Q (517 u) TQ (527 u)> - €<A(£L)

51,8285 aSi

(si,u)). (6.70)

11 est facile de montrer que la moyenne suivante

<A<s> w> o -
f =1 (‘Tcl (51) + zq (Si, ’LL)) Si

cst nulle.

En tecnant compte du résultat (5.110) nous obtenons

T o)
§=n(za(si) +zq (si,u)) %
= lim <A (nze (s1)) M>

S1,52—S; dSQ

= A(nzy) lim ai@Q(@Q, u)) , (6.72)

s2——5; 089
Utilisons la propriété nA = 0, ainsi que la solution de I’équation de Langevin (6.24)

pour zg et multiplions la par A (nz), il vient

A (77%1) y(s, ’LL) = A (UTcl) y((c)g) (87 u)
Sp 400
+iA (nza) / ds’ / du' GO (s, s u—u')

. dA (x . .(0)
X |:.Tcl (s) +e dé‘(' ) o T <zd + g (s,u)) ] . (6.73)
Sp 00
98)(8,11) —/ ds'/ du'GO (s, 5" u — u)n(s' o), (6.74)
étant la solution libre,
et
A /
I'= eA(nra) frum—zals) (6.75)
dgcl

3



le deuxiéme terme (I7) est représenté par I'expression suivante

T = eA(nzy) <2‘—? . (n.:icd(s’))> : (6.76)

Développons en série au voisinage du chemin classique —

dA
d¢’

‘n(mczﬂ/)

n!

1 (), "dttA -,
= eA(nra) <Zﬁ <773/Q (s :“)) W ‘5:7,%, (U-l‘cz(s ))> ' (6.77)

1 , an dmA -
IT = eA(nra) <Z (ny(s', u)) W ‘{:’r]wcl (n-mcl(s )>>

n
Nous voyons que le premier terme de la série (n = 0)

dA
T = eA () g (n.xd(s')) : (6.78)
Sel

le 2¢me terme de la série (pour n = 1) s’annule aussi puisque on a

<y$)(s’,u)> —0. (6.79)

Pour le troisiéme terme (n = 2) , nous utilisons le méme raisonnement en tenant

compte de la propriété n? = 0. Le résultat est similaire, il est donné par

dA -(0)
d_é" n(z+y) N-Yq (SI’ ul)>

1/ .0 A (0
= eA(nza) <ZF (nyQ (8’,u)> Py - (n-yQ (S’,u’)>>~ (6.80)

IIT = eA(nzy) <

Pour n = 0, le terme (111 = 0) est nul, puisque

<y$)(sau)> —0. (6.81)

Le 2¢éme terme (pour n = 1) de la série est aussi nul.
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Utilisons la propriété n? = 0 au niveau des termes (I) , (IT) et (I1]), nous obtenons
(6.71)

Org(s;,u)
A(9) Qi> =0. (6.82)
< E=n(xg(s;) + 20 (si,1)) Js;

Par conséquent

(LQ(si,u)>z—l lim 0 90

281782*%@7;8_818'_52 <IQ(81, /U/):L.Q(SQI u>> ' (683)

Utilisons (5.68) 'équation de Langevin relative a 'impulsion en appliquant les condi-

tions aux limites

Ipq (si,u) . [ Oxg (si,u) 0Hg /
5 =3 D5, + e (51, 1) + x(s;,u ), (6.84)

et multiplions par [W} afin de revenir a espace de configuration

<aCCQ (57 ,U) apQ (Si’u) >
851- du
C i | BEelshe) Ozq (s}, 1) g (si,u)
= lim [( Bs; Pg (817U/>>+ < Js; 0s; >

(L ) (0.8

Calculons alors I'expression suivante

<8x’@ (si,u) Opo (si’“)> = lim 9y, lim Oy, (2g (s 1,u1)po (52, u2)). (6.86)

aﬁL Jdu 815 U1,,U2—00

En utilisant I’équation (5.95), z¢ (s;, u) est donné par ’expression suivante

370 I ’ oo l PN o (S
(1 0 XQ(S7U)+/. ds/ du'G (s,u | s’ u') w (s',u)

fsSf dS/ fjoooo d’U/ G (37 u | 5/7 ul) 7 (Sl’ ul)

i

zg (s,u)

= (1 0
+ [l [T dG (s u ] ) W ()
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Sf +o00
/ ds'/ du’ {GH (s,ul s u') o, (5" u') + Gra(s,u | 8, u) x, (s,u)

/! s / ! d'AQ, dAI / /
XX# (S,’LL)+G11 (’Svu| S,U) prl+ 6 N— d§ end_g(pr]+pQ)

+eGhy (s,u | s ') (AL — A, (9) } (6.87)

On calcule ainsi la moyenne suivante en insérant I’expression de I'impulsion (5.113)

dz (s 1.u1) Ipg

li ,
u1,1}21200 881 0 U2 (52’ UQ)>
= lim 0, lm Oy (@ (51 ,u1)pug (52, u2))
8§18 U,U2—00

Sf +00
= lim 0y, lim 0, ds'ds"” du'du” {Ghy (s,u| s’ u') o™ (s )
51—8; u1,ug—00 s oo

+G12 (87 u ‘ Slﬂ ul) X a (3,7 “,)

.1, dA? dA’
+G11 (s,u | &) [p’d + —€277d—€ — end—g. (pf:l -|—p/Q)]

teGha (s,u | s'u') (A — A" (€)) }
X { {Gm (3',ul |s” u ”) 0, (s”,u">
+Goo (s',u’ \ s”,u”> X, (" u")

" "
2 A

" | 1 dA /.
+Go (S’, u'| s ,'u”> (pifz + e "d_g e pd +p ”))
+eGa (S', u' s, u”) (A;ol - A; (5))} }) (6.88)
En utilisant les propriétés des bruits (5.63), (A (£)) = A (£,) et en appliquant les conditions

aux limites pour les éléments de la matrice de Green (5.86), (5.87), (5.88), et (5.89) , I'expression

précédante s’annule, nous obtcnons

lim 0, lUm 0y, (2" (s1 ,u1)pug (s2,u2)) = 0. (6.89)

81—8; U1 ,U2—00
De méme, avec les propriétés relatives aux bruits

0xg (s;, 1)

(5= x(siw) = Jim lim Oy (@ (s3,0) x (s 2,0))
= 0. (6.90)
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Dans notre cas relativiste, on insére ce dernier résultat et (6.83) dans I'équation (6.66) , la

valeur moyenne de I’hamiltonien & I'instant s; est donnée par ’expression suivante

1 a 9
ulgIolo < Hg(si,u) >= 591,151212918_818821}520 < y(s1,u1) - y(s2, uz) > . (6.91)

Finalement aprés avoir en inséré la fonction de corrélation a deux points (6.65) I'expression

de la moyenne de I’hamiltonien est

9
lim < Hg(s;,u) >= iy (6.92)

u—00 A

Le propagateur relatif a notre probléme est alors

21
K(zg,25N) = cexpliSq] exp[ z/ ld.si]

0
= cexp [iS4] exp[ z/ desi]

- % exp [iS.) . (6.93)

o
>

Il reste a fixer la constante c.

Comme elle est indépendante de s; et sy, cette constante s’obtient en passant & la limite

A — 0 (2.54)

. - . _ o © 7.(£L'f—ZL'7;)2
}\1&(1)]& (zp,xi5\) = }\12(1)/\2 exp { T ]
= (54(;I:f — ). (6.94)

Par comparaison, il est facile de voir que

1
2y

c= (6.95)

Le propagateur aprés avoir inséré l'action classique (5.48) est finalement
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i\ g i e\ [t 2
e | CAQ)| - gy [ A, 6
e W] - g /e w} (6.96)

et I'expression de la fonction de Green (5.10) pour une particule relativiste soumise a 'action

d’un champ d’une onde plane est donc [14]

A(xy, x;) ot Z exP 5 )

e\ & 2
R e— g A 5’)]
2(6 - &) [/ e

ie? A\ e
D) /§ ae A (€] } (6.97)

1 [ d\ {_ P\ iy — )’

6.1.5 Conclusion

Nous avons, dans ce chapitre considéré une nouvelle fois le probléme de ’onde plane dans la
méme jauge de coordonnées et I’avons solutionné de maniére analytique et exacte dans ’espace
de configuration par le formalisme stochastique de Parisi-Wu.

Nous avons fait lc calcul en deux ¢tapes. D’abord nous avons trouvé la méme action clas-
sique. Ensuite grace a P'espace de configurations, nous avons utilisé unc scule équation de
Langevin au lieu de deux pour ’espace des phases et les calculs ont été grandement simplifiés.

La détermination de la fonction de Green a pu étre ainsi mené jusqu’au bout grace princi-
palement aux propriétés de I'onde plane. Le calcul itératif et perturbatif a permis d’obtenir la
fonction de Green sous forme compacte et notre résultat par cette approche est comparable a

celui obtenu par ’approche des intégrales de chemins.
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Chapitre 7

Conclusion Générale

Dans ce travail, nous avons calculé pour une particule relativiste, sans spin et soumise &
Paction du champ d’une onde plane, la fonction de Green dans ’approche stochastique de
Parisi-Wu.

Nous avons principalement utilisé les équations de Langevin au lieu des équations de Fokker-
Planck. Les calculs ont été effectués en séparant la partie classique de la partie qui contient les
termes fluctuants dans les espaces des phases et des coordonnées.

Grace surtout aux propriétés de I'onde plane qui ont permis de limiter le nombre de termes
dans les itérations et aussi dans la série de perturbation, nous avons réussi & mener les calculs
jusqu’au bout.

Dans les deux espaces, la fonction de Green obtenue par cette nouvelle approche est ex-
actement la méme que celle obtenue suivant 'approche des intégrales de chemins.

Nous pouvons affirmer, malgré le handicap de la longueur des calculs, que cette nouvelle
approche a été concluante pour ce probléme non quadratique.

Nous devons donc poursuivre ce qui a été entamé pour entrevoir ses possibilités ou ses

limites.
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