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MISE EN EQUATION DU PHENOMENE DE PROPAGATION D'ONDES DANS UN PAVILLON



CHAPITRE I

MISE EN EQUATION DU PHENOMENE DE PROPAGATION D'ONDES DANS UN PAVILLON

1.1.- ENONCE DU PROBLEME -
On se propose d'étudier l1a propagation d'une onde acoustique
dans un pavillon de section variable.

L'analyse de la propagation des ondes acoustiques dans un pa-
villon est un probléme trés complexe, que 1'on ne peut traiter rigoureuse-
ment que pour certaines configurations géométriques particuliéres. Des tech-
niques classiques de perturbation des frontiéres permettent encore de trai-
ter des cas voisins de ceux-ci, mais ne permettent pas d'obtenir des solu-
tions pour des profils quelconques de frontiére. Une méthode récemment dé-
veloppée par P.FILIPPI {1} et complétée par G.TAVERA {2} permet de traiter
le probléme dans toute sa généralité. Nous nous proposons ici de la tester
sur le calcul des fréquences propres d'un tuyau de section variant linéai-
rement ou exponentiellement ; on compare les prévisions fournies par la
théorie citée a 1'expérience et & la solution analytique du probléme.

I.2.- FORME SESQUILINEAIRE DE L'EQUATION DES ONDES POUR UN PAVILLON DE SECTION

Pour chercher une telle équation, on utilise une méthode de per-
turbation proposée par MM.PEUBE et CHASSERIAUX {3}. Elle consiste a& dévelop-
per la solution d'une équation en série des puissances successives d'un pa-
ramétre. Le premier terme de ce développement fournit précisément une équation
linéaire unidimensionnelle qui décrit approximativement la propagation des on-
des acoustiques dans un pavillon de section lentement variable.



Contrairement aux auteurs cités en {3}, nous partons du principe
de conservation de 1'énergie (principe de Hamilton) et non des équations aux

dérivées partielles.

a.- Hypothése de départ -

On considére un fluide parfait compressible dans un pavillon de
section lentement variable et on fait les hypothéses suivantes :

1) Seule existe une onde longitudinale ; » désigne une longueur d'onde
de référence qui caractérise les distances axiales sur lesquelles la varia-
tion des quantités acoustiques sont importantes.

2) X est grand vis & vis des dimensions transversales de la section du

pavillon.

3) Le flux est continu (il n'y a pas d'onde de choc).

4) Le flux est isentropique.

b.- Principe de conservation de 1'énergie -

Si on définit le potentiel des vitesses @ par la relation :

(1.1) V= - qrade
on aura :
(1.2) 4= r9

p est la pression acoustique et o est la masse volumique du fluide.
Alors 1'énergie totale contenue dans un domaine @ de frontiére ¢ a pour

expression :
.2 —
(1.3) E « —‘—J [/L"- + £ (grade) ]dn
Z_ﬁ et

Sa variation pendant un temps ét est :

(1.4) 5E-jf[5¥5¢+ﬁ;-m3d“
g}



1.5)

[.6)

Cette variation d'énergie est die a la présence de source f et aux pertes
d'énergie par la frontiére £ ; on a donc 1'égalité suivante :

Jf[ -Cfi«%'sngudv- gadie | d.O = J FEseda *j 33-: S¢dy
ol n 3

Mais si on suppose qu'il y a conservation de 1'énergie, 1'intégrale sur
sera nulle et on obtient :

J [ 4 €56 + quucle-quad 58 ] 4. j § S¢da

L1

qui est 1'expression de conservation de 1'énergie.

c.- Développement en série de la solution de (I.6) -

I1 est bon tout d'abord d'écrire cette équation en faisant apparaf-
tre des quantités sans dimension. Pour cela il faut d'abord transformer les
coordonnées (x, y, z) en coordonnées réduites. Si on exprime (x, y) par rap-
port a une longueur D caractérisant les dimensions géométriques de la section
transversale et z par rapport & x» () représente en régime harmonique, la lon-
gueur d'onde), il apparaitra le paramétre (%)2 ; celui-ci étant choisi petit
par hypothése, il est naturel de chercher la solution de L'équation (I.6)

sous forme d'un développement en série des puissances de v

ce("d,l,t) = ;_o(-;) ‘f’b("'Y;?.vf)

Pour écrire 1'équation (I.6) sous une forme sans dimension, suppo-
sons que Qo représente un potentiel de référence.
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On peut définir des quantités réduites suivantes :

-~

'f " X "l '-——Z— {'t-—c—
A T A T S
* 2
et §=¢ 2
?O
L'équation (I.6) devient alors :
1 toe @ . p —> s —> @ *
(1.7) [_-A-‘(ﬁ?n,m,w)h')—{(ga { . Juad,ie )_]dﬂ
[ ]
£ . .
o« N
o)
%
Q représente un domaine sans dimension et
ool . 2
= 2 2%
94 R -);3*5'{
Si on multiplie 1'équation (I.7) par D2 i1l vient :
Dl 2. " . —> o > o Py
(1.8) X.[;;(w«eﬂ.«egw)+(%{‘r-3m!f‘f)]da
Lo o o
=J.9f&(dn
e A
On a :
o
* e T hoe ¢t s
(1.9) e(pt) = L (-:;) ‘%\(P,t)
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X
Si on développe également f en série :

- ® T _‘”»
(1.10) § = Z(—D*J $
po AP

(1.11) J IR AR LN S-IPMRA
* i %<0 1.‘0—;" [‘etz’(r‘* ’z.fﬁ‘a: 5?1"]
L ' 1
22 S > - o«
D, fhth *
+ LT (30 g g - guod 5¢ 142
"1:0 1“30 ' !
Livhoet * ”
= j(-“-) "t i8e da
at L

2 P
En identifiant les coefficients de chaque terme (%7) on trouve :

(1.12) '\‘,hﬁ&.‘:o = j gmdzc(a.g;;i:&adli-o
]

(113) hodohat = j[3;§L‘3.,~3*—“‘7,5*",+?;7‘,‘{-?3!5%]0‘5

a

+j [{s{fb;éa;s{ ]ddﬂf;.{ A4
Q el

et ainsi de suite. Nous nous intéresserons aux deux premiers termes du déve-
loppement.

L'équation (1.12) a pour solution t{g une fonction indépendante de

2 *
y et z en raison des conditions aux limites vérifiées (Solomon {4}) .

t 4
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X X % % %
Comme (e()(x. t) ne dépend pas de y et z , 1'équation (I1.13) donne :

5¢ § da

(1.14) S [J’éos{»&iiz,s«é Jd4 - j

Q L

Soit, en revenant aux fonctions inconnues de départ :

(1.15) j [—c‘-z{s«i +2925¢ } do .5 S¢ § dR
n

Comme (eo ne dépend pas de y et z , 1'intégration en y et z est triviale et
donne :

(1.16) } A(x)[é:éo&eo(b‘tfa}'zq.} dx = Sn(., 5¢.§ dx
X x

o A(x) est 1'aire de la section droite du pavillon.

L'équation (I.16) fournit 1a forme sesquilinéaire attachée a 1'équa-
tion des ondes unidimensionnelle pour un pavillon de section variable :

(1.17) Smx)[ ét’%o:‘; -rB"ﬁ}‘; de - Smx){.;dx

¢ = imaginaire conjugué de ¢ .

Pour un régime harmonique (f = Fe lut | €, * Ye'i“t) on a a ré-

soudre :
1 - - -
(1.18) S A(x) [-k we + ¥ i)‘q,] dx = JM‘)F‘NX
x R
d'od .

k. 2
C
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Les fonctions  , ¢ et F doivent appartenir & des espaces fonction-
nels convenablement choisis ; A(x) doit étre suffisamment réguliére pour que
les intégrales figurant dans (I.18) aient un sens ; on peut supposer A(x) con-
tinu par morceaux.

1.3.- SERIE REPRESENTATIVE DE LA SOLUTION D'UNE EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES

L'équation (I1.18) est un cas trés particulier de 1'équation qui régit
la propagation des ondes dans un milieu hétérogéne. Examinons tout d'abord le
cas général.

Dans de nombreux problémes la conservation de 1'énergie conduit a
une équation fonctionnelle de 1a forme :

(1.19) S(u,o)s (g,u)
= bPobo
ol -8(u.u)= 7; j a#x)Dc(g v ol x
t:0"02
Al 5t
et D- - ornec ;:‘*\
> 1L p

(f, v) = produit scalaire dans L2(q), (L2 étant 1'espace de Hilbert sur q ouvert
de IR").

Si f est une source appartenant a L2(Q), on cherche u dans un espace
Hilbertien V(2) < L2(q), vérifiant (I1.19) quel que soit v € V (). On voit
bien que 1'équation (1.18) correspond a m = 1.

Nous allons résumer ici les résultats de P.FILIPPI {1}. Le principe
des calculs est basé sur la comparaison entre la solution cherchée et celle d'un
probléme de méme type que 1'on sait résoudre. La différence entre ces deux so-
Tutions s'exprime par une série. L'existence et 1'unicité de ces solutions est

supposée acquise.
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1.4.-SOLUTION DE L'EQUATION 5(u, v) = (f, v) -

On définit la forme sesquilinéaire suivante :

° ) -
(1.20) By = 1 S a‘;ouo*:u dx
1“:0 aQ
qui correspond pour m = 1 3 un pavillon de section constante. D'aprés cette

forme et la forme (I1.19), on définit deux fonctions de Green de 1'espace in-
défini de la fagon suivante :

(1.21) @[‘%S(K),G(x)] = v(s)
et avec vE j)(-Q)

(1.22) -BOUQM, V(x) ] - v(s)

espace des fonctions c” a support compact).

(P (2)
L'unicité de ces fonctions est assurée par une condition de Sommerfeld.
On suppose que ces deux milieux différent sur un domaine w, c'est-a-dire :

aﬁ”..ar.o VxeCw

Si on suppose que [;(x) est connue, on veut trouver éa(x) en passant par

les étapes suivantes : S

a) Symétrie des fonctions de Green :

On peut vérifier 1'égalité suivante :

.:135 [ms) , B(8) ] = \3‘[“““‘5—“"]
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si on pose :

u(s)s= LB‘ ['%s(x) , J(.)J

et
uix) = 7
) (B’ l ‘%‘(;),umj
Dans 1'égalité ci-dessus, on a :

(1.23) \52[(8‘[%‘(:),&'(:)] ,—JU)J = @‘ [(3’[_15‘(;),&'(:)_],6(:)_]

D'autre part, 1'équation cB(u, v) nous donne 1'&galité suivante :

(1.24) @‘L%[%‘(s) )], J(x)J = Q[g}}[%}u),smj ,Ju)J

En utilisant cette égalité, d'aprés 1'expression (I.23) on a :

3;[_{8‘[%,(1)1;(”] ) J(”J = CB,LB;[‘Q,‘”’JUU’E“,J
> ‘B; L "“”’G(”J * 3,[_““‘)) ‘;L“J = (3' [uu); '35[‘5’(1) ,5(—:) ]]

=2 V() = 55 [‘%}u) ) 6(5)]

Or, on sait par ailleurs, que :

VIX) « ,55 (%‘(;) ,6(8)3

donc :

(1.25) e%s(x) = 4 s)

Les fonctions de Green sont donc symétriques.
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b) Equations intégrales :

On définit une autre forme sesquilinéaire de 1a fagon suivante :
:B(“ﬂ") = QB(“)U) - ,5.(\1,0)

c'est-a-dire :

r-g(‘l ‘U)— {. : 1" *‘-d
V) = L “(K)Dubv X
20 W

ol

&;(x) = a1‘m —a;u)

dont w est le support.
D'aprés les équations (I.21) et (I.22), on a :

~ —
é‘[‘%,ﬂ) ,t}u)J ' .3: L%’(t),Ju)J = ,.5: [[;a),v—u)J
d'ou :

° _ ~ _
QD;[.‘%,(" - Gu) ,-u(x)J = - @K[ %’m, uu)J
En portant 1'expression de ;(x) donnée par (1.22) on obtient :
° - ~) Pe——
'Bx L‘%,(”‘r;“’ ) uu)J = -.3‘[%’(1) ) JtU"w,Gm ]J

Ceci peut s'écrire sous 1a forme :

@: [_ ‘%’(U - l;(t) ;{)u)] = - 5: ['é:[.l"(ﬂ,ﬁ—,;uJ ){;[Q)J

- 5: L%’(t) Oy ELHJ
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ce qui donne

(1.26) ‘%SH) - Tt = - .\gllrx((), %:(.)J

qui est une équation intégrale ot la fonction ﬁé(t) de la variable t est
1'inconnue. s

Ainsi d'aprés cette égalité :

13‘ [ [, J(:)J -j‘[[;(t),J(x)J ) [ ‘%’(:) ) 6(:;]

on a : B[4 -Gw, 5] =-F [0, 5]

et on aboutit & une équation intégrale :
LYY ——
(1.27) G, - [ "‘5,[5“"%.“’.]
dans laquelle la fonction rs(x) de la variable x est 1'inconnue.

c) Expression stationnaire :

En appliquant a 1'égalité suivante :

‘%‘tz) -C, ) + cﬁf[‘%xm,(;:t—z)] =0
1'opérateur C_}S; L ) E(.;J » 11 vient :
Bl @) ] -Brwngom] +8,[ 314w [«w) w0
et si on ajoute cette expression a 1'équation (I1.26) on trouve :
(1.28) ‘%}(z) -GL)= -'Dt[‘%,“"ﬁ‘i’l - 5,‘[%‘(1),[;(”]
+8,[Lw), ] - 3[8,14 0,50, o)

qui est une expression stationnaire par rapport a rt(z) et rs(x).
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En effet si on dérive par rapport a rs(x) on obtient une quantité nulle :

-G (@) - B [g0, [ @)]

et en dérivant par rapport a rt(z) :
~
x

- ‘%su) . () -5 [%.(t),[—':("_]

qui est aussi une quantité nulle.

d) Suites de fonctions associées & une base de L2(uw)

Soit {‘Pn } une base de L2(w).
A
On définit \yh(x) de la fagon suivante :

(1.29) 00 =3, [T, g0 ]

La relation
(1.30) W () = € (x) + ¥ x) €W

définit une suite de fonction q)n(x). D'autre part, on peut démontrer 1'éga-
lité suivante :

(1.31) \;)Mu) = 5{[_['(“"“{(”_] = ,%;[g,(m,{m]

A
D'aprés cette égalité la fonction *Pn(x) peut étre considérée comme le rayon-

nement d'une source <?n(t) dans le milieu de référence ou comme celui d'une
source \fn(t) dans 1'autre milieu. C'est-a-dire que 1'on peut exprimer le
rayonnement de rt(x) a partir de celui de G%t(x), c'est le point important de
la méthode.
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e) Approximations et expression de 'ﬁk(z) - r () :

L'étape suivante consiste a appliquer une méthode de Ritz-Galerkin
pour trouver un systéme algébrique linéaire, dont la solution permet d'obte-
nir une représentation approximative de “55(2) - rs(z).

On développe I (x) et I (z) en série de q)n(x) sous la forme :

(00 = i_ 5 %, )

1:0

X 550 3

(1.32)

En introduisant ceci dans 1'expression stationnaire (I.28) i1 vient :

‘%m-rsm—ib 8[‘%(0 ¥ - 7‘_ t’é[‘%(z) 0]

,.0

Al I_ 7_ B N 5[‘!’(1) 9‘(1)] ZE_ 3. th[%‘m,gm],{uj

1s0 3‘° 1=0 j: o

En vertu de la symétrie de %S(X) ( %S(t) = ‘%t(s) ) cette expression peut
s'écrire :

(I.33)
‘%’('{,)-Cl‘i_) -L b2 C\»u)- i_ oy ?(z)
’:0
+7_7_ 543[“;”“,] 7_7_"5‘5L‘\’“"P“’J
20 J)*0 Aiz0 §=0

- T_ B:- t\l;,(.s) b ‘i’ (L) + z_ z "g’([q’jh)-‘g_(l) , -\E(x)J

=0 C 4.=° )80
o o )
= (ﬁ“-)‘ @ ()-( )= - L bp@as)- L byt )
j=° A:z0
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La méthode de Ritz-Galerkin consiste & tronquer la série (I1.33)

d 1'ordre N et 3 utiliser 1a propriété de stationnarité par rapport aux
i i
bz ou aux bS

2% (F) A
3;{- = Wsnlbs[«em Y.n])=°

120

(1.34)

(2)
b

et

A N s —
Il ACAR, T_ L;CB.([‘%“"%“’J=°
=0

On obtient ainsi des systémes linéaires donnant une approximation des b et

des bJ . En portant ces deux expressions dans 1'expression de ¢S(z), on trouve :

(1.35) ‘%;cz) -G ?:cz) 7_ B ¢ p 4es) - 'Z_ b 0( (1)

jo &

N -
L bt = 1>:(z) T_L qrm

‘\.so

+ 3=
N AN
f_ ‘1’(” = P (L)5 - I-_L,qy‘.(z)
Az0

I1 est intéressant de remarquer que 1'approximation de 1'équation (1.35) est
d'autant meilleure que 1'approximation de rs(x) et rx(z) par

N3
\\
Knmzzewu
d=o

est bonne.
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f) Solution explicite des systames (I.34) et représentation de %S(z) - I‘S():)

sous la forme d'une série :

Soit ¢’:(z) 1'approximation de %S(z) - rs(z) donnée par la formule
(1.35), on définit 1a matrice d'éléments Dij par :

1.36 - D Vi) =
(I.36) D'ia'— Q(D‘[‘es(t),\y&(l)] D,

d laquelle on associe les déterminants suivants :

A
Doo DO\ ) ) D<m-\ Y
L] dit © A
‘DN [‘P‘\LU] = o Dyt b\""\ ‘{"(Z)
D A
TR TR PR 114
B, D - D L 08)
'y
Ro Dy ------- Dy *\UJ
A
DnL"";“) -dt) S
. S
' ' ‘ '
\ \ ‘ \
D L)
wo Sy - B *\'“(S)
et -
DN = déterminant de 1a matrice Dyj-
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On peut montrer (voir Annexe 1) que la différence entre deux appro-
ximations consécutives a pour expression :

D, B,

N <)

En utilisant 1'égalité suivante :

= (b)) (@A) 4 +($-¢) 4@’

et en faisant croitre N 3 1'infini on trouve :

- A o0 A A
(1.40) %SU‘_) - [2) = - ‘Po(;)‘h(l) - T 1?.-[‘_"5(“,] 0 [4¢))

0 ’i*l b"_‘ D.

A

qui est la série cherchée.

On peut montrer que cette série converge au sens des distributions
quelle que soit la base {Q;} utilisée pour sa construction. On peut donc es-
pérer que la rapidité de convergence dépendra du choix de cette base.



-22 -

CHAPITRE 11

CALCUL APPROCHE DES FREQUENCES PROPRES D'UN PAVILLON
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CHAPITRE [1

Nous nous proposons dans ce chapitre d'utiliser la premiére appro-
ximation de la solution de 1'équation (I.18) pour calculer les fréquences pro-
pres d'un pavillon de section variable.

En effet, comme la série (1.40) est convergente quel que soit le
choix de la base {vn}, il est possible de choisir les ‘en telles que la conver-
gence de la série (1.40) soit plus ou moins rapide. En particulier on peut se
poser la question de savoir si un choix convenable de l1a premiére fonction de
base q’o permet d'obtenir une bonne approximation. On sera guidé dans le choix
de Y, Par le fait qu'a une approximation d'ordre N de % - T correspond une
approximation d'ordre N de la fonction connue I (voir formule 1.32).

II.1.- PAVILLON DE SECTION VARIANT LINEAIREMENT -

I1.1.1.- Mise en équation du probléme -

On considére un pavillon de longueur donnée 1 dont la section A(x)

varie suivant la loi :

A(x) = ak x + A0

A, constante donnée A z A(x)

ak constante donnée

k nombre d'onde -

' —
Pour chercher les fréquences propres de ce pavillon on a & résou-

dre 1'équation suivante :

(11.1) Jﬂ(x)L-g‘ua{?ffu«TJu.o ugo, Vv

w
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Supposons qu'on prolonge le pavillon jusqu'a 1'infini pour x < 0 et x > 1,
par une section quelconque Ai(x) ; soit “5 la solution é&lémentaire de ce do-
maine infini. La recherche des valeurs propres de (II.1) se rameéne au problé-
me suivant : soit ”160 et by s deux sources placées en x = O et x = 1 ;
déterminer les valeurs de k telles que le champ :

U= Pl%o“’ + h'eal(t)

ne soit pas identiquement nul, et satisfasse a des conditions aux limites
homogénesen x = 0O et x = 1 :

by [I"u%}‘” *I‘x‘%lw] -0

L-t[""%.(') "’rt%’(”“l =0

ce qui conduit & chercher les valeurs de k pour lesquelles le déterminant
L,%oto;xuz%lu) - L.|‘%l(o)x LG

du systéme ci-dessus est nul.

Pour simplifier les calculs on choisit Al(x) constant ; on verra
que le meilleur choix est A1 = akl + Ao'

=

Pour un pavillon & extrémités
réfléchissantes, les conditions aux li-
mites s'écrivent : 2y =0

X

et on aboutit au systéme suivant :

4
to) (0)
DX X
290 29,0
=0
s tHh >

X
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D'ou 1'equation donnant les nombres d'onde propres :

2 Gl 2940 29 (0 2% .

(11.2) -
X X ?2X oK

Le milieu de référence sera bien siir le tuyau infini, de section
constante Al‘ En conséquence la fonction rs(x) a pour expression :

4

Voulant nous contenter de la premiére approximation de @ - r nous
devons jouer sur l'arbitraire de A1 et de ‘eo ; nous sommes guidés dans ce
choix par le fait que la premiére approximation de rs(x) :

0
(%) = b, Y )
soit encore :

A
r(x)_ i) Y(x)
g D

Q9

(I11.4)

doit étre aussi bonne que possible. Nous allons voir que pour une source
en S < 0 un bon choix de @0 est :

akx

¢ e

Mais pour une source en S > 1, il est bon de choisir :

—akX

€. e

Ainsi est-on conduit & utiliser deux expressions différentes pour 9} ,
1'une pour décrire le rayonnement de la source d'amplitude My placée en x = 0,
et 1'autre pour décrire celui de la source d'amplitude Mo placée en x = 1.



D'aprés la formule (I.31), on a :
A ~N — — ° -
(I.5) W= 3 [, ¢m]= B, . em) -8, (G, )

Pour calculer ‘Po x) dans le cas o la source est dans la région x < 0, on

choisit la fonction ()= ¢ , on a alors :
: ak
A ELICI S I !
11.6 ‘PU)-j AYy — e +k Ay e d
(11.6) 2= | [- " Nlywe 34y
! 'ky '} kY
d['yu) d -
- A 2r " 2 e+ RATe 14
J[ oy ay oA O
]
avec Ay) = aky+A°
Tous calculs faits, on trouve :
Akx . 'k kX
akx “ L1 A
(X)) 2 —— — L __ -1] e
o<=x<=? > ‘P X) 2A) e + m e +2 A )

{alx? “ _1_ ﬂo ,)Jlak'-ch(
- TR A

et pour : x<{0

-
-

-k PR A z.w % 244f
- y(:)- e ' z:P -;%e *M (—-u)(c-1)

Le détail des calculs se trouve dans 1'Annexe II.
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Pour calculer Doo’ d'aprés la formule (1.36) on a :

= 5[ Yo, €]

ou d‘fo(y) dW(y} 1
, D - i -A +k A €Y Py d
(I1.7) %0 [_ y) — dY y ) ,1 OY] Y

S -4 5 d‘“” ‘“7‘” AR AL L) dy

Pour simplifier les calculs, si on pose :

akX  qkx  ~akx

pour 0{’((‘? = q)u). dkxe +3e +Ye
-2k s
et pour X <0 = \.H;). 1» e
A akx abX  Jkx Lk
avec : Y1) = )« W) = € +dkne ¢fe +Ye
on trouve :
¢ 2 REENY, 2kl |, 2nf
D = 24kA, -a—[_--'—‘ie+ "‘pe +1€-1]
00 Al 2 24 4 9
i —akf td o sl .,
+ (14p- T)L — e - — yy ]
A 4A, A

PN
- %(gf—l)(f+ﬁ-—-)(e.-1)

b | ol
-A.*(_-.)[s!é‘,-i -3]§

Le détail des calculs est donné dans 1'Annexe III.
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Nous allons voir qu'en posant :

_ nous obtenons une approximation au premier ordre de I qui est satisfaisante.
En effet, il vient :

Ny ¢
: e ail 24kl G2 zt “a abl Wt

D°°=14.kﬁ| (17/3-_‘_‘.)1, i, ﬂn e +;;'T(C l)v;n-'—.ﬂ_,. -’)
-?ﬂ— (c -1) - -l}(c -1

et en posant :

- evam  ———— ———— € - — cas— -
(11.8) §- 4, 2. ; tn!( *rn. A, )
_okl 2Rf ., gikf 17 h [TY4
en € %'(e -)-2("7.-)(3 ')
on aura :

Qogz,{kﬂli (4+/!-"l )‘f:' +-S‘t:} =2~'kﬂ|(1- ——-+§)1"

A
et en portant les expressions de kPO(S). ‘Po(x) et Doo dans 1'expression
de (II.4) on trouve : '

~akS. Jkx qkx ke . okl akx e 2k _dkx
o5 Cun ML tige BT G0 © ]
i 2 kA (1- e
) '( e, )k

Apreés simplification, on obtient :

akx
ak(x- S) -ak$ ahl _ﬁfc -fe —-—e ¢
$¢o = (’u)-__‘_. e +e _ImSE A fe -
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On remarque que cette expression est pratiquement égale & r si ak!

LI,

[}
c'est la seule hypothése restrictive a faire.

On note que : S 33-0« = -:—«l = 1K
| |

Pour calculer “5s(x), en ne conservant que le premier terme de
la série (1.40) on a :

4%(5) q:(x)
(11.9) ‘%’m-[;m _ _
Doo

A A
et en portant les valeurs de \Fb(s), (ko(x) et Doo dans cette expression,
on trouve :

1\-41!5 aue'"‘" Iy akP) dhx 2P _ix
- —— + — e — e ~- — e e
$Lo = 'eau)_(;(,).; ¢ Laa T @ ]
= s

2“*”(1- ah? :) f‘

Soit aprés simplification :

-k 4kl -Chl — - - ad
(11.10)  $¢o = ‘%(x). I, SLC . T"- ’(u anl® *an® © ]

kA ol
' 4- 7E;;*
avec : fﬁtﬁ « |
A,
o526

Dans le cas ol 1'on supoose que la source est dans la région
S: 1 , on choisit 1a fonction '-?(x)- P pour les calculs.
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On a alors :
¢ ik ky
(11.11) w-jL o A5 & S oy
dy dy
(u) -1"- -ok
J[ A,-—-’—‘— 4: un,['u)e ]e\y
dy dy
[
Tous calculs faits, on trouve :
A alk X —akx aa —alex ~a kx -alek  qlr
: 0l x¢? Pix)a — ¢ - 24 22 A _ -
(I1.12) (¢x¢t = ¥ M,e ‘M'e +w"e +2 *-1)(e -e )
et
kX . . -ql'
. atp -lﬂlp AQ ‘l‘\he aQ 1 Ae et -1
S R L A L )

D'aprés la définition de a, B, + , On peut écrire ces deux fonctions sous
la forme :

ks - akX - akx

0dxif = GP(x)-dkxe, +fe +7e
—4‘1‘
et x> = \P(x)——’rc

Le détail des calculs est donné dans 1'Annexe II.

On trouve ainsi :
(11.14) D = 2k, (1- anl g)1»

Le détail des calculs est donné dans 1'Annexe III.
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En portant les expressions de 4’(5) q»(‘) et D dans
la formule (I1.4), on trouve :

- - +(— « —

> l",(:t)::; — t, A, e

} -z.‘kn,(a-.;_:_f*f”.

F;‘!S[ -alX  akx "‘.“:. (_.'a akf |, =" k An akf :k‘J

Soit, aprés avoir simplifié :

. —akx -4‘!! - -akx
1 -‘.k(x-’} ka w e" -~ ,‘. ‘e *( .ko

S = [(x)g—e + € 28,
K s
: Lk, 4 ahP +f

3

et pour que cette expression approche bien la fonction T (x), il suffit de
akf

prendre —z——«l . En portant les expressions de Wo(x), ‘{;U) ed D,

d'aprés les équations (II.12), (II.13) et (I1.14) dans la formule (II.9), on

trouve :

~akX gx-ahx hV ‘“
kS ik ak _a Py any
(11.15) $y¢ = Q=" 1 e"*( +n)e 0 (@1 J
S z‘\hﬂ' 4- a;n .',g
. ak? ¢
avec : ?.ﬂ\< I

I1.1.3.- Fréquences propres -

Pour exprimer 1'action des parois limitant le pavillon, on place
deux sources fictives aux extrémités du pavillon ; le mode propre U a pour ex-
pression :

(I1.16) U= Mg+ h‘%lu)
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Pour un pavillon fermé aux extrémités, la vitesse acoustique V
est nulle sur les parois ; il en est de méme du déplacement } , car Ve=-iw}
I1 faut donc trouver une expression de ¥ en fonction de U valable dans le

domaine w. Pour ce faire, on peut effectuer une intégration par partie de
1'expression suivante :

j[—ﬂu) oV PATIN ke At VT Jdx =0

w

qui conduit & 1'équation :

1 2
(11.17) .;‘—'%[n'a‘u] +RU =0
valable dans w puisque A est dérivable dans w.
D'aprés la formule (I.1), on a :
(11.18) 1= L3v
) iw X

En portant dans la formule (I1I.17), il vient :

(11.19) ;.»A;a‘[n;],y}ho
ou

h
(11.20) A} = -E:)—j Atx) vtx) dX

Rz

Comme nous utilisons une approximation G de la formule (II.16)
obtenue avec les expressions approchées de ﬁ?o(x) et “él(x) précédemment
calculées, i1 faut déterminer laquelle des deux formules (I1.18) et (I1.20)
donne 1a meilleure approximation de } . La fonction ﬁ vérifie :

(11.21) AT w0 =k
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1
v
A} =— —k- Avdx
AW
et { o 20
LR e T
En dérivant la formule (I1.19), on trouve :
(11.22) 3, (/A AT] +K'} =0
Mais ¥, et §, verifient :
1
(11.23) 3 [yaaAs ) vy, =3,
1
(11.24) CARLEY RIS AL 1

En portant les valeurs de }' et ~§1 dans les formules (11.23)
et (I1.24), on obtient :

L R
9 = _-'% %Jn&dx

A
Pour trouver h il suffit de reporter la valeur de U(x) dans 1'équa-

tion (II.21). D'aprés la relation (I1.16) on a :

4'. z‘h' - ﬂh“]
2eh A,

En portant U dans 1'équation (I1.21), i1 vient :

t (ak" ".‘.):ué“_‘i‘é‘. dee e

T RIS A S G & ek
2kp,  {-arf A

' tn[*; ‘




Cela donne :

Akx . 2akd_jwx akx ARy AR

4 1 a_l_? 94. AR _yakr 3.
do- twn, A4 :u (-& ’l‘u‘!-] ("‘ e TR in°"A
] - ?;. Q: aw A ﬁ. . a_k_! _ ﬂkp
A A
et
kl
p s‘. q kit . Qq'cp-nkl 1 akl A
3.: 1 X L_E &k&-] ( ﬂ ) T A,
s,  A-wf g T a0A A
T 1

En divisant 32 par 3 { » On trouve :

akn
% 1 3 “7‘9- e
d = PRCLY 1L [4* (“9 saa uue.au 3 Qhr o J
A| h\ : ) - ry ;-‘ e
Posons  §a§ +%4 , alors:
9, 1 L* 334
= +
% 4+ 0hx_ak! akl 3 aks N
' A, A, _A-: T e A, ‘\‘ —Ah‘l,k(f ')] *A'L‘ -2 0 e”"-"—l)]
w‘\/_—“’ — " ‘\f-—’
m N
ou
Al .
L) = 4 LA., —3 A U‘\"Ttl_} - A [4 2 S
3' 4+ ekt _ aho ,“1.* "|‘1 P LY akf |‘\t \ T\"t

o
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En prenant le module :

% " V
| 3, ' e o I[‘* —’{‘L"*[_ﬁ"‘\_ﬂ L
J ﬁ\ T f""' f‘\\l’,‘\:
& 1 LY ¢im @t o)
bl 3 l= ak(_ akl [H _5&{ - — 3&"“‘ I,
R L O
&> \ g,' |____ 1 A Y=+ "i‘l \,L
q 1,9k aQif N }
! N 'j" A \ + T
|
R
R N
& | 9 | - 1 [«,e’_’ 9+ ‘U --,‘ecu(h)]}/t
abr_ and AL
t 1+ - A \ T?'*'ﬂ?

Considérons dés maintenant que f désigne i%; (Nous le démontrons par la

suite). L'expression R ci-dessus s'écrit a]ors :

R=29+6f _% +‘qeosv.k(€-t)]

Puisque cette quantité est toujours positive et que

‘(* akx_ a.kp Lo

il s'ensuit que :

1921 > (3]

et on en conclut que T, est la meilleure approximation de } et sera donc
& utiliser pour exprimer les conditions aux limites.



On a donc :

2

At = A}, --LJ A(x)[r. ‘G p Gy ] da
aw (] ¢

Posons :
j A(x) ‘%OU) dx = Go(x) ot J Ax) ‘%{(x}du s c.tw

On a :
L

k
Al=-— Lt G+ b ]
Les conditions aux limites donnent le systéme suivant :
PG Lo fhci(on-o

ol C'o(.eJ + hﬂ;(()’o

Pour que ce systéme ait une solution non nulle, i1 faut que le déterminant
des coefficients soit nul, c'est-a-dire :

(11.25) G to) G, 10) —C,O(elceu) =0

En portant 1'expression de ‘%o(x) d'aprés (II.10) dans 1'expression de Go(x),
il vient :

C}o(i,a —1- .___1_ —_—
ik 4-a

[ 8
En intégrant et en gardant les termes du premier degré en ra on trouve :
t

. . . . z.‘b’ .
4 1 —akk - aud ‘k: ake Akt P :“
ETASEPIETYN | A A W, '
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De méme On a pour Gl(x) .

{1 S
%(l)nJ(Oﬁxqﬂ.)ﬁ(l)dln_%__l_____ ; [-eh:(“'._‘_—‘.¢aho ~ahX
[} 2k 4-*1_“.{ o A, A,
akx -kl o §  anx
- — -( = akt
A, " A, ) e J
D'od :
4 1 .
GO = — IO DU tind
. °Lt“_:' f 4n, T
-1 1 i NN
GLe) = [-1 ia _p oWl e adf
’ 2&" 1_.?.‘; .'.f '{.‘ t*’ ’_A' ( “0" zn‘)e
t
0
Ce) a 1 ¢ [ 1 an ¢ akf Lo
- - - @ m——— —
° ! 1- %\P + 4 “, tA, T “A,
\
4 4.k0
-— C N .
G e)» — -Io-::.. y akl a akf
4 Ty 1-‘-3-*( [ YA, fr A T tm’]
]
L'&quation (I1.25) s'écrit donc :
\ Wf okl ‘a = atf Y p
—1—2—‘ s _4.:-5 —qe 2. al (=2 :‘.—- e
[ A, TR T, ] ", F* o, "’ m,) )
24k akf - e

= e (—14,_{&][-1-“—&-‘
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On a supposé ﬂ«‘ '

A, » C'est-a-dire que la perturbation est
petite ; dans ce cas, les fréquences propres sont proches des fréquences pro-
pres d'un pavillon de section constante & extrémités réfléchissantes (kl=mn) ;
on peut donc écrire pour le pavillon perturbé ke = mr«t »ce qui permet de

3 ] : .
considérer dans 1'expression de f (11.8), que vt . cela nous
donne :

<a
N
LA,
s 1:& . .
En portant ~ 1A dans 1'équation précédente, on a :
t
. . kf :  Wbd el el v
(' - —:‘Q-Q *_alp +19-e ]L-4 ﬁ-}—:-‘-v -—--‘hp -:—.-e‘--—-—ak’e‘ ]¢¢ ((-1-.“—"*._
‘lﬂ. ﬂ, ‘lﬂ' YA, e, YA, A, M. q
ou
W e VR f el * , wf
gl _ okt e TLeMl T, 30 3 a3 s,
"QA' ZA. “Iﬂ‘ Lﬂ‘ qd‘ W At P4 A \"w n'\
. . ah
3 ' wnf arl 3 ot T A, vl ‘(“u te! f
4 —a—ht{e a0 — 3 —1 =1 11( =) - —,.__L'e _i F_,
T A A R\ A9 A |
an 2akP 3 a" vk? 1 at L 1 Lq.\p 1 .0‘ q,hp
- —— - e e @ *——4‘_0 > - --A—EC
uA, I A ¢ A W oar ¢ A
ek aby ald o
= e [( AT L
A Aoy
ou
’.qho alf 4 a\l LJL’ . d"’l 3(ch”lz‘hﬂ 9 ‘L__Lo__ﬁ_‘—_:."
1""5’(*27'" T A WA WAL\ A
Y v ead v qal
< L. e‘.._!q-:—l’4—4--—e-k9¢ - =a=kie <0
w oA r N A A
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En remplacant k¢ par mp g i1 vient :

. W0 . abf 2 akf 2 . 1 at \0 at-
- (2t 3 & ] - L (&5t 2 2wl -— — =24
«( ]"2 « L ] 4 n,’ q( A 4[ &J 6 Al \cA}A[ ]
MO N ! P(2e] !
*——+——- +—~._u -—‘.—a -——u . __._;
1 a
-=f L|=0
tIm [4¢]
Aprés avoir simplifié, on obtient :
. 3 akl 3 e t 4 at T IIAT
o I - ey A/ DA .Y 1. -=(=)=0
(11.26) "'[( "X A w(n., iﬂ,‘)zt'*u.t”] * ‘\)

On a
}.“"'-3_ ot )l 4 = 1 -t ash2
|)| [( 1+ i ,_ng)’-?»f -——-“] [ ]
en dérivant :
, 8
{mz}g zu(n——; "—'inl)[( -1+1 ,( ;_7) z,,ﬂ]o
1
L0
d'ol : 63 "h“
1-3 ot 3w,y o
\ []
(11.27)

Ainsi s'exprime le glissement de fréquence propre du pavillon en fonction
du coefficient "a" définissant la variation de la section.
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I1.1.4.- Application de la formule (I1r.27) -

Soit F1 une fréquence propre d'un pavillon de section A, et

1
a extrémités réefléchissantes ; on sait que :

F = C mn me
n ¢ X

Soit F2 1a fréquence propre correspondante pour le pavillon

de section variable ; on a :

c
R-fmar®
ou
Fy - F, P
F e

En remplagcant ¢ d'aprés la formule (II.27), on trouve :

OF 4 A,

e _y mb yant g oo
F me k0[1 LA 9 R,,*‘an‘lj

k
A par 4-7;: et en gardant les termes du premier degré
\ \
en 2, on obtient :
©

En remplacant

Ao L
AF - 1 (4',—.])
F qmx ¥ 1-34- %)

(11.28)

qui donne la variation relative de fréquance propre.
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I1.1.5.- Solution classique du pavillon de section variant linéairement

(BREKHOVSKI%H {5})-

On peut donner une solution analytique pour un pavillon de sec-
tion variant linéairement & 1'aide de fonctions de Bessel. En effet, on a
p=- iwl et d'aprés la formule (II.17), on obtient :

(3
1/A )‘[ A'B‘f"_] *k{\.so
avec Ae akx +A,

5i on divise les deux membres de cette &quation par ak, il vient:

1
aFo > :e_'.—dg[_(lvei)dd\}fi}‘b-o
Ak

On introduit une nouvelle variable :

qui donne :

L
Yody [Ldyd]) +r'ha0
ou
L ®
(11.29) dut +yadyb 44 =0
qui est 1'équation de Bessel du premier ordre et a pour solution :

4= J(ka)+C I (k1)

ou

. e
(11.30) 42 e, 3 [hine 2)] 401 [hixs 2]
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Mais en écrivant que le flux d'énergie & travers une section droite est le
méme que celui traversant une section droite voisine, on a :

leA vy i) dx = vl

ou dx est la distance entre ces deux sections. On en conclut que :
d [ Wh])=0 st lnRack
‘ - =

c'est-a-dire que 1'amplitude de p doit étre inversement proportionnelle a

la racine carrée de A, ce qui n'est pas le cas dans la formule (I1.30).

Toutefois cette propriété est vérifiée par 1'expression asymptotique de (II.30)

akf
4

obtenue pour L1 , ce qui est 1'hypothése faite dans les calculs pré-

cédents.

I1.1.6.- Solution asymptotique -

Faisant le changement de fonction = u/f,{ , ON a :

bt = Al(x At = U4ty
et

v %
d4M.1\ = — 4/1La JAIA *‘Vf}[d,u“ "4/1.‘*“‘/4/1 +3y 4/4_{1
En portant dans 1'équation (II1.29), i1 vient :
% 2 ?
A =0
d,t'tu ~k (1+4/qu4 ) X

qlp

pour kA -(kl/‘%?)-(‘(- - )51 . On peut négliger 4/%‘4" devant 1. Alors
\

la solution de cette équation devient :

takA
Uu= &
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4 iA.kA-
ou 'r' 2 e— e
a

d'od on a pour la solution générale :

P kX ¥ ~akx
(11.31) o, .

Akl Ao \{qu Ao
( A| “ n‘ -A-. “ 'a"

Cette solution montre que 1'amplitude de la pression est inversement
proportionnelle a la racine carrée de A. Par la suite, nous nous référerons
parfois & cette solution en 1'appelant solution "exacte".

I1.1.7.- Fréquences propres -

On peut calculer les frégquences propres 3 partir de la relation :

Ve — b

q',u)

D'aprés la formule (II.31), on a :

>h - i'-‘a—? f akx . f LY &n'-‘l 3 -ahX
- € +a e - e
x okx ., _ 0kP 3y kx akf akt  anfy,
2.( ﬂ| «1 A‘) (L*]—- ﬂ.,/l ’4( n‘*\ )
f —akX
-l — T )
e I X
ﬂ‘ n( ) t

-k ak
N - A
X =0 Xx=0 o \[ 'L(“Lﬂh') ﬁak} PL[W uh},o
y 0w 2o % A
= - —'-)—x- -
X=d akd -akf
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Pour que ce systéme ait une solution non nulle, i1 faut que son

déterminant soit nul, c'est-3-dire :

ak

& . -k
[EI}T) 3 L) A -

ce qui donne :

1-08 ot

A Y

S1i on pose :
hk amRal

on a:

i
(11.32) g = ‘_nys

A oanl

N el
vk -ax 1 =0
<A 31. u‘*l\ ] e

On en déduit la variation relative de fréquence propre

OF t
F, Rt
soit :
akl L
of 1 ‘7§)
-_— = a\l o'

Fooomr kUG- e )
)

et en négligeant 'ET devant 1'unité :

fo L
(11.33) K B U

Ce résultat n'est pas trés différent de celui de la formule (11.28).
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IT1.2.- PAVILLON A SECTION VARIANT EXPONENTIELLEMENT -

Nous reprenons les calculs précédents pour le cas od la section
du domaine w varie suivant 1a loj :

-mx
Aa Aoe
Pour décrire le rayonnement de la source “160 » on choisit :
ahx
W)= e

et on trouve d'aprés la formule (11.6) les expressions suivantes :

A “0 1 -n' '.‘.k e-q.k‘ AO 4 -mX Ah‘ akX
OLX(Q ) WL‘)= -4"— e % = e e +'..._._____,e e ._‘.e
3 = ° [ LA "*‘%‘ ? L A 1’..':“ ¢
et
4 4 Ao ;:“' vkl a4 malex
S - T o 1- R e emmm— ey, w e
X{0 = q:(X)st( H Y 4*‘;:‘*&)2 + P
L th
A -aRX
ou X¢0 =  Yuwl=+4e
< ' 2
- .
A e el a4
14 T 1 1 e T _1
avec 1%'[_("{—5: 4"‘,_“:+z)e YA e '(.3
Le détail des calculs se trouve dans 1'Annexe II.
Ainsi d'aprés la formule (I1.7), on trouve :
. A k. (ZJH-A)Q | h'th
D = 2.kA -2 = e -4 l/le -4
oo \ i‘bl T LA ‘UL—A'M( )* ?.( )
(th-r=)f ke (them)?
wiBA (L) (TN
2 \ A\ "’,k-lﬁ.-\ e lhkenm

Le détail des calculs est donné dans 1'Annexe III.
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R,

En posant T. on trouve :
\
-~ (tikes)?
4 1 4 1
D ata A “"t.‘-( l‘ -\-*q‘,"«‘u *(4.4 ="y h“':)
th n ®

si on suppose que :

mli1 et % &1

Alors :

00

D« 2.kp {‘t *-L_U- )(4-:.-0)+L1- )(4--4’)—

ZAhk
*(1-—-)(1 ~)]e + q[«-—--(a-—-—)n (-= )]}

ou aprés simplification :

D = 2.iwa, i’b{k

0o

4
En reportant les valeurs de Q;LS),‘{:U)J ©,, dans 1'expression de (I1.4),
on trouve :

-ﬁks 4‘.‘ Db Ak‘ -"‘9 —\.kl
e 1 e
-—)e
$¢o = r;(x)z ,.C [e * (3 PRI Yk *"-(‘ Teamiue)
i 24 kA, T
e
ou
Ah(x s) -..l akX -~4 '-\‘l'?.,\hi
*
SCo = (;(t)_____ 1( _a)e x % (1__..)e e
LALLY A+ w{th e (U J

qui donne 1'expression exacte de (;U) pour $¢O si on néglige les termes
petits devant 1'unité.
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a A
En portant les expressions de ‘t(”;‘\r}l"’ D“ dans la formule (I1.9),
on trouve :

-a-l -4-"

_.hg ikt el ke
X) - - 1 e
‘%S() C“’N akh [_ ( -1)€.+ (4~1—;)€ e }
™ th
pour Sg ° avec "-i- 1 o mbe4

. -kt
Pour décrire le rayonnement de la source t‘a,gg » On choisit @r)ee

La formule (II.11) pour A=p,e . donne :

R b T R P ae Il e
a —“—" ? 2 2 e ¢ ~2 ¢
Q(K(* - q)(‘) [ ‘ ‘-"-.-‘* Z]c + ?. A‘ 4_¢'= ?'
2k (A}
A - akY
et x?l W.U)S -'\'t?-

Le détail des calculs se trouve dans 1'Annexe II.

Si on suppose encore anfd<1 et ‘%«1 en prenant %‘ -

on trouve : ‘

D =-2kA Ty

En portant &(S))Y(UQJ Dw dans 1'expression (I1.4) on trouve :
©

— AkSe —akR 9 A akX A --: x, —ak X
R oo e Ut o3 )8
—-— -“-(‘-k '4 '- 4eda h 2
2= G = I
-24hh,ﬁ\.
L
ou
1 “R(S-x) 4 Ak X mx =Wk
() = Le (- — 1 ¥
3?? = st 5 YT ( - ,;.,* )e *1(4 “‘e 1)e
™ Y

qui donne 1'expression exacte de C;(‘) pour 3)R Tlorsqu'on néglige des termes
petits devant 1'unité.
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En portant Qi(S),\htl)ci Sko dans la formule (I1.9) on trouve

pour expression approchée “%(1) pour S>#
S =

. —-‘ . .
1 kg —akx 1 aht
(11.34) Yo Ty L2 L*. S a)e +l(a-_ e
s S 24k, ?-(4-&: ) 1 4-»'_-) J
Lh ik

pour S?( avec m~P«1 o ‘t &

I1.2.1.- Fréquences propres -

Pour écrire les conditions aux Timites i1 nous faut 13 encore trou-
ver la meilleure approximation du déplacement }

- X

Si on porte A=A,e dans la formule (I1.22) i1 vient :
3
(11.35) —k}==m3 ) 3:;

ce qui montre que } vérifie 1a méme équation que le potentiel des vitesses ;
on peut donc exprimer ¥} par :

} = h‘%o(l) * e wal(i)

Pour un pavillon & extrémités réfléchissantes les conditions aux li-
mites conduisent & :

XKe0 = I“\w?o“) t N‘e&e“)'°
V:o% }.—.O
« =t AR AU AUEL

D'od 1'&quation aux fréquences propres :

‘Yu) %eu) -Qle 9,0 =0
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On a :

{« 1 qu——
th
-np ?
4 ek
(0 s - = 3_ —A__E_ ..1 -
%l’) gl ) U SR MR 1(4 .".:':)e
th 2k
: --f ey |
PR
G 0. e,[z-‘-—i.—-*-u-—i.—)]
o 24kA, Vol ay= 1 FPREL
e )
akd
o)z 14t e, ! ]
e L4kA, l 1 {- 2= 2 4.4m
tk 2h
Ces relations nous donnent :
y -=d . ka? 3,&0
4 . am --' lnﬁ’] 3 -- P 11_‘_
3 AN 'R Al 2= §___—---e + (4 ze
— i_,;_k___z_t(u T ) e l—t ) 9 k J
"’ —""c"
an

Aprés avoir effectué les calculs et en posant e = 4-md » On trouve :

wnd 2 . wnb HY
1 S ml i male - L inate
i1-¢ oinp-—inpc *’-;F' quﬁ r R
v - zal? v ogad 2 end
—Z->le st e -—e =0
TR S o [
51 on pose encore hlz mn, t » On obtient :

S, ¥
-4:[2.?,] - %4:,0-![',&] + %-‘-‘E =a '.f:-\.["b] £0

Soit finalement :

1
(I11.36) b 4
<
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11.2.2.- Solution classique -

En portant dans 1'équation (11.35) une solution de la forme

AEK
}= Be
on trouve :
1 )
Yea¥lmah «0
d'ol :

Y a —g‘i- * h". -t

Rinsi 1a solution générale de cette &quation sera de la forme :

ax kT _inlx
Y- c" [Be «Ce

avec Ca /f-p.‘/qk'-

En écrivant les conditions aux limites, on trouve :

XaO B+C=0
Vao » } =0 = azd e
¥ Y Be ++Ce =0

ce qui donne pour les fréquences propres :

Ad.hkt.‘pso
ou ktﬂ?.ml’(
—_— ?
Mais on a : s -
-/ qid 2kt
Soit : k‘?-M‘N&
[} & Mt’
d'od = P
qui n'est pas loin du résultat (I1.36) qu'on a trouvé d'aprés la formule approchée.
X
X.X

X
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CHAPITRE I11

VERIFICATION EXPERIMENTALE
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CHAPITRE I11

VERIFICATION EXPERIMENTALE

En vue d'éprouver la validité de 1'approximation proposée au chapitre
précédent (§ II.1.2), nous avons effectué 1'étude expérimentale suivante :

On a réalisé deux tuyaux de méme longueur, 1'un de section constante
rectangulaire sert de référence (I) ; la section du second est rectangulaire
mais varie linéairement suivant le grand axe.

Les diverses dimensions sont précisées sur le schéma (T) (p.53).

Ces guides sont fermés par deux sections droites rigides et dont
1'une percée d'un trou ol débouche une sonde reliée & une chambre de compres -
sion. Le trou est assez petit pour ne pas perturber la condition de
réflection totale. Les enceintes acoustiques ainsi constituées sont réalisées
en plaque de duralumin de 8 mm d'épaisseur de sorte que la condition aux li-
mites de Neumann est trés bien satisfaite.

Le montage de mesure est schématisé sur la figure (2) (p.53). La
fréquence d'excitation est obtenue & partir d'un synthétiseur (Stabilité re-
lative : 1078).

Pour déterminer les longueurs d'onde propres du tuyau on effectue
un repérage des fréquences propres, puis on mesure la distance entre deux mi-
nima consécutifs ; on compare ensuite les résultats obtenus avec 1'un puis

1'autre tuyau.

Remarque :
-------- En ce qui concerne le premier mode, un seul noeud de pression appa-
rait ; aussi mesure-t-on la distance qui le sépare de 1'extrémité du pavillon

et qui est égale & un quart de la longueur d'onde.
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Pour repérer les fréquences propres on a placé un microphone &
condensateur (type B. & K.) sur 1'une des parois du pavillon ; la face avant
du microphone affleure exactement cette paroi. On fait varier la fréquence
du synthétiseur jusqu'a obtention du signal maximum au microphone ; ceci a
lieu si la fréquence du synthétiseur est une fréquence de résonance du pa-
villon. On a placé en outre un autre microphone électrodynamique mobile se-
lon 1'axe du pavillon en vue de repérer les minima successifs du champ ;
on a noté ces positions (dl’ d2 e dn). Les minima successifs sont distants
d'une demi longueur d'onde, ce qui permet d'évaluer la longueur d'onde corres-
pondante. Pour contrdler la mesure de la longueur d'onde propre on 1'a dé-
duite de la mesure de fréquence en tenant compte de la variation de la céle-
rité ¢ du son en fonction de 1a température :

t

C=331/1+m

oU t est la température en degrés centigrades.

On a calculé ensuite le rapport R =-£lrl-f (f' étant la fréquence
propre du pavillon de section variable et f celle du pavillon de référence) ;
puis on a évalué la moyenne des mesures effectuées a des dates différentes,

. Rn

R"\= - - On a estimé 1'erreur sur R par 1'écart maximum entre

Rm et les différentes mesures R

AR = max | Ry - Ry |

Les résultats des mesures sont récapitulés dans les tableaux suivants.
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3duanbau 4{35uanbauy
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que R calcule R calculeé
axiale | R AR approché asymptotique
n
1 0,0164 | 0,0066 0,0250 0,0250
2 0,0051 | 0,0012 0,0063 0,0063
3 0,0029 | 0,0011 0,0028 0,0028

TABLEAU Iv

Le Tableau IV fait apparaitre la comparaison entre les valeurs
calculées de R par les deux méthodes exposées au chapitre 11
(§ 11.1.2 et § I11.1.5) et 1a valeur moyenne R, des mesures.

On constate que calculs et expérience sont en bonne concor-
dance, 1'erreur maximum apparaissant sur le premier mode dont
le repérage est toujours le plus délicat.

X_X
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CHAPITRE v

CONCLUUSTION
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CHAPITRE IV

On a trouvé d'aprés la premiére approximation de 4 - r une ex-
pression du glissement de fréquence propre ¢

2
428
L
-1 A
]

Mais la valeur "exacte" de ce glissement de fréquence a pour expression :

*

a WP
(Iv.2) tf—j‘w

-T

A o>

On constate que pour ;%l " % les deux formules donnent a peu

prés le méme résultat, mais pour %%l << 1 1la formule "exacte" donne C'Z

deux fois plus grand que ¢ 1’

Les calculs suivants montrent que ceci correspond & 1'approximation
de :

4 akx atf akt akd
V/ YA T T, ! YT T o,

dans la formule "exacte".
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En effet d'aprés la formule (I1.31), on a :

Jr, A\l alx P,_ —ale X
a / ; e + e
PIRELLI. LY, akx _ akf
s A /” A A
En écrivant
f ahx Pz —altX
11’3 t7akx qkd - . ? ¢
49 3( 22 a2 1 (akx_ an
" A A 13l A "\)
on a
2 3 aﬂ!P\ e X £ kX
-1 K ‘ \ .
>x - L ] t 41k - e
(4,!.(0_"_!-4'_‘_ ¢ 4 (akt a\?
A1) ] (508 -0)
4 ak . .
E ‘—-l P‘L —akx ) ?'l ~-akx
- ) € ~ak ; e
tei(ast_ak 1,4 (akx_awf
[‘ R, 1)} (?z(m f\‘):]
En considérant les conditions aux limites, il vient :
1 ak
X=0 = [__‘_ ~ + 1k L alk 3
( (1= ‘1‘“9’1 - ahP ] -1 ‘J)'L Y JPI:O
21 " “"
—_— a0
ox
4&9 -a“?
X p = -2 #Ak]?f— +L L3 —4\\3916 =0
d'ou
h
-3 k. Y -ak ad
___r”" ik -2 —am | 2L W, ] -as “qc o
‘(_4?.-_5_ Zﬂ‘ B 4.1 _E_ ]L zﬂ‘ -
( A
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ce qui donne :

L
4«
44 - e
S LU\
e}
Soit avec k1l = nm + ¢
489
(IV.3) Ea 4N
1- atb ot
W

qui est 1'expression €1 (IV.1) pour ;51 << 1.
1

IV.2.- PAVILLON DE SECTION VARIANT EXPONENTIELLEMENT -

On a trouvé d'aprés la premiére approximation de %} - I une ex-
pression du glissement de fréquence propre €

(B

~d

(Iv.4) 34 <

FER I

T
e =

* ant

i | K

Mais la valeur "exacte" de ce glissement de fréquence propre a
pour expression :

(1v.5) £, - -;-%np

On constate que pour ml << 1 1'expression de €] (IV.4) est deux
fois plus grande que e, (IV.5)
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Ce travail montre en définitive, qu'en appliquant la théorie géné-

rale développée par P.FILIPPI, nous avons Pu obtenir une bonne approximation

des premiéres fréquences propres axiales d'un tuyau de section variable a

extrémités réfléchissantes. L'expérience simple a permis de confirmer que

1'équation approchée adoptée ainsi que 1a methode de calcul utilisée staient
bien adaptées au phénoméne.

Les résultats que nous avons obtenus sur cet exemple simple permet-

tent d'espérer que 1a théorie proposée soit efficace dans des cas plus com-
plexes pour lesquels aucune solution analytique n'est possible.

X_X
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Soit b'g » une solution du systame (I.34) correspond & (i = 0, 1,...N-1)
et (§ = 0s 1, ... N-1). On definit 63 et B! tels que :

(1) /S“-'B;-—gt‘_ Saot e N
1

N N

AL= by

B:‘-O A.-O,\,....,d-\
(2) .

o A 3 '
g~ % - 2’_0\,‘_ Dy;
,-

D'une maniére similaire, on a :

NI an 0,0, eeeptle)
¢ /’3'\’;-"5
|

(3)
K v
et
Ba'go i‘o,l,"'v N-\
s
(4)
N
o A 1A
€= Wes)- ] bpy,

az0
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D'aprés ces définitions on peut montrer que sg et 61 sont les
solutions des équations suivantes : :

N
5 1 A \ » o, ....,f‘
) 4=0 3/;1 I. * "
et
“ . .
(6) i— D.}ﬂ;_-; B? a.‘ o’|,...-,N
As0
On établit cette égalité :
K] N-\ o
(7) FlL)-% (V=-8p
S > 1 S

en écrivant :

(8) {.1" ‘\’(s).. L 53\\’(5);]“ Z_ I_ ﬁ,_b, °*3J

jno ﬁ‘o A0 §=0

<[ N N N
B b = = =2 - “
[ :} 57_ s bv_ﬁ S

A-O

On peut trouver 1'expression de eg d'aprés 1'équation (6).

Comme Bg (j =0, 1, ... N-1) = 0, d'aprés la formule de Cramer on a :

N DN-\
= B —
(9) £y s T,

Mais pour trouver ¢2(£) - Qg'l(z), i1 faudra encore chercher Bg et B:  pour

ce faire, soit fg et gg définies par :

(10) \;:- —‘2/5 , \;:- -3:/3

ol f et g sont deux constantes arbitraires.
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A cause des relations (5) et (6) les constantes fg o g; et g

satisfont aux équations suivantes :

N .
t' A M ‘P(i—);‘ 0 Aas 0,1, e =\
=0 3 7.
(11)
T oo, (4 Yo
e Nﬁz . (\i;u.)-BL); 0
et
N=\ .
’ .QL“ D"‘éa; + H.5)@=0 4 00,1,y N=)
(12)

-\

I Diy 35+ (¥,05)- B, ) g0

Ae0

Pour que 1'&quation (11) ait des solutions non nulles, i1 faut que
le déterminant des coefficients soit nul, c'est-a-dire :

Do Dol"""""DoN-\ \Q.\T_\
Do By oo Dii-y ‘i"(t)
(13) S . | mo
Puaoe D,‘_“ I - I tgt’
Dﬂo D'” « s e N“ ' %(U Bﬂ
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Mais ce déterminant peut se séparer en deux déterminants :

o DB WL D
00 Q\ “_\ *. ) 00 D“ ...... bbn-‘
> a
10 Dy L \\"Lt) Do Dy - B o
(19) [ _ } S
! ' . ' " .
Dud D, 0. Bt Puo © J
NO Oygy vo-ee uney B
T
ou A “ -
D.;K\\’_m)- B D a0
A '{_ N-\
d'ol :
(15) ) Y )
L -
Dn-y
De méme d'aprés 1'équation (12) on trouve :
A
(16) B'; - DNL‘\’;(s)L

Doy

et en portant les valeurs de 32 et B': dans 1'expression (7), i1 vient :

D',L\i/;(s)’_\ D, ‘f’;(l)]
6!‘-\ Srl

N W=\
LU =% L) = -

qui est 1'expression de (I.39).

b I
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A NNEIXTE Il
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ANNEXE 11

I.- CALCUL DE LA FORMULE (11.6) -

2) %A = akx + A,

0<x <
On a :

e Aoyl w\xy| Ak

A a '] ) 2 A B 1

¢ '-‘\hﬂ\ ‘7 znkn‘
[

¢ 1 ak|x y( ..\n, 1 q Akl .Ly
kA, dy A1 g.‘“‘

¢ x___l__, A (x- iy 1 ARQA)
MR =l L’ L M ” el e e 130\1
* 2 kA,
’ ¢
akyeRof 4 RUY-0) g by 2 ab(y-r) akyq
M - | TaeE —e +he e
j LikA, [- N oy Jay
X

(g B e

—— T e — ¢ 4R €
4 a aly-x)
- S o[-t d
ting, 1 Y

la premidre et la troisiéme intégrales s'annulent.
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En dérivant les expressions entre parenthéses, il vient :

\ 2 —aki Uk { . .
___4 A Y Uaakt 2k
(1) ‘\’U‘)' n S %‘*-—)tke 3 d,_Ju‘e . Yd"s
\ \

x L]

- o t .
= ‘t(")'re—h‘i%j‘,:‘dyf(—-l)f z 'o\y}

X «

et en intégrant :

alet * A'k Ah‘
A aky t:_z _-‘
°§‘<=‘P = q:ll)l —'.-;-‘e h g qﬂ' ( )
ol d ' w-?-.u
(% Tl E))e

nd
—aleX zak‘p . 'A\" “ A Ao : ‘- —]
= “\\’o(l)- € -%‘?e —-'}‘—"A\e *;:—n‘-‘i(z"")( ')J
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0 <x <1

En remplagant (ill(l + %‘11 ) par -2? e dans 1a formule I, on trouve

-4 Ly .- \
ho - L:-“M[_ '%Y e e lay - j &4y }
\

X
En intégrant, i1 vient :
A -=f I
2 (x) o [- LN '
0l x ¢ Y ) TR +t-}c N
th
zAl 4\.“.-‘:
th
-mX
d) A= Ao e
X 5_0
Pourx<,0, on a:
a ® =k A £ t‘hv -=Y " D\.h"
Yins = {-_‘.Sc e d‘-Se 1
° A \
0 °

soit en intégrant :




- 75 -

I1.- CALCUL DE LA FORMULE (II.11) -

On a :

dy

X
A oA, 4k(l") -a ak{Xx<y) <o
\{:(x).- S aky +A L_ “ ; ﬂ. ey \z_ (x~y) k’iJ d1

LakA,
°

\ eak,ﬁ\.(_ Ak(w-t).‘-ﬂy
dy J

LakA,

X ak(x-y) | . 1 “k(x-y) --h
) X L TR !

—ak
d o

e Rl ~aky
ke

1 <k(y-¢)_.
+k£ ! )ek,

4

e ]y

JN

1a deuxiéme et 1a quatriéme intégrales s'annulent. D'od en intégrant :

— * —
N A‘ ﬂ‘

0

En intégrant, i1 vient :

A -akX
o¢x¢l - Q8K 2
=2 A q’;“’ A, ¢ *[’ “h,

b & . .
(11) \Pu). A j ( aky A.).‘,_C';“ ek

,AY -2k

ke x

\)}0.

2

J‘

]

an
LY

qn,~

Ak e—tﬁhr ,]

g 0)e
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b) A-akx+A°

x> 1

Pourx:f.ona:

: {.
ak L aka -2k L[ ARR _gak
“’“":U‘ RO "v-wje . "1]

Ce qui donne :

akx ) ;.u ~tand a VY
L4 ) = b ie -1
W - ~Px) *lw® "w "’ ,_(-5 -t)(e -1)
-mx
0<x<¢l
En remplagant (I_x' ) par %ﬂ "™ dans 1a formule (I1), 11 vient :
. . X .
A kl _,, =ahy akg - Wk
o [ "‘5 1y - M)
o (]

En intégrant :

A akX | ek AR —ahX
A, A 1 A. 4
(&3 v (') = L— — & = ] e + — e e - g
k Y

Pour x > ?,o0na:

f.
o akA Ly =tk LY -z.k,
wm-—L“J Sy J <My ]

0 °
En intégrant :
-md :
ha
2 Ae (2 q A 1 a2
x)? (‘).- - e— - — -————:——-]e
= » q‘ [ ( ‘Ul\ 4- A- N 1, ) N t“\ 1 A2 1
Ty (103
xxx

X
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ANNEIXE 111

I.- CALCUL DE LA FORMULE (I1.7) -

a) 5S¢0
A = akx + Ao
ak

On a : ods 7

¢ aky ‘

.ly)s (A et 4. q_ A,
Pe an, t(ﬁ")

4&’ Ak Ak' _.h'

'{q).-. e +dkye 1,/1 ¢t +Te v .,_p'“ , )] wid

B af — - --|

D'aprés la formule (II1.7), on a :

’ 9
d Jhu L aly &
D“- S (auq +h,)[_—‘—1e ‘-\-,?.U)vk e 'tly) Y

) ¢ % L Ay
- ._é. A,‘_ ty) +k ¢ ) &
SA,L “c Jyt ) + -r.u] )
[}
En dérivant :
' . b ql, -Qh'
D « A| i& ::'( ake ’)(Akc +dk; '*aktdﬂ'o, yonkﬂe -ahle )
A\

]
1“ ak -lk

S _Jkte‘k'(:wgdkre pe '+1¢ )&1
A\

]
Ny ik Ay AN =N

¢ ihy
*S ("-|)("ke’ ,(‘k‘ ,-nlkc QAHJYG +ahpt -ahle )&1

4 4||. N (Y ah N X
S(-::-Ul:e (ek'uk\tc '-q-,n. 'f‘le ')*7

\
0
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Aprés simplification, on aura :

lak L Aky k 1 vt A, s £
D..uﬁ\ﬂ——ﬂ-‘—dj Y e J"[.Q-AT(u’vk-“n,*(";“‘)uijj7,_“!;,
o 4
A. S L Y (lab,
*(—A‘-\)(tkflﬂ‘t—a'dk)Se 473
\
0

Le calcul de 1'intégrale conduit 3 :

q.—C
-1}

ATRY Qg.h? Y
D-zqkﬂ{ ﬁ[, ( *Le N -&]

. al
(¢ Ad ,..9 w.-' 2 ez « 2
+ - )[_ YA, ',

!-‘(’

-z .:_ .)(un-—)Le “\]

|¢L

NE tabd
wf et bl
St )
Ou avec :
—anp R ud in 4, R w
. A, e - ':G\"' "Ki“i(n“"“ -)
on a :
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Si on pose : . aud
A, A,
on trouve :
Do nkA { (ooit)g oo o 0 ) osa st (2
°0 ' T/ qn, A 1 ! *"’7‘ : =1)
que 1'on peut &crire :
v ad

D.,‘!;“A‘ﬂ((- a{‘;'; f‘)*‘k Gnal g- -G'T*’A"* '1-01
\
b) s> 1
Asakx+A°
amat -  ah
On a : “";;‘
ek - -t A
€u)e e ! A T‘*'?.(Tu“)

adky -ahy _ -ak ik
Yae Yf.nqe Ted e Tes' N b

Etant donné que dans le cas S <0, Doo ne dépendait pas de Y pour le

cas § >{ , on trouve pour Doo

Do = —2ika, { (4- %’*i) ;v\.g

avec :
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c) S<o
* -mx
A Aoe
On a Yas --
Ah, A Kk
= meoop
v L 4am
4k albe oy ah -ah -an' .
K)e e ate ypete yal T PR S lu“q)
n‘ Lhom t
ce qui donne :

Q 451 b
J [ -— e q't,) Q* e \fu’)J“ - jﬂ.[--:—;e ""f"'"ﬂt"e 7.,(.,)]‘,
]

ou
4 : :
- Ak‘ h‘ . (“‘“,,

D“- ﬂ.e &(-Akg )] L k( 4+7)e -akdc_ 4 ( k-m) e ]

o)

 § ‘h ‘k _‘“ (‘Iﬁ-"’,
+h e [(1#1)e '-'-Ae '9,4 e ]} dy
9 .‘h‘ _‘h' {ak- /-)’
—‘5 A‘i(--kc )(4&(101)2 aaled € +ﬁ(4ﬁ~n’(

0

v by aky iy lake=)Y
+h e [(une +de Hfe ]?d,

Soit aprés simplification :

2 Uouiemy iy - ‘ ¢ (vih-rm)y , «:\-;y‘
D.* ‘\Uvﬂj(k.e ~Ae )dy -ak/!(«h-n)J(A,e -A )4
0 o
t ¢ (h-=)y  uy f (tik=re)y  (Uh-mY
+k(4+7)j(ﬁc -Ae )dy ”‘/’j“'c - e ) &y

L] o



- 82 -

En intégrant : ‘\‘-1,

o T

|t§h.—)0

Doog La kA, i(‘\ *")L _‘k-‘h( [ -1 ) + - ( :‘L'—\)]

(m.-;-;f A (vita-m)P )
*ﬂ(—‘—)[ 10&-\.’! < —')-:T:: ¢ - ]

En portant les valeurs de ¥ et g dans cette expression, D__ s'écrit :

00
. 1 A k (bk-ﬁ)( ‘;LP
Do tohh, {41.'1['7{' T‘,‘_( ¢ ) wale )

“th-tim ik -nan

;-? J.p.f
SR . (‘2"‘ ST )}k

On a:

-k
Yy:e !

—ahY L -k —emy Ry g oAb
Y= e '*1: 74/1: ' '*Je’

Etant donné que 1'expression de Doo ne dépend pas de a, d'aprés 1'expression
précédente de Doo » on trouve :

b (“la"t-m)e ) _v-.'lp
DO “za‘\ﬂ i --[’AO .-,t____k*’;- e -\) ..i(c _'J
W (-rik—tam) § " (-rik-a f
a0 )= )
t A' A| -tk Qlﬁ‘n\ iR A
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