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CHA PIT REI
--------------------------

MISE EN EQUATION DU PHENOMENE DE PROPAGATION D'ONDES DANS UN PAVILLON
-z-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=_=_=_=_=_=_:_=_=_=_=_=_=_=_=_=_=_:_=_=_=_=_=_

1.1.- ENONCE DU PROBLEME -

---------------------------
On se propose d'étudier la propagation d'une onde acoustique

dans un pavillon de section variable.

L'analyse de la propagation des ondes acoustiques dans un pa-
villon est un problème très complexe, que l'on ne peut traiter rigoureuse-
ment que pour certaines configurations géométriques particulières. Des tech-
niques classiques de perturbation des frontières permettent encore de trai-
ter des cas voisins de ceux-ci, mais ne permettent pas d'obtenir des solu-
tions pour des profils quelconques de frontière. Une méthode récemment dé-
veloppée par P.FILIPPI fI} et complétée par G.TAVERA f2} permet de traiter
le problème dans toute sa généralité. Nous nous proposons ici de la tester
sur le calcul des fréquences propres d'un tuyau de section variant linéai-
rement ou exponentiellement; on compare les prévisions fournies par la
théorie citée à l'expérience et à la solution analytique du problème.

1.2.- FORME SESQUILINEAIRE DE L'EQUATION DES ONDES POUR UN PAVILLON DE SECTION
-----------------------------------------------------------------------------

VARIABLE -

Pour chercher une telle équation, on utilise une méthode de per-
turbation proposée par MM.PEUBE et CHAý5ERIAUX 13}. Elle consiste à dévelop-
per la solution d'une équation en série des puissances successives d'un pa-
ramètre. Le premier terme de ce développement fournit précisément une équation
linéaire unidimensionnelle qui décrit approximativement la propagation des on-
des acoustiques dans un pavillon de section lentement variable.
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a.- Hypothèse de départ -

.

f = p'f

Si on définit le potentiel des vitesses ý par la relation

b.- Principe de conservation de l'énergie -

Contrairement aux auteurs cités en f3}, nous partons du principe
de conservation de l'énergie (principe de Hamilton) et non des équations aux
dérivées partielles.

2) À est grand vis à vis des dimensions transversales de la section du
pavi 110n.

3) le flux est continu (il n'y a pas d'onde de choc).

4) le flux est isentropique.

( 1.1)

( 1.2)

On considère un fluide parfait compressible dans un pavillon de
section lentement variable et on fait les hypothèses suivantes :

1) Seule existe une onde longitudinale; À désigne une longueur d'onde
de référence qui caractérise les distances axiales sur lesquelles la varia-
tion des quantités acoustiques sont importantes.

(I. 3)

on aura

p est la pression acoustique et p est la masse volumique du fluide.
Alors l'énergie totale contenue dans un domaine n de frontiêre L a pour
expression :

(1.4) U - j 'l ý :;'b't +ý. ýý J dA
:n

Sa variation pendant un temps 6t est:
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Cette variation d'énergie est dûe à la présence de source f et aux pertes
d'énergie par la frontière E ; on a donc l'égalité suivante

Mais si on suppose qu'il y a conservation de l'énergie. l'intégrale sur t

sera nulle et on obtient

.6) J [:. tfS'I' + ýý .ýý J d.!l -
J P'f J.L2.

A A

qui est l'expression de conservation de l'énergie.

c.- Développement en série de la solution de (1.6) -

Il est bon tout d'abord d'écrire cette équation en faisant apparaf-
tre des quantités sans dimension. Pour cela il faut d'abord transformer les

coordonnées (x, y, z) en coordonnées réduites. Si on exprime (x, y) par rap-
port à une longueur D caractérisant les dimensions géométriques de la section
transversale et z par rapport à À (À représente en régime harmonique, la lon-

gueur d'onde), il apparaitra le paramètre (¥)2 ; celui-ci étant choisi petit
par hypothèse, il est naturel de chercher la solution de l'équation (1.6)
sous forme d'un développement en série des puissances de ý :

Pour écrire l'équation (1.6) sous une forme sans dimension. suppo-
sons que ýo représente un potentiýl de référence.
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L'équation (1.6) devient alors

Si on multiplie l'équation (1.7) par 02 il vient:

- 9 -

On peut définir des quantités réduites suivantes:

(I. 7)

et

"
n représente un domaine sans dimension et

( 1.8)

On a :

(1.9)
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t.
.

..t.,)

It

Si on développe également f en série

en portant ces deux développements dans la formule (1.8). on trouve

02 P
En identifiant les coefficients de chaque terme (IT) on trouve

( 1.10)

(1.11)

et ainsi de suite. Nous nous intéresserons aux deux premiers termes du déve-
loppement.

( 1.12)

(1.13)

L'équation (1.12) a pour solution ýo une fonction indépendante de
" "
y et z en raison des conditions aux limites vérifiées (Solomon 14}) .

).

·,



j AI.)
(_

-.:- 't't 1" 1.'f ý"" J !)( -
J

Il!() F. dý

x ý

k=ý
c

J
A(X)l..!.:f b<f i" J<f d Xý J

dx = JAU' b'f r ý ..
ct 0 0 I( Q J( " " "

ý ý

J [+tý. ýý 1"
ý ý

d.ý f. ) d.!l. "
J ý'fJ. aI.!l.

.n

(1.15 )
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(1.14 )

-iwt -iwtPour un régime harmonique (f
0

" Fe " 'f 0
" f e ) on a a ré-

+ = imaginaire conjugué de + .

( 1.16)

" " " " "
Comme ý o(x, t} ne dépend pas de y et z , l'équation (1.13) donne

( 1.17)

Comme ceo ne dépend pas de y et z , l'intégration en y et z est triviale et
donne

Soit, en revenant aux fonctions inconnues de départ:

où A(x} est l'aire de la section droite du pavillon.

L'équation (I.16) fournit la forme sesquilinéaire attachée à l'équa-
tion des ondes unidimensionnelle pour un pavillon de section variable:

( 1.18)

soudre

d'oG
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1.3.- SERIE REPRESENTATIVE DE LA SOLUTION D'UNE EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES

A COEFFICIENTS VARIABLES -

où

L'équation (1.18) est un cas très particulier de lléquation qui régit
la propagation des ondes dans un milieu hétérogène. Examinons tout d'abord le

cas général.

Dans de nombreux problèmes la conservation de llénergie conduit à

une équation fonctionnelle de la forme

et

Les fonctions ý , ý et F doivent appartenir à des espaces fonction-
nels convenablement choisis; A(x) doit être suffisamment régulière pour que
les intégrales figurant dans (1.18) aient un sens; on peut supposer A(x) con-

tinu par morceaux.

(ft v) = produit scalaire dans L2(n), (L2 étant llespace oe Hilbert sur n ouvert
de FRn).

Si f est une source appartenant à L2(n), on cherche u dans un espace
Hilbertien V(ý) ý L2(n), vérifiant (1.19) quel que soit v ý V (n). On voit
bien que l'équation (1.18) correspond à m = 1.

Nous allons résumer ici les résultats de P.FILIPPI {I}. Le principe
des calculs est basé sur la comparaison entre la solution cherchée et celle dlun

problème de même type que lion sait résoudre. La différence entre ces deux so-

lutions slexprime par une série. Llexistence et llunicité de ces solutions est
supposée acqui,e.



qui correspond pour m = 1 à un pavillon de section constante. Dlaprès cette
forme et la forme (1.19), on définit deux fonctions de Green de l'espace in-

défini de la façon suivante:

avec '\) f_ 1J ( .n)

ý(x) en passant par
S

JJ [ ýý ('() ) -ü (X)
]

= '.H sJ

On peut vérifier l'égalité suivante

t t-
a (x ) - Ol ... 0

( 1.22)

(1.21)

On définit la forme sesquilinéaire suivante

- 13 -

(I. 20)

et

Si on suppose que r: (x) est connue, on veut trouver
1 ýt . S

es e apes SUl vantes :

a) Symétrie des fonctions de Green :

1.4.-S0LUTION DE L'EQUATION ý(u, v) = (f, v) -

-------------------------------------------------

( ý (n) = espace des fonctions Cý à support compact).

L'unicité de ces fonctions est assurée par une condition de Sommerfeld.
On suppose que ces deux milieux différent sur un domaine w, clest-A-dire :
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si on pose

et

Dans l'égalité ci-dessus, on a :

(I. 23)

D'autre part, l'équation c!3(u, v) nous donne l'égalité suivante:

En utilisant cette égalité, d'après l'expression (1.23) on a :

Or, on sait par ailleurs, que:

donc :

(I. 25)

Les fonctions de Green sont donc symétriques.
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b) Equations intégrales :

On définit une autre forme sesquilinéaire de la façon suivante

c'est-a-dire

où

dont west le support.

D'après les équations (1.21) et (1.22). on a :

d'où

-
En portant l'expression de v(x) donnée par (1.22) on obtient:

Ceci peut s'êcrtre sous la forme :

"
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ce qui donne

( I. 26)

qui est une équation intégrale où la fonction ý(t) de la variable test
l'inconnue. ý

Ainsi d'après cette égalité:

on a

et on aboutit à une équation intégrale:

( 1.27)

dans laquelle la fonction rs(x) de la variable x est l'inconnue.

c) Expression stationnaire:

En appliquant à l'égalité suivante

,." -
ý/1.) -(.(1) -t-J3f(ý.(t))lt(t)J.o

'" -
l'opérateur cD" l· ) rs (a) J

,il vient:

et si on ajoute cette expression à l'équation (1.26) on trouve:

(1. 28)
N _ N _

ý (i.) - r; (!. ) == -.!> [ý( t ) ) r; (r. ) J
- ý r .e: ( t ) , r: ( t) Jý t :> J(l al( s

-t £
JI [ Ct t t )) G (ý ) J - £-'C lýt l. ýJ(

l t) I ft (t )J J r.;z li ) J
qui est une expression stationnaire par rapport à rt(L) et rs(x).
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En effet si on dérive par rapport à rs(x) on obtient une quantité nulle

et en dérivant par rapport à rt(E) :

qui est aussi une quantité nulle.

d) Suites de fonctions associées à une base de L2(w)

Soit f cen} une base de L2(w).
""

On définit 't'n(x) de la façon suivante

(I. 29)

La relation

(I. 30)

définit une suite de fonction ýn(x). D'autre part, on peut démontrer l'éga-

lité suivante:

(1.31)

"
D'après cette égalité la fonction ýn(x) peut être considérée comme le rayon-
nement d'une source cen(t) dans le milieu de référence ou cormle celui d'une
Source ý (t) dan5 l'autre milieu. C'ýst-à-dire que l'on peut exprimer le

n
rayonnement de rt(x) à partir de celui de ý(x), c'est le point important de
la méthode.
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0
ý
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;
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= -

(I. 33)

(1. 32)

En vertu de la symétrie de ý(x) ( <Oa-s(t) = ýt(s) ) cette expression peut

s'écrire

En introduisant ceci dans l'expression stationnaire (I.28) il vient:

L'étape suivante consiste 4 appliquer une méthode de Ritz-Galerkin

pour trouver un système algébrique linéaire, dont la solution permet d'obte-

nir une représentation approximative de ýs{t) - rs{t).

On développe rs(x) et rx(E) en série de ýn{x) sous la forme :

e) Approximations et expression de ý(t) - rs{t) :



·
"\=0
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et

(I. 35)

est bonne.

(I. 34)

Il est intéressant de remarquer que l'approximation de l'équation (1.35) est

d'autant meilleure que l'approximation de rs(x) et rx(E) par.

" a

) G (.);:; L bý 'tot.)
o 8

J=o
\

ý
0

( r l t) N L " 'Po{ J( )

1(
0 t.

aaQ

On obtient ainsi des systèmes linéaires donnant une approximation des b! et

des bý En portant ces deux expressions dans l'expression de 's(E), on trouve

La méthode de Ritz-Galerkin consiste a tronquer la série (1.33)

a l'ordre N et a utiliser la propriété de stationnarité par rapport aux

bý ou aux b!
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D {) t)00 0\ 0"'-\

ýo

1)00

sous la forme d'une série:

(I. 36)

a laquelle on associe les déterminants suivants:

f) Solution explicite des systemes (1.34) et représentation de ýS(L) - fS(L)

Soit ýý(L) l'approximation de ý(L) - fS(L) donnée par la formule

(1.35), on définit la matrice d'éléments D .. par:
1l

"
." - " - -I)

ý (I).... -, ",

It
ON = déterminant dela matrice 01j'
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DtlO

ýl i/ý)J Dý l ýýtt))

{)'" _\ D ý

rJ tI-\
ý(t)-1> CL)--

J $

pJ ri .. \ tI-\ 1'1-1 ,. 0

1f = (ý- ý
-

) + (q> -"\> J ý ..... -t l ý -q> ) .,.q,

(I. 39)

(1.40) ý/t) - GO:) a -

On peut montrer (voir Annexe 1) que la différence entre deux appro-
ximations consécutives a pour expression :

En utilisant l'égalité suivante:

et en faisant croître N a l'infini on trouve

qui est la série cherchée.

On peut montrer que cette série converge au sens des distributions
quelle que soit la base {ýn} utilisée pour sa construction. On peut donc es-
pérer que la rapidité de convergence dépendra du choix de cette base.
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CHA PIT REI I

----------------------------

CALCUL APPROCHE DES FREQUENCES PROPRES D'UN PAVILLON
_._._._._._=_=_=_._=_a_=_=_=_=_=_=_=_=_=_._._:_._._=_=-



A(x) = ak x + Ao

Ao = constante donnée ýt A(ý)

ak = constante donnée

k = nombre d'onde
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CHA PIT REI I

---------------------------

-=-=-=.=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-
CALCUL APPROCHE DES FREQUENCES PROPRES D'UN PAVILLON

II.1.- PAVILLON DE SECTION VARIANT LINEAIREMENT -

Nous nous proposons dans ce chapitre d'utiliser la première appro-
ximation de la solution de l'équation (1.18) pour calculer les fréquences pro-
pres dlun pavillon de section variable.

En effet, comme la série (1.40) est convergente quel que soit le

choix de la base {ýn}' il est possible de choisir les ýn telles que la conver-
gence de la série (1.40) soit plus ou moins rapide. En particulier on peut se
poser la question de savoir si un choix convenable de la première fonction de
base ýo permet d'obtenir une bonne approximation. On sera guidé dans le choix
de fo par le fait qu'à une approximation d'ordre N de ý - r correspond une
approximation d'ordre N de la fonction connue r (voir formule 1.32).

Il.1.1.- Mise en équation du problème -

On considère un pavillon de longueur donnée 1 dont la section A(x)
varie suivant la loi :

Pour chercher les fréquences propres de ce pavillon on a à résou-
dre l'équation suivante:

(11.1) JAý)l-luý;ý:U;Jdý.O
w

U;O,Vý
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du système ci-dessus est nul.

Pour simplifier les calculs on choisit Al(x) constant; on verra

que le meilleur choix est Al = akl + Ao·

Pour un pavillon à extrémités
réfléchissantes, les conditions aux li-

mi tes s' écri vent: ý ., 0

ýJ(

ne soit pas identiquement nul, et satisfasse à des conditions aux limites

homogêne\ en x = 0 et x = 1 :

et on aboutit au système suivant

ce qui conduit à chercher les valeurs de k pour lesquelles le déterminant

Supposons qu'on prolonge le pavillon jusqu'à l'infini pour x < 0 et x > l,

par une section quelconque A1(x) ; soit ý la solution élémentaire de ce do-

maine infini. La recherche des valeurs propres de (11.1) se ramène au problè-
me sui vant : soit ý160 et ý261 ' deux sources placées en x = 0 et x = 1 ;

déterminer les valeurs de k telles que le champ
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.0
a ý(o)

CI(11.2)

(11.3)

Le milieu de référence sera bien sûr le tuyau infini, de section
constante Al. En conséquence la fonction rs(x) a pour expression:

Voulant nous contenter de la première approximation de ý - r nous

devons jouer sur l'arbitraire de Al et de ýo ; nous sommes guidés dans ce

choix par le fait que la première approximation de rs(x) :

D10ù lléquation donnant les nombres d10nde propres

soit encore

(11.4)

doit être aussi bonne que possible. Nous allons voir que pour une source

en S
-;,

0 un bon choi x de
Cf 0

es t

.;Itxce· e"

Mais pour une source en S ý 1 , il est bon de choisir

Ainsi est-on conduit à utilisar deux expressions différentes pour ý, '

l'une pour décrire le rayonnement de la source d'amplitude ýl placée en x = 0,

et l'autre pour décrire celui de la source d'amplitude ý2 placée en x = 1.
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II.1.2.- Calcul de ýs(x)-

a) ý ý 0

Dlaprès la formule (1.31), on a :

(11.5)

"-

Pour calculer ýo(x) dans le cas où la source est dans la rêgion x ý D, on
.. "ICI(choisit la fonction Cf(t). e , on a alors:

o

(11.6)

avec

Tous calculs faits, on trouve:

-= =

et pour

Le détail des calculs se trouve dans l'Annexe II.
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Pour calculer Dao' d'après la formule (1.36) on a

tV

Doo = ý(ý(J[)) <f.lIlJ]

,

ou
(11.7)

o

Pour simplifier les calculs, si on pose:

pour

et pour

avec :

on trouve

oýx < ý ý
= ::

" ",Ir I( ",h -"k.
q>tl().oIltK.¬ +(Je +le

o

It
.
., t"lt')

- !.( _! - ,
) ( '1 +;t - ý ) (e.. -1

t It, t

Le détail des calculs est donné dans l'Annexe III.
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Nous allons voir qu'en posant:

nous obtenons une approximation au premier ordre de r qui est satisfaisante.
En effet, il vient:

et en posant

(11.8)

on aura

ý

et en portant les expressions de ýo(S), ýo(x) et 000 dans l'expression
de (11.4) on trouve

I
i

I

Après simplification, on obtient:
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On remarque que cette expression est pratiquement égale 4 r si

c'est la seule hypothèse restrictive à faire.

On note que :

Pour calculer ýs(x)t en ne conservant que le premier terme de
la série (1.40) on a :

(I I. 9)

1\ "

et en portant les valeurs de ýo(s)t ýo(x) et 000 dans cette expression,
on trouve :

Soit aprês simplification

(11.10)

avec

!I

ý

,
/

b)

Dans le cas 00 l'on supDose que la source est dans la région
-ýký

1 1S > 1 " on choisit la fonction ý(t)- ý pour les ca cu s.
ý .
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On a alors

c

(11.11)

f
lýJ j r d r.. (t) el

-.jk Y 1. -.lc.y
T t t ) = L -lily) ___J_ - e -t k Ii(y) r: (r) e,

]
rJ.yo

tJ.y tAy 1

o

Tous calculs faits, on trouve

(I I. 12)

et

(11.13)

D'après la définition de a, B, ý , on peut écrire ces deux fonctions sous
la fonne :

et

: :

'" - -ikl
ý(JC) =- - +.e

o I

t

(11.14)

le détail des calculs est donné dans l'Annexe Il.

On trouve ainsi :

le détail des calculs est donné dans l'Annexe III.
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ý
En portant les expressions de ý ($)

) ý tIC) J Cýo dans
0" ..

la formule (11.4), on trouve:

Soit, après avoir simplifié

:

et pour que cette expression approche bien la fonction r (x), il suffit de
(J( Ic.P .\

s
A J.prendre -It 1.." I . En portant les expressions de 4'{x)) '¥lS) tA Doot I

0 0

dlaprès les équations (11.12), (11.13) et (11.14) dans la formule (11.9), on

trouve :

c

'l,

(11.15) S)ý ý=

avec

il(I(J =
S

t
,

II.1.3.- Fréquences propres -

Pour exprimer llaction des parois limitant le pavillon, on place
deux sources fictives aux extrémités du pavillon; le mode propre U a pour ex-
pression

(11.16 )



; .:
ý
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Pour un pavillon fermé aux extrémités, la vitesse acoustique V

est nulle sur les parois; il en est de même du déplacement '1 , car Vc- .. wý

Il faut donc trouver une expression de f en fonction de U valable dans le
domaine w. Pour ce faire, on peut effectuer une intégration par partie de
l'expression suivante

j (- Al'j d, U (), ü + IttAl.j U';)ý. & 0

Ca)

qui conduit à l'équation:

(11.17)

valable dans w puisque A est dérivable dans w.

D'après la formule (1.1), on a :

(I I. 18)

En portant dans la formule (11.17), il vient

(11.19)

ou

(11.20)

ct

Ale ý: J
Al'IUl'jlh

Il

A

Comme nous utilisons une approximation U de la formule (11.16)

obtenue avec les expressions approchées de ýo{x) et ýl(x) précédemment
calculées, il faut déterminer laquelle des deux formules (11.18) et (11.20)

JI.

donne la meilleure approximation de l . La fonction U vérifie:

(I

.:ý

(11.21)
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Défi ni ssons J et l par:
f

'to

'ft'!.

JA}=-- Aýglý
I "",W

et

En dérivant la formule (11.19), on trouve

(II.22)

Mais r, et ýl vérifient:

(II .23)

(I I. 24)

En portant les valeurs de Il et r, dans les formules (11.23)

et (11.24), on obtient:

1- -
'lac

A

Pour trouver h il suffit de reporter la valeur de U(x) dans l'équa-

tion (11.21). D1après la relation (11.16) on a :

"
U -

..
En portant U dans l'équation (11.21), il vient:
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Cela donne

ýý IÇ'
'_ "'Id t ......t.;"." "Ill , AU

... 1 'l t tA 4" ' a , Cl· 1 ....

ý'-.
_-+ --le. 1'ýý e - __ t+-t

Je [-ýýk!_] Il '4ý, '4ý, 't ", AI

lý,k", ý-!!f (l'' ý "w" It,
..... ý- ý

t 1\, It,

et

"p ç
, ýk., , ..," _"le. tc ... 'k.

1.
(

(jl ý....
"'II lý e

'" 1 T. ... _-Jý +Ï\e e, -
t. A,

ý,c I( l-ý ýkýl '
4ft, '4 ,

t,."ltll, « ak' t .'to) ý A,- - ý 1
ý

En di visant ý 2
par ý 1 t on trouve

_'_'to . __ 1

(
.....

ý, .. ",tlke_.".
'" ".

Posons ; " t, l' tý ý ,a lors

ýl '"

I:- _ ------ -tt
Q ... ý. - Cl.!.'
a,

AI ý.

ou

3"'.!rý_·ý,
"I L ,

'"
lJ

'1'
'l + '\'

'l
, ...

1·
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En prenant le module

\
1ý 1=
ýI

Cl
, ý, '1't

"t l' If l.

\ ..

__ 1__ f -\t
ýT .k(_ ý l

Il, ýI

.... "
Considérons dès maintenant que f désigne --- (Nous le démontrons par laý"I
suite). L'expression R ci-dessus s'écrit alors

Puisque cette quantité est toujours positive et que

et on en conclut que 11 est la meilleure approximation de l et sera donc

a utiliser pour exprimer les conditions aux limites.

_ .. ,
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On a donc :

Posons

On a

Les conditions aux limites donnent le système suivant

Pour que ce système ait une solution non nulle, il faut que le déterminant

des coefficients soit nul, clest-A-dire :

{IL2S}

En portant 11expression de ýo{x} dlaprès {II.IO} dans 11expression de C1o{x},

il vient:

I

r

L
I
,

En intégrant et en gardant les termes du premier degré en on trouve
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De même on a pour

D'où
. ;

-1

C,CO} - -"
o til

1

(-1-

ý .. f
e

(
-1- ý _ r ..

a"P
J

" .
... , ... -

1- - 't t Cfý, tý1 .. ý,
M,

.;"f
___ e

[
-'_ - a" --4 ... f)

.. k' ý; -I. - - f ... - -( - ... - J
ý ...... , '4 ", A, -tA, lI',

tA,

I
I
I
,.'

L'équation {II.25} s'écrit donc
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ý

!

I
I
,

I

I
,
I

,

; cela nous
k.t - "" ft Tt. ,ce qui pennet de

t"ll.
e, N"
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donne :

o.'" .I( 1On a supposé ,
, c'est-A-dire que la perturbation esttý1

petite ; dans ce cas, les fréquences propres sont proches des fréquences pro-
pres d'un pavillon de section constante A extrémités réfléchissantes (kf-ýn) ,

on peut donc écrire pour le pavillon perturbé
considérer dans l'expression de f (11.8), que

En portant dans l'équation précédente, on a

ou

ou

,
-+ -

"

'LI 'L \ Iýýý
1. 't"" , " Il ... Q

L Il.. e "·_'1'ý- .. -",,.t-- .. _..
\

Aa" , ýI'L ý At
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"[l l "c..P l tII ... ýt Q.1. 1.\'J "tcll&ýt 0-t. -1 ... - - - - f-I - ! - ) t t, ... - - k., - - -, ý
t It, 'i "I t A,t l ýIt. If '\

(11.26)

En remplaçant ký par ".ut.t. t l vient

Après avoir simplifié. on obtient

(I I. 27)

L'équation (11.26) étant complexe. on calculet en minimisant le module ae (11.26).

On a :

en dérivant

d'où :

Ainsi s'exprime le glissement de fréquence propre du pavillon en fonction
du coefficient "a" définissant la variation de la section.
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II.1.4.- Application de la formule (11.27) -

Soit FI une fréquence propre d'un pavillon de section Al et

à extrémités réfléchissantes; on sait que

F
Co "" I( '" Co

.: - --- - ---
, tn. ý ýý

Soit F2 la fréquence propre correspondante pour le pavillon

de section variable; on a :

e
F. - ç " ---a t.,

... , tc"{

ou

F\-ý, "
ý "'Il"',

En remplaçant e d'après la formule (11.27), on trouve

(ýJt
bF 1 A,

f,
=

I.fIFlIl
--h.-ý-f-1-_-!-·k"""ý_-1-(.-Il-=-'J-1.-

..
-t-!.-I.-)----

L t ", 'i It, 'l. ft.1.

et en gardant les termes du premier degré
(litt

En remplaçant -----
",

en ý , on obtient
"0

(I I. 28) "

qui donne la variation relative de frêqýance propre.
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Il.1.5.- Solution classique du pavillon de section variant linéairement

(BREKHOVSKIY-h (51)-

On peut donner une solution analytique pour un pavillon de sec-
tion variant linéairement à l'aide de fonctions de Bessel. En effet, on a

p = - iwpU et d'après la formule (11.17), on obtient

avec A. Q.1t I( ... Ito

Si on divise les deux membres de cette équation par ak. il vient:

On introduit une nouvelle variable

qui donne

ou

(11.29)

qui est l'équation de Bessel du premier ordre et a pour solution

ou

(1I.30)



Faisant le changement de fonction 1'-- u./a., ,on a

II.1.6.- Solution asymptotique -

- 42 -

Mais en écrivant que le flux d'énergie à travers une section droite est le
même que celui traversant une section droite voisine, on a :

pour k-l. .o(ItVýý( ý- ý9»> 1 . On peut négl iger "'1 ýk\'" devant 1. Alors

où dx est la distance entre ces deux sections. On en conclut que

cédents.

c'est-a-dire que l'amplitude de p doit être inversement proportionnelle à

la racine carrée de A, ce qui n'est pas le cas dans la formule (11.30).
Toutefois cette propriété est vérifiée par l'expression asymptotique de (11.30)

obtenue pour dl"f « 1 ,ce qui est l'hypothèse faite dans les calculs pré-
ft(

la solut;on de cette équation devient

et

En portant dans l'équation (11.29), il vient:
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-.
H

On peut calculer les fréquences propres 4 partir de la relation

Il.1.7.- Fréquences propres -

ou

d'oO on a pour la solution générale

Cette solution montre que l'amplitude de la pression est inversement
proportionnelle à la racine carrée de A. Par la suite, nous nous référerons
parfois 4 cette solution en l'appelant solution "exacte".

\ý.o
V. - 0

1C.,f

D'après la formule (11.31), on a

(11.31)

En considérant les conditions aux limites, on obtient



1

(I I. 32)
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On en déduit la variation relative de fréquence propre

ce qui donne

(11.33)

Pour que ce systême ait une solution non nulle, il faut que son
déterminant soit nul, c'est-I-dire :

on a

ýF l-- -
F, "1l

soit

ýf .,
(,_ý)t

A,_- _,
f

.U Cl'")
1='\

tlt'\rt h. {1- --t-
It, &4Aý

't

et en négligeant
Q. devant l'unité:-
,\'1.

Si on pose :

ýý)t-
t",," ýo

"1\

Ce résultat n'est pas três différent de celui de la formule (11.28).



Ainsi d'après la formule (11.7), on trouve:

\

k
(týIt-ý,ý t';ký

t) - tý It.ft, +. - 1.lý ( e - 1
)

"1' "!.( e. _ .. )00 t 1. 1\, -th.-.\*\ t

Le détail des calculs se trouve dans l'Annexe Il.
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Le détail des calculs est donné dans l'Annexe III.

II.2.- PAVILLON A SECTION VARIANT EXPONENTIELLEMENT _

Nous reprenons les calculs précédents pour le cas 00 la section
du domaine w varie suivant la loi :

-----------------------------------------------------

Pour décrire le rayonnement de la source ý160 ' on choisit

ýk(
lfo(ll) - e,

et on trouve d'après la formule (11.6) les expressions suivantes

et

ou

avec



En posant
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on trouve :

si on suppose que :

Alors

ý 1..<. 1
Il

ou après simplification
!;

'tý

En reportant les valeurs de

on trouve :

'"
4J(.$) J ýl-) J 1)00 dans l'expression de (11.4) I

o "

ou

qui donne l'expression exacte de <tit) pour $ýO si on nêglige les termes

petits devant l'unité.
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" "'
En portant les expressions de ýU»)"'U)J'ý dans la formule (11.9),

ý 0 o.
on trouve:

pour avec

(
ýkC

Pour décrire le rayonnement de la source r,,0,f. on choisit 'f.(C).ý--.
La formule (11.11) pour A=f\.e. donne:

-.-Il - .. "e " _",kl(
e e -

i
e

-4 _.i=
t"

et

Le détail des calculs se trouve dans l'Annexe Il.

Si on suppose encore _ý ( 1 et

on trouve :
ý

<<.1 en prenant

A

En portant ý($))ý(X}e.t ýo dans l'expression (11.4) on trouve:

- ":Ic$r -ý"'J. .. 1 ,,""'ý, '" --a
'"

)

-"It (
-'tt ý le .,. (

-
t -1-"",Ut ý

ý.) e. .,. ( i. ,,_ ..
·.. I\.kf.

-
i e.

ou

-1 l41t(S-1.)
'" l '1

)

ýk ..
1 ( 1 -Ml _ýkCJ

S)ý"=> ýt) N. e 1" - \.
-

--:- .,. '\ e + -
\ - e -1) e,

:a t,I\Ill\, t -t-".!! t ,,_ ..ý
tk ýk

qui donne l'expression exacte de c;(t) pour Slý lorsqu'on négHge des termes
petits devant l'unité.
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" A

En portant ýol S} ) "i'.ll() el t:,oo dans la fonnule (I I. 9) on trouve

pour expression approchée ý(I() pour S>ý
s

(I I. 34)

pour avec ...... .f« 1

II.2.1.- Fréquences propres -

Pour écrire les conditions aux limites il nous faut 14 encore trou-

ver la meilleure approximation du déplacement r--x
Si on porte A.A.e dans la formule (11.22) il vient

(I I. 35)

ce qui montre que } vérifie la même équation que le potentiel des vitesses
on peut donc exprimer ý par:

Pour un pavillon à extrémités réfléchissantes les conditions aux li-

mites conduisent à :

_.

\J(.ýO

V=o -=* ý:O

I( " f

0100 lléquation aux fréquences propres:
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On a ;

4
_ .... t>

- L3
04 e i

(----a -- ý ..tÀIIý1 ï t 4 _ "..!: t
tit

--f --t
-ýl"'- e.. lJ" ... ý t -4 .. ý

Ut tk

Ces relations nous donnent

Après avoir effectué les calculs et en posant , on trouve

Si on pose encore J..I II /PI If + ý
, on obtient

Soit finalement :

(II. 36) to.
"
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11.2.2.- Solution classique -

En portant dans l'équation (11.35) une solution de la forme

ýtl(
t = Be

on trouve

dloO

Y. -ýý 't
{

..
'-_ ý

't
-

'+

Ainsi la solution générale de cette équation sera de la forme

En écrivant les conditions aux limites, on trouve

avec

V.o.

"lx ýlct( _ýhV(
l= e [13ý ... Ct J

t'. I .. - /tit y"4k.L

O'Tc.=o

..·.. t., -ý'(ý
t5ý +c.e .0

ce qui donne pour les fréquences propres

ou

Mais on a

Soit

dloO

qui nlest pas loin du résultat (11.36) qulon a trouvé d'aprês la formule approchée.

xxx
x
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CHA PIT R E I I I

-----------------------------
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VER I FIC A T ION EXP E RIM E N TAL E
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-----------------------------

-.-=-=-=-=-:-=-=-=-=-:-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-
EXP E RIM E N TAL EVER I FIC A T ION

CHA PIT REI I I

En vue d'éprouver la validité de llapproximation proposée au chapitre
précédent (§ II.1.2), nous avons effectué l'étude expérimentale suivante:

On a réalisé deux tuyaux de même longueur, l'un de section constante
rectangulaire sert de référence (I) ; la section du second est rectangulaire
mais varie linéairement suivant le grand axe.

Pour déterminer les longueurs d'onde propres du tuyau on effectue

un repérage des fréquences propres, puis on mesure la distance entre deux mi-

nima consécutifs; on compare ensuite les résultats obtenus avec l'un puis

l'autre tuyau.

Remarque

les diverses dimensions sont précisées sur le schéma (I) (p.S3).

Ces guides sont fermés par deux sections droites rigides et dont

l'une percée dlun trou où débouche une sonde reliée à une chambre de compres-
sion. Le trou est ass£z petit pour ne pas perturber la condition de

réflection totale. les enceintes acoustiques ainsi constituées sont réalisées

en plaque de duralumin de 8 mm dlépaisseur de sorte que la condition aux li-

mites de Neumann est très bien satisfaite.

le montage de mesure est schématisé sur la figure (2) (p.S3). La

fréquence dlexcitation est obtenue à partir dlun synthétiseur (Stabilité re-

lative : 10-8).

--------
En ce qui concerne le premier mode, un seul noeud de pression appa-

ra't ; aussi mesure-t-on la distance qui le sépare de l'extrémité du pavillon
et qui est égale à un quart de la longueur d'onde.
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Pour repérer les fréquences propres on a placé un microphone à

condensateur (type B. & K.) sur l'une des parois du pavillon; la face avant
du microphone affleure exactement cette paroi. On fait varier la fréquence
du synthétiseur jusqu'à obtention du signal maximum au microphone; ceci a

lieu si la fréquence du synthétiseur est une fréquence de résonance du pa-
villon. On a placé en outre un autre microphone électrodynamique mobile se-

lon l'axe du pavillon en vue de repérer les minima successifs du champ;
on a noté ces positions (dl' d2 ... dn). Les minima successifs sont distants
d'une demi longueur d'onde, ce qui permet d'évaluer la longueur d'onde corres-
pondante. Pour contrôler la mesure de la longueur dlonde propre on lia dé-

duite de la mesure de fréquence en tenant compte de la variation de la célé-

rité c du son en fonction de la température

t
c = 331 I 1 + 273

où t est la température en degrés centigrades.

On a calculé ensuite le rapport R = flf- f (fi étant la fréquence

propre du pavillon de section variable et f celle du pavillon de référence)

puis on a évalué la moyenne des mesures effectuées à des dates différentes,
RI + Rn

Rm= n
. On a estimé l'erreur sur R par l'écart maximum entre

ý et les différentes mesures R

Les résultats des mesures sont récapitulés dans les tableaux suivants.



+'
s..
0
Q.
Q.
lU
s..

s..
lU
Q.

In
ýo

QI-
I

ý

s.._ )(
:l ý
In Il

ýc-
In

QI
ý QI

c
c c
0 QI

'r-

ý
)(

In
s, E
QI
Q.IU
In _

'r-
0o IlU

ý

)(

- 55

ZI
I+- M 0 N a M I.{') I.{') M M N

I.{') M m M U') - - U') I.{') I.{')- N .-4 N .-4 .-4 .-4 .-4 .-4 -a a a a 0 a 0 0 0 0
Il .. .. .. .. .. .. .. .. .. ..

0 0 0 a 0 a 0 0 a 0
CI::

o:t' N o:t' t" co o:t' 0 0 0 -=t- .. .. .. .. .. .. .. .. .. ..
N 0 m a m a 0 a a 0 Ný N .-4 N .-4 N N N N N N..... - .-4 - .-4 .-4 - .-4 .-4 ..... .....

I ..... Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il- - - - - - - - - -..... QI 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
ý .0 N N N N N N N N N N- :l I , I I , I I
o:t' .,_ .-4 co ..... ct) N N I I I ID- .. .. .. .. .. .. ..

Il 5 1.0 I.{') 1.0 I.{') 1.0 1.0 ID ID ID ID
I.{') U') I.{') I.{') U') I.{') I.{') I.{') I.{') I.{')

-<: .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... -
o:t' o:t' o:t' o:t' o:t' o:t' o:t' o:t' o:t' -=t

.....

..... 0'1 m o:t' 0'1 ...... ID 1.0 I.{') a M
u!,+- ID m r-, 0'1 ..... N 0 m a -=t

-QI .. .. .. .. .. .. .. .. .. ..
Il E.o CX) r--, CX) r-, m m m CX) 0'1 CX)

U:l N N N N N N N N N N
-« _,_ ..... ..... ..... ..... .-4 ..... ..... ..... ..... .....

o:t' a CX) a o:t' ct) N o:t' o:t' ID- .. .. .. .. .. .. .. .. .. ..
N CX) CX) CX) 1.0 o:t' CX) ...... co CX) M

ý N N N M N N N N N N
..... ..... ..... ..... ..... ..... ..... - - ..... .....

I Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il
QI - - ..-... ..-... - - - - - -- .0 ID 1.0 1.0 1.0 ID ID ID 1.0 ID ID

ý :l N N N N N N N N N N- .,_ I I I I I I I I

o:t' ..... I N I ..... N ct) .-4 ..... m- .. .. .. .. .. .. .. ..
Il 5 CX) CX) CX) a ...... ct) ...... CX) CX) ID

I.{') I.{') I.{') 1.0 I.{') I.{') I.{') I.{') I.{') I.{')

-« .......... - .......... .......... .......... - .......... - .......... .......... -
o:t' o:t' o:t' o:t' o:t' o:t' o:t' o:t' o:t' o:t'

..... 1.0 M - M ..... a o:t' M N co
u!,+- 1.0 m N m ..... CX) I.{') m a M

QI .. .. .. .. .. .. .. .. .. ..
Il -.0 a a ..... a ..... a a a ..... 0

E:l M M M M M M M M M M

-« U.,_ ..... ..... ..... ..... ..... ..... .-4 ..... ..... -
..........

QI
UQI .....
c.QI .....

......
QI s.._ 1.0 r--, I.{') ...... I.{') o:t' I.{') I.{') I.{')

:l:lNQI 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 ID 1.0 ID ID ID

C"1n:::I:.o N N N N N N N N N N

.QI QI""""":l
s, E .,_

LA...

QI
UQI
C·QI .....

N ..... ..... M
QI s..- N ..... a ..... ..... .....
:l:l NQI 1.0 ID ID ID 1.0 ID ID ID ID ID

C"1n:::I:.o N N N N N N N N N N

\QIý""""":l
s.. .,_

LA...

QI
s..
:l-

+' In
o:t' I.{') o:t'lU ,QI .. .. ..s..s..

CO 0'1 ...... CO CX) CO 0'QI C'I 0'1 CX) ......
Q.QI - - - ..... - ..... ..... - ..... N

eo
QI-

.,_

-
.....

Il

C-

.....

LoJ

...J

al

c:(

.,_



f
)(

.....
ý

...,
...
8.
ý'"
...

...'"
ý

II'

QI -... N
::31

II' Il

I c:-
II'

QI
ý QI

c:
C c:
0 QI

'r-

ý
II'

10...
QI --
ý '" II(

II' r- ot'r-
0 na

I(
w

o
\8

- 56 -

!ý 0\ 0\ 0 0\ 0\ 0 0 0 0 0\
Ion Ion \0 Ion Ion <c:t" <c:t" \D <c:t" M
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0Il .. .. .. .. .. .. .. .. .. ..

cr:
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0
\0

N N \D 0 0 .. 0 <c:t" 0- .. .. .. .. .. .. \D .. .. ..
N r--, " " \0 " " \D " " "ý \0 \0 \0 \0 \0 \0 Il \0 \0 \0

Il Il Il Il Il - Il Il Il
I - - - - Il - ý - - -- Ion \0 " Ion \0 .. \0 Ion Ion

...-4 - .. .. .. .. - .. ...-4 .. .. ..
ý ...... ...... ...... ...-4 Ion ...... ý ...-4 ...-4 ...-4- QI ý ý ý ý .. ý I <c:t" ý ý
N .0 I I I I ...-4 I " I I

-:::l ...-4 ...-4 ý co ý ...-4 ...... ...-4 N I
Il 51- .. .. .. .. I .. .. .. ..

Ion Ion Ion ý Ion Ion ý Ion Ion Ion-<- " " r-, " " " " " " r--,- - - - - - - - - -
N N N N N N N N N N

-- 0\ " N " 0\ ý N 0 M \0vI'+- M N ý N M ý M ý ý M
-QI .. .. .. .. .. .. .. .. .. ..

Il 5-§ " " " " " " " " " "
\0 \0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0-< -I-

co
..

0 co 0 N " 1.0 1.0 co 1.0 N- .. .. .. .. 1.0 .. .. .. .. ..
N co " co co Il r--, " " " "

ý 1.0 1.0 1.0 1.0 - 1.0 1.0 1.0 1.0 \0
Il Il Il Il Ion Il Il Il Il Il

I - - - - - " - - - - -
r-, co co 1.0 .. co " co " 0\

...-4 QI .. .. .. .. ...-4 .. .. .. .. ..
ý .0 ...-4 ...-4 ...-4 ...-4 ý ...... ...-4 ...-4 ...-4 ......- :::l ý ý ý ý I ý ý ý ý <c:t"
N l- I I I I Ion I I I I I- " " co " 1.0 1.0 Ion " Ion Ion

Il E .. .. .. .. .. .. .. .. .. ..
V Ion Ion Ion Ion Ion Ion Ion Ion Ion Ion-<- r-, " " " " " r--, " " "- - - - - - - - - -

N N N N N N N N N N

-vI'+- 0\ " N 1.0 1.0 M 0\ 0 N M

QI " 1.0 co 1.0 " " Ion co " 1.0
Il -.0 .. .. .. .. .. .. .. .. .. ..

-<5ý r-, " r-, " " " " " " "
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 \0 1.0 1.0-

C1J

VQl -
C'C1J -
C1J s..-

co co 1.0 co " " 0\:::l:::lNQI co co 1.0

C"",:::z:::.o 0 0 ::> 0 0 0 0 0 0 0
'QI C1J - :::l Ion Ion Ion Ion Ion Ion Ion Ion Ion Ion

s.. E l-
L&..

ýQI
CI(lI -
QI s..-

<c:t" \0 <c:t" I.l') ":::l:::lNQI Ion Ion M I.l') Ln

C"II':::z:::.o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
,QI ý-:::l Ion Ion I.l') I.l') I.l') I.l') I.l') I.l') I.l') I.l')

... l-
L&..

QI
s,
:::l-
""11'

<c:t" Ion <c:t"""QI
s.. ... .. .. ..

,QI C'I 0\ co r--, co 0\ " co co co 0
ýQI ...-4 ...-4 ...-4 ...-4 ...-4 ...-4 ...-4 ...-4 ...-4 N

EO
QI-

I-

ý.I

-
N

Il

c:-
,- -....
f
,

:::)

ý,cr:
L&J

_, ...-
al

Î
cr:

I-



('l')
s..
lU Il
ý

C
III -
QI
s, eu
:::::s C
III C

ý
eu

ý
III e
eu

"0 1'0
r-

C
0 '1'0

or-
III ý r
s, s, '0
eu 0 ....
ý ý )(
III 0. D'or- 1'0

0 s..

* .... J

- 57 -

Zý \0 0 r--, 0 \0 " \0 0 " ('f')C\I ý N ý N N N ý N -0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Il 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

.. .. .. .. .. .. .. .. .. ..0:: 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

N 0 N N co N ý 0 N ý- .. .. .. .. .. .. .. .. .. ..C\I
U") U") U") U") ý U") U") U") U") ý"0 ý ý o::t' V V ý ý <0:1- V VIl Il Il Il Il Il Il Il

I - - - - - - - Il Il - -- ('f') co .-4 .-4 V ('f') m U")-- .. .. .. .. .. .. - - .. .."0 eQl \.0 co m \.0 \.0 \.0 \.0 m co 1.0- Uý ('f') L.O L.O ('f') ('f') ('f') ('f') L.O U") ('f')N - ::3 , I I I I I I I I ,t- m ('f') r--, r-, co m " L.O L.O "Il .. .. .. .. .. .. .. .. .. ..co .-4 .-4 co co co co .-4 .-4 co-«
U") co co U") U") U") L.O co co L.O- --- --- - - --- - - - -N N N N N N N N N N-ul4- - N o::t' L.O o::t' N 0 co 0 N "- N .-4 N .-4 N N .-4 N N .-4Il e QI .. .. .. .. .. .. .. .. .. ..Uý U") L.O L.O L.O L.O L.O L.O U") U") L.O-« - ::3 o::t' o::t' o::t' o::t' o::t' o::t' o::t' o::t' V Vt-

V N V 1.0 V 1.0 <0:1- <0:1- m co- .. .. .. .. .. .. .. .. .. ..
N L.O L.O L.O L.O L.O L.O L.O L.O U") V"0 <0:1- o::t' o::t' o::t' V o::t' o::t' <0:1- V <0:1-Il Il Il Il IlI - - Il Il Il Il - - Il -- N N .-4 N ý-- .. .. - - - - .. .. - ..

"0 e 1.0 1.0 ('f') 1.0 ('f') N 1.0 1.0 m 1.0- UQI ('f') ('f') .. ('f') .. .. ('f') ('f') L.O ('f')
N -ý I , \.0 , 1.0 \.0 I I I ,

::3 m co ('f') co ('f') C"') co m " cot- .. .. I .. I I .. .. .. ..Il

co co m co m m co co - co-« U") LO LO LO LO LO LO LO co LO- - - - - - - - - -
N N N N N N N N N N

UI4- - o::t' N " N N o::t' 0 co U") ('f')
('f') C"') C"') ('f') ('f') C"') ('f') ('f') ('f') N-

.. .. .... .. .. .. .. .. ..Il 5ý LO L.O LO LO LO LO LO LO LOLO
- ::3 o::t' o::t' o::t' V o::t' o::t' V <0:1- V o::t'-«

t-

QI
UQI -
C'QI -
QI s.._

o::t' " r--, LO " \0 \.0 m::3 ::3NQI " ,......

LO LO LO U") LI')c:rlll:::I:ý LO L.O LI') LI') LI') " " "" ,...... " r-, " ",QI QI -::3 "
s.. e t-

u,

ýQI
C,QI -
QI s..-

<0:1- N <0:1- LI') ('f') LI') ('f') ý co:::::S:::::s NQI LO
LI') LI') U") LI') LI')LI') LO LI') LI')c:rlll:::I:ý LO " " " " " "IQlQI-:::::S " " " "

s.. e t-
u...

ý
:::::s-

"ýIII
<0:1- LI')IUIQI .. .. ..s..s.. " co 0\ " Q) Q) Q) 0,eu C) m Q)

.-4 .-4 .-4 .-4 .-4 N.-4 - -ýeu -eoeu-
....

"
c:

....

....

....



- 58 -

Mode R calculé R calculé
axiale R ýR approché asymptotiquem

n

1 0,0164 0,0066 0,0250 0,0250

2 0,0051 0,0012 0,0063 0,0063

3 0,0029 0,0011 0,0028 0,0028

TAB LEA U IV

Le Tableau IV fait apparaître la comparaison entre les valeurs

calculées de R par les deux méthodes exposées au chapitre II

(§ II.1.2 et § II.1.5) et la valeur moyenne Rm des mesures.

On constate que calculs et expérience sont en bonne concor-

dance, l'erreur maximum apparaissant sur le premier mode dont
le repérage est toujours le plus délicat.
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CHA PIT REI Y----------------------------------

CON C LUS ION
-.-.-.-a-.-a-.-.-._._a_._._._._
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CHAPITRE IV
--------------------------

CON C LUS ION
-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-

IV.1.- PAVILLON DE SECTION VARIANT LINEAIREMENT -

--------------------------------------------------
On a trouvé d I après la premi ère approxtaatf on de '" - rune ex-

pression du glissement de fréquence propre t1:

(IV.1)

Mais la valeur "exacte" de ce glissement de fréquence a pour expression

(IV.2)

akl 1On constate que pour
1'l

,\,
'2 les deux formules donnent à peu

près le même résultat, mais pour ý
«1 la formule "exacte" donne t2

1

deux fois plus grand que t: l'

Les calculs suivants montrent que ceci correspond a l'approximation
de

dans la formule "exacte".



t" -.týý------.---------- t

f>,
ýIu(

------ -------- e

I ý «Ita
" - -

ý,

ýIu(
e ....

(

>(.0

En effet d'après la formule (11.31), on a

ý
ý"(

------.------ý e ý
.... 1( ... r .. 'l,'ý\ ---

AI 1l,
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'Of
--0
'Ox

En considérant les conditions aux limites, ,1 vient

d'où

En écr;vant

on a
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ce qu; donne

Soit avec kl = nn + £

(IV.3) t:,.

qui est l'express;on £1 (IV.1) pour akl
r- «1.
1\1

IV.2.- PAVILLON DE SECTION VARIANT EXPONENTIELLEMENT -

-------------------------------------------------------
On a trouvé d'après la prem;ère approx;mation de ;r

- r une ex-
pression du glissement de fréquence propre £1

. '

,
, I

(IV.4)

Mais la valeur "exacte" de ce glissement de fréquence propre a

pour expression

(IV.S) "... n
t " - -,.ý

t , It

On constate que pour ml «1 l'expression de £1 (IV.4) est deux

fois plus grande que £2 (IV.S)
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Ce travail montre en définitive, qu'en appliquant la théorie géné-
rale développée par P.FllIPPI, nous avons pu obtenir une bonne approximation

des premières fréquences propres axiales d'un tuyau de section variable à

extrémités réfléchissantes. l'expérience simple a permis de confirmer que
l'équation approchée adoptée ainsi que la méthode de calcul utilisée étaient
bien adaptées au phénomène.

Les résultats que nous avons obtenus sur cet exemple simple permet-

tent d'espérer que la théorie proposée soit efficace dans des cas plus com-

plexes pour lesquels aucune solution analytique n'est possible.
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ANN E X E I

-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-

Soit blý " une solution du système (1.34) correspond I (i " O. 1 """. N-I)

et (j = O. 1, ... N-l). On définit aý et B: tels que:

(1)

. . .

Aý· \,ý -.:ý
t. t. L

fi bý
Ilt. C

t

(2)

ý.o" ".... , .. -\

Dlune maniêre similaire. on a

. ý.O""".,"·'-. ý'\ c: ;.,.( fJs -
J

- s
,

(3)

\ ý:= ý
et

.

ýaa: 0,
(4)

.

,-0,1, .... ,".1

;

t';
,
I



- 68 -

D'après ces définitions on peut montrer que aj et ai sont les
.

d ê
. 1: SSolutlons es quatl0ns suivantes :

(5)

et

(6)

" "" ", .... ,r'

'.0,',·· .. ,,.

On établit cette égalité :

(7)

en écrivant

(8)

On peut trouver l'expression de Bý d'après l'équation (6).

Comme Bý (j = 0, 1, ... N-l) = 0, d'après la formule de Cramer on a

(9)

Mais pour trouver +ý(E) - .ý-l(E), il faudra encore chercher Bý et B: i pour

ce faire, soit fý et gý définies par:

(10)

où f et 9 sont deux constantes arbitraires.



i·o,t, ... ·,pI-,

"'. 0,., .... , JI-\

.
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Il

D"" """" ," .. " t>,_,,,., '\i(\l-ý1.

I) .... 0 IL... ..

tI- \

L. t>N' çi " ( t (1.) - 6"
) ç .0

ïao ýl " t,

,..

l>"" o..
. . . .. . .... 0 ý \'t, \0"-\ "

I),. ý

1>" . . . . . .... D,aI_\ 'tlt),

(13)
" "

.
.0

(11)

Pour que l'équation (11) ait des solutions non nulles, 11 faut que

le déterminant des coefficients soit nul, c'est-A-dire :

et

A cause des relations (5) et (6) les constantes fý , f ,gý et 9

satisfont aux équations suivantes

(12)
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Mais ce déterminant peut se séparer en deux déterminants

t>
00

""" 1) ,,, -\

"'

't.lt)
I

1)\\ .."".
ý\ .. _, 0

I
l

·f

(14)
-0

t).l....
[)l'lU

tA, """"". 1).... -,

ou

d'oO

\_A

)

tI-
Dtl ý.l't l - J) t)

A 1..
toI-\

-0

(15) ri:
1..

"
,.

De même d'après l'équation (12) on trouve

e: -
S

(16)
-

.DN -\

et en portant les valeurs de Bý et Bý dans l'expression (7), il vient:

n" L ýÀ ( S) 1 0" l ý.. ( t) J

fi,,_, s,
qui est l'expression de (1.39).
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ANN E X E I I
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ANN E X E I I

-.-.-.-.·.-.-.-.-a- "." _._._._

1.- CALCUL DE lA FORMULE (11.6) -

---------------------------------

a) ý
A " akx + Ao

1.
0 < x < t

On a :

la première et la troisième intégrales s'annulent.
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En dérivant les expressions entre parenthèses, il vient:

(1)

et en intêgrant

b)
A " akx + Ao

x < 0"

Pour x
ý 0 " on a
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c)

-mx
A = A e

o

o < x < 1

En remplaçant (ý+ ý) par ý
e-my dans la formule I. on trouve

1 1 1

ý ;"Ul ý r"
En intégrant. il vient

01. 1( <. ý
" a

d)
A " A e-mX

o

X
ý

0

Pour x < O. on a :"

soit en intégrant
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II.- CALCUL DE lA FORMULE (11.11) -

------------------------------------

a)
A = akx + A

o

o < x < t

On a

la deuxième et la quatrième intégrales s'annulent. D'où en intégrant

(II )

En intégrant. il vient:



b)
A " akx + Ao

x > 1

Pour x > 1 " on a :"

- '6 -

Ce qui donne

x >f ..."

c)
A " A e-mx

o

o < x < t" "

En remplaçant (ý+ ý ) par ý
e-my dans la formule (II). il vient:

1 1 1

A

,,¥c...) "
"

... 'r - t""l le, e, .ll
J

o

Pour x >"

En intégrant

ý '\ "
)

,,'"
",1..) to --- - c.

t ta A"- \.
"\ ,--

t"
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ANN E X E I I I

-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-
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ANN E X E I I I

-.·.-.·.-.- ".a-.·.· "."_a .".".".

1.- CALCUL DE LA FORMULE (11.7) -

---------------------------------

a) $< 0"
A " akx + Ao

On a :

D'après la formule (11.7), on a :

1> "
""

o

"
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Aprês simplification, on aura

Le calcul de l'1ntêgrale conduit 4 :

. tý"ý
_i(ý-I)(iýf'o-"..!)le _'J

tAt ,

ou avec

1·
\

on a :
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Si on pose

on trouve

A-
i- -.

",

que l'on peut êcr1re

On a :

- Olk
.l.

- -.;. 1 I flI.
J/J. - .. - \''' -\

.." \. n,
,

Etant donnê que dans le cas ý ý
0 " 000 ne dêpendaH pas de Y pour le

cas S -: f " on trouve pour 000

avec :

".
of- _.

A,

_...,-
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c) .sý 4)

A : A e-mx
o

On a 'Y. -'t
1.

ce qui donne

, .

J
.. "IL,.. l ';"1

b - A [- - e - ct cl) 't. e '" (.l} 1.1.1 -
.0

.,
"'y. " J

o

ou

,
D ý --1

\

ýI&J L' ý"1 -""1 (.a .... 'y
00· JA.ý (-';kf! l "1c.(,, ... '1}! -"k_ý ý,,(ýk-"'Jý

]

o

j'
\

'l " ("
J"., ",lay -"rt1 "" --J

-

D

A, (-ýý< J[ ýk("1)' -ýýý. +1'(,",--,<

t. .; .. ,
ý .. , _ýk, (4"--11

J
.... Il e [(i'tt1t. ... Je. +flt ]) ýy

Soit après simplification:

l. j' ("''' .... ', "';"1

J

ý (t.ý .. -\-)y fý ... " .... }1

t>.o. k l ý +11 ("-. e, - A, e ) cAl -Âlcfl{ "It .... ) (A. e -A, e )"'1
o 0

o o



En intégrant

ý &
00
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"'\
--------ý----------r --

\

,,\\.

(

',';" .-Jý
t. .... f

'tý"ý, tý "'1Jl-:, .
C -I) ... i (c --J]

" -lk- ... _

(

k _)
[_

A.
't'fl -:- + - -

'" t ýI

En portant les valeurs de ý et 8 dans cette expression, ° s'écrit
00

d) $ > t
r

A " A e-mx
o

On I :

Etant donné que l'expression de 000 ne dépend pas de a, d'après l'expression

précédente de 000 ' on trouve :
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