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N◦ de série:..................................
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il fallait. Je leurs dédie ce mémoire.
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3.2 Le filtrage non linéaire à temps continu . . . . . . . . . . . . . . . . 68
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Introduction

La plupart des systèmes dynamiques physiques ou économiques sont le plus

souvent sujets à des perturbations aléatoires. La modélisation de l’évolution dans

le temps des états du système considéré s’écrit alors sous la forme d’un terme

d’évolution déterministe et d’un terme aléatoire modélisant les perturbations aléatoires

de la dynamique ainsi que l’incertitude sur le choix du terme déterministe. L’équation

de la dynamique traduit en fait une connaissance à priori que l’on a du système.

Afin de déterminer l’état précis du système, on conçoit une procédure d’observation

permettant de recueillir des mesures des états du système. Ces observations sont

en général entachées d’erreurs dues à l’imperfection de l’instrument de mesures. La

suite des observations est modélisée par une équation reliant l’observation à l’état

courant du système et bruité par un processus stochastique connu modélisant l’im-

perfection des observations.

Le problème du filtrage peut être abordé suivant soit l’approche fréquentielle

(filtre de Wiener), soit l’approche temporelle (filtre de Kalman). Ces deux approches

ont la même finalité et consistent à élaborer une procédure (filtre) d’estimation

optimale de l’état du système dynamique.

Le filtre est un schéma récursif consistant à chaque itération d’une prédiction

(estimation à priori) de l’état du système suivie d’une mise à jour de l’estimation de

l’état (estimation à postériori). Cette procédure est reproduite chaque fois que l’on

introduit une nouvelle observation.

L’approche fréquentielle initiée par Wiener (1946) pour le filtrage linéaire à

temps continu et ensuite par Kolmogorov pour le filtrage linéaire à temps discret,

est confinée comme on peut s’y attendre, aux systèmes dynamiques stationnaires.

Ce filtre peut être regardé comme un cas particulier du filtre de Kalman qui s’étend

au cas de systèmes dynamiques non stationnaires multivariables.

Et en partie, c’est à partir des travaux de Kalman (1960) avec la conception

du filtre qui porte son nom, que la théorie du filtrage a connu un développement
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important. Cet essor est dû en grande partie a ses innombrables applications dans

divers domaines tels le traitement de signal [8], la finance [35] , la navigation et le

guidage de véhicule spatiaux [6], etc...

L’objet de ce mémoire, porte sur l’estimation dans les espaces d’états et pri-

vilégie l’approche temporelle du problème du filtrage. On étudiera successivement

le problème du filtrage linéaire et non linéaire à temps discret et à temps continu.

Une solution au problème du filtrage linéaire à temps discret est fournie par Le

filtre de Kalman et le problème du filtrage linéaire à temps continu ne fut résolu

qu’une année plus tard par Kalman et Bucy (1961) avec des bruits gaussiens. Le

problème du filtrage étendu aux systèmes dynamique non linéaire n’a été résolu que

vers la fin des années 60 par Stratonovich et Kushner [1967]. Dans ce cas, le filtre

est une solution d’une équation non linéaire aux dérivées partielles stochastique.

L’estimation dans les systèmes dynamiques linéaires et non linéaires à temps

continu est basée sur le calcul stochastique qui fait l’objet d’un chapitre introductif.

Nous rappelons dans ce chapitre quelques notions fondamentales de la théorie des

probabilités et une introduction succincte sur le calcul stochastique et les équations

différentielles stochastiques qui s’avèrent un outil nécessaire et incontournable pour

la description du modèle d’espace d’état à temps continu.

Notre travail comporte deux parties consacrées respectivement aux aspects

théoriques de l’estimation dans les systèmes dynamiques (problème de filtrages )

et ses applications. Dans la première partie on commence par rappeler dans un

premier chapitre la notion de prédicteur linéaire optimal, suivi de deux chapitres

dévolus chacun au problème du filtrage linéaire et non linéaire à temps discret (le

filtre de Kalman) et à temps continu. Dans le cas linéaire discret, nous considérons

le cas particulier de bruits décorrelés et comment nous ramener à ce cas dans le

cas de bruits correlés. Dans le cas de système linéaire à temps continu, moyennant

l’intégrale de Wiener on déduit un estimateur de l’état en intégrant par rapport

aux processus des innovations. L’erreur du filtrage dans ce cas satisfait léquation de
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Riccati. En guise d’exemple et pour conclure ce second chapitre, nous reproduisons

le filtre de Kalman-Bucy en considérant des bruits gaussiens.

Dans le cas non linéaire à temps discret, une première approche consiste en utilisant

la formule de Bayes, à déterminer la densité conditionnelle du filtrage laquelle satis-

fait une équation intégrale non linéaire. Il s’avère que cette dernière est en générale

difficile à résoudre, aussi on adopte une approche plus naturelle appelée le filtre de

Kalman étendu et qui consiste à linéariser d’abord le système d’espace d’états et

d’appliquer ensuite le filtre de Kalman.

Le problème du filtrage non linéaire à temps continu a été abordé selon deux ap-

proches : l’approche changement de mesure et l’approche innovation. L’approche

changement de mesure basée sur le théorème de Girsanov, permet de trouver une so-

lution qui satisfait une équation aux dérivées partielles stochastique linéaire (équation

de Zakai). L’approche innovation, comme pour le cas linéaire, s’appuyant sur l’intégrale

stochastique de ITÔ par rapport au processus des innovations, nous permet de

définir une solution qui satisfait une équation aux dérivées partielles stochastique

non linéaire appelée équation de Kushner. On remarque que l’approche innovation

appliquée aux modèles linéaires permet de retrouver le filtre de Kalman-Bucy.

La seconde partie est consacrée aux applications du filtrage linéaire et non

linéaire et comporte trois applications. La première est une application du filtrage

linéaire au traitement de signal. On utilise le filtre de Kalman-Bucy pour résoudre le

problème du circuit RL et trouver l’intensité du courant électrique. La seconde porte

sur une simulation d’un problème de navigation en appliquant le filtre de Kalman

à temps discret et dans la dernière nous esquissons brièvement une application du

filtrage à la finance (volatilité stochastique).
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Chapitre 0

Rappels et définitions

Nous rappelons dans ce chapitre les notions de mathématiques de base pour

un développement exhaustif et rigoureux de la théorie du filtrage. Ces résultats ont

été puisé dans différents références de base sur la théorie du processus et du calcul

stochastique telles que [4] ,[14] et [36].
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0.1 Définitions et propriétés

0.1.1 Généralitées sur les processus stochastiques

Définition 1 Soit T une partie de R.

On appelle processus stochastique réel (resp. complexe) une famille de variables

aléatoires (Xt : t ∈ T) définies sur un espace de probabilité (Ω,F , P ) et à valeurs

dans R (resp. C).

Une réalisation d’un processus aléatoire est dite une trajectoire.

Définition 2 Un processus aléatoire (Xt : t ∈ T) à valeurs réelles ou complexes, est

dit d’ordre k (k ≥ 1) si pour tout t ∈ T,E
(
| Xt |k

)
< +∞, où | x | désigne la valeur

absolue (resp. le module) de x.

On note Lk((Ω,F , P )) 1 l’espace de toutes les variables aléatoires de puissance kieme

intégrable.

Définition 3 Soit (Xt : t ∈ T) un processus réel d’orde 1.

On appelle fonction moyenne du processus (Xt), la fonction m de T dans R définie

par

∀t ↪→ m (t) = E (Xt) .

Le processus (Xt : t ∈ T) est dit centré si sa fonction moyenne est la fonction nulle.

Définition 4 Soit (Xt : t ∈ T) un processus réel d’ordre 2.

On appelle fonction de covariance (ou d’auto-covariance) du processus (Xt), l’appli-

cation Γ de T2 dans R et qui associe à chaque couple (s, t) de T2, la covariance des

variables Xs et Xt :

Γ(s, t) = E(Xt.Xs)−m(t).m(s)

1. En fait, Lk((Ω,F , P )) est l’espace des classes d’équivalence des variables de puissance kieme

intégrables : X̂ = {Y :
∫

Ω
| X(ω)− Y (ω) |k dP (ω) = 0}.

8



Si le processus est complexe, la fonction de covariance Γ s’écrit

Γ (s, t) = E
{

(Xs −m(s))(Xt −m(t))
}
.

Processus stationnaires au second ordre

Définition 5 Soit X = (Xt : t ∈ T) un processus du 2nd ordre.

On dit que le processus X est stationnaire au second ordre, si sa fonction moyenne

m est constante et sa fonction de covariance Γ est invariante par translation dans

le temps :

Γ (s, t) = Γ (s+ h, t+ h)

quels que soient t, s et ∈ T.

La fonction d’autocovariance Γ d’un processus stationnaire à l’ordre 2 ne dépend

que de l’écart temporel t−s, c’est-à- dire fonction de t−s, aussi on note γ la fonction

γ(t− s) = Γ(s, t)

qu’on identifiera avec la fonction de covariance Γ du processsus.

On vérifie qu’une fonction de covariance γ d’un processus stationnaire au second

ordre est une fonction paire (resp. hermitienne) selon que le processus est réel ou

complexe, bornée et est du type défini non négatif au sens que

p∑
j=1

p∑
l=1

αjγ(tj − tl)αl ≥ 0

pour tout p ≥ 1 et pour tous t1, ..., tp ∈ T et α1, ..., αp ∈ C.

Définition 6 Un processus (Xt : t ≥ 1) à valeurs dans R, est dit un processus gaus-

sien, si toutes les combinaisons linéaires finies du processus (Xt : t ≥ 1) suivent une

loi normale.

Ainsi, pour tout n ≥ 1 et t1, t2, ..., tn ∈ N∗, la loi de la variable aléatoire
n∑
j=1

αj .Xtj

est gaussienne et ce pour tous α1, ..., αn ∈ R. Autrement dit, tous les vecteurs finis

9



dimensionnelles (Xt1 , Xt2 , ..., Xtn) sont gaussiens. Or, nous savons que la loi jointe

PXt1 ,Xt2 ,...,Xtn est entièrement caractérisée par sa fonction caractéristique ϕt1,...,tn

définie par :

ϕt1,...,tn (θ) = exp

(
i. < θ,mt > −

1

2
θ′Λtθ

)
où Λt est la matrice de covariance du vecteur (Xt1 , Xt2 , ..., Xtn)′, mt sa fonction

moyenne et t = (t1, ..., tn).

Si de plus Λt est inversible, alors le vecteur (Xt1 , Xt2 , ..., Xtp)
′ admet une densité de

probabilité f donnée par

f(x1, ..., xp) =
1√

(2π)p
√
|Λt|

exp{−1

2
x′Λ−1

t x} (1)

où x = (x1, x2, ..., xp)
′ et |Λt| le jacobien de la matrice de covariance Λt

Définition 7 On appelle processus de bruit blanc, un processus (ε(t) : t ∈ Z) du

second ordre, centré et deux à deux non correlés.

La fonction de covariance γ d’un bruit blanc (ε(t) : t ∈ Z) s’écrit

γ(t) =

 σ2 si t = 0

0 si t 6= 0

Et si n ≥ 1 et t1, ..., tn une suite croissante d’entiers, alors la matrice de covariances

Λ(n) du vecteur (ε(t1), ..., ε(tn))′ est diagonale : Λ(n) = σ2.In où In est la matrice

unité d’ordre n. Ceci nous permet de d’éduire le résultat presque évident suivant :

Proposition 1 Un bruit blanc (ε(t) : t ∈ Z) est gaussien si et seulement si, ses mar-

ginales unidimensionnelles sont gaussiennes, auquel cas tout vecteur (ε(t1), ..., ε(tn))′

n dimesionnel admet une densité de probabilité f donnée par

f(x1, ..., xn) =
1√

2π
n
σn

exp{− 1

σ2

n∑
i=1

x2
i }.

Enfin nous rappelons le résultat qui d’ailleurs est aisé à démontrer :

Proposition 2 Un processus gaussien est stationnaire au second ordre si et seule-

ment si, sa fonction moyenne est constante et sa fonction de covariance est inva-

riante par translation dans le temps.
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Il est tout aussi facile de voir que tout bruit blanc de variance constante est sta-

tionnaire et il en est encore de tout bruit blanc gaussien de variance constante. Un

tel bruit blanc gaussien forme une suite de variables aléatoires indépendantes et

équidistribuées selon une loi normale centrée et de variance σ2.

0.1.2 Processus à accroissements orthogonaux

On désigne par H0 le sous espace de Hilbert de L2(Ω,F , P ) 2 formé de variables

centrées.

Définition 8 Un processus {Xt, t ≥ 0} ⊂ H0, est un processus à accroissements

orthogonaux (p.a.o) si pour tous instants s, s′, t, t′ tels que s < t ≤ s′ < t′ les

variables Xt −Xs et Xt′ −Xs′ sont orthogonales :

< Xt −Xs, Xt′ −Xs′ >=

∫
Ω

(Xt −Xs).(Xt′ −Xs′)dP = 0.

Remarque 1 Si X ∈ L2(Ω,F , P ) et si (Xt) est un p.a.o, alors il en est aussi du

processus (Yt) défini par Yt = Xt +X.

Proposition 3 Si {Xt, t ≥ 0} est un p.a.o de fonction de covariance r. La fonction

réelle Ψ définie sur R+ par Ψ(t) =‖ Xt −X0 ‖22 est une fonction non décroissante

et on a

r(t, s) = Ψ(t ∧ s)

où Ψ(1) = σ2 , t ∧ s = min(t, s) et ‖ . ‖2 la norme dans L2(Ω,F , P ).

Démonstration

Cette proposition découle directement de l’orthogonalité des accroissements et de

ce que toute variable Xt, peut sécrire

Xt −X0 = (Xt −Xs) + (Xs −X0)

pour tout s : 0 < s < t.

2. On rappelle que la forme < X,Y >=
∫

Ω
XY dP est un produit scalaire sur L2(Ω,F , P ).
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Définition 9 Un processus (Xt, t ≥ 0) est un processus à accroissements ortho-

gonaux stationnaires si c’est un p.a.o et si le processus des accroissements (Xt −

Xs : s, t ≥ 0) est stationnaire au second ordre.

Définition 10 Un processus (Xt, t ≥ 0) est un processus à accroissement indépendantes

si les accroissements (Xt − Xs) et (Xt′ − Xs′) sont indépendantes quelques soient

s, s′, t, t′ tels que s < t ≤ s′ < t′.

Un processus à accroissements indépendants est un p.a.o mais la réciproque est

fausse en général, sauf si le p.a.o est gaussien.

Proposition 4 Un processus (Xt, t ≥ 0) continue en moyenne quadratique (m.q)

est à accroissements orthogonaux stationnaires si et seulement si, sa fonction de

covariance est de la forme :

r(t, s) = σ2t ∧ s (2)

Démonstration

L’implication directe résulte de la proposition (3) ci-dessus. Réciproquement, si la

fonction de covariance r est de la forme (2), alors celle ci est continue en tout point

(s, t) ∈ R2
+, ce qui assure selon le lemme (1) ci-dessous que le processus (Xt) est

continu en m.q. D’autre part, la bilinéarité du produit scalaire et la forme de la

fonction de covariance permettent de conclure que le processus (Xt) est un p.a.o

stationnaire.

Lemme 1 (Davis M.H. [15])

Pour qu’un processus (Xt) soit continu en m.q en tout point t ∈ R+, il faut et il suffit

que sa fonction de covariance soit continue sur la diagonale ∆ = {(t, t) : t ∈ R+}.

Processus à accroissements orthogonaux multidimensionnels

Définition 11 Un processus vectoriel (X(t) : t ≥ 0) à valeurs dans Rn, est un

processus à accroissements orthogonaux (resp. p.a.o.s) si pour tout j : 0 ≤ j ≤ n, les
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processus (Xj(t) : t ≥ 0), j = 1, n où Xj(t) est la jieme composante du processus

(X(t) : t ≥ 0) sont des p.a.o (resp. p.a.o.s).

La fonction de covariance R(t, s) d’un p.a.o vectoriel (X(t) : t ≥ 0), satisfait

R(t, s) = Γ(t ∧ s)

où Γ(t) est la matrice de variance covariance du vecteur X(t).

(X(t) : t ≥ 0) est un p.a.o.s si cette fonction de covariance est de la forme

R(t, s) = Γt ∧ s

où Γ est une matrice définie non négative. Si de plus, Γ est diagonale, alors les

processus coordonnées (Xj(t) : t ≥ 0, j = 1, n) engendrent des espaces orthogonaux.

Ci-dessous nous étudions un cas particulier de processus à accroissements indépendants

et stationnaires.

0.1.3 Le mouvement brownien

Définition 12 On appelle mouvement brownien (m.b, ou processus de Wiener) un

processus gaussien {Wt, t ≥ 0} centré, à accroissements indépendants et station-

naires.

Le mouvement brownien {Wt, t ≥ 0} issu de 0 : W0 = 0 et de variance E(W1)2 = 1

est dit le mouvement brownien standard.

Remarque 2 1. Les trajectoires du m.b sont presque sûrement continues.

Réciproquement, on montre que tout processus réel continu (W (t) : t ≥ 0) à

accroissements indépendants est un mouvement brownien.

2. le mouvement brownien n’est différentiable presque sûrement en aucun point

t ≥ 0.

Sa dérivée au sens des distributions est un bruit blanc gaussien.
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Formellement, le mouvement brownien standard peut être regardé comme l’intégrale

d’un b.b gaussien de variance infinie :

W (t) =

∫ t

0
εtds,

pour tout t positif.

Définition 13 (Mouvement brownien à valeurs dans Rm)

Un processus stochastique (W (t) : t ≥ 0) à valeurs dans Rm est un mouvement

brownien si pour tout i : i = 1,m, le processus (Wi (t) : t ≥ 0) où Wi (t) = πi (W (t))

et πi la iieme projection, est un mouvement brownien et les processus (Wi (t)) , i =

1,m sont mutuellement indépendants.

On montre facilement le résultat suivant :

Proposition 5 Un mouvement brownien vectoriel {Wt} est un processus vectoriel

gaussien de covariance Im(t ∧ s) si ses composantes {Wi(t)} sont des mouvements

browniens indépendants.

0.1.4 Martingales

Définition 14 On appelle filtration sur (Ω,F), toute famille croissante (Ft : t ≥ 0)

de sous tribus de F .

Soit (Xt : t ≥ 0) un processus aléatoire, alors la famille des sous σ− algèbres

(FXt : t ≥ 0) où FXt = σ(Xs : 0 ≤ s ≤ t) (la σ - algèbre générée par les variables

Xs : 0 ≤ s ≤ t) est une filtration de (Ω,F), appelée filtration naturelle associée au

processus (Xt : t ≥ 0).

Définition 15 Un processus (Xt)t≥0 est dit adapté à la filtration (Ft)t≥0, si pour

tout t ≥ 0, la variable Xt est Ft - mesurable.
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Définition 16 Un processus (Xt, t ≥ 0) F-adapté est dit une F-martingale si pour

tout t ≥ 0, Xt est P - intégrable et

E(Xt/Fs) = Xs p.s. (3)

pour tout t et pour tout s : s ≤ t.

Définition 17 Un processus (Xt, t ≥ 0) F-adapté est dit une F-sous martingale

(resp. F-sur martingale) si pour tout t ≥ 0, X+
t (resp. X−t ) est P - intégrable et

E(Xt/Fs) ≥ Xs p.s. (4)

resp.

E(Xt/Fs) ≤ Xs p.s. (5)

pour tout t et pour tout s : s ≤ t.

Il est aisé de vérifier les assertions suivantes :

1. Un mouvement brownien (Xt)t≥0 est une martingale par rapport à sa filtration

naturelle F

2. (Inégalité de Jensen)

L’image (ϕ(Xt) : t ≥ 0) d’une F - martingale (Xt : t ≥ 0) par une fonction

convexe mesurable ϕ, est une F - sous martingale.

3. Si (Xt)t≥0 est un mouvement brownien, alors le processus X2
t − t est une F

- martingale par rapport à la filtration naturelle F associée au mouvement

brownien (Xt).

Définition 18 Soit (Ω,F , P, (Ft)t∈R+) un espace de probabilité filtré. On appelle σ-

algèbre prévisible associée à la filtration (Ft)t∈R+ , la σ-algèbre sur R+×Ω générée par

toutes les parties de la forme {0}×A, A ∈ F0 et ]a, b]×A et 0 ≤ a < b <∞, A ∈ Fa.
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Définition 19 Un processus à valeurs réelles (Xt)t∈R+ est dit prévisible par rap-

port à la filtration (Ft)t∈R+ ( ou Ft - prévisible) s’il est mesurable par rapport à la

σ-algèbre prévisible généré par cette filtration.

On a le

Lemme 2 (Vincenzo (2005) [36]) Un processus est prévisible si et seulement si,

il est mesurable par rapport à la plus petite σ-algèbre sur R+ × Ω généré par les

processus (Ft− : t > 0) adaptés et continues à gauche.

On termine cette section par le rappel de mesures absolument continues.

Définition 20 Soit (Ω,F , P ) un espace de probabilité. Une probabilité Q sur (Ω,F)

est dite absolument continue par rapport à P et on note Q� P, si :

∀A ∈ F : P (A) = 0⇒ Q(A) = 0.

On dit que P et Q sont équivalentes si Q� P et P � Q.
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0.2 Calcul stochastique

Dans ce paragraphe on cherche à définir l’intégrale du type :∫ t

0
f(s, ω)dW (s) (6)

où W (.) est un processus à accroissements orthogonaux et f(s, ω) une fonction

déterministe ou aléatoire.

Lorsque f est déterministe, l’intégrale (6) est dite intégrale de Wiener et lorsque

f est un processus aléatoire et W un mouvement brownien, cette intégrale est dite

intégrale stochastique de Itô .

Ci-dessous on essaie de décrire brièvement chacune de ces deux intégrales.

0.2.1 L’intégrale stochastique de Wiener

Dans ce paragraphe, on suppose que les variables aléatoires sont centrées et de

carré intégrables.

Soit {Xt, t ≥ 0} un processus à accroissements orthogonaux stationnaires et tel que

X0 = 0 et E(X2
1 ) = 1. Il s’agit de définir l’intégrale

∫ t
0 g(s)dXs où g est une fonction

de carré intégrable sur [0, t].

Par analogie avec la construction de l’intégrale de Riemann - Stieltjes, l’intégrale

de Wiener par rapport au p.a.o (Xt), est d’abord définie pour les fonctions simples

g(t) =
∑n−1

i=0 ci1[ti,ti+1[ en posant

∫ ∞
0

g(s)dXs =
n−1∑
i=0

ci(Xi+1 −Xi)

et ensuite par passage à la limite, on définit l’intégrale de Wiener pour toute fonc-

tion g de carré intégrable sur [0, t], pour tout t ≥ 0.

On note
∫ t

0 g(t)dX(t) l’intégrale de Wiener de g par rapport au p.a.o.s (Xt).

Cette intrégrale définit une variable aléatoire centrée appartenant au sous espace de

Hilbert HXt généré par les variables {Xs : 0 ≤ s ≤ t}. De plus, il est facile de vérifier
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que la transformation M définie sur L2[0, t] par

M(g) =

∫ +t

0
g(s)dXs

est une isométrie linéaire.

Cette intégrale se prolonge de façon naturelle aux fonctions g ∈ L2[0,+∞[. A cette

fin, si gn est la restriction de g à l’intervalle [0, tn[ où (tn) est une suite de nombres

réelles positifs convergeant vers +∞ et si la suite (M(gn)) est convergente, alors sa

limite notée
∫ +∞

0 g(s)dXs est dite aussi l’intégrale de Wiener de g par rapport au

p.a.o.s (Xt) sur l’intervalle [0,+∞[.

L’intégrale stochastique de Wiener permet une caractérisation des espaces de Hilbert

HXt et HX le sous espace de Hilbert généré par le processus (Xt). On montre ([21])

que

1. HX = {
∫ +∞

0 g(s)dXs : g ∈ L2[0,+∞[}

2. HXt = {
∫ t

0 g(s)dXs : g ∈ L2[0, t]} pour tout t > 0.

Proposition 6 Pour qu’un processus (Zt) du 2nd ordre continue en m.q puisse

s’écrire à tout instant t sous la forme d’une intégrale de Wiener par rapport à un

p.a.o.s (Xt) (i.e. Zt =
∫ t

0 g(s)dXs où g ∈ L2([0, t]) ∀t > 0), il faut et il suffit que

pour tout s et t ∈ R+ : s ≤ t, on ait

Zt ∈ HXt et (Zt − Zs)⊥HXs .

Démonstration

S’il existe g ∈ L2([0,+∞]) telle que pour tout t : Zt =
∫ t

0 g(s)dXs, alors Zt ∈ HXt et

de plus l’identité

Zt − Zs =

∫ t

0
g(u)dXu −

∫ s

0
g(u)dXu

=

∫ t

s
g(u)dXu

montre que Zt − Zs est orthogonale à HXs .

Réciproquement, si Zt ∈ HXt pour tout t et (Zt−Zs)⊥HXs pour s ≤ t, ceci exprime
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d’une part, que le processus Zt est un p.a.o et d’autre part, si PHXs est le projecteur

dans HXs , alors

PHXs (

∫ t

0
g(u)dXu) =

∫ s

0
g(u)dXu (7)

Comme Zt ∈ HXt , alors pour tout t > 0, il existe une fonction g(t, .) ∈ L2([0, t]) telle

que

Zt =

∫ t

0
g(t, u)dXu

Il suffit de montrer que la fonction g(t, .) est indépendante de t.

Or, l’orthogonalité de (Zt−Zs) avec HXs pour tous s ≤ t fait que PsZt = Zs, ce qui

assure compte tenu de ce que l’intégrale de Wiener préserve le produit scalaire, que∫ s

0
(g(t, u)− g(s, u))2du = 0

Ceci exprime que les fonctions g(t, u) et g(s, u) sont équivalentes dans L2([0, s]).

Par suite, si on définit par exemple g(u) = g(n, u),∀u ∈]n − 1, n], n = 1, 2,..., alors

pour tout t, g(.) et g(t, .) sont équivalentes dans L2([0, t]), d’où le résultat.

Ainsi l’intégrale de Wiener est un p.a.o et si de plus le p.a.o est un mouvement

brownien, alors le processus de Wiener est aussi un mouvement brownien.

L’intégrale de Wiener multidimensionnelle

Soit (Wt, t ≥ 0) un processus vectoriel à accroissements orthogonaux de dimen-

sion m de fonction de covariance Im(t∧ s). Pour une matrice B de dimension n×m

dont les éléments sont fonctions du temps t, l’intégrale de Wiener par rapport à

(Wt) est le processus vectoriel d’ordre n, dont la iieme composante est définie par

Xi
t =

∑
j

∫ t

0
bijdW

j
s

où bij sont les coefficients de la matrice B, cette intégrale existe ssi les coefficients

bij sont de carrée intégrables. On note Xt =
∫ t

0 B(s)dWs cette intégrale.

Proposition 7 Soit (Wt) un p.a.o vectoriel de fonction de covariance (Γ · t∧ s) où

Γ est une matrice définie non négative et soit (Xt) et (Yt) deux processus définis par
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Xt =
∫ t

0 B(s)dWs et Yt =
∫ t

0 C(s)dWs où B et C sont deux matrices d’ordre n×m

et r ×m respectivement dont les coefficients sont de carrée intégrables. On a E(Xt) = E(Yt) = 0

Cov(Xt, Ys) = E(XtY
′
s ) =

∫ t∧s
0 B(u)Γ(u)C

′
(u)du

Démonstration

Il est évident que (Xt) et (Yt) sont centrés (l’intégrale de Wiener est centrée).

Pour calculer la covariance on pose Γ = Im. On a (Xs), (Ys) ∈ HWs et
∫ t
s B(u)dWu⊥HWs ,

alors pour tout s < t on obtient

Cov(Xt, Ys) = E

[(∫ s

0
B(u)dWu +

∫ t

s
B(u)dWu

)(∫ s

0
C(u)dWu

)]
= Cov(Xs, Ys)

et la préservation du produit scalaire permet d’écrire

E(Xi
sY

j
s ) = E(

n∑
p=1

∫ s

0
bip(u)dW p

u

n∑
p=1

∫ s

0
cjp(u)dW p

u )

=
∑
p

∫ s

0
bip(u)cjp(u)du

=

∫ s

0
(B(u)C

′
(u))ijdu.

Si Γ 6= Im, il est commode d’écrire Γ = DD
′

car Γ est définie non négative et si on

pose W
′
t (u) = D−1(u)Wt(u), alors

Cov(W
′
t ,W

′
s) = (D−1)DD

′
(D−1)

′
= Im

ainsi

<

∫ s

0
B(u)dWu,

∫ s

0
C(u)dWu > = <

∫ s

0
B(u)D(u)dW

′
u,

∫ s

0
C(u)D(u)dW

′
u >

=

∫ s

0
B(u)D(u)D

′
(u)C

′
(u)du

=

∫ s

0
B(u)Γ(u)C

′
(u)du.

d’où le résultat.
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Proposition 8 Z ∈ HW si et seulement si

Z =

∫ +∞

0
b(s)dWs (8)

pour b(s) = (b1(s), . . . , bm(s)) ∈ (L2[0,+∞[)m.

Pour la démonstration de ce résultat on renvoie à [21].

Lemme 3 Soit {Wt, t ≥ 0} un p.a.o.s et g : [0, 1]× [0, 1] 7→ R une fonction continue

et f, h : [0, 1]→ R deux fonctions mesurables telles que :∫ 1

0
|f(t)|dt < +∞

∫ 1

0
h2(t)dt < +∞

alors

1. le processus {Xt} définit par :Xt =
∫ 1

0 g(t, s)h(s)dWs est continue en moyenne

quadratique.

2. A1 =
∫ 1

0 f(t)(
∫ 1

0 g(t, s)h(s)dWs)dt et A2 =
∫ 1

0 (
∫ 1

0 f(t)g(t, s)dt)h(s)dWs sont

deux variables aléatoires équivalentes dans Hw1

0.2.2 L’intégrale stochastique de ITÔ

Soit (Ω,F , P ) un espace de probabilité et F une filtration sur cet espace. On

introduit la classe C des processus stochastiques f définis sur ([0, T ],B[0,T ], dt) ⊗

(Ω,F , P ) et satisfaisant :

1. f est B[0,T ] ⊗F - mesurable,

2. le processus f est F - adapté,

3. ∀t ∈ [0, T ], f(t, .) ∈ L2(Ω,F , P ) et
∫ T

0 E(|f(t)|2)dt < +∞.

Il s’agit de définir l’intégrale stochastique du processus f par rapport au mouvement

brownien (W (t) : t ≥ 0) : ∫ t

0
f(s, ω)dW (s)

appelée intégrale stochastique de ITÔ.

La construction de cette intégrale à une nuance près, est analogue à celle de l’intégrale
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de Lebesgue. Il s’agit de remplacer les fonctions étagées par des processus étagés et

d’adapter ensuite la même approche.

Définition 21 Un processus F-adapté f est dit étagé, s’il existe une subdivision

{t0, ..., tn} de l’intervalle [0, T ] et une suite finie {f0, ..., fn−1} de variables aléatoires

réelles telles que :

f(t, ω) =
n−1∑
i=0

fi(ω)I[ti,ti+1[(t)

et où pour tout i : fi est Fti - mesurable

On fait remarquer pour qu’un processus étagé f F−adapté appartiennant à C, il

faut et il suffit que les variables aléatoires fi soient de carré intégrables.

Intégrale de ITÔ d’un processus étagé

Pour tout processus étagé f F−adapté appartenant à C, on définit son intégrale

stochastique par rapport au mouvement brownien (W (t)) en posant :∫ t

0
f(t)dW (t) =

n−1∑
i=0

fi(ω)(Wti+1(ω)−Wti(ω)) (9)

Si maintenant f ∈ C, alors il existe une suite de processus étagés (fn : n ≥ 1) ⊂ C

et tel que :

fn −→
n↗+∞

f dans L2 (dP ⊗ dt)

Considérons maintenant la suite de processus (ξn (t) : n ≥ 1) de terme général défini

par

ξn (t) =

∫ t

0
fn (s) dW (s)

On montre alors qu’il existe un processus stochastique (ξ (t)) mesurable, F−adapté

et continu et tel que presque sûrement la suite (ξn (t) : n ≥ 1) converge vers ξ (t)

dans L2 (dP ⊗ dt) . Le processus (ξ (t)) est unique presque sûrement.
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Définition 22 (L’intégrale de ITÔ) On appelle intégrale stochastique d’un pro-

cessus f ∈ C, le processus stochastique (ξ(t) : t ≥ 0) défini par :

ξ(t) =

∫ t

0
f(s)dW (s) = lim

n→∞

∫ t

0
fn(s)dW (s) (10)

dans L2(dP ⊗ dt) et où (fn) est une suite de processus étagés F - adapté dans C et

telle que ‖fn − f‖ → 0 quand n tend vers +∞.

La norme ‖.‖ étant celle de l’espace L2(dP ⊗ dt).

Propriétés de l’intégrale stochastique d’ITÔ

L’intégrale stochastique d’un processus f ∈ C possède les propriétés suivantes :

1. L’intégrale stochastique sur C est linéaire et Ft−mesurable.

2. l’intégrale stochastique est centrée : E{
∫ T

0 f(t)dW (t)} = 0 et satisfait l’isométrie

de ITÔ :

E

{(∫ T

0
f(t)dW (t)

)2
}

= E

{∫ T

0
(f(t))2dt

}
(11)

3. L’intégrale de ITÔ d’un processus f ∈ C est une martingale continue et satisfait

P

(
sup

0≤t≤T
|ξ (t)| > ε

)
≤ 1

ε2
E

{∫ T

0
[ϕ (t)]2 dt

}
(12)

pour tout ε > 0.

L’intégrale de ITÔ peut être prolongée à la classe C2 des processus f tels que

f est B[0,T ] ⊗F mesurable, F−adapté et
∫ T

0 |f(t, ω)|2dt < +∞ presque sûrement.

Cette classe contient évidemment la classe C et son intégrale de ITÔ possède les

propriétés précédentes à l’exception de la propriété 3 ci-dessus.

L’intégrale de ITÔ multidimensionnelle

Notons par Rm×n l’espace des matrices d’ordre (m,n) à coefficients réels et par

W (t) = (W1(t), ...,Wn(t))
′
; t ≥ 0 le mouvement brownien de dimension n.
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Pour tout réel T ≥ 0, on définit les classes de processus vectoriels suivants :

C1W ([0, T ]) =
{
f : [0, T ]× Ω→ Rn×m tel que fij ∈ C1Wj ([0, T ]) : i = 1,m, j = 1, n

}
,

et

C2W ([0, T ]) =
{
f : [0, T ]× Ω→ Rn×m tel que fij ∈ C2Wj ([0, T ]) : i = 1,m, j = 1, n

}
,

où C1Wj ([0, T ]) et C2Wj ([0, T ]) correspondent respectivement à la classe C1([0, T ]) et

C2([0, T ]) et où C1 est formé des processus f tels que f est B[0,T ] ⊗ F mesurable,

F−adapté et
∫ T

0 |f(t, ω)|dt < +∞ presque sûrement.

Définition 23 L’intégrale stochastique d’un processus f ∈ C1W [0, T ] par rapport au

brownien n-dimensionnel (W (t)) est un processus m-dimensionnel défini par :∫ T

0
f(s)dW (s) = (

n∑
i=1

∫ T

0
fij(s)dWj(s))

′
1≤j≤m (13)

où chaque intégrale du second membre est défini au sens de l’intégrale de ITÔ.

0.2.3 La formule de ITÔ et le théorème de représentation des mar-

tingales

Définition 24 On dit qu’un processus stochastique (X(t) : t ≥ 0) possède la différentielle

stochastique

dX (t) = a (t) dt+ b (t) dW (t) (14)

si pour tout t

X (t) = X (0) +

∫ t

0
a (s) ds+

∫ t

0
b (s) dW (s) (15)

où a et b sont deux processus tels que a ∈ C1 et b ∈ C2.

Notons que les intégrales de l’équation (15) sont bien définies (la première par

définition de l’espace C1 et la seconde est une intégrale stochastique au sens de

ITÔ.
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Théorème 1 (Formule de différenciation)

X1(t) et X2(t) sont deux processus admettant chacun une différentielle stochastique

donnée par

dX1(t) = a1(t)dt+ b1(t)dW (t) et dX2(t) = a2(t)dt+ b2(t)dW (t)

où a1 et a2 ∈ C1 et b1 et b2 ∈ C2, alors le processus produit (X1(t) ·X2(t)) satisfait

la différentielle stochastique suivante :

d(X1(t) ·X2(t)) = X1(t)dX2(t) +X2(t)dX1(t) + b1(t)b2(t)dt

Théorème 2 (La formule de ITÔ)

Si le processus (X(t)) possède la différentielle stochastique (14) et si f est une fonc-

tion réelle de la variable (t, x) ∈ [0, T ]×R telle que f est de classe C1 par rapport à

la variable t et de classe C2 par rapport à la variable x, alors le processus f(t,X(t))

possède une différentielle stochastique donnée par :

df(t,X(t)) = [
∂

∂t
f(t,X(t)) +

∂

∂x
f(t,X(t))a(t)]dt (16)

+
∂

∂x
f(t,X(t))b(t)dW (t) +

1

2

∂2

∂x2
f(t,X(t))b2(t)dt

Pour une démonstration nous renvoyons au livre de Karatzas and Shreve [14].

Un moyen mnémotechnique pour retrouver la formule de Itô est de rajouter à la

différentielle ordinaire de f (t, ξ (t)) le terme 1
2
∂2

∂x2 f (t,X (t)) . (dX (t))2 , ce qui per-

met de réécrire (16) sous la forme

df (t,X (t)) =
∂

∂t
f (t,X (t)) .dt+

∂

∂x
f (t,X (t)) .dX (t) (17)

+
1

2

∂2

∂x2
f (t,X (t)) . (dX (t))2

et où [dX (t)]2 est calculé selon les règles suivantes :

dt.dt = dW (t) .dt = dt.dW (t) = 0 et dW (t) .dW (t) = dt
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Exemple 1 Soit α un processus de la classe C2[0, T ] et tel que α2 ∈ C2[0, T ]. On

considère le processus (X(t)) qui possède la différentielle stochastique

dX(t) = −1

2
α2(t)dt+ α(t)dW (t)

et soit η(t,X(t)) = f(t,X(t)) où f(t, x) = ex.

En appliquant la formule de ITÔ à η(t,X(t)), on trouve

dη(t,X(t) = α(t) exp{
∫ t

0
−1

2
α2(s)ds+

∫ t

0
α(s)dW (s)}dW (t)

Ce résultat sera appliqué au §2 du chapitre 2 portant sur le filtrage non linéaire à

temps continu.

Le théorème de représentation des martingales

Le résultat suivant représente une réciproque de la propriété 3 de l’intégrale

stochastique et dit en substance que toute martingale est l’intégrale stochastique

de ITÔ d’un processus unique de la classe C. Ce résultat est connu sous le nom de

théorème de représentation des martingales. De façon précise on a

Théorème 3 Soit (Xt)t∈[0,T ] ∈ L2(Ω,F , P ) une martingale et W (t) un mouvement

brownien. Alors il existe un unique processus f ∈ C[0, T ] tel que

X(t) = E(X0) +

∫ t

0
f(s)dW (s).

pour tout t ∈ [0, T ].
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0.3 Equations différentielles stochastiques (E.D.S)

Définition 25 On appelle équation différentielle stochastique du premier ordre, une

équation de la forme

dX (t) = a (t,X (t)) dt+ b (t,X (t)) dW (t) (18)

où les coefficients a (t, x) et b (t, x) sont deux fonctions définies et mesurables sur

[0, T ] × ]−∞,+∞[ , (W (t) : t ≥ 0) un p.a.o.s et (X (t) : t ≥ 0) un processus sto-

chastique.

Si les accroissements de (W(t)) sont gaussiens alors cette intégrale est appelée l’

E.D.S au sens de ITÔ .Si la fonction a s’écrit a (t,X (t)) = A(t).X(t) et b ne dépend

que de t, cette équation est dite une E.D.S au sens de Wiener.

0.3.1 Les équations différentielles stochastiques au sens de Wiener

Considérons l’équation différentielle stochastique suivante : dX(t) = A(t)X(t)dt+ C(t)dW (t)

X(0) = X0

(19)

où A(.), C(.) sont deux matrices de dimensions n×n et n×m respectivement dont

les coefficients sont des fonctions du temps continues par morceaux, Wt est un p.a.o.s

de dimension m et X0 un vecteur aléatoire de dimension n.

Théorème de l’existence et de l’unicité

Soit {Wt} un p.a.o.s et X0 un vecteur aléatoire de dimension n orthogonale a

HW de moyenne m0 et de covariance Q0. L’équation stochastique (19) admet une

unique solution Xt donnée par

X(t) = Φ(t, 0)X0 +

∫ t

0
Φ(t, s)C(s)dW (s) (20)
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où Φ(t, s) est une application linéaire qui à X0 associe l’unique solution Xt de

l’équation homogène :  dX(t) = A(t)X(t)dt

X(0) = X0

Φ est appelée la matrice de transition correspondante à A(t) ou encore la résolvante

de l’équation homogène.

On rappelle que la solution du système homogène vérifie :

X(t) = Φ(t, s)X(s).

En outre, la moyenne m(t) = E(X(t)) et la covariance Qt = cov(X(t)) sont les

uniques solutions des équations :

ṁ(t) = A(t)m(t), m(0) = m0 (21)

Q̇(t) = A(t)Q(t) +Q(t)A
′
(t) + C(t)C

′
(t), Q(0) = Q0. (22)

Remarque 3 La résolvante Φ satisfait les propriétés suivantes :

1. Φ(t, t) = I (I est la matrice d’identité)

2. ∀r ≤ s ≤ t, Φ(t, s)Φ(s, r) = Φ(t, r)

3. Φ(t, s) est non singulière (inversible) et Φ−1(t, s) = Φ(s, t)

4. ∂
∂tΦ(t, s) = A(t)Φ(t, s) , ∂

∂sΦ(t, s) = −Φ(t, s)A(s).

Corollaire 1 Si en plus des hypothèses ci-dessus, le p.a.o.s (Wt) est un mouvement

brownien, alors la solution (20) de l’équation (19) est un processus gaussien de

moyenne m(t) et de covariance Q(t) tels que :

m(t) = Φ(t, 0)X

et

Q(t) =

∫ t

0
Φ(t, s)C(s)C

′
(s)Φ

′
(t, s)ds+ Φ(t, 0)Q0Φ′(t, 0))

où Φ′ désigne la transposée de Φ.
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Exemple 2 On considère l’équation différentielle stochastique linéaire

dX(t) = −A.X(t)dt+ dW (t)

où A est une constante réelle, Wt un mouvement brownien et X0 ⊥ HW .

On vérifie facilement que la résolvante du système homogène dX(t) = −AX(t)dt est

donnée par Φ(t, s) = e−A(t−s) . Alors, d’après le théorème de l’existence et l’unicité

il existe une solution unique de cette équation donnée par

X(t) = X(0).e−At +

∫ t

0
e−A(t−s)dW (s).

Ce processus est connu sous le nom de processus d’Orstein-Uhlenbek.

0.3.2 Equations différentielles stochastiques au sens de Itô

Considérons l’équation différentielle stochastique suivante :

dX (t) = a (t,X (t)) dt+ b (t,X (t)) dW (t) (23)

où les coefficients a (t, x) et b (t, x) sont deux fonctions définies et mesurables sur

[0, T ]× ]−∞,+∞[ , (W (t) : t ≥ 0) le mouvement brownien standard.

Le théorème de l’existence et l’unicité

Sous les conditions suivantes :

1. ∀t ∈ [0, T ],∀(x, y) ∈ R × R : |a(t, x) − a(t, y)| + |b(t, x) − b(t, y)| ≤ K∗|x − y|

(on dit que les fonctions a et b sont globalement Lipschitziennes),

2. ∀t ∈ [0, T ],∀x ∈ R : |a(t, x)|2 + |b(t, x)|2 ≤ K2(1 + |x|2) où K,K∗ deux

constantes positive (on dit que a et b sont linéairement croissantes ),

3. E(|X0|2) <∞,

4. X0 est indépendante de W (t),

il existe une unique solution presque sûrement continue (X(t) : t ∈ [0, T ]) ∈ C[0, t]

appelée solution forte de l’E.D.S (23). Pour la démonstration nous suggérons les

références [14] et [33].
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Exemple 3 Considérons l’équation différentielle stochastique donnée dans l’exemple

(2).

On vérifie facilement que les conditions assurant l’existence de la solution sont sa-

tisfaites et donc cette équation admet une unique solution. En utilisant la formule

de ITÔ, on trouve que cette solution est un processus d’Orstein-Uhlenbek.

Remarque 4 Si pour tous t > 0, les fonctions a (t, x) et b (t, x) sont bornées et

continues avec des dérivées partielles d’ordre 2 par rapport à x bornées et continues,

alors l’équation (23) admet une unique solution appelée solution faible.

0.4 Processus de Markov

Définition 26 Un processus stochastique défini sur [0, T ] est dit un processus de

Markov si : :

P (X(t) ∈ A/Fs) = P (X(t) ∈ A/X(s))p.s

où Ft est la filtration naturelle associé au processus X(t), A un borélien, x ∈ R et

0 < s < t < T.

La probabilité P (X(t) ∈ A/X(s)) notée p(s,X(s), t, A) est appelée la probabilité

de transition du processus de Markov (X(t)). Elle satisfait les propriétés suivantes :

1. p(s, x, t, A) est une fonction réelle mesurable de x.

2. p(s, x, t, A) est une mesure par rapport à A pour s, t et x fixés.

3. Pour x et 0 ≤ s < τ < t ≤ T , la probabilité de transition p(s, x, t, A) satisfait

l’équation de Chapman-Kolmogorov

p(s, x, t, A) =

∫ +∞

−∞
p(τ, y, t, A)p(s, x, τ, dy)

Cette équation sera utilisée au chapitre 2 afin de résoudre le problème du filtrage

non linéaire à temps discret.
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Théorème 4 La solution X(t) de l’E.D.S

dX(t) = a(t,X(t))dt+ b(t,X(t))dW (t)

dont les coefficients a(t, x) et b(t, x) satisfont les conditions du théorème de l’exis-

tence et l’unicité, est un processus de Markov de noyau de transition défini par

p(s, x, t, A) = P (X(t) ∈ A/X(s) = x) = P (Xx,s(t) ∈ A)

où Xx,t est solution de l’équation :

Xx,s(t) = x+

∫ t

s
(a(u,Xx,s(u)))du+

∫ t

s
b(u,Xx,s(u))dW (u)

sur l’intervalle [0, T ].

Le générateur infinitésimal de cette solution, suivant la définition donnée par Byörk

(2003) [34], est donnée par

Lh(t, x) = a(t, x)
∂h(t, x)

∂x
+

1

2
b2(t, x)

∂2

∂x2
h(t, x) (24)

où h(., .) est une fonction telle que h ∈ C2(R).

Et l’opérateur adjoint L∗ est défini par :

L∗h(t, x) = − ∂

∂x
[a(t, x)h(t, x)] +

1

2

∂2

∂x2
[b(t, x)2h(t, x)].

Pour plus de détail sur les propriétés des opérateurs différentiels (voir [34] page 67).
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Première partie

Le filtrage
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Position du problème

Le problème du filtrage consiste à estimer l’état Xt d’un système dynamique

(Xt) non observable directement, à partir des observations bruitées (Yt : 0 ≤ t ≤ T ).

Le processus d’état et le processus des observations sont décrit par un système

d’équations différentielles stochastiques dXt = b(Xt)dt+ f(t)dVt

dYt = h(Xt)dt+ g(t)dWt

(25)

où V (t) et (Wt) sont deux mouvements browniens, b, f , h et g des fonctions sup-

posées continues et de sorte que les intégrales stochastiques de ITÔ par rapport aux

browniens V et W respectivement, soient bien définies.

Le problème est d’estimer l’état présent Xt du système en se basant sur l’information

fournie par les observations passées, c’est à dire par l’histoire antérieure à l’instant

t :

FYt = σ(Ys : 0 ≤ s ≤ t).

Plus généralement, étant donnée l’histoire FYt1 , cette estimation est dite un problème

de

1. prédiction si t > t1

2. filtrage si t = t1

3. lissage si t < t1.

Notre travail porte sur le problème du filtrage qui consiste à trouver le meilleur

estimateur FYt − mesurable de l’état Xt du système. Le choix d’un tel estimateur

n’est pas unique. Si l’on choisit le critère classique des moindres carrés, l’on sait

(lemme 4 ci-dessous) que l’estimateur optimal X̂t de Xt au vu des observations

Y0, Y1, ..., Yn est l’espérance conditionnelle E(Xt/Y0, ..., Yn) laquelle satisfait

E(| Xt − X̂t |2) = min
U∈Vt
{E(| Xt − U |2)}
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où Vt est le sous espace de Hilbert générée par les variables aléatoires de carré

intégrables U qui sont FYt − mesurables et nous rappellerons ci-dessous que l’estima-

teur optimal est déterminé par l’espérance conditionnelle EF
Y
t (Xt) laquelle cöıncide

avec la projection orthogonale de la variable Xt sur le sous espace de Hilbert Vt.

Cette formulation du problème du filtrage puise sa légitimité dans le cas de bruits

gaussiens. Mais en général, l’information la plus riche disponible au vu des observa-

tion Y1, ..., Yn est contenu dans la loi conditionnelle de Xt sachant les observations

passées. Aussi, on préfère une estimation du maximum à posteriori (maximisant la

loi conditionnelle L(Xt/Y1, ..., Yt)). Car la donnée d’une telle loi permet de choisir

une estimation de l’état du système. Dans ce cas, le problème du filtrage consiste à

calculer cette loi de probabilité conditionnelle.

Il est entendu que dans le cas de bruits gaussiens, ces deux formulations de la théorie

du filtrage sont les mêmes.

Il est utile de rappeler que si la probabilité conditionnelle de Xt par rapport à la

σ−algèbre FYt admet une version régulière πt de la probabilité conditionnelle 3 alors

on a

EF
Y
t (Xt) =

∫
Ω
Xtπt(dω)

Dans ce cas, le problème du filtrage revient à estimer la loi conditionnelle du pro-

cessus d’états non observable relativement au passé FYt .

Dans cette partie, nous développons le problème du filtrage linéaire à temps discret

et à temps continu dans le chapitre 2 et le problème du filtrage non linéaire dans

le chapitre 3. Un premier chapitre est consacré aux problèmes d’estimation linéaire

3. Une fonction πt de B(Rn)× Ω dans [0, 1] telle que :

1. pour tout ω fixé πt(., ω) est une mesure de probabilité sur (Ω,FYt ),

2. pour tout A ∈ B(Rn), πt(A, .) est FYt − mesurable,

3. pour tout A ∈ FYt et pour presque tout ω, on a

πt(A,ω) = P (Xt ∈ A/FYt )(ω)
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optimale au sens de la variance minimum.
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Chapitre 1

Le prédicteur linéaire optimal

Nous rappellerons dans ce chapitre certains résultats sur les problèmes de

prédiction.

1.1 Définition et propriétés du prédicteur linéaire

Lemme 4 Soit X une variable de carré intégrable définie sur un espace de proba-

bilité (Ω,F , P ) et G une sous σ-algèbre de F . L’espérance conditionnelle E(X/G)

est le meilleur estimateur de E(X) dans L2(Ω,F , P ) parmi les variables aléatoires

de carré intégrables et qui sont G−mesurables.

Démonstration

Il suffit de montrer que

E(X − ν)2 ≥ E(X − E(X/G))2

pour toute variable aléatoire ν G−mesurable et de carré intégrable.

A cette fin, écrivons le terme E(X − ν)2 sous la forme

E(X − ν)2 = E(X − E(X/G))2 + E(E(X/G)− ν)2

− 2E{E[(X − E(X/G))(E(X/G)− ν)]/G}
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La G mesurabilité des variables E(X/G) et E(X/G)− ν fait que le troisième terme

de cette somme est nul et donc

E(X − ν)2 = E(X − E(X/G))2 + E(E(X/G − ν))2

d’où le résultat.

Lemme 5 Soit G une sous σ−algèbre de F et V le sous espace de Hilbert de

L2(Ω,F , P ) des variables aléatoires G−mesurables. On désigne par PV le projec-

teur orthogonal de L2(Ω,F , P ) dans V. Pour toute variable aléatoire X de carré

intégrable, on a

PV(X) = EG(X) (1.1)

où EG(X) est l’espérance conditionnelle de X par rapport à la σ−algèbre G.

Démonstration

On rappelle que EG(X) est G mesurable, unique presque sûrement et vérifie∫
A
XdP =

∫
A
EG(X)dP

pour tout événement A ∈ G. D’autre part, la variable aléatoire PV(X) est G mesu-

rable et est orthogonale à X − PV(X). On déduit alors que∫
Ω
PV(X)dP =

∫
Ω
XdP

et par l’unicité de l’espérance conditiionnelle, la formule (1.1) en résulte.

Définition 27 Soient X une variable aléatoire de carré intégrable et (Yt : t ∈

{0, 1, ..., T}) une suite finie de variables aléatoires de carré intégrable.

On appelle meilleur prédicteur linéaire de X en terme de {Yt, t ∈ {0, 1, ..., T}},

la variable X̂ ∈ HY (HY étant le sous espace de Hilbert généré par les variables

Yt : t = 0, 1, ..., T ) telle que

‖ X − X̂ ‖= min
U∈HY

‖ X − U ‖ .
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Par le théorème de projection, il s’avère que le prédicteur linéaire optimal X̂ n’est

rien d’autre que la projection orthogonale de X sur HY : X̂ = PHY (X).

On déduit du lemme (4) ci-dessus :

Corollaire 2 Le prédicteur linèaire de la variable X en terme de Ys : 0 ≤ s ≤ t

pour tout t ∈ {0, 1, ..., T} satisfait

X̂ = PHYt (X) = EF
Y
t (X)

où FYt est la σ−algèbre engendrée par les variables Ys : s ≤ t.

Corollaire 3 Si en plus des hypothèses du corollaire 2, le processus {Yt : 0 ≤ t ≤ T}

est un p.a.o.s, alors le prédicteur linèaire de la variable X en terme de Ys : 0 ≤ s ≤ t

pour tout t ∈ {0, 1, ..., T} est donné par

X̂ =

∫ t

0
(
d

ds
E[XYs])dYs

Démonstration

Ceci vient de ce que X̂ ∈ HYt et de ce que

X̂ =

∫ t

0
Φ(s)dYs

où Φ ∈ L2([0, t]). Comme (X − X̂t) ⊥ HYt , alors il résulte de ce que l’intégrale de

Wiener conserve le produit scalaire que

E(X

∫ t

0
Ψ(s)dYs) =

∫ t

0
Φ(s)Ψ(s)ds

et ce pour tout Ψ ∈ L2([0, t]). On déduit alors en prenant Ψ(s) = 1[0,r](s) ∀r ≤ t

que

E(XYr) =

∫ r

0
Φ(s)ds

d’où l’on tire Φ(r) = d
drE(XYr) ce qui conduit au résultat attendu.

Définition 28 Soit Xt = (Xt1 , · · · , Xtn)′ ∈ (L2)n et soit {Ys, 0 ≤ s ≤ k} une

famille de vecteurs aléatoires tels que Ys ∈ (L2)m. On appelle meilleur prédicteur
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linéaire à un pas X̂t de Xt, le vecteur aléatoire dont la ième composante est le

meilleure prédicteur linéaire de Xti en terme de toutes les composantes des vecteurs

Y0, · · · , Yt−1.

On note X̂t = Xt/t−1 ce prédicteur linéaire. L’erreur de prédiction à un pas notée

Pt/t−1, est la matrice des erreurs en moyenne quadratiques définie par

Pt/t−1 = E[(Xt − X̂t)(Xt − X̂t)
′]

Plus généralement, le meilleur estimateur de Xt basé sur Y0, Y1, · · · , Yk est le vecteur

Xt/k dont la ième composante est le meilleure estimateur linéaire de Xti en terme

de toutes les composantes des vecteurs Y0, Y1, · · · , Yk. Et la matrice de l’erreur qua-

dratique moyenne de cette estimation est donnée par

Pt/k = E[(Xt −Xt/k)(Xt −Xt/k)
′.

Propriétés

1. La projection orthogonale Pt(X) est linéaire, de plus par définition de P(Xi/HY ),

Pt(X) est le seul vecteur aléatoire dont les composantes sont dansHY , tel que :

[X − Pt(X)] ⊥ Ys, s = 0, 1, ..., t.

2. Si X ∈ (L2)n et Y ∈ (L2)m,on a :

P(X/Y ) = MY

oùM = E(XY ′)[E(Y Y ′)]−1 est une matrice de dimension (n×m) et [E(Y Y ′)]−1

est l’inverse généralisé de E(Y Y ′).

3. Si Y et Z sont deux vecteurs orthogonaux, alors :

P(X/Y,Z) = P(X/Y ) + P(X/Z)
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Chapitre 2

Le filtrage linéaire

Le problème du filtrage linéaire résolu par Kalman (1960) pour le filtrage à

temps discret et par Kalman - Bucy (1961) pour le filtrage à temps continu, est

fondé sur l’approche innovation. Le filtrage linéaire suppose que les fonctions b et

h des équations différentielles stochastiques (25) ci-dessus sont linéaires, autrement

dit ce système d’équations est linéaire : dXt = A(t)Xtdt+ C(t)dVt

dYt = H(t)Xtdt+G(t)dWt

(2.1)

où (Vt) et Wt sont des mouvements browniens et A(t), H(t), C(t) et G(t) sont des

fonctions matricielles du temps. La première équation du système (2.1) est dite

équation d’état où équation de transition et la deuxième équation est dite

équation de mesure ou équation d’observation. Ce système d’équations (d’état

et d’observation) est dit un modèle d’espace d’états.

Ce chapitre comprend deux sections dévolues chacune au filtrage linéaire : la première

au filtrage à temps discret et la seconde au filtrage à temps continu.
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2.1 Le filtrage linéaire à temps discret

Le modèle d’espace d’états (2.1) s’écrit dans cette situation sous la forme Xt+1 = F (t)Xt + Vt

Yt = G(t)Xt +Wt,
(2.2)

pour tout t = 1, 2, .... et où Vt et Wt sont deux bruits blancs indépendants de ma-

trice de covariance respective Qt et Rt indépendants de X1, et F(t) et G(t) deux

fonctions matricielles du temps t.

Le modèle d’espace d’état est dit stationnaire si les matrices F (t), G(t), Qt et Rt

sont indépendantes du temps t et c’est ce que l’on rencontre dans bon nombre d’ap-

plications.

Le filtre est un schéma récursif consistant à chaque itération d’une prédiction (es-

timation à priori) de l’état du système suivie d’une mise à jour de l’estimation de

l’état (estimation à postériori). Cette procédure est reproduite chaque fois que l’on

introduit une nouvelle observation.

2.1.1 Le filtre de Kalman

Le filtre de Kalman est un algorithme récursif dont le but est de construire

des estimateurs linéaires optimaux (au sens qu’ils minimisent l’erreur quadratique

moyenne) du vecteur d’état Xt en fonction des observations Y0, Y1, ..., Yt. Il s’agit

en fait de calculer à chaque instant t la valeur de Pt(Xt) ainsi que la matrice de

l’erreur Pt|t commise.

Considérons, le modèle dynamique défini par (2.2) et on suppose que X1 est une

variable aléatoire centrée de carré intégrable et orthogonale au sous espace fermé

HV,W . Il est facile de vérifier que

Vt ⊥ Xt Vt ⊥ Ys, 1 ≤ s ≤ t,

et

Wt ⊥ Xs,1 ≤ s ≤ t Wt ⊥ Ys, 1 ≤ s < t.
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Description du filtre de Kalman

Le filtre de Kalman est un schéma récursif alternant à chaque itération t une étape

prédiction et une étape correction ou encore une mise à jour de l’estimation de l’état

ainsi que de l’erreur d’estimation.

L’étape prédiction consiste à prédire l’état Pt−1(Xt) et à évaluer la matrice de

l’erreur de prédiction Pt|t−1.

L’étape correction consiste à

1. prédire l’observation Pt−1(Yt),

2. déterminer l’innovation νt et sa covariance St,

3. évaluer le gain du filtrage.

4. calculer Pt(Xt) ainsi que le calcul de la matrice de covariance Pt/t de l’erreur

d’estimation.

Pour initialiser le filtre, on suppose que Y0 est orthogonale au sous espace fermé

HV,W et on pose X̂1 = P(X1/Y0).

L’hypothèse sur Y0 est naturellement satisfaite lorsque ce dernier est un vecteur

aléatoire dégénéré. En pratique, on choisit Y0 = (1, 1, ...., 1)′.

On résume ces différentes étapes dans le théorème suivant.

Théorème 5 (Le filtre de Kalman)

Sous les hypothèses précédentes, l’estimateur Xt/t = Pt(Xt) et la matrice de cova-

riance Pt/t de l’erreur d’estimation, sont déterminés par les récursions suivantes :

Pt(Xt) = Pt−1(Xt) + Pt|t−1G
′
tS
−1
t (Yt −GtX̂t) (2.3)

et

Pt|t = Pt|t−1 − Pt|t−1G
′
tS
−1
t GtP

′
t|t−1 (2.4)

où St = GtPt|t−1G
′
t +Rt est la matrice de covariance de l’innovation νt et Pt|t−1 est

la matrice de covariance de l’erreur de prédiction.
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Pour la démonstration, on procède en suivant les étapes du filtre de Kalman telles

que décrites ci-dessus.

Lemme 6 (Étape prédiction)

La prédiction X̂t de l’état Xt sur la base des observations Y0, Y1, ..., Yt−1 et l’erreur

de prédiction Pt|t−1 sont données par X̂t = Ft−1Xt−1|t−1

Pt|t−1 = Ft−1Pt−1|t−1F
′
t−1 +Qt−1

Ce résultat dérive directement de l’équation d’état et de l’orthogonalité de Vt−1 avec Xt−1.

En utilisant l’équation d’observation du système (2.2) et l’orthogonalité deWt et de Ys,

pour tous s et t : s < t, nous déduisons aussi le

Lemme 7 (Prédiction de l’observation)

Le meilleur estimateur linéaire de Yt basé sur les observations Y0, Y1, ..., Yt−1 est la

projection orthogonale de Yt sur le sous espace fermé HYt−1 engendré par Y0, Y1, ..., Yt−1 :

Pt−1(Yt) = GtXt|t−1

Définition 29 On appelle processus des innovations le processus (νt : t ∈ N) défini

par

νt =

 Y0 si t = 0

Yt −GtX̂t si t = 1, 2, ....
(2.5)

où GtX̂t est le prédicteur de Yt sur le sous espace de Hilbert HYt−1.

L’innovation νt s’écrit encore

νt = Gt(Xt − X̂t) +Wt

pour tout t ≥ 1.

Sous cette forme, la matrice de covariance St du processus des innovations se déduit

facilement. On trouve

St = GtPt|t−1G
′
t +Rt (2.6)
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Lemme 8 (Calcul du gain de Kalman)

Le meilleur estimateur linéaire de Xt basé sur les observations Y0, Y1, ..., Yt (i.e.

Pt(Xt)) est donné par

Xt|t = X̂t +Mνt (2.7)

où

M = Pt|t−1G
′
tS
−1
t . (2.8)

est appelé le gain de Kalman.

Démonstration

L’innovation (νt) étant orthogonale à {Ys, ∀s < t}, fait que

Pt = Pt−1 + P(./νt)

où P(./νt) est le projecteur sur la droite engendré de par νt. Et par suite,

Xt/t = Pt(Xt) = Pt−1(Xt) +Mνt. (2.9)

où M selon la propriété (2) du prédicteur linéaire donnée au chapitre 1, est telle que

énoncé par la formule 2.8

M = Pt/t−1G
′
tS
−1
t .

Revenons à la démonstration du théorème

L’estimation du filtre de Kalman est fournie par l’expression 2.9 ci-dessus et pour

ce qui est de la matrice de covariance de l’erreur de filtrage, celle ci s’écrit

Xt − X̂t = Xt −Xt|t +Mνt

et compte tenu de l’orthogonalité de Xt − PtXt et νt, on obtient

Pt/t = Pt/t−1 − Pt/t−1G
′
tS
−1
t GtP

′
t/t−1.
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Remarques

1. L’estimateur de Kalman Xt/t a utilisé l’information d’innovation pour corriger

la prédiction de l’état en tenant compte de l’estimation antérieure. C’est ce

qu’on appelle le schéma de type prédiction-correction.

2. Le gain de Kalman varie selon la confiance que l’on peut accorder aux obser-

vations. En effet, d’après le lemme d’inversion matriciel, il est facile de vérifier

que le gain peut s’écrire :

Mt = Pt/tG
′
tR
−1
t

cette équation montre que le gain de Kalman fluctue :

(a) Le gain Mt diminue si l’estimation par le modèle devient plus précise.

(b) Le gain Mt augmente si les observations deviennent plus précises.

3. Dans le cas où les bruits du modèle d’espace d’état définie par (2.2) sont

corrélés c-à-d E(VtW
′
t ) = Ht, on se ramène dans ce cas a un modèle a bruit non

corrélé développé ci-dessus, par modification de l’équation d’état. On définit

par (2.10) le modèle équivalent avec des bruits non corrélés : Xt+1 = F̃tXt + G̃tYt + Ṽt

Yt = GtXt +Wt

(2.10)

où Ṽt = Vt −HtR
−1
t Wt, F̃t = Ft −HtR

−1
t Gt, G̃t = HtR

−1
t .

Les bruits de ce nouveau modèle satisfont les propriétés suivantes :

E(Ṽt) = 0, E(Wt) = 0, E(WtW
′
t ) = Rt, E(ṼtṼ

′
t ) = Q̃t = Qt −HtR

−1
t H

′
t .

En appliquant le filtre de Kalman discret au système (2.10), on trouve que les

étapes de correction sont conservées, la seule étape qui va être modifiée est

celle de prédiction dans ce cas le prédicteur devient :

Xt+1/t = FtXt/t︸ ︷︷ ︸+HtS
−1
t (Yt −GtXt/t−1)

partie pourHt = 0
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avec une matrice de covariance de l’erreur

Pt+1/t = FtPt/tF
′
t +Qt︸ ︷︷ ︸+FtMtStM

′
tF
′
t − LtStL

′
t

partie pourHt = 0

où Lt = HtS
−1
t + FtMt.

4. Dans le cas où le bruit d’état à l’instant t est corrélé avec le bruit de mesure à

l’instant t−1, on estime l’état du système en utilisant l’algorithme de Kalman

avec la même étape de prédiction mais contrairement à la remarque précédente,

c’est l’étape de correction qui va être modifier (voir [19]).

5. Selon que l’étape prédiction suit ou précède l’étape de correction, le filtre cor-

respondant est un filtre estimateur (i.e. (Pt(Xt), Pt/t) → (Pt+1(Xt+1), Pt+1/t+1))

ou un filtre prédicteur à un pas (i.e. (Pt−1(Xt), Pt−1/t) → (Pt(Xt+1), Pt+1/t)).

On notera que les expressions permettant de calculer le gain M et les matrices

de covariance Pt/t, Pt+1/t ne dépendent pas des observations yt et des valeurs

de Pt(Xt) et Pt(Xt+1). Elles peuvent donc être calculées à l’avance. On trouve

à partir des expressions ci-dessus, l’équation de récurrence fournissant Pt+1|t :

Pt+1|t = FtPt|t−1F
T
t +Qt − FtPt|t−1G

T
t (Rt +GtPt|t−1G

T
t )−1GtPt|t−1F

T
t

qui est une équation algébrique de Riccati à temps discret permettant de

calculer Pt|t et Mt par les expressions des étapes corrections et l’expression du

filtre. Une fois que ces matrices sont connues, les filtres peuvent être réalisés

suivant que l’on dispose ou non de sortie à l’instant t+1.
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2.2 Le filtrage linéaire à temps continu

Le processus d’états {Xt; t ≥ 0} et le processus des observations {Yt; t ≥ 0}

sont solutions du système d’équations différentielles stochastiques : dXt = A(t)Xtdt+ C(t)dVt

dYt = H(t)Xtdt+G(t)dWt

(2.11)

avec les conditions initiales X0 et Y0 = 0 et où (Vt) et (Wt) sont deux processus

supposés ici à accroissements orthogonaux stationnaires non nécessairement gaus-

siens tels que HV est orthogonale à HW , X0 un vecteur aléatoire orthogonale à

HV,W la fermeture de l’enveloppe linéaire générée par les p.a.o.s ((Vt) et (Wt)) et

A, C, H et G sont des matrices de dimensions convenables et dont les coefficients

sont des fonctions du temps continues par morceaux. Rappelons que dans le cas de

bruits gaussiens et non corrélés, le problème du filtrage linéaire à temps continu a

été résolu par Kalman et Bucy (1961). Dans ce cas la loi conditionnelle de Xt est

gaussienne de moyenne X̂t et de covariance P (t). Cette loi est calculée de façon

récursive.

Le filtre de Kalman consiste ici à rechercher le meilleur estimateur linéaire de Xt

conditionnellement aux observations Ys : 0 ≤ s ≤ t au sens que l’erreur d’estimation

est de variance minimum. On décrit ci-dessous l’approche innovation.

2.2.1 L’approche innovation

Considérons le modèle d’espace d’état défini par le système (2.11) et posons pour

des commodités d’écriture Zt = H(t)Xt. On considère les hypothèses suivantes :

1. {Xt} est un processus du second ordre, continu en moyenne quadratique.

2. Pour tous s et t tels que s < t, (Wt −Ws)⊥HW,Xs = L{Wu, Xu, u ≤ s}

3. ∀t ≥ 0, G(t)G
′
(t) est une matrice définie positive.

Définition 30 On appelle processus d’ innovation le processus (νt, t > 0) défini par

47



l’équation

dνt = dYt − Ẑtdt (2.12)

où Ẑt = PHYt Zt = H(t)X̂t.

En remplaçant l’observation Yt par son expression (équation d’observation), l’inno-

vation νt devient

dνt = Z̃tdt+G(t)dWt (2.13)

où Z̃t = Zt − Ẑt = H(t)X̃t est l’erreur d’estimation.

Remarques

1. L’existence du processus des innovations est subordonnée à celle de l’intégrale∫ t
0 Ẑsds, en d’autres termes, il faut que Ẑt soit une fonction mesurable de t.

Or, le processus (Xt) étant continu en m.q (hypothèse 1 ci-dessus) ceci assure

la continuité en m.q de Ẑt, d’où l’on déduit ensuite en utilisant un résultat

de Doob ([16]) qu’il existe une version mesurable en t du processus Ẑt, ce qui

donne un sens à l’intégrale
∫ t

0 Ẑsds et au processus des innovations.

2. Si les p.a.o (Vt) et (Wt) sont gaussiens, alors le processus des innovations est

gaussiens.

Théorème 6 Sous les hypothèses (1),(2) et (3) ci-dessus, le processus des innova-

tions (νt : t ≥ 0) est un p.a.o et de matrice de covariance

cov(νt) =

∫ t

0
G(s)G

′
(s)ds

Démonstration

Notons d’abord que νs ∈ HYs et par suite montrer que le processus des accroissements

ν est un p.a.o, revient à montrer que (νt − νs) ⊥ HYs . Il suffit alors de montrer que

48



toutes les composantes du vecteur νt − νs sont orthogonales à HYs . Soit X ∈ HYs et

notons νit la iieme composante de νt et gij les coefficients de la matrice G. On a

E[X(νit − νis)] = E

[
X

{(
Y i
t −

∫ t

0
Ẑiudu

)
−
(
Y i
s −

∫ t

0
Ẑiudu

)}]
qui s’écrit encore en remplaçant Y i

t par son expression de l’équation d’observation

E[(X(νit − νis)] = E

[
X

(∫ t

s
Z̃iudu

)]
+
∑
j

E

(
X

∫ t

s
gij(u)dW j

u

)
Il s’agit de montrer que cette somme est nulle. Or, la nullité du premier terme résulte

en appliquant Fubini et ensuite l’orthogonalité de Z̃iu avec HYs pour tout s ≤ u et la

nullité du second terme résulte directement de l’hypothèse (2). Ainsi, (νit − νis)⊥HYs
d’où le résultat.

Concernant la détermination de la matrice de covariance de νt, on peut écrire compte

tenu de ce que ce processus est centré que

E(νtν
′
t) = E

{[∫ t

0
Z̃s +

∫ t

0
G(s)dW (s)

]
·
[
(

∫ t

0
Z̃sds)

′ + (

∫ t

0
G(s)dW (s))′

]}
= E

{
(

∫ t

0
Z̃sds).(

∫ t

0
Z̃sds)

′
}

+ E

{
(

∫ t

0
G(s)dW (s))(

∫ t

0
G(s)dW (s))′

}
+ E

{
(

∫ t

0
Z̃sds) · (

∫ t

0
G(s)dW (s))′

}
+ E

{
(

∫ t

0
G(s)dW (s)) · (

∫ t

0
Z̃sds)

′
}

Le second terme de cette somme est d’après la proposition 7 chap.0, égale à

E{(
∫ t

0
G(s)dW (s))(

∫ t

0
G(s)dW (s))′} =

∫ t

0
G(s)G

′
(s)ds

Et au vu de ce résultat, nous devons prouver que les trois autres termes de cette

somme sont nuls. Ce qui revient à montrer que les coefficients de chacune de ces

matrices sont nuls.

1. Étude du premier terme

Soit {0 = t0, t1, ..., tn = t} une subdivision de [0, t] et écrivons

E{(
∫ t

0
Z̃i(s)ds).(

∫ t

0
Z̃j(s)ds)} =

n−1∑
k=0

n−1∑
l=0

E

(∫ tk+1

tk

∫ tl+1

tl

Z̃i(u)Z̃j(v)dudv

)
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En utilisant le théorème de Fubini et ensuite l’inégalité de Schwartz, on voit que

E

(∫ tk+1

tk

∫ tl+1

tl

|Z̃i(u)Z̃j(v)|dudv
)

=

∫ tk+1

tk

∫ tl+1

tl

|E(Z̃i(u)Z̃j(v))|dudv

≤
∫ tk+1

tk

∫ tl+1

tl

‖ Z̃i(u) ‖2‖ Z̃j(v) ‖2 dudv

=

∫ tk+1

tk

∫ tl+1

tl

√
Γ̃i(u, u)

√
Γ̃j(v, v)dudv

≤
[∫ tk+1

tk

√
Γ̃i(u, u)du

]
·
[∫ tk+1

tk

√
Γ̃j(u, u)du

]
où Γ̃i(u, v) = cov(Z̃i(u), Z̃i(v)) et où ‖ . ‖2 désigne la norme dans L2.

Or, Γ̃i(u, u) = ‖Z̃i(u)‖22 est bornée sur [0, t] car (Zi(u)) est continue en m.q ce qui

assure d’après le lemme (1), chap(0), que la fonction de covariance Γi du processus

scalaire Zi(.) est continue sur [0, t] et l’inégalité ‖Z̃i(u)‖22 ≤ ‖Zi(u)‖22 < +∞ sur

[0, t] permet de conclure à la bornitude de la fonction u ↪→ Γ̃i(u, u). Et donc si Ki

désigne la borne supérieure de Γ̃i(u, u), on obtient∣∣∣∣E [∫ t

0

∫ t

0
Z̃i(u)Z̃j(v)dudv

]∣∣∣∣ ≤ n−1∑
k=0

n−1∑
l=0

E

(∫ tk+1

tk

∫ tl+1

tl

| Z̃i(u)Z̃j(v) | dudv
)

≤
√
K
∑
k,l

(tk+1 − tk)(tl+1 − tl)

≤ t
√
K max

k
(tk+1 − tk)→ 0

lorsque maxk(tk+1 − tk)→ 0 et où K = KiKj . Et donc

E

{
(

∫ t

0
Z̃sds).(

∫ t

0
Z̃sds)

′
}

= 0.

2. S’agissant du troisième terme, on trouve en utilisant l’inégalité de Schwartz

d’abord et l’isométrie de Wiener ensuite
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∑
k

∑
l

∣∣∣∣E (∫ tk+1

tk

Z̃i(u)du

∫ tl+1

tl

gij(u)dWj(u)

)∣∣∣∣ ≤ ∑
k

∑
l

(
E

[∫ tk+1

tk

Z̃i(u)du

]2
) 1

2

×
(∫ tl+1

tl

(gij(u))2 du

) 1
2

≤ K1

∑
k,l

(tk+1 − tk)(tl+1 − tl)
1
2 .

≤ K1tmax
k

(tk+1 − tk)
1
2 → 0

qui tend vers 0 quand maxk(tk+1 − tk)
1
2 → 0.D’ici on voit que le quatrième terme

est nul. Ainsi

cov(νt) = E(νtν
′
t) =

∫ t

0
G(s)G

′
(s)ds.

Le résultat suivant précise que le processus des innovations engendre les mêmes sous

espaces que le processus des observations {(Yt) : t > 0} (Davis [21]).

Théorème 7 Sous les hypothèses 1, 2 et 3 et pour tout t, on a

HYt = Hνt .

2.2.2 Le filtre de Kalman

On rappelle que le filtre de Kalman est un schéma récursif qui permet de calculer

l’estimateur linéaire optimal de l’état Xt en fonction seulement de l’observation (Yt)

et de l’estimation (X̂s) où s < t. Ce résultat est précisé par le théorème suivant :

Théorème 8 (Le filtre de Kalman)

Sous les hypothèses 1, 2 et 3 ci-dessus, l’estimateur X̂t est solution de l’équation

différentielle stochastique suivante : dX̂t = AX̂tdt+K(t)dνt,

X̂0 = E(X0) = m0.
(2.14)
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où K(t) = P (t)H
′
(t)(G(t)G

′
(t))−1 est le gain de Kalman et P (t) = E(X̃tX̃t′ ) est la

matrice de covariance de l’erreur du filtrage.

La matrice P (t) satisfait l’équation matricielle de Riccati dP
dt = C(t)C

′
(t)− P (t)H

′
(t)(G(t)G

′
(t))−1H(t)P (t) +A(t)P (t) + P (t)A

′
(t)

P (0) = Cov(X0) = P0.

(2.15)

Démonstration

Pour alléger les écritures des expressions ci-dessous, on omettra des fonctions ma-

tricielles la variable temps t. La démonstration de ce théorème sera exécutée sur

plusieurs étapes.

Et pour commencer on examine le cas E(X0) = 0 ce qui entrâıne que ∀t, E(Xt) = 0.

Étape 1

Considérons la matrice D(t) définie par D = (GG
′
)
−1
2 telle que :

DD
′

= D
′
D = (GG

′
)−1

et soit (πt) un processus défini par πt =
∫ t

0 D(s)dνs, où νs est le processus d’innova-

tion, alors de la proposition (7) du chapitre (0), on a

cov(πt) =

∫ t

0
DGG

′
D
′
ds = I · t

où I est la matrice identité. Ainsi πt est un p.a.o.s et comme Hπt = Hνt = HYt et

X̂t ∈ HYt , d’après le corollaire (3) chapitre 1, on obtient

X̂t =

∫ t

0
k(t, s)dπs (2.16)

où k(t, s) = d
dsE(Xtπ

′
s)

Étape 2

On définit le processus Qt par

Qt = X̂t − X̂0 −
∫ t

0
A(s)X̂sds (2.17)
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Et on montre que (Qt) est un p.a.o. En effet, pour tous ∀s < t

Qt −Qs = X̂t − X̂s −
∫ t

s
AX̂udu

et comme

PHYs X̂t = PHYs PHYt Xt = PHYs Xt (2.18)

alors

PHYs (

∫ t

s
AX̂udu) = PHYs

∫ t

0
AXudu (2.19)

En utilisant les deux formules (2.18) et (2.19) données ci avant et d’après la linéarité

de la projection, on obtient

PHYs (Qt −Qs) = PHYs (Xt −Xs −
∫ t

s
AXudu)

= PHYs (

∫ t

s
CdVt)

= 0.

ce qui montre que (Qt) est un p.a.o par rapport à {HYt } et donc aussi par rapport à

{Hπt }, alors on peut appliquer la proposition (6) du chapitre (0) pour conclure qu’il

existe une fonction g à valeurs matricielles, telle que pour tous t on a∑
i,j

∫ t
0 (gij(s))2ds <∞ telle que Qt =

∫ t
0 g(s)dπs.

et l’on obtient le système différentiel stochastique suivant

dX̂t = AX̂tdt+ g(t)dπt (2.20)

X̂0 = E(X0) = 0.

On aura l’équation du filtre de Kalman quand on aura déterminé la matrice g.

Étape 3

Pour déterminer g, on voit que l’équation (2.20) admet une solution de la forme

X̂t = Φ(t, 0)X̂0 +

∫ t

0
Φ(t, s)g(s)dπs

=

∫ t

0
Φ(t, s)g(s)dπs
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où Φ(t, s) est la matrice de transition correspondante à A. Comparons ceci avec

(2.16), nous voyons que

Φ(t, s)g(s) = k(t, s)

et pour s = t la première propriété de la résolvante Φ montre que

g(t) = Φ(t, t)g(t) = k(t, t)

On cherche maintenant à calculer E(Xtπ
′
s), l’expression de g s’en déduira immédiatement.

Étape 4

On a Xt ⊥ HWs et l’expression (2.13) permet d’écrire

E(Xtπ
′
s) = E(Xt

∫ s

0
(DHX̃u)

′
du) + E(Xt(

∫ s

0
DGdWu)

′
)

= E(Xt

∫ s

0
(DHX̃u)

′
du)

=

∫ s

0
E(XtX̃

′
u)H

′
D
′
du

Pour t > u, l’équation d’état possède la solution suivante

Xt = φ(t, u)Xu +

∫ t

u
Φ(t, τ)CdVτ

le deuxième terme est orthogonal à HV,Wu et comme X̃u ∈ HV,Wu , on obtient

E(XtX̃
′
u) = Φ(t, u)E(XuX̃

′
u)

= Φ(t, u)E(X̃uX̃
′
u)

= Φ(t, u)P (u)

D’où

E(Xtπ
′
s) =

∫ s

0
Φ(t, u)P (u)H

′
(u)D

′
(u)du

donc

g(t) = k(t, t) =
d

dt
E(Xtπ

′
t) = Φ(t, t)P (t)H

′
(t)D

′
(t) = P (t)H

′
(t)D

′
(t)
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on obtient donc l’équation du filtre

dX̂t = AX̂tdt+ PH
′
D
′
dπt

= AX̂tdt+ PH
′
D
′
Ddνt

= AX̂tdt+ PH
′
(GG

′
)−1dνt

Ce qui complète la démonstration de la première partie du théorème sous l’hypothèse

E(X0) = 0.

Étape 5

On remplace νt par son expression dans l’équation précédente, on obtient

dX̂t = AX̂tdt+ PH
′
D
′
D(HX̃tdt+GdWt)

Soustrayons ceci de l’équation d’état, il vient

dX̃t = (A− PH ′D′DH)X̃tdt+ CdVt − PH
′
D
′
DGdWt

et soit Ψ(t, s) la matrice de transition correspondante à (A−PH ′D′DH). Par suite

la solution de cette équation est donnée par

X̃t = Ψ(t, 0)X0 +

∫ t

0
Ψ(t, s)C(s)dVs −

∫ t

0
Ψ(t, s)PH

′
D
′
DGdWs

Utilisant les hypothèses X0 ⊥ HVt , X0 ⊥ HWt et HWt ⊥ HVt , la proposition (7)

chapitre (0) assure que

P (t) = E(X̃tX̃
′
t)

= Ψ(t, 0)P0Ψ
′
(t, 0) +

∫ t

0
Ψ(t, s)C(s)C

′
(s)Ψ

′
(t, s)ds

+

∫ t

0
Ψ(t, s)PH

′
D
′
DGG

′
DD

′
HP

′
Ψ
′
t(t, s)ds

= Ψ(t, 0)P0Ψ
′
(t, 0) +

∫ t

0
ΨCC

′
Ψ
′
ds+

∫ t

0
ΨPH

′
D
′
DHP

′
Ψ
′
ds
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Alors, (2.15) est déduite par différenciation de cette équation par rapport à t.

Prenons par exemple le second terme, on utilise la quatrième propriété de la résolvante

et que d
dt

∫ t
0 f(t, u)du =

∫ t
0
d
dtf(t, u)du+ f(t, t) on obtient

d

dt
(

∫ t

0
Ψ(t, s)C(s)C

′
(s)Ψ

′
(t, s)ds) = CC

′
+

∫ t

0
(
∂

∂t
Ψ)CC

′
Ψ
′
ds+

∫ t

0
(ΨCC

′ ∂

∂t
Ψ
′
)ds

= CC
′
+ (A− PH ′D′DH)

∫ t

0
ΨCC

′
Ψ
′
ds

+

∫ t

0
ΨCC

′
Ψ
′
ds(A

′ −H ′D′DHP )

et on fait de même pour le troisième terme, on trouve

dP

dt
= CC

′
+ (PH

′
D
′
DHP ) + (A− PH ′D′DH)P + P (A

′ −H ′D′DHP )

= CC
′ − PH ′D′DHP +AP + PA

′

Pour t = 0, P (0) = Ψ(0, 0)P0Ψ(0, 0) = P0 où P0 = P (0).

Étape 6

Finalement, on suppose que m0 6= 0 donc m(t) = E(Xt) satisfait l’équation

différentielle
dm

dt
= Am(t) où m(0) = m0 (2.21)

et on définit le processus centré par

Xc
t = Xt −m(t)

c-à-d X̂c
t satisfait l’équation 2.14 avec X̂c

0 = E(Xc
0) = 0

Quant à X̂t = X̂c
t + m(t), il satisfait la même équation avec X̂0 = E(X0) non

nécessairement nul. Ce qui termine la démonstration .

Remarques

1. Une des raisons que le théorème du filtre de Kalman fournit une solution

effective et calculatoire au problème du filtrage est que l’équation de covariance
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(2.15) est non aléatoire, donc on peut calculer P(t) en premier et ensuite on

pourra calculer X̂t comme solution du système de l’équation d’état.

2. Un résultat dont on admettre (voir [21]) affirme que si la matrice des conditions

initiales d’un système différentielle de Riccati est définie positive (c’est bien le

cas ici avec P (0) = Cov(X0)), la solution P (t) est définie positive, unique et

bornée sur tout intervalle [0, t].

3. Si le modèle d’espace d’état stationnaire est scalaire, la solution de l’équation

de Riccati est donnée par :

P (t) =
N (t)

D(t)

telle que

N (t) = G2[P (0)(φ+A) + C2] +G2[P (0)(φ−A)− C2]e−2φt

et

D(t) = [H2P (0) +G2(φ−A)]− [H2P (0)−G2(A+ φ)]e−2φt

où φ(t) =
√
A2 + H2C2

G2 , et pour plus de détail sur la solution des équations

de Riccati, voir[24].

4. On peut écrire X̂t sous la forme suivante :

dX̂t = (A(t)−K(t)×H(t))X̂tdt+K(t)dYt

cette formule explique bien la récursivité de l’estimateur.

2.2.3 Synoptique d’un filtre de Kalman

La figure (2.1) représente un schéma qui résume le principe du filtre de Kalman

pour le système d’espace d’état (2.11) donné ci dessus.

2.2.4 Le filtre de Kalman-Bucy,1961

On a étudié le problème du filtrage linéaire dans le cas général où les bruits

d’état et de mesure sont des processus à accroissements orthogonaux. En particulier,
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Figure 2.1 – Schéma de principe

si on suppose que (Vt) et (Wt) sont deux mouvements browniens indépendants où

Vt est indépendant de Wt et X0 on va obtenir la même solution et dans ce cas le

filtre est appelée le filtre de Kalman-Bucy.

Théorème 9 (Le filtre de Kalman-Bucy)

Considérons le modèle d’espace d’état (2.11) dans le cas unidimensionnel. L’estima-

teur X̂t de l’état du système satisfait l’équation différentielle stochastique suivante :

dX̂t = (A(t)− H2(t)P (t)

G2(t)
)X̂tdt+

H(t)P (t)

G2(t)
dYt, X̂0 = E(X0)

où P (t) = E(Xt − X̂t)
2 satisfait l’équation déterministe de Riccati :

dP

dt
= 2A(t)P (t)− H2(t)P 2(t)

G2(t)
+ C2(t), P (0) = E(X0 − E(X0))2.

La démonstration de ce théorème est faite avec les mêmes étapes de la démonstration

du théorème (8), en remplaçant l’intégrale de Wiener par l’intégrale de Itô, on trouve

facilement le résultat, voir [4].

On applique ci-dessus le filtre de kalman-Bucy à deux exemple différents.
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Exemple 4 (Des observations bruités d’un processus constant) Considérons le cas

simple :

dXt = 0, i.eXt = X0 E(X0) = 0, E(X2
0 ) = a2;

dYt = Xtdt+mdWt, Y0 = 0.

D’après le théorème précédent l’équation de Riccati est de la forme :

dP (t)

dt
= − 1

m2
P 2(t), où P (0) = a2

ainsi
dP (t)

P 2(t)
=
−1

m2
dt

la solution de cette équation différentielle non linéaire du premier ordre est :

P (t) =
a2m2

m2 + a2t

donc

dX̂t = − a2

m2 + a2t
X̂tdt+

a2

m2 + a2t
dYt, où X̂0 = E(X0) = 0.

c’est une équation différentielle stochastique linéaire du premier ordre, la formule

de Itô permet d’écrire :

X̂t = exp

{
−
∫ t

0

a2

m2 + a2s
ds

}(
X̂0 +

∫ t

0
exp

(∫ s

0

a2

m2 + a2u
du

))
a2

m2 + a2s
dYs

Alors

d

(
X̂t exp

{∫ t

0

a2

m2 + a2s
ds

})
= exp

(∫
a2

m2 + a2t
dt

)
a2

m2 + a2t
dYt

donc

X̂t =
a2

m2 + a2t
Yt ⇒ X̂t =

1
m2

a2 + t
Yt, pour tout t ≥ 0

Exemple 5 (les coefficients constants) Considérons le système d’espace d’état sta-

tionnaire suivant :

dXt = AXtdt+ CdVt

dYt = HXt +GdWt
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où A,C,H et G sont des constants non nuls. L’équation de Riccati correspondante

est :

P
′

= 2AP − H2

G2
P 2 + C2, P (0) = a2

admet la solution :

P (t) =
α1 −Kα2 exp( (α2−α1)H2t

G2 )

1−K exp (α2−α1)H2t
G2

où

α1 = H−2(AG2 −G
√
A2G2 +H2C2)

α2 = H−2(AG2 +G
√
A2G2 +H2C2)

et

K =
a2 − α1

a2 − α2

donc la solution X̂t est de la forme suivante :

X̂t = exp

(∫ t

0
F (s)ds

)
X̂0 +

H

G2

∫ t

0
exp

(∫ t

0
F (u)du

)
P (s)dYs

où

F (s) = A− H2

G2
P (s)

et pour des grandes valeurs de s , on a P (s) ≈ α2, ce qui donne

X̂t ≈ X̂0 exp

(
A− H2

G2
α2t

)
+
H

G2
α2

∫ t

0
exp

(
A− H2

G2
α2(t− s)

)
dYs

≈ X̂0 exp(−βt) +H
α2

G2
exp(−βt)

∫ t

0
exp(−βs)dYs

où β = G−1
√
A2G2 +H2C2.
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Chapitre 3

Le filtrage non linéaire

Soit (Ω,F , (Ft), P ) un espace de probabilisé, (Vt) et (Wt) deux mouvements

browniens indépendants définis sur cet espace. Considérons le problème du filtrage

non linéaire associé au modèle d’espace d’état suivant : dXt = b(Xt)dt+ f(Xt)dVt

dYt = h(Xt)dt+ dWt

(3.1)

où les coefficients b, f et h sont des applications continues à valeurs réelles satisfaisant

chacune la propriété de Lipschitz : |b(x1)− b(x2)|+ |f(x1)− f(x2)| ≤ M1|x1 − x2|

|h(x1)− h(x2)| ≤ M2|x1 − x2|

et la condition de croissance linéaire |b(x)|2 + |f(x)|2 ≤ M2
1 (1 + |x|2)

|h(x)|2 ≤ M2
2 (1 + |x|2)

et où M1 et M2 sont des constantes positives.

Pour, t = 0 on suppose que X0 est une variable aléatoire indépendante de (Vt) et

(Wt).

On suppose en outre que pour tout t > 0 :

E(

∫ t

0
|h(Xs)|2ds) <∞.
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Le problème du filtrage non linéaire consiste ici, à déterminer la distribution condi-

tionnelle de Xt sachant FYt :

Πt(φ) = Ep(φ(Xt)/FYt ), φ ∈ C2
b

où rappelons que FYt est la σ−algèbre engendrée par les variables {Ys : s < t}, Ep

est l’espérance par rapport à la loi de probabilité P et C2
b est la classe des fonctions

deux fois continuement différentiables et bornées .

La nature des équations du système d’état (3.1) impose une autre idée de l’intégrale

stochastique. Et contrairement à l’intégrale de Wiener, il s’agit ici de l’intégrale sto-

chastique au sens de ITÔ.

Les techniques du calcul différentiel stochastique développées au cours des années

1960-1970 ont permis à H.Kushner de prouver que le filtre Π(t) associé au problème

du filtrage non linéaire décrit par le système 3.1 est solution d’une équation aux

dérivées partielles stochastique non linéaire appelée équation de Kushner-Stratonovich.

Ce résultat a été obtenu par autre approche initiée par M.Fujisaki,G.Kallianpur,

H.Kunita [20] en utilisant la notion de processus d’innovation. Toutefois la non

linéarité de l’équation de Kushner-Stratonovich rend difficile l’étude des propriétés

de sa solution. Ce problème a été résolu par M.Zakai qui a prouvé moyennant un

changement de probabilité que le filtre non normalisé est solution d’une équation

aux dérivées partielles stochastique linéaire qui porte son nom.

Comme pour le cas du filtrage linéaire, nous examinerons là également, le problème

du filtrage non linéaire à temps discret et ensuite le cas du filtrage non linéaire à

temps continu.
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3.1 Le filtrage non linéaire à temps discret

Le modèle d’espace d’état (3.1) s’écrit dans ce cas sous la forme suivante Xk+1 = bk+1(Xk) + Vk+1

Yk+1 = hk+1(Xk+1) +Wk+1

(3.2)

où la variable d’état Xk ∈ Rn avec X0 = V0 et l’observation Yk ∈ Rm, bk, hk

sont deux fonctions vectorielles mesurables, non linéaires de dimensions n et m

respectivement avec hk continue et bornée. Les processus {Vk, k ≥ 1} et {Wk, k ≥ 1}

sont deux bruits blancs gaussiens centrés indépendants entre eux et indépendants

de X0 et de matrice de covariance respective Qk, Rk.

Considérons la suite d’observations Yl = {Y1, ..., Yl} et rappelons que le filtrage non

linéaire à temps discret consiste à déterminer la distribution conditionnelle de Xk+1

sachant Yk+1. Il s’agit alors de déterminer à l’instant k+1, la densité conditionnelle

notée ϕ
Yk+1=y

k+1

Xk+1
étant donnée la densité initiale ϕ0 de l’état initial (X0) et où

y
k+1

= (y0, y1, ..., yk+1).

Pour alléger les notations , on convient de noter cette densité de probabilité par

ϕ
y
k+1

Xk+1
.

Théorème 10 (La densité conditionnelle du filtrage discret)

Supposons que la densité ϕ
y
k+1

Xk+1
existe, alors

ϕ
y
k+1

Xk+1
(xk+1) =

ϕ
xk+1

Yk+1
(yk+1)

∫
ϕxkXk+1

(xk+1)ϕ
y
k
Xk

(xk)dxk∫ ∫
ϕ
xk+1

Yk+1
(yk+1)ϕxkXk+1

(xk+1)ϕ
y
k
Xk

(xk)dxkdxk+1

où ϕxkXk+1
(.) est la densité conditionnelle de Xk+1 sachant Xk = xk appelée densité

de transition de l’équation d’état et ϕ
xk+1

Yk+1
(.) est la densité conditionnelle de Yk+1

par rapport à Xk+1 = xk+1 laquelle est donnée par la formule suivante

ϕ
xk+1

Yk+1
(yk+1) =

1

(2π)
m
2 |Rk|

1
2

exp−{1

2
(yk+1 − h(xk+1))

′
R−1
k+1(yk+1 − h(xk+1))}

Démonstration

La démonstration, comme dans le cas du filtrage linéaire, comporte deux étapes. La

63



première est consacrée à la prédiction et consiste à calculer la densité ϕ
y
k
Xk+1

et la

seconde concerne la correction qui donne la densité du filtrage ϕ
y
k+1

Xk+1
.

Étape prédiction

D’abord notons que l’équation d’états génère un processus de Markov d’ordre 1 qui

fait que ϕ
y
k
Xk+1

devient

ϕ
y
k
Xk+1

(xk+1) =

∫
ϕ
y
k
Xk+1,Xk

(xk+1, xk)dxk =

∫
ϕxkXk+1

(xk+1)ϕ
y
k
Xk

(xk)dxk

Étape correction

On a

ϕ
y
k+1

Xk+1
(xk+1) = ϕ

y
k
,yk+1

Xk+1
(xk+1)

la formule de Bayes jointe à l’équation précédente font que le filtre devient

ϕ
y
k+1

Xk+1
(xk+1) =

ϕ
y
k
,xk+1

Yk+1
(yk+1)ϕ

y
k
Xk+1

(xk+1)

ϕ
y
k
Yk+1

(yk+1)
(3.3)

et comme (Vk) et (Wk) sont deux bruits blancs indépendants et indépendants de

X0, alors conditionnellement à Xk+1 la variable Yk+1 est indépendante des variables

{Ys : s ≤ k} et donc

ϕ
y
k
,xk+1

Yk+1
(yk+1) = ϕ

xk+1

Yk+1
(yk+1)

ce qui permet d’écrire

ϕ
y
k
Yk+1

(yk+1) =

∫
ϕ
y
k
Yk+1,Xk+1

(yk+1, xk+1)dxk+1

=

∫
ϕ
xk+1

Yk+1
(yk+1)ϕ

y
k
Xk+1

(xk+1)dxk+1

Et comme

ϕ
xk+1

Yk+1
(yk+1) = ϕwk+1

(yk+1 − h(xk+1))

et que Wk ∼ N (0, Rk) alors cette densité conditionnelle devient

ϕ
xk+1

Yk+1
(yk+1) =

1

(2π)
m
2 |Rk|

1
2

exp−{1

2
(yk+1 − h(xk+1))

′
R−1
k+1(yk+1 − h(xk+1))}
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D’où l’on déduit

ϕ
y
k+1

Xk+1
(xk+1) =

ϕ
xk+1

Yk+1
(yk+1)

∫
ϕxkXk+1

(xk+1)ϕ
y
k
Xk

(xk)dxk∫ ∫
ϕ
xk+1

Yk+1
(yk+1)ϕxkXk+1

(xk+1)ϕ
y
k
Xk

(xk)dxkdxk+1

(3.4)

Remarque 5 L’équation (3.4) n’est analytiquement pas calculable, mais on peut la

résoudre en utilisant des approximations de la solution par des méthodes numériques,

(Voir [35] et [13]).

En utilisant la formule de Taylor on peut linéariser le système d’espace d’état pour

pouvoir appliquer le filtre de Kalman et obtenir un algorithme récursif sous optimal

appelé le filtre de Kalman étendu (FKE) que l’on va décrire dans la sous section

suivante.

3.1.1 Le filtre de Kalman étendu (FKE)

Considérons le modèle d’espace d’état (3.2) et supposons que bk+1 et hk+1 sont

deux fonctions dérivables.

L’absence d’une solution analytique au problème de filtrage non linéaire à temps

discret impose le recours à une méthode sous-optimale appelée le filtre de Kalman

étendu qui consiste à remplacer les équations non linéaires du modèle d’espace d’état

par leur développement de Taylor au premier ordre autour de l’estimateur le plus

récent de l’état du système (c’est une version non linéaire du filtre de Kalman).

En utilisant développement de Taylor, on linéarise la fonction bk+1 autour du filtre

Xk+1|k+1, on obtient

bk+1(X) ≈ bk+1(Xk+1/k+1) + Fk+1(X −Xk+1/k+1)

ensuite on linéarise la fonction hk+1 autour du prédicteur Xk+1|k, on trouve

hk+1(X) ≈ hk+1(Xk+1/k) +Hk+1(X −Xk+1/k)
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Le système d’espace d’état est alors remplacé par : Xk+1 = Fk+1(Xk −Xk/k) + fk+1 + Vk+1

Yk+1 = Hk+1(Xk+1 −Xk+1/k) + +hk+1 +Wk+1

où Fk+1 et Hk+1 sont les matrices Jacobiennes de bk+1 et hk+1 aux points (Xk+1/k+1)

et Xk+1/k, respectivement, et fk+1 = bk+1(Xk/k),hk+1 = hk+1(Xk+1/k).

Il suffit alors d’appliquer les résultats concernant le filtre de Kalman à temps discret

(§1, chap2) à ce nouveaux système pour déduire l’algorithme suivant

Étape prédiction

Xk+1/k = bk+1(Xk/k)

Pk+1/k = Fk+1Pk/kF
′
k+1 +Qk+1

Étape Correction

Xk+1/k+1 = Xk+1/k +Kk+1[Yk+1 − hk+1(Xk+1/k)]

Pk+1/k+1 = (I −Kk+1Hk+1)Pk+1/k

où Sk+1 et Kk+1 sont, respectivement, la matrice de covariance du processus des

innovations et la matrice de gain de Kalman tels que :

Sk+1 = Hk+1Pk+1/kH
′
k+1 +Rk+1

Kk+1 = Pk+1/kH
′
k+1S

−1
k+1

On choisit les initialisations X0/0 et P0/0 de telle sorte que la loi de X0 de moyenne

X0/0 et de covariance P0/0 soit une bonne approximation de celle de X0.

Remarques

– Le filtre de Kalman étendu n’est pas un filtre optimal (c’est un outil basé sur

des approximations), ainsi les matrices Pk+1/k+1 et Pk+1/k ne représentent

pas la vraie covariance des états estimés.
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– Les matrices Fk etHk dépendent des estimateurs et par conséquent dépendent

des mesures, alors le gain de Kalman et les matrices Pk+1/k+1 et Pk+1/k ne

peuvent pas être pré-calculés .

Exemple 6 Considérant le système d’espace d’état suivant :

Xk+1 = X2
k + Vk+1

Yk+1 = X3
k+1 +Wk+1

avec E(Vk+1) = E(Wk+1) = 0,Qk = 1,Rk = 2, P0/0 = 1, X0/0 = 2.

En appliquant le filtre FKE, on trouve que l’estimateur Xk+1/k+1 de l’état Xk+1

étant donné les observations Y1, ..., Yk+1 et la matrice de covariance de l’erreur du

filtrage Pk+1/k+1, sont donnés par

Xk+1/k+1 = X2
k/k +Kk+1[Yk+1 − (Xk+1/k)

3]

Pk+1/k+1 = [1− 3Kk+1(Xk+1/k)
2]Pk+1/k

où

Kk+1 =
3Pk+1/k(Xk+1/k)

2

9(Xk+1/k)4Pk+1/k + 2

Pk+1/k = 4(Xk/k)
2Pk/k + 1.
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3.2 Le filtrage non linéaire à temps continu

Rappelons que le problème du filtrage non linéaire à temps continu associé au

modèle (3.1), consiste à déterminer la distribution conditionnelle de Xt sachant FYt :

Πt(φ) = Ep(φ(Xt)/FYt ), φ ∈ C2
b .

Il s’agit alors de trouver une forme explicite de Πt(φ) en terme de (Ys, s ≤ t), c’est

à dire qu’on cherche a exprimer Πt(φ) comme solution d’une équation aux dérivées

partielles stochastiques par rapport à Yt. A cette fin nous envisageons deux ap-

proches :

1) L’approche changement de mesure

Cette approche consiste à construire une nouvelle mesure P̃ sous laquelle Yt est un

mouvement brownien, et exprimer Πt moyennant la formule de Striebel-Kllianpur

en fonction du filtre non normalisé σt. Ce dernier filtre est solution d’une équation

aux dérivées partielles stochastique (E.D.P.S) linéaire appelée équation de Zakai.

2) L’approche innovation

Cette approche (appelée souvent l’approche FKK (Fujisaki-Kallianpur-Kunita))consiste

à déterminer un mouvement brownien appelé processus d’innovation et en utilisant

ce processus, on montre que le filtre Πt est solution d’une E.D.P.S non linéaire

appelée équation de Kushner.

3.2.1 Méthode de changement de mesure

Pour que l’intégrale d’Itô par rapport à Yt soit bien définie, il faut montrer en

utilisant le théorème de Girsanov, que le processus d’observation Yt est un mouve-

ment brownien sous une nouvelle mesure de probabilité.

Aussi nous commençerons ce sous paragraphe par le théorème suivant (théorème

de Girsanov) qui montre comment une transformation convenable d’un mouvement

brownien demeure encore un mouvement brownien sous l’action d’une nouvelle me-

sure de probabilité.
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On a pour commencer le résultat suivant :

Lemme 9 Soit {Ω,F , P} un espace de probabilité filtré par {Ft, t ≥ 0}, supposons

que P̃ est une autre mesure de probabilité équivalente à P et soit N la dérivée de

Radon-Nykodim de P̃ par rapport à P : N = dP̃
dP .

Alors d’une part, le processus (Nt : t ≥ 0) défini par

Nt = EP (N/Ft)

est une (Ft : t ≥ 0) martingale et d’autre part, pour que le processus {XtNt} soit

une Ft - martingale par rapport à P il faut et il suffit que {Xt} soit une martingale

par rapport à P̃ .

Démonstration

La première partie du lemme est évidente.

Si maintenant (Xt : t ≥ 0) est une P̃ martingale et A ∈ Fs(s ≤ t), alors d’une part,

on a ∫
A
XtdP̃ =

∫
A
EFs(Xt)dP̃s

=

∫
A
EFs(Xt)dP̃

et comme (Xt) est une P̃ martingale, alors on peut écrire∫
A
XtdP̃ =

∫
A
XsdP̃s

laquelle compte tenu de l’équivalence de P̃ et P fait que∫
A
XtdP̃ =

∫
A
XsNsdP

D’autre part on a ∫
A
XtdP̃ =

∫
A
XtNtdP

=

∫
A
EFs(XtNt)dP

et par l’unicité de l’espérance, on déduit que {XtNt} est une P -martingale.

La démonstration de la condition nécessaire se fait de la même manière.
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Théorème 11 (Caractérisation du mouvement Brownien - Lévy - )

Soit {Xt} un processus continu définie sur {Ω,F , (Ft), P}.

{Xt} est un mouvement brownien si et seulement si {Xt} et {X2
t − t}, t ≥ 0 sont

deux martingales.

Démonstration Voir [20]

Théorème 12 (Girsanov)

Soit (wt : 0 ≤ t ≤ T ) un mouvement brownien défini sur l’espace filtré {Ω,F , (Ft), P}

et soit g : Ω× [0, t]→ R un processus prévisible, tel que :∫ T

0
|gt|2dt <∞ p.s

et

Lt(g) = exp(−
∫ t

0
gsdws −

1

2

∫ t

0
|gs|2ds)

Soit P̃ la mesure de probabilité sur {Ω,F} définie par : dP̃t = Lt(g)dPt. Si

E

(
exp(

1

2

∫ T

0
|gt|2dt)

)
<∞ 1

alors le processus (w̃t) défini par :

w̃t , wt +

∫ t

0
gsds

est un mouvement brownien sur {Ω,F , (Ft), P̃}

Démonstration

Pour que (w̃t) soit un P̃ -mouvement brownien, il suffit de montrer selon le théorème

(11) ci-dessus que w̃t est une martingale continue et que (w̃2
t − t) est une martingale.

En effet,

1. Il est évident que w̃t est continu.

1. Cette condition est appelée la condition de Novikov
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2. Pour montrer que (w̃t) est une P̃ -martingale il suffit d’appliquer le lemme

(9) et de montrer que (Ltw̃t) est une P -martingale. En effet, la condition de

Novikov assure que (Lt) est une martingale (voir [36]) et en appliquant la

formule de ITÔ à Lt(g) on obtient :

dLt(g) = −Lt(g)gtdwt

et d’après la règle de différenciation de ITÔ appliqué au produit (Ltw̃t) on a

dw̃tLt(g) = Lt(g)dw̃t + w̃tdLt − Lt(g)gtdt

= Lt(g)dwt + Lt(g)gtdt− w̃tLt(g)gtdwt − Lt(g)gtdt

= Lt(g)(1− w̃tgt)dwt

Et pour conclure que c’est une martingale, il suffit de montrer que Lt(1 −

w̃tgt) ∈ L2(dt⊗ dP ), ce que nous admettrons dans la suite (voir [11]).

3. On applique la formule d’Itô à (w̃t), on trouve que

w̃2
t = 2

∫ t

0
w̃sdw̃s + t

w̃2
t − t = 2

∫ t

0
w̃sdw̃s

en utilisant le même argument que la propriété 2, on peut conclure que (w̃2
t −t)

est bien une P̃ -martingale.

Théorème 13 (La formule de Bayes)

Soit X une v.a intégrable sur (Ω,F , (Ft), P ) et G la sous σ-algèbre de F . Si P̃ est

une seconde mesure de probabilité équivalente à P avec Z = dP

dP̃
|G , alors :

EP (X/G) =
E
P̃

(XZ/G)

E
P̃

(Z/G)

où E
P̃

et EP sont les espérances sous les mesures P et P̃ respectivement .
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Démonstration

Notons d’abord que la variable aléatoire Z est presque sûrement strictement positive

et de plus sa G-mesurabilité fait que pour tout A ∈ G on ait∫
A

E
P̃

(XZ/G)

E
P̃

(Z/G)
dP =

∫
A
E
P̃

(XZ/G)dP̃

que l’on peut écrire encore sous la forme∫
A

E
P̃

(XZ/G)

E
P̃

(Z/G)
dP =

∫
A
EP (X/G)dP

et l’unicité de l’espérance conditionnelle conduit à l’identité recherchée.

La distribution conditionnelle non-normalisée

Soit P̃ une mesure non négative sur (Ω,F) absolument continue par rapport

à P de sorte que sa restriction P̃t à FV,Wt = σ{Vs,Ws : s ≤ t} soit définie par sa

dérivée de Radon-Nikodym par rapport à la restriction Pt de P sur FV,Wt , donnée

par

Lt(h) = exp(−
∫ t

0
h(Xs)dWs −

1

2

∫ t

0
|h(Xs)|2ds)

Sous l’hypothèse que h est bornée, on montre que le processus Lt(h) est une mar-

tingale (voir [17]) de moyenne 1, ce qui assure d’une part que P̃ est une mesure

de probabilité et d’autre part le théorème de Girsanov montre que le processus des

observations (Yt)t≥0 est un P̃ -mouvement brownien. De plus, on montre ([1] page

55)

Proposition 9 Sous la mesure de probabilité P̃t, le mouvement brownien (Yt)t≥0

est indépendant de (Vt)t≥0 et la loi de (Xt)t≥0 sous P̃ est la même que celle de

(Xt)t≥0 sous P .

Théorème 14 (La formule de Striebel-Kallianpur)

Pour toute fonction φ ∈ C2
b , on a

Πt(φ) =
E
P̃

(φ(Xt)Zt/FYt )

E
P̃

(Zt/FYt )
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où

Zt = L−1
t (h) = exp(

∫ t

0
h(Xs)dYs −

1

2

∫ t

0
|h(Xs)|2ds)

Démonstration

Ce résultat découle directement de la formule de Bayes, en remplaçant dans celle ci

X, Z et G par φ(Xt), Zt et FYt respectivement.

On pose pour toute fonction φ ∈ C2
b (R) :

σt(φ) = E
P̃

(φ(Xt)Zt/FYt )

appelée la distribution conditionnelle non-normalisée et lié au filtre optimal

Πt par la formule de Striebel-Kallianpur

Πt(φ) =
σt(φ)

σt(1)

Notons au passage que le processus (Zt) satisfait l’équation différentielle stochastique

dZt = Zth(Xt)dYt

Théorème 15 (L’équation de Zakai)

Pour toute fonction φ ∈ C2
b (R), le filtre non-normalisé σt(φ) est solution de l’équation

aux dérivées partielles stochastique (E.D.P.S) suivante

σt(φ) = σ0(φ) +

∫ t

0
σs(Lφ)ds+

∫ t

0
σs(L1φ)dYs (3.5)

où L1φ(x) = h(x)φ(x) et L un opérateur différentielle sur C2 défini par

Lφ(x) =
1

2
f2(x)

d2

dx2
φ(x) + b(x)

d

dx
φ(x).

Démonstration

La formule de Itô appliquée à Φ(Xt) fournit

dφ(Xt) = Lφ(Xt)dt+
d

dx
φ(Xt)f(Xt)dVt (3.6)
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et en appliquant la formule de différenciation au produit Φ(Xt).Zt, on trouve que

d(Ztφ(Xt)) = Ztdφ(Xt) + φ(Xt)dZt + dZtdφ(Xt)

Et comme (Yt) et (Vt) sont indépendants, le troisième terme de cette égalité est nul

et donc

d(Ztφ(Xt)) = Zt

[
Lφ(Xt)dt+

d

dx
φ(Xt)f(Xt)dVt

]
+ φ(Xt)Zth(Xt)dYt

et cette dernière s’écrit encore

Ztφ(Xt) = φ(X0)+

∫ t

0
ZsLφ(Xs)ds+

∫ t

0
Zs [φ(Xs)h(Xs)] dYs+

∫ t

0
Zs

d

dx
φ(Xs)f(Xs)dVs

En prenant l’espérance conditionnelle des deux membres de l’égalité et en appliquant

le lemme de Fubini stochastique (Voir Annexe A), on obtient

σt(φ) = σ0(φ) + E
P̃

(∫ t

0
ZsLφ(Xs)ds/FYt

)
+ E

P̃

(∫ t

0
Zsφ(Xs)h(Xs)dYs/FYt

)
+ E

P̃

(∫ t

0
Zs(

dφ

dx
(Xs)f(Xs))dVs/FYt

)
= σ0(φ) +

∫ t

0
σs(Lφ)ds+

∫ t

0
σs(L1φ)dYs.

Remarque 6 Si φ ≡ 1, l’équation de Zakai compte tenu de la formule de Striebel

- Kallianpur s’écrit sous la forme suivante :

σt(1) = 1 +

∫ t

0
σs(h)dYs

= 1 +

∫ t

0
σs(1)Πs(h)dYs

Et cette dernière admet une solution de la forme

σt(1) = exp

(∫ t

0
Πs(h)dYs −

1

2

∫ t

0
Π2
s(h)ds

)
. (3.7)

D’ailleurs ce résultat suivant montre que σt(1) est une dérivée de Radon - Nikodym.
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Corollaire 4 σt(1) est la dérivée de Radon-Nikodym de la restriction de P̃t à (FYt =

σ{Ys : s ≤ t}) par rapport à la restriction de Pt sur FYt :

σt(1) =
dPt|FYt
dP̃t|FYt

. (3.8)

Démonstration

Remarquons d’abord que la sous σ algèbre FYt est contenue dans la sous σ algèbre

engendrée par FV,Wt . Par suite, pour tout A ∈ FYt , on a d’une part

Pt(A) =

∫
1AdPt = E

P̃
(1AZt)

et d’autre part

E
P̃

(1Aσt(1)) = E
P̃

(1AEP̃ (Zt/FYt )) = Pt(A)

d’où l’on tire que

σt(1) =
dPt|FYt
dP̃t|FYt

.

3.2.2 L’approche innovation

Cette approche consiste en utilisant l’équation de Zakai et la formule de Striebel-

Kallainpur, de montrer que le filtre normalisé Πt est une solution d’une E.D.P.S. A

cette fin, on commence par définir le processus d’innovations et établir certaines de

ses propriétés.

Processus d’innovation

Définition 31 On appelle processus d’innovation le processus (νt)t≥0 défini par

νt = Yt −
∫ t

0
Πs(h)ds

Lemme 10 Le processus d’innovation (νt) est un P -mouvement brownien adapté à

la filtration (FYt ).

La démonstration résulte directement du théorème de Girsanov et des équations

(3.7) et (3.8).
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La distribution conditionnelle normalisée

Théorème 16 (Kushner-Stratonovich)

La distribution conditionnelle normalisée Πt(φ) satisfait l’équation aux dérivées par-

tielles stochastique suivante :

Πt(φ) = Π0(φ) +

∫ t

0
Πs(Lφ)ds+

∫ t

0
{Πs(L1φ)−Πs(h)Πs(φ)}dνs

où νt est le processus d’innovation.

Démonstration

Il suffit d’appliquer la règle de différenciation de Itô au produit σt(φ)
σt(1) :

d(
σt(φ)

σt(1)
) =

dσt(φ)

σt(1)
+ σt(φ)d(

1

σt(1)
)− σt(L1φ)

Πt(h)

σt(1)
dt (3.9)

Il s’agit alors de calculer d(σ−1
t (1)) en appliquant la formule de Itô :

d(
1

σt(1)
) = − 1

σt(1)2
σt(1)Πt(h)dYt +

1

σt(1)3
σt(1)2Πt(h)2dt

= −Πt(h)

σt(1)
dYt +

Πt(h)2

σt(1)
dt

En reportant cette dernière dans l’expression (3.9), on obtient

d(
σt(φ)

σt(1)
) =

σt(Lφ)dt+ σt(L1φ)dYt
σt(1)

+ σt(φ)

(
−Πt(h)

σt(1)
dYt +

Πt(h)2

σt(1)
dt

)
− Πt(L1φ)Πt(h)dt

= Πt(Lφ)dt+
{

Πt(L1φ)−Πt(φ)Πt(h)(dYt −Πt(h)dt)
}

d’où l’on déduit

Πt(φ) = Π0(φ) +

∫ t

0
Πs(Lφ)ds+

∫ t

0
{Πs(L1φ)−Πs(h)Πs(φ)}dνs

Remarque 7 L’équation de Kushner est non linéaire en Πt alors que l’équation

de Zakai est linéaire en σt et plus simple à résoudre. D’ailleurs, on montre qu’une

solution de l’équation de Zakai induit une solution de Kushner en utilisant la formule

de Striebel- Kallianpur et réciproquement. De façon précise on a :
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Corollaire 5 Si Πt est solution de l’équation de Kushner, alors σt(φ) = Πt(φ)αt,

où

αt = exp(

∫ t

0
Πs(h(s))dYs −

1

2

∫ t

0
(Πs(h)))2ds

est solution de l’équation de Zakai.

Réciproquement, si σt est solution de l’équation de Zakai, alors Πt(φ) = σt(φ)
σt(1) est

solution de l’équation de Kushner.

Démonstration

1. Soit Πt la solution de l’équation de Kushner, alors

dΠt(φ) = Πt(Lφ)dt+ [Πt(L1φ)−Πt(h)Πt(φ)](dYt −Πt(h)dt)

il est facile de vérifier que dαt = αtΠt(h)dYt et par application de la formule

de différenciation de Itô au produit Πt(φ)αt, on trouve que

d(Πt(φ)αt) = Πt(φ)dαt + αtdΠt(φ) + αtΠt(h)[Πt(L1φ)−Πt(h)Πt(φ)]dt

= αtΠt(φ)Πt(h)dYt + αtΠt(Lφ)dt+ αtΠt(L1φ)dYt

− αtΠt(h)Πt(φ)dYt − αtΠt(L1φ)Πt(h)dt+ αtΠt(φ)(Πt(h))2dt

+ αtΠt(L1φ)Πt(h)dt− αtΠt(φ)(Πt(h))2dt

Soit

d(Πt(φ)αt) = αtΠt(Lφ)dt+ αtΠt(L1φ)dYt

D’où le résultat.

2. La réciproque, évidente d’après le théorème (16).

Remarque 8 Le problème de l’existence et de l’unicité des solutions des équations

de Zakai et de Kushner-Stratonovich dans le cas où les mouvements browniens (Vt)

et (Wt) sont indépendants a été étudié par plusieurs auteurs ( voir [38] et [33]) et

dans ([1] chap. 04) on trouve la démonstration dans le cas où ces browniens sont

dépendants .
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La densité conditionnelle normalisée et non normalisée

Considérons le système d’état dXt = b(Xt)dt+ f(Xt)dVt

dYt = h(Xt)dt+ dWt

avec les conditions initiales Y0 = 0 et X0 une variable aléatoire indépendante des

mouvements browniens (Wt) et (Vt) admettant une densité de probabilité ϕ0 ∈

L2(R).

Théorème 17 (Kushner) Si le filtre normalisé Πt(φ) admet une densité ϕt(.), alors

ϕt(.) est solution de l’E.D.P.S suivante :

dϕt(x) = L∗ϕt(x)dt+ {L1ϕt(x)− ϕt(x)Πt(h)}dνt (3.10)

où L∗ est l’opérateur adjoint donné pour toute fonction ψ ∈ C2
b par

L∗ψ(x) =
1

2

d2

dx2
{f2(x)ψ(x)} − d

dx
{b(x)ψ(x)}

Démonstration

En utilisant une propriété des opérateurs adjoints, on a d’une part∫ t

0
Πs(Lφ)ds =

∫ t

0

(∫
R
Lφ(x)ϕs(x)dx

)
ds =

∫ t

0

(∫
R
φ(x)L∗ϕs(x)dx

)
ds

et d’autre part∫ t

0
Πs(L1φ)dνs =

∫ t

0

(∫
R
L1φ(x)ϕs(x)dx

)
dνs =

∫ t

0

(∫
R
φ(x(L1ϕs(x)dx

)
dνs

et de plus on a∫ t

0
Πs(h)Πs(φ)dνs =

∫ t

0

(∫
R
φ(x)ϕs(x)Πs(h)dx

)
dνs
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Appliquons le théorème de Fubini aux trois termes précédents et reportons ensuite

chacun de ces termes dans l’équation de Kushner-Stratonovich, on obtient

Πt(φ) =

∫
R
φ(x)ϕ0(x)dx+

∫
R
φ(x)

(∫ t

0
L∗ϕs(x)ds

+

∫ t

0
L1ϕs(x)dνs +

∫ t

0
ϕs(x)Πs(h)dνs ) dx

=

∫
R
φ(x)ϕ0(x)dx+

∫
R
φ(x) {

∫ t

0
L∗ϕs(x)ds+

∫ t

0
( L1)ϕs(x)

− ϕs(x)Πs(h) ) dνs } dx

d’où

ϕt(x) = ϕ0(x) +

∫ t

0
L∗ϕs(x)ds+

∫ t

0
(L1)ϕs(x)− ϕs(x)Πs(h)dνs

ce qui achève la démonstration.

Le théorème suivant présente la densité conditionnelle de la distribution non

normalisée σt(φ) et sa relation avec la densité de la distribution normalisé Πt(φ).

Théorème 18 Si la distribution conditionnelle non-normalisée σt admet une den-

sité qt(.), alors qt(x) satisfait l’équation aux dérivées partielles stochastique sui-

vante :

dqt(x) = L∗qt(x)dt+ L1qt(x)dYt, q0 ∈ L2(R)

De plus

ϕt(x) =
qt(x)∫

R qt(y)dy

où ϕt(.) est la densité de la distribution Πt.

Démonstration

Réécrivons l’équation linéaire de Zakai en fonction de la densité qt(.)

σt(φ) =

∫
R
φ(x)q0(x)dx+

∫ t

0
(

∫
R
Lφ(x)qs(x)dx)ds+

∫ t

0
(

∫
R
L1φ(x)qs(x)dx)dYs
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et en utilisant le théorème de Fubini et la propriété des opérateurs adjoints, cette

équation devient :

σt(φ) =

∫
R
φ(x)q0(x)dx+

∫ t

0
(

∫
R
φ(x)L∗qs(x)dx)ds+

∫ t

0
(

∫
R
φ(x)L1qs(x)dx)dYs

=

∫
R
φ(x)q0(x)dx+

∫
R
φ(x)(

∫ t

0
L∗qs(x)ds)dx+

∫
R
φ(x)(

∫ t

0
L1qs(x)dYs)dx

=

∫
R
φ(x)

(
q0(x) +

∫ t

0
L∗qs(x)ds+

∫ t

0
L1qs(x)dYs

)
dx

d’où l’on déduit que :

qt(x) = q0(x) +

∫ t

0
L∗qs(x)ds+

∫ t

0
L1qs(x)dYs

Maintenant en utilisant la formule de Kallianpur -Striebel et les relations

σt(φ) =

∫
R
φ(x)qt(x)dx et Πt(x) =

∫
R
φ(x)ϕt(x)dx

on déduit que

ϕt(x) =
qt(x)∫

R qt(y)dy
.

3.2.3 Exemple

On montre dans cet exemple que l’approche innovation appliquée aux modèles

linéaires permet de déduire le filtre de Kalman-Bucy.

A cette fin, considérons le modèle d’espace d’état linéaire gaussien suivant : dXt = bXtdt+ fdVt

dYt = hXtdt+ dWt

où b, f et h sont des constantes.

Posons pour tout k ∈ N, φ(x) = xk, alors

Πt(φ) = Πt(x
k)
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Rappelons que la distribution conditionnelle de Xt sachant FYt est normale de

moyenne

X̂t = E(Xt/FYt ) = Πt(x)

et de variance

σ̂2
t = E((Xt − X̂t)

2/FYt ) = Πt(x
2)−Π2(x)

Pour k = 1 (c’est-à-dire φ(x) = x), on a d’après l’équation de Kushner-Stratonovich :

Πt(x) = Π0(x) + b

∫ t

0
Πs(x)ds+ h

∫ t

0
(Πs(x

2)−Π2
s(x))(dYs − hΠs(x)ds) (3.11)

et pour k = 2, on a

Πt(x
2) = Π0(x2)+

∫ t

0
(f2+2bΠs(x

2))ds+

∫ t

0
(hΠs(x

3)−hΠs(x)Πs(x
2))(dYs−hΠs(x)ds)

(3.12)

Soit X une variable aléatoire telle que X v N (µ, σ2), rappelons que le moment

d’ordre trois 2 de X est donné par :

E(X3) = µ3 + 3µσ2.

Par analogie, on montre aussi que

Πt(x
3) = Π3

t (x) + 3Πt(x)σ̂2
t

= Π3
t (x) + 3Πt(x)Πt(x

2)− 3Π3
t (x) (3.13)

où Πt(x
3) = E(X3

t /FYt )

En utilisant les équations (3.11) et (3.12), on obtient :

dσ̂2
t = d

(
Πt(x

2)−Π2
t (x)

)
= dΠt(x

2)− 2Πt(x)dΠt(x)− [h(Πt(x
2)−Π2

t (x))]2dt

= {f2 + 2bΠt(x
2)}dt+ {hΠt(x

3)− hΠt(x)Πt(x
2)}(dYt − hΠt(x)dt)

− 2Πt(x){bΠt(x)dt+ h(Πt(x
2)−Π2

t (x))(dYt − hΠt(x)dt)} − [h(Πt(x
2)−Π2

t (x))]2dt

2. le moment d’ordre n est donné par : E(Xn) = (n− 1)σ2E(Xn−2) + µE(Xn−1).
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et tenant compte de l’équation (3.13) on trouve que

dσ̂2
t = {f2 + 2bΠt(x

2)}dt− 2bΠ2
t (x)dt− h2(Πt(x

2)−Π2
t (x))2dt

= {f2 + 2b(Πt(x
2)−Π2

t (x))− h2(Πt(x
2)−Π2

t (x))2}dt.

D’où l’on retrouve l’équation déterministe de Riccati :

dσ̂2
t

dt
= f2 + 2bσ̂2

t − h2(σ̂2
t )

2

Alors on peut écrire l’équation (3.11) sous la forme

dX̂t = bX̂tdt+ hσ̂2
t (dYt − hX̂tdt)

= (b− h2σ̂2
t )X̂tdt+ hσ̂2

t dYt

et nous reconnaissons à travers cette dernière relation, l’équation du filtre de Kalman-

Bucy dont la solution est donnée par

X̂t = X̂0 exp(b− h2σ̂2
t )t+

∫ t

0
exp(b− h2σ̂2

s)(t− s)hσ̂2
sdYs.
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Deuxième partie

Applications
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Introduction

La recherche en filtrage est motivée par de nombreuses applications dans des

domaines variées tels le traitement de signal, finance, météorologie, océanographie

et navigation ...etc. Ce problème est en effet assez général puisqu’il s’agit d’estimer

l’état du système dynamique à partir d’observations bruitées.

Nous décrivons dans cette partie trois applications du filtrage. La première porte sur

l’application du filtrage linéaire à temps continu en traitement de signal, la deuxième

sur l’application et la simulation du filtrage linéaire à temps discret à un problème

de navigation et la troisième est une application du filtrage non linéaire à temps

discret à un problème de finance.
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Chapitre 4

Application du filtrage linéaire à

temps continu au traitement de

signal

La théorie du filtrage joue un rôle très important en traitement de signal.

La modélisation des circuits électriques à été largement étudiée, notamment par

W.Kampowsky [37] (Classification et la simulation numérique des circuit électriques

avec un bruit blanc) C.Penski [5] (Méthode numérique pour les E.D.S avec un bruit

blanc ) et R.Rezayen & R.Farnoosh [32] ont appliqué le filtre de Kalman-Bucy au

problème du circuit RC.

Dans ce chapitre, on présente une application directe du filtre de Kalman-Bucy

au problème du circuit électrique RL (E.Kolarova [8]). On commence d’abord par

quelques définitions concernant le filtrage dans le domaine de traitement de signal .

Définition d’un filtre en traitement de signal

Très utilisé en électronique, un filtre est un circuit électronique qui réalise une

opération de traitement de signal. Il atténue certaines composantes d’un signal et
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en laisse passer d’autres. Les filtres servent à éliminer ou favoriser une bande de

fréquences.

Définition d’un circuit RL (le cas déterministe)

Considérons le système électrique de la figure (4.1), ce système représente un cir-

cuit électrique résistance-inductance (RL), constitué d’une résistance R (en Ohms) et

d’une inductance L(en Henrys) et d’une force électromotrice U(en Volts). L’équation

donnant la quantité I du courant électrique I (Ampères) dans un circuit R.L est :

L
dI

dt
+RI = U

où

I : l’intensité du courant électrique.

L : l’inductance.

R :La résistance totale du circuit.

U : La tension aux bornes du montage.

Figure 4.1 – Le circuit RL

4.0.4 Position du Problème

La modélisation de ce genre de système (RL) par des équations différentielles or-

dinaires ignore les effets stochastiques. En ajoutant des éléments aléatoires dans ces
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équations différentielles, on obtient une équation différentielle stochastique E.D.S.

L’équation du problème du circuit RL est décrite par la formule suivante :

LI
′
(t) +RI(t) = σξ(t)

ξ est une force électromagnétique qui fluctue rapidement, généré par le bruit ther-

mique assimilé à un bruit blanc et σ une constante. Le problème électrique peut

être formaliser par l’ E.D.S suivante :

dI(t) = −R
L
I(t)dt+

σ

L
dV (t), I(0) = I0. (4.1)

où V (t) est un processus de Wiener.

R
L :le coefficient de friction.

σ
L :le coefficient de diffusion.

I0 : le courant initial (c’est une variable aléatoire telle que E(I0) <∞, var(I0) <∞).

4.0.5 Application du filtre de Kalman-Bucy

On fournit quelques mesures du courant continu jusqu’à l’instant s ≤ t, on

obtient l’équation d’observation suivante :

dY (t) = I(t)dt+ dW (t). (4.2)

où W (t) est un mouvement brownien indépendant de V (t).

Revenant maintenant au problème du filtrage linéaire à temps continu décrit par le

modèle (4.1), (4.2). En appliquant le filtre de kalman-Bucy (l’équation (2.14) chap

2,§ 2), on trouve :

dÎ(t) =

(
−R
L
− P (t)

)
Î(t)dt+ P (t)dY (t). Î(0) = E(I0) = 0. (4.3)

où P (t) = E[I(t)− Î(t)]2 satisfait l’équation déterministe de Riccati (2.15) :

P
′
(t) = −2R

L
P (t)− P 2(t) +

σ2

L2
, P (0) = E(I2

0 ) = A2. (4.4)
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Pour résoudre l’équation de Riccati, on pose :

P (t) = M(t)− R

L
;P
′
(t) = M

′
(t);P 2(t) = M2(t)− 2

R

L
M(t) +

R2

L2

on obtient une équation différentielle ordinaire de M(t) à coefficients séparables, que

l’on écrit

M
′
(t) =

R2 + σ2

L2
−M2(t)

alors
dt

dM(t)
=

1

γ2 −M2

où γ =
√
R2+σ2

L . Après quelques manipulations ([8]), on montre que cette équation

admet la solution suivante :

ln

∣∣∣∣M(t)− γ
M(t) + γ

∣∣∣∣ = C − 2γt.

où C = ln

∣∣∣∣A2−R
L
−γ

A2−R
L

+γ

∣∣∣∣ .
Concernant la valeur de P (t), on a :

M(t)− γ
M(t) + γ

= exp(C−2γt)

ou encore

M(t) = γ

(
1 + exp(C−2γt)

1− exp(C−2γ)

)
Par suite, en remplaçant dans l’expression de P (t) donnée ci- dessus, on trouve que

P (t) = γ

(
1 + expC−2γt

1− expC−2γt

)
− R

L

On substitue cette expression de P (t) dans (4.3), on déduit l’E.D.S du filtrage :

dÎ(t) = γ

(
1 + expC−2γt

1− expC−2γt

)
Î(t)dt+ γ

(
1 + expC−2γt

1− expC−2γt
− R

L

)
dY (t)

pour des grands valeurs de t on trouve M(t) w γ et P (t) = γ − R
L ce qui implique

dÎ(t) = −
√
R2 + σ2

L
Î(t)dt+

√
R2 + σ2 −R

L
dY (t)
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on peut résoudre cette équation par application directe de la formule d’Itô pour une

fonction : g(t, x) = x expγt = x exp

√
R2+σ2

L
t

d

(
exp

√
R2+σ2

L
t Î(t)

)
=

[√
R2 + σ2

L
exp

√
R2+σ2

L
t Î(t)dt+ exp

√
R2+σ2

L
t dÎ(t)

]

ainsi

expγt Î(t) =

∫ t

0
(γ − R

L
) expγs dY (s)

donc

Î(t) =

(√
R2 + σ2 −R

L

)∫ t

0
exp

√
R2+σ2

L
(s−t) dY (s)

c’est la solution du problème du filtrage du circuit électrique RL.
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Chapitre 5

Application du filtrage linéaire à

temps discret à un problème de

navigation et simulation

Le filtre de Kalman a été proposé par Rudolf Kalman en 1960 pour résoudre

un problème de poursuite de trajectoire dans la préparation des missions Apollo.

Depuis cette année et en raison du développement du calcul numérique le filtre de

Kalman a fait l’objet de plusieurs recherches dans l’ingénierie et en particulier dans

le domaine de navigation pour déterminer la position d’un mobile ainsi que quelques

autres informations concernant le déplacement de ce mobile.

L’objectif de ce chapitre est d’appliquer le filtre de Kalman à un simple exemple de

navigation pour estimer la position d’un mobile. Moyennant le logiciel MATLAB,

on effectue une simulation de la position de ce mobile à partir des mesures et on

compare la valeur mesurée avec la vraie valeur et la valeur estimée.
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5.1 Description du problème

On veut estimer la position d’un mobile qui se déplace selon un axe Ox . Pour

cela à chaque instant k, k = 1, 2, ..., N nous disposons uniquement d’un capteur de

position fournissant une mesure bruitée de celle-ci . Le mouvement de ce mobile est

caractérisé à l’instant k par sa position Pk et sa vitesse Vk, aussi on utilise comme

vecteur d’état X(k) = [Pk Vk]
t où t est la transposé.

Pour appliquer le filtre de Kalman, il faut d’abord et avant tout modéliser le

problème en fonction des variables à estimer et des mesures des capteurs.

Le modèle d’espace d’état associé au problème présenté ci-dessus, est donné par les

équations suivantes :  Xk+1 = FXk + Zk

Yk = GXk +Wk,
(5.1)

où Xk , Yk sont respectivement l’état et l’observation à l’instant k, F et G sont des

matrices, Zk est le bruit d’état et Wk est le bruit de mesure ( il vient de l’instrument

de mesure) .

Supposons que Zk et Wk sont deux bruits gaussiens indépendants tels que

Zk ∼ N (0, Qk) et Wk ∼ N (0, Rk).

Pour une période d’échantillonnage T , on peut écrire le modèle 5.1 sous la forme

suivante : 
Xk+1 =

 1 T

0 1

Xk + Zk

Yk =
[

1 0
]
Xk +Wk,

(5.2)

Le vecteur X contient toute l’information concernant l’état présent du système, mais

on peut pas le mesurer directement. En effet, on mesure Y qui est en fonction de X

plus un bruit et on utilise cette mesure pour estimer l’état en appliquant le filtre de

Kalman.
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5.2 Application du filtre de Kalman

Rappelons que l’algorithme de Kalman consiste à deux étapes

Étape prédiction  Xk+1|k = FXk|k

Pk+1|k = FPk|kF
T +Qk

Étape correction  Xk|k = Xk|k−1 +Kk(Yk −GXk|k−1)

Pk|k = (I −KkG)Pk|k−1

où Kk est le gain de Kalman donné par

Kt = Pk|k−1G
T (Rk +GPk|k−1G

T )−1

L’objectif est d’appliquer cet algorithme au problème présenté ci-dessus.

5.3 Simulation avec Matlab

L’algorithme de simulation qui a été décrit dans la section précédente, a été

implanté par le logiciel Matlab .

Le travail réalisé consiste à simuler le fonctionnement du filtre de Kalman en vu de

vérifier quelques performances, mais avant de simuler l’algorithme, il est important

de bien initialiser le filtre, on pose :

X0|0 =

 0

1

 et P0|0 =

 1 0

0 1

 .

Pour Qk =

 0.0005

0.1

 0.0005

0.1

T et N = 60, on a simulé l’algorithme de Kalman

pour trois valeurs différentes de l’erreur de mesure Rk = 1, Rk = 0.1, Rk = 0.01 .On

a obtenu les résultats suivants
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Figure 5.1 – Estimation de la position du mobile pour Wk ∼ N (0, 1)

Figure 5.2 – Erreur de mesure et erreur d’estimation pour Wk ∼ N (0, 1)

Figure 5.3 – La variance de l’erreur d’estimation pour Wk ∼ N (0, 1)
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Figure 5.4 – Estimation de la position du mobile pour Wk ∼ N (0, 0.1)

Figure 5.5 – Erreur de mesure et erreur d’estimation pour Wk ∼ N (0, 0.1)

Figure 5.6 – La variance de l’erreur d’estimation pour Wk ∼ N (0, 0.1)
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Figure 5.7 – Estimation de la position du mobile pour Wk ∼ N (0, 0.01)

Figure 5.8 – Erreur de mesure et erreur d’estimation pour Wk ∼ N (0, 0.01)

Figure 5.9 – La variance de l’erreur d’estimation pour Wk ∼ N (0, 0.01)
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On remarque que l’évolution de la position du mobile est corrigée à chaque itération,

alors que les observations disponibles sont bruitées au fur et à mesure du déplacement

du mobile.

Un des résultats du filtre de Kalman énoncés dans la chapitre (02) c’est que le

gain de Kalman Kk diminue si l’estimation par le modèle devient plus précise et

il augmente si les observations deviennent plus précises et c’est ce qu’on a trouvé

évidement dans la simulation, en effet :

Rk = 1 Rk = 0.1 Rk = 0.01

Kk =

 0.0437

0.0098

 Kk =

 0.1319

0.0932

 Kk =

 0.3600

0.8000


En remarque aussi d’après les figures (5.9), (5.6) et (5.3) que la variance de l’erreur

d’estimation s’approche de zéro à chaque fois que l’estimation devient plus précise.
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Chapitre 6

L’application du filtrage à la

finance

Une dernière application du filtrage et notamment celle du filtre de Kalman

porte sur le domaine de la finance (voir [18], [35] et [29]).

Dans leur fameuse équation du prix d’une option, Black et Scholes (1973) ont proposé

que la volatilité σ2 du prix St d’un actif sous- jacent est constante, tel que :

dSt = St(νdt+ σdWt)

où Wt est un mouvement brownien standard, ν est une constante et σ représente

l’écart-type de dSt
St

.

Black et Scholes ont fait appel au concept de volatilité inconditionnelle pour définir

leur équation, et dans ce cas elle est facile à estimer et à interpréter tant qu’elle

reste constante. Malheureusement, la déviation standard des rendements d’un ac-

tif financier n’est pas constante ; le niveau de la volatilité d’aujourd’hui peut être

différent de celui d’hier, ce qui nous pousse à penser à une manière d’estimer cette

volatilité instantanée (à l’instant courant) qui n’est pas observable, appelée volatilité

stochastique.
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6.1 Position du problème

On suppose que yt est décrit par le processus stochastique suivant

yt = σtut où ut ∼ N (0, 1) (6.1)

où σ2
t est la volatilité de yt.

Les modèles de la volatilité stochastique (SV) spécifient le logarithme de la volatilité

comme étant un processus linéaire stochastique. Une version plus simple est décrite

par le modèle AR(1)

log(σ2
t ) = α+ β log(σ2

t−1) + wt (6.2)

où α > 0, 0 ≤ β < 1, wt ∼ N (0, σ2
w) et ut et wt sont indépendant pour tout s et t.

Soit θ le vecteur des paramètres (α, β, σw). L’utilisation pratiques des modèles à vo-

latilité stochastique nécessite l’estimation de ces paramètres en utilisant la fonction

de vraisemblance. Mais cette estimation est délicate car la volatilité n’est pas une

variable d’état observable.

La méthode du Quasi -Maximum de vraisemblance (QML) qui a été développé par

Nelson (1988), Harvey (1994) et Ruiz (1994) permet de contourner ce problème.

Elle transforme d’abord le modèle à volatilité stochastique en forme d’espace d’état

linéaire

log y2
t = log σ2

t + log u2
t

On définit Yt = log y2
t ; xt = log σ2

t et vt = log u2
t ce qui conduit au système

d’équation suivant :  xt = α+ βxt−1 + wt

Yt = xt + vt
(6.3)

on remarque que vt n’est pas gaussienne. L’application du filtre de Kalman à ce

modèle conduit à un estimateur non optimal des paramètres, du fait que la la vrai-

semblance est une fonction de vt laquelle est non gaussienne. Cette méthode ne se

base pas sur la vraie vraisemblance, et c’est pour cela qu’on l’appelle l’estimation

du Quasi-Maximum de vraisemblance.
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6.2 Application du filtrage non linéaire au modèle à vo-

latilité stochastique

Pour pouvoir traiter ce type de problème on applique le filtre non linéaire au

modèle (6.1), (6.2). On adopte l’approche de Watanabe (voir[35] ) qui a proposé un

filtre non linéaire pour déterminer vraisemblance exacte des observations.

On note xt = log σ2
t et y

t
= (y1, y1, ..., yt).Pour alléger l’écriture, notons ϕ(./.) la

densité conditionnelle, alors d’après les équations (6.2) et (6.1), on a :
ϕ(xt/xt−1, yt−1

) = 1√
2πσ2

w

exp[− (xt−α−βxt−1)2

2σ2
w

]

ϕ(yt/xt, yt−1
) = 1√

2π exp(xt)
exp[− y2

t
2 exp(xt)

]
(6.4)

Les équations de ce filtre non linéaire à temps discret sont données par les formules

suivantes :

Prédiction :

ϕ(xt/yt−1
) =

∫ +∞

−∞
ϕ(xt/xt−1, yt−1

)ϕ(xt−1/yt−1
)dxt−1 (6.5)

Correction où bien la mise-à-jour :

ϕ(xt/yt) =
ϕ(yt/xt, yt−1

)ϕ(xt/yt−1
)

ϕ(yt/yt−1
)

(6.6)

où

ϕ(yt/yt−1
) =

∫ +∞

−∞
ϕ(yt/xt, yt−1

)ϕ(xt/yt−1
)dxt (6.7)

Rappelons que ce filtre est difficile à résoudre analytiquement. Kitagawa en 1987 a

proposé une technique pour approximer ce filtre et l’idée de base de cette méthode

est d’approximer les densités de probabilité pour chaque période par des fonctions

linéaires par morceaux. En utilisant la règle du trapèze 1, on approxime les équations

(6.5),(6.6) et (6.7), pour i = 0, 1, ..., N , on obtient :

1.
∫ b
a
f(x)dx ≈ 1

2

∑n
i=1(xi+1 − xi)(f(xi+1)− f(xi)) pour i ∈ [0, n]
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Prédiction

ϕ(xit/yt−1
) =

∫ +∞

−∞
ϕ(xit/xt−1, yt−1

)ϕ(xt−1/yt−1
)dxt−1

≈ 1

2

N∑
n=1

(x
(n)
t−1 − x

(n−1)
t−1 )[ϕ(xit/x

(n−1)
t−1 , y

t−1
)ϕ(x

(n−1)
t−1 /y

t−1
)

+ ϕ(xit/x
(n)
t−1, yt−1

)ϕ(x
(n)
t−1/yt−1

)] (6.8)

Correction :

ϕ(xit/yt) =
ϕ(yt/x

i
t, yt−1

)ϕ(xit/yt−1
)

ϕ(yt/yt−1
)

(6.9)

où

ϕ(yt/yt−1
) ≈ 1

2

N∑
n=1

(x
(n)
t − x

(n−1)
t )[ϕ(yt/x

(n−1)
t , y

t−1
)ϕ(x

(n−1)
t /y

t−1
)

+ ϕ(yt/x
(n)
t , y

t−1
)ϕ(x

(n)
t /y

t−1
)] (6.10)

Il suffit de déterminer la distribution de la variable d’état initial, les équations (6.8),

(6.9) et (6.10) peuvent être résolus récursivement. Selon Watanabe [35], cette dis-

tribution est normale de moyenne α
1−β et de variance σ2

w
1−β2 .

La Log-vraisemblance est alors définie par :

logL = log[ϕ(y
t
)] =

T∑
t=1

log[ϕ(yt/yt−1
)].

Contrairement à la méthode d’estimation QML, cette méthode donne la log-vraisemblance

exacte tant que la perte causée par l’approximation est négligeable. Les paramètres

du modèle à volatilité stochastique sont alors estimés en maximisant la log-vraisemblance

exacte.

100



Annexe A

Théorème de Fubini

stochastique

Lemme 11 (Théorème de Fubini stochastique)

Supposons que f et g sont deux processus prévisibles sur (Ω,F ,FV,Wt , P̃ ) tels que :

E
P̃

(

∫ t

0
|fs|ds) <∞, EP̃ (

∫ t

0
|gs|2ds) <∞

alors

1. E
P̃

(
∫ t

0 fsds/F
Y
t ) =

∫ t
0 EP̃ (fs/FYs )ds

2. E
P̃

(
∫ t

0 gsdYs/F
Y
t ) =

∫ t
0 EP̃ (gs/FYs )dYs

3. E
P̃

(
∫ t

0 gsdVs/F
Y
t ) = 0

Démonstration

1. Supposons que f est une fonction simple ;

f(s) =
k∑
i=1

fi1]ai,bi](s)

où pour tout i = 1, 2, ..., k, ]ai, bi] est une subdivision de [0, t] et fi est F{V,W}ai

mesurable. Soit

FYs,t = σ(Yu − Ys; s ≤ u ≤ t).
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Notons que :

FYt = FYai ∨ F
Y
ai,t ≡ σ(FYai ∪ F

Y
ai,t)

et comme Yt est un P̃−mouvement brownien à accroissements indépendants,

alors

E
P̃

(

∫ t

0
fsds/FYt ) =

k∑
i=1

E
P̃

(fi(bi − ai)/FYt )

=

k∑
i=1

E
P̃

(fi/FYai ∨ F
Y
ai,t)(bi − ai)

=

k∑
i=1

E
P̃

(fi/FYai)(bi − ai)

=

∫ t

0
E
P̃

(fs/FYs )ds

si f ≥ 0, on prend f comme la limite d’une suite croissante de fonctions

simples, on aura E
P̃

(
∫ t

0 fsds/F
Y
t ) =

∫ t
0 EP̃ (fs/FYs )ds d’après le théorème de

convergence monotone et pour f = f+ − f− on conclu le résultat d’après la

linéarité.

2. Si g est une fonction simple :

g(s) =

k∑
i=1

gi1]ai,bi](s)

où gi est F{V,W}ai mesurable (i = 1, ..., k). En utilisant encore une fois l’indépendance

des accroissements de Yt, on obtient

E
P̃

(

∫ t

0
gsdYs/FYt ) =

k∑
i=1

E
P̃

(gi(Ybi − Yai)/F
Y
t )

=

k∑
i=1

E
P̃

(gi/FYt )(Ybi − Yai)

=

k∑
i=1

E
P̃

(gi/FYai)(Ybi − Yai)

=

∫ t

0
E
P̃

(gs/FYs )dYs
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Dans le cas générale on peut approximer g par une suite de processus simples

gn telle que |gns | ≤ |gs|, p.s ∀s ≤ t

E
P̃
|
∫ t

0
gns dYs|2 ≤ EP̃

∫ t

0
|gs|2ds <∞,

et comme {
∫ t

0 g
n
s dYs;n ≥ 1} est uniformément intégrable, alors :

E
P̃

(

∫ t

0
gsdYs/FYt ) = lim

n→∞
E
P̃

(

∫ t

0
gns dYs/FYt )

= lim
n→∞

∫ t

0
E
P̃

(gns dYs/FYt )

=

∫ t

0
E
P̃

(gs/FYs )dYs

3. Supposons que g est simple. Vbi − Vai est indépendant de FYt ∨ σ(gi) et on a

E
P̃

(

∫ t

0
gsdVs/FYt ) =

k∑
i=1

E
P̃

(gi(Vbi − Vai)/F
Y
t )

=

k∑
i=1

E
P̃

[E
P̃

(gi(Vbi − Vai)/F
Y
t ∨ σ(gi))/FYt ]

= 0

pour tout g, on fait de même que (2).
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Résumé

L’objet de ce travail porte sur l’estimation de l’état d’un système dynamique linéaire

et non linéaire et sur quelques applications du problème du filtrage dans différents

domaines. Après un exposé concis des notions fondamentales du calcul stochastique,

différentes approches au problème du filtrage ont été envisagées selon la nature tem-

porelle et l’aspect linéaire ou non linéaire du système. Dans le cas d’un système

dynamique linéaire, on retrouve moyennant l’approche innovation le filtre optimal

de Kalman et en particulier le filtre de Kalman-Bucy dans la cas du systèmes gaus-

siens. Dans le cas où le système dynamique est non linéaire, le filtre à temps discret

est déduit du filtre de Kalman après linéarisation du système et dans le cas à temps

continu le filtre optimal est obtenu suivant l’approche changement de mesure d’abord

et ensuite l’approche innovation. Trois applications pour illustrer l’intérêt et l’effica-

cité de la théorie du filtrage, ont été initiées en traitement de signal, en navigation

et en finance.

Mots-Clefs : Système dynamique stochastique, le filtre de Kalman, équation de

Zakai, équation de Kushner .
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Abstract

The object of this work concerns on the estimate of the state of linear and non-

linear dynamic system and some applications of the problem of filtering in various

fields. After a concise talk of the basic concepts of stochastic calculation, various

approaches to the problem of filtering have been considered according to temporal

nature and the linear or not linear aspect of the system. In the case of a linear

dynamic system, we use the approach innovation to find the optimal kalman filter

and in particular we find the kalman-Bucy filter in the case of the Gaussian systems.

When the dynamic system is nonlinear, the discrete time filter is deduced from the

Kalman filter after linearizing of the system and in the case of continuous time, the

optimal filter is obtained according to the approach change of measurement initially

and then the approach innovation. Three applications to illustrate the interest and

the effectiveness of filtering theory were initiated in signal processing, navigation

and finance.

Keywords : Stochastic dynamic system, the Kalman filter, Zakai equation, Kushner

equation.
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