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Introduction

Hadamard [13],[14] a introduit en 1902 la notion de problème bien posé. Il s’agit d’un

problème dont :

- La solution existe.

- Elle est unique.

- Elle dépend continûment des données.

Bien entendu, ces notions doivent être bien précisées par le choix des espaces, ou les

topologies, dans lesquelles les données et la solution évoluent.

Dans ce même livre [13],[14] Hadamard laissait entendre (et c’est une opinion répandue

jusqu’à récemment) que seul un problème bien posé pouvait modéliser correctement un

phénomène physique.

- Un modèle physique étant fixé, mais en réalité les données expérimentales sont en

générale bruitées, et rien ne garantit que de telles données proviennent de ce modèle,

même pour un autre jeu de paramètres.

- Si une solution existe, il est parfaitement concevable que des paramètres différents

conduisent aux mêmes observations.

- Le fait que la solution d’un problème puisse ne pas exister, n’est pas une difficulté

sérieuse. Il est habituellement possible de rétablir l’existence en relaxant la notion de

solution (procédé classique en mathématiques).

- Si un problème a plusieurs solutions (non-unicité) c’est une chose plus sérieuse,

il faut un moyen de choisir entre elles. Dans ce cas, il faut ajouter des informations

supplémentaires pour minimiser le nombre des solutions (une information a priori).

- Le manque de continuité est sans doute le plus problématique, en particulier, en

vue d’une résolution approchée ou numérique. Cela veut dire qu’il n’est pas possible

(indépendamment de la méthode numérique choisie) d’approcher de façon satisfaisante

la solution du problème mal posé, puisque les données disponibles seront bruitées donc

proches mais différentes des données "réelles".

Un problème qui n’est pas bien posé aux sens de la définition ci-dessus est dit "mal
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posé" ( ill-posed en anglais). Nous allons en voir un exemple physique de tels problèmes.

Considérons un système physique évoluant avec le temps : Un problème essentiel

consiste à atteindre au bout d’un certain temps T (ou voisinage de T ) un objectif

donné. Cela peut par exemple, être théoriquement obtenu en injectant certaines condi-

tions initiales, malheureusement, les difficultés de réalisabilité parfaite de telles conditions

entraînent des perturbations (donc des écarts par rapport aux conditions idéales).

Deux problèmes se posent, l’un apprécier l’influence de ces "écarts" sur la solution, si

on laisse évoluer le système livré a lui-même, et l’autre corriger l’évolution du système,

c’est-à-dire contrôler le processus physique, donc effectuer des actions entre les instants

zéro et T , non seulement pour compenser les écarts initiaux, mais aussi d’autres pertur-

bations, aléatoires ou non, pouvant intervenir en cours du processus, ces actions visent

toutes à améliorer la qualité de l’objectif visé (ou les conditions pour l’atteindre).

Bien entendu la situation finale peut être définie de façon complexe. En outre il peut

y avoir des contraintes tant sur les conditions injectés que sur les contrôles en cours de

processus, ou sur le phénomène lui-même.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre on rappelle la notion de problème bien posé (dite aussi correctement

posé) au sens de Hadamard, et on donne certains exemples de problèmes mal posés, et

nous terminerons par quelques méthodes connues de régularisaion comme la méthode de

Lavrentiev et Tikhonov et la méthode de quasi-revèrsibilité.

1.1 Problèmes bien et mal posés

D’après Jacques Hadamard (voir [13],[14]) un problème est dit bien posé (correctement

posé) si le problème admet une solution (Existence), si elle est unique (Unicité) et elle est

stable (Stabilité). Le problème est dit mal posé si au moins une de ces trois conditions

n’est pas vérifiée. Illustrons cela sur l’exemple suivant :

Soient E, F deux espaces métriques et A : E −→ F un opérateur linéaire (même

pour un opérateur non linéaire). Considérons l’équation :

Ax = y (1.1)

Notons que plusieurs problèmes physiques, se ramènent à une telle équation, le pro-

blème (1.1) est dit bien posé si ces trois conditions sont vérifiées simultanément :
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1) Existence : Pour tout second membre l’équation (1.1) admet une solution

∀y ∈ F,∃x ∈ E : Ax = y

2) Unicité : La solution est unique

∀x1, x2 ∈ E : Ax1 = Ax2 ⇒ x1 = x2

3)Le problème est stable sur les espaces E et F ; c’est à dire qu’une petite perturbation

du second membre y donne une petite perturbation de la solution x c’est à dire(La

solution dépend continûment des données).

Plusieurs problèmes physiques ne vérifient pas forcément ces conditions simultané-

ment. Alors au moins de ces trois conditions n’est pas vérifiées, le problème du type (1.1)

est dit mal posé.

Tikhonov A. a reformulé en 1943(voir[34]) la définition d’un problème bien posé,

élargissant ainsi la classe des problèmes mal posés. Selon Tikhonov, un problème vérifie

les trois conditions suivantes :

1- La solution du problème (1.1) existe et appartient à un ensemble donné à prioriM

inclus dans E pour une classe de données dans F .

∀y ∈ N ⊂ F,∃ x ∈M ⊂ E : Ax = y

2- Cette solution est unique dans la classe M.

∀x1, x2 ∈M ⊂ E : Ax1 = Ax2 ⇒ x1 = x2

3- A une perturbation infiniment petite du second membre telle que la solution reste

dans M correspond une variation infiniment petite de cette solution.

lim
y−→y

ex = x, tel que Ax = y, Aex = ey et x, x̃ ∈M

1.2 Exemples de problèmes mal posés

On donne quelques exemples des problèmes mal posés :

Exemple 1 La différentiation est l’intégration sont deux problèmes inverses l’un de

l’autre. Il est plus habituel de penser à la différentiation comme problème direct, et à

l’intégration comme problème inverse. En fait, l’intégration possède de bonnes propriétés
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mathématiques qui conduisent à le considérer comme le problème direct. Et la différentia-

tion est le « prototype » du problème mal posé, comme nous allons le voir. Considérons

l’espace de Hilbert L2(Ω), et l’opérateur intégral A défini par :

Af (x) =

Z x

0

f (t)dt

Il est facile de voir directement que A ∈ L(L2([0; 1])). Cet opérateur est injectif, par

contre son image est le sous espace vectoriel :

ImA =
©
f ∈ H 1([0; 1]);u (0) = 0

ª
où H 1([0; 1]) est l’espace de Sobolev. En effet, l’équation :

Af = g

est équivalente à :

f (x) = g0(x) et g(0) = 0

L’image de A n’est pas fermée dans L2([0; 1]) (bien entendu, elle l’est dans H 1(0; 1)).

En conséquence, l’inverse de A n’est pas continu sur L2([0; 1]), comme le montre l’exemple

suivant :

Considérons une fonction f ∈ C1([0; 1]), et n ∈ N . Soit :

fn(x) = f (x) +
1

n
sinn2x

Alors :

f 0
n (x) = f

0
(x) + ncos

¡
n2x

¢
De simples calculs montrent que :

kf − fnk2 = 1
n

¡
1
2
− 1

4n
sin (2n2)

¢ 1
2 = 0

¡
1
n

¢
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alors que :

kf 0 − f 0
n k2 = n(

1

2
+
1

4n
sin
¡
2n2
¢
)
1
2 = 0 (n)

Ainsi, la différence entre f 0 et f 0
n peut-être arbitrairement grande, alors même que

la différence entre fet fn est arbitrairement petite. L’opérateur de dérivation (l’inverse

de A) n’est donc pas continu, au moins avec ce choix des normes.

Exemple 2 Soit le problème suivant :

Au = f

A ∈ L(H;F ), H;F des espaces de Hilbert.

Si A est compact et R(A)non fermé alors, le problème est mal posé.

R(A) est non fermé =⇒ A−1 est non borné =⇒ la troisième condition n’est donc pas

vérifiée. Le problème reste mal posé.

Exemple 3 Considérons l’équation différentielle :

½
u0(x) = u (x)− 1

u (0) = 0

Cette équation admet comme solution :

u(x) = ex − 1

Si la condition initiale est donnée par u(0) = ε, la solution est alors :

v(x) = (1 + ε)ex − 1

De sorte que la différence s’écrit :

v(x)− u (x) = εex
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Si x varie dans l’intervalle [0; 30], on a :

v (30)− u(30) = e30ε ' 1013ε

Si la précision des calculs est de 10 −10 ; le problème est numériquement mal posé,

bien que mathématiquement bien posé.

Remarque 1 Dans le cas de dimension finie par exemple si A : Rn → Rn est une matrice

(n× n) alors :
©

Ax=y
bien posé ⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
A−1 existe

detA 6= 0

Ax = 0⇐⇒ x = 0

Exemple 4 Considérons l’espace de Hilbert 2 de dimension infinie tel que : x =

(x1, x2, ..., xn, ...) ∈ 2 ⇐⇒
+∞X
i≥1

x2i < +∞, et kxk 2 =

Ã
+∞X
i ≥1

x2i

! 1
2

.

Soit A : 2 −→ 2 un opérateur diagonale dans 2 tel que :

Ax = (x1,
x2
2
, ...,

xn
n
, ...).

Considérons le problème :

Ax = y,

l’inverse A−1 de A est donné par :

A−1y = (y1, 2y2, ..., nyn, ...).

Donc on a l’existene de la solution de ce problème pour un certaines y ∈ 2, et on peut

encore montrer facilement l’unicité de la solution. Prenons maintenant :

yn = (0, 0, ...,
1√
n
, 0, ...),
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donc :

A−1yn = (0, 0, ...,
√
n, 0, ...),

kynk 2 = 1√
n
−→ 0 lorsque n tend vers +∞ , mais kA−1ynk 2 =

√
n −→ +∞ lorsque n

tend vers +∞. Donc on a pas la stabilité de la solution d’ou le problème est mal posé.

1.3 Méthodes de régularisation

Nous citons quelques méthodes de régularisation pour les problèmes linéaires mal

posés. Régulariser un problème mal posé, c’est le remplacer par un autre bien posé de sorte

que l’erreur commise soit compensée par le gain de stabilité. On appelle régularisation

de (1.1)tout famille d’opérateurs lineaires bornés, Rα : F −→ E tel que pour tout x ∈ E

on a :

lim
α−→0

Rα(Ax) = x,

le paramètre α est appelé paramètre de régularisation.

On présente maintenant une introduction aux méthodes de régularisation les plus cou-

rantes. A savoir la méthode de Tikhonov (voir [34]), la methode de Lavrentiev (voir[23]),

et la methode de quasi-revèrsibilité [21].

-Soit A un opérateur linéaire compact d’un espace de Hilbert E dans un espace de

Hilbert F , et considèrons l’equation (1.1)

1)Tikhonov a proposé une méthode pour résoudre l’instabilité du problème (1.1),

cette méthode est la suivante :

En supposant que ImA est dense dans F , nous introduisons l’équation auxiliaire

suivante :

(αI +A∗A)xα = A∗ỹ

Donc la solution régularisée du problème (1.1), est :

xα = (αI +A∗A)−1A∗y
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qui converge vers x quand α −→ 0, dans ce cas la famille d’opérateurs Rα est donnée

par :

Rα = (αI +A∗A)−1A∗

et comme l’opérateur αI + A∗A admet un inverse borné on trouve que ce problème

proche est bien posé. On note ici que si le paramètre de régularisation α est choisi

convenablement en fonction de ε, de telle sorte que pour ε −→ 0 on a aussi α −→ 0 et

ε2α−1 −→ 0.

2)Si A est un opérateur auto-adjoint positif une méthode proposée par M.Lavrentiev

pour la régularisation du problème (1.1) consiste à introduire une equation auxiliare :

(A+ αI)xα = ey
telque l’opérateurA est auto-adjoint positif (A = A∗ ≥ 0). En choisissant le paramètre

de régularisation α en fonction de ε de telle sorte que xα tende vers x pour ε −→ 0 . Cela

est possible, en se donnant quelques restrictions supplémentaires. Plus exactement on a

le theorème suivant :

Théorème 1 Supposons que l’opérateur A vérifie pour tout α > 0, la condition :

kA+ αIk−1 ≤ c

α
,

supposons aussi que y ∈ D(A2). Si le paramètre de régularisation α > 0 est choisi en

fonction de ε de telle sorte que pour ε −→ 0, on a α −→ 0 et εα−2 −→ 0, alors xα −→ x,

pour ε −→ 0. Si α = O(ε
1
3 ) pour ε −→ 0, alors :

kxα − xk = O(ε
1
3 ).

3)Méthode de quasi-réversibilité :

Il est important de noter qu’il n’y a nullement unicité de la méthode quasi-réversibilité,
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dans tous les exemples que nous avons rencontré, il y a toujours une infinité de

méthodes de quasi- réversibilité possibles (toutes relevant de la même idée : on change le

"système"de façon que le problème qui était mal posé devienne bien posé).

L’idée générale de la méthode est de modifier convenablement les opérateurs aux déri-

vées partielles intervenant dans le problème. Cette modification se fait par l’introduction

de termes différentiels, qui sont :

-soit "petits"(pouvant fortement tendre vers zéro) ;

-soit "dégénérant aux bords" (par exemple pour " éliminer " des conditions aux limites

mathématiques gênantes, ou constituant précisément les inconnus à déterminer).

Ces opérateurs ainsi modifiés, sont généralement d’ordre différent de l’opérateur initial

et de même nature (elliptique, etc.) ou non.
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Chapitre 2

Génération de semi-roupes par des

puisances fractionnaires d’opérateurs

Ce chapitre est constitué d’un rappel de quelques notions et compléments mathéma-

tiques en relation avec ce travail. On citera en particulier, les théories des opérateurs et

des semigroupes.

Dans la suite, nous noterons par X un espace de Banach sur le corps des nombres

complexes C et par B (X) l’algèbre de Banach des opérateurs linéaires bornés dans X.

Nous désignerons par I l’unité de B (X).

ρ (A) =
©
λ ∈ C : (λI −A)−1 est invérsible dans B (X)

ª
s’appelle l’ensemble résol-

vant de A.

σ (A) = C /ρ (A) : Le spectre de A.

Σα = {λ ∈ C/ {0} : |arg λ| < α} Pour α ∈ (0, π).

2.1 Les opérateurs compacts

Définition 1 Soit L(X ; Y ) un espace normé d’opérateurs linéaires bornés de Xdans

Y . On dit qu’un opérateur A ∈ L(X ; Y ) est compact si l’image par A de la boule unité

de l’espace X, est relativement compacte dans l’espace Y .
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Théorème 2 Tout opérateur compact A ∈ L(X;Y ) fait correspondre à un ensemble

borné dans X un ensemble compact dans Y .

On remarque que A est compact si et seulement si l’image de toute partie bornée est

relativement compacte ou, de façon équivalente si et seulement si, l’image de toute

suite bornée possède une sous-suite convergente.

D’après le lemme de Riesz, l’identité d’un espace vectoriel normé est compacte si et

seulement si cet espace est de dimension finie.

Lemme 1 Si A ∈ B (X) et kAk < 1, alors (I −A) admet un inverse borné et

(I −A)−1 =
+∞X
n =0

An

Définition 2 L’application : R (., A) : ρ (A)→ B (X) tel que :

R (λ,A) = (λI −A)−1 .

S’appelle la résolvante de A.

Proposition 1 La résolvante d’un opérateur linéaire A ∈ B (X) ; a les propriétés sui-

vantes :

i) Si λ, μ ∈ ρ (A) , alors :

R (λ,A)−R (μ,A) = (λ− μ)R (λ,A)R (μ,A) .

ii) R (., A) est une application analytique sur ρ (A).

iii) Si λ ∈ C et |λ| > kAk alors λ ∈ ρ (A) et nous avons :

R (λ,A) =
+∞X
n=0

An

λn +1
.
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iv) Nous avons :

d n

dλn
R (λ,A) = (−1)n n!R (λ,A)n +1 , ∀n ∈ N∗et λ ∈ ρ (A)

Remarque 2 Compte tenu de la proposition (iv)il résulte que :

{λ ∈ C : |λ| > kAk} ⊂ ρ (A) .

Définition 3 On appelle semi-groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires bor-

nés sur un espace de Banach X, une famille {S(t)}t ≥0 ⊂ B (X) vérifiant les propriétés

suivantes :

i) S(0) = I.

ii) S(t1 + t2) = S (t1) + S(t2),∀ t1, t2 > 0.

iii) lim
t →0

kS(t)− Ik = 0.

Corollaire 1 Soient {S(t)}t ≥0 un semi-groupe uniformément continu et A son généra-

teur infinitésimal alors :

i) Il existe ω ≥ 0 tel que kS(t)k ≤ eωt, ∀t ≥ 0.

ii) L’application [0,+∞[ 3 t 7→ S(t) ∈ B (X), est différentiable pour la topologie de

la norme et :
dS(t)

dt
= AS(t) = S(t)A, ∀t ≥ 0.

Théorème 3 Soient {S(t)}
t ≥0

un semi-groupe uniformément continu et A son généra-

teur infinitésimal si λ ∈ C tel que : Reλ > kAk alors l’application Rλ : X → X,

Rλx =

Z +∞

0

e−λtS(t)xdt,

définit un opérateur linéaire borné, λ ∈ ρ (A) et :

Rλx = R (λ,A)x,∀x ∈ X.
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Définition 4 Un contour de Jordan lisse et fermé qui entoure σ (A), s’appelle un

contour de Jordan A-spectral s’il est homotopie avec un cercle Cr de centre O et de

rayon r > kAk.

Théorème 4 (Riesz −Dunford)

Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continu {S(t)}
t ≥0

Si ΓA est un contour de Jordan A-spectral alors nous avons :

S(t) =
1

2πi

Z
ΓA

eλtR (λ,A) dλ, ∀t ≥ 0, (2.1)

est un semi-groupe de classe C0.

Définition 5 On appelle C0 semi-groupe (ou semi-groupe fortement continu) d’opé-

rateurs linéaires bornés sur X une famille {S(t)}
t ≥0
⊂ B (X) vérifiant les propriétés

suivantes :

i) S(0) = I.

ii) S(t1 + t2) = S(t1) + S(t2), ∀ t1, t2 > 0.

iii) lim
t →0

S(t)x− x = 0, ∀x ∈ X.

Notation 1 S.G (M,ω) : L’ensemble des C0 semi-groupes {S(t)}
t ≥0
⊂ B (X), pour les

quels il existe ω ≥ 0 et M ≥ 1 tel que : kS(t)k ≤Meωt, ∀t ≥ 0.

2.2 Propriétés générales des C0 -Semi-groupes

Théorème 5 Soient {S(t)}
t ≥0
∈ S.G (M,ω) et A son générateur infinitésimal. Alors

l’application : [0,+∞[ 3 t 7→ S(t)x ∈ X est dérivable sur [0,+∞[, pour tout x ∈ D (A)

et nous avons :

i) d
dt
S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax, ∀t ≥ 0.

ii) S(t)x− x =
R t
0
S(μ)dμ, ∀t ≥ 0.
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Théorème 6 (Taylor) Soient {S(t)}
t ≥0
∈ S.G (M,ω), et A son générateur infinitési-

mal, alors :

S(t)x =
n −1X
k=0

tk

k!
Akx+

1

(n− 1)!

Z t

0

(t− μ)n −1 S (μ)Anxdμ.

Quel que soient x ∈ D (An), t ≥ 0, et n ∈ N∗

Théorème 7 (Hille− Y osida) Un opérateur linéaire A : D (A) ⊂ X → X, est le

générateur infinitésimal d’un semi-groupe {S(t)}
t ≥0
∈ S.G (M,ω), si et seulement si :

i) A est un opérateur fermé et D (A) = X

ii) Il existe ω ≥ 0 et M ≥ 1 tel que : ∧ω = {λ ∈ C : Reλ > ω} ⊂ ρ (A)

et pour λ ∈ ∧ω, on a : kR (λ,A)nk ≤ M
(Reλ−ω)n , ∀n ∈ N∗.

Certaines Classes des C0−Semi-groupes

C0−Semi-groupes différentiables

Définition 6 On dit que {S(t)}
t ≥0
, est un C0-semi-groupe différentiable (que l’on no-

tera par {S(t)}
t ≥0
∈ S.G.D (M,ω)) si l’application :

]0,+∞[ 3 t 7→ S(t)x ∈ X, est différentiable quel que soit x ∈ X.

Théorème 8 Soient {S(t)}
t ≥0
∈ S.G (M,ω), et A son générateur infinitésimal. Les

affirmations suivantes sont équivalentes :

i) {S(t)}
t ≥0
∈ S.G.D (M,ω).

ii) ImS(t) ⊂ D (A), ∀t > 0.

Théorème 9 Soient {S(t)}
t ≥0
∈ S.G.D (M,ω), et A son générateur infinitésimal,

alors :

i) ∀ n ∈ N∗, ∀x ∈ X : S (x) ∈ D (An), et :

AnS(t)x =

∙
AS(

t

n
)

¸n
x, ∀t > 0.
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ii) Pour tout n ∈ N∗, l’application : ]0,+∞[ 3 t 7→ S(t) : X → D (An), est n fois

différentiable pour la topologie de la convergence uniforme et :

S(t)(n) =
dn

dtn
S(t) = AnS(t) ∈ B (X) , ∀t > 0

iii) Pour tout n ∈ N∗, l’application : [0,+∞[ 3 t 7→ S(t)(n) ∈ B (X) est continue

pour la topologie de la convergence uniforme.

Théorème 10 Soit {S(t)}
t ≥0

un semi-groupe fortement continu dans un espace de

Banach X et soit ω ∈ R et M ≥ 1 tel que : kS(t)k ≤ eωt, ∀t ≥ 0. Alors le générateur

(A,D (A)) de {S(t)}
t ≥0
a les propriétés équivalentes suivantes :

i) Si λ ∈ C tel que : R (λ)x =
R +∞
0

e−λμs(μ)dμ existe quelque soit x ∈ X, alors :

λ ∈ ρ (A) et R (λ,A) = R (λ).

ii) Si Reλ > ω alors λ ∈ ρ (A) et la résolvante est donnée comme dans (i).

iii) kR (λ,A)k ≤ M
Reλ−ω , pour tout Reλ > ω.

Corollaire 2 Pour chaque λ0 ∈ ρ (A) on a : d (λ0, σ (A))− 1
r(R(λ0,A))

≥ 1
kR(λ0,A)k .

2.3 Les semi-groupes analytiques

Opérateurs sectoriels

Définition 7 Un opérateur linéaire fermé (B,D (B)), de domaine dense dans un espace

de Banach X est appelé sectoriel (d’angle α) s’il existe α, o < α ≤ π
2
tel que le secteur :

Σα+π
2
=
n
λ ∈ C : |arg λ| < π

2
+ α

o
/ {0} ⊂ ρ (B) .

Et si pour tout β ∈ (0, α), il existe Mβ ≥ 1 tel que :

kR (λ,B)k ≤ Mβ

|λ| ,∀0 6= λ ∈ Σπ
2
+α−β.
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Définition 8 Soit (B,D (B)) un opérateur sectoriel d’angle α. On définit : S(0) = I

et l’opérateur S (z) pour z ∈ Σα par :

S (z) =
1

2πi

Z
Γ

eμzR (μ,B) dμ

Où Γ est une courbe lisse par morceaux dans Σα+π
2
va de ∞e

−i π
2
+α

0

à ∞e
i π

2
+α

0

pour α
0 ∈ (|arg z| , α).

Proposition 2 Soit (B,D (B)), un opérateur sectoriel d’angle α alors pour tout z ∈ Σα,

S (z) sont des opérateurs linéaires bornés sur X vérifiant les propriétés suivantes :

i) kS (z)k est uniformément bornée pour z ∈ Σα
0 si 0 < α

0
< α

ii) L’application z 7−→ S (z) est analytique dans Σα.

iii) S (z1 + z2) = S (z1) + S (z2) pour tous z1, z2 ∈ Σα.

iv) L’application z 7−→ S (z) est fortement continue dans Σα0 ∪ {0}, si 0 < α
0
< α.

Preuve. Nous verifions d’abord que pour z ∈ Σα
0avec α

0 ∈ (0, α) fixé, l’intégrale :

S (z)=
1

2πi

Z
Γ

eμzR (μ,B) dμ

convèrgent uniformément dans L (X) à l’egarde du norm. Chercher l’existence de S (z)

revient à étudier la convergete de l’integral :
Z
Γ

eμzR (μ,B) dμ. Le contour Γ déformé

d’apré le théorème de Cauchy, nous choisirons Γ = Γr comme dans la figure ci-dessous :

Où : Γ = Γr = Γr,1 ∪ Γr,2 ∪ Γr,3 et :

Γr,1 =
n
−ρe−i(π2+α−β);−∞ ≤ ρ ≤ −r

o
Γr,2 =

n
rei θ;−

³π
2
+ α− β

´
≤ θ ≤

³π
2
+ α− β

´o
Γr,3 =

n
ρei(

π
2
+α−β); r ≤ ρ ≤ +∞

o
où : β =α−α0

2
, et r = 1

|z|
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Fig. 2-1 —

1) pour μ ∈ Γr,3 et z ∈ Σα0 tel que : 0 < α
0
< α et, α ∈ (0, π

2
], On a :

μz = |μz| ei arg(μz) = |μz| ei(arg(μ)+arg(z)),

et comme :

−α0 ≤ arg (z) ≤ α0...(1)

arg (μ) =
π

2
+ α− β...(2)

En sommant (1) et (2) on trouve :

π

2
+ α− β − α0 ≤ arg (z) + arg (μ) ≤ π

2
+ α− β + α0

d’où :
π

2
+ β ≤ arg (z) + arg (μ) ≤ 3π

2
− β...(3)

tel que :

0 < α0 < α ≤ π

2
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Les complexes μz ont des parties réelles négatives car :

Re (μz) = |μz| cos (arg (z) + arg (μ)) .

d’aprés (3) :

cos (arg (z) + arg (μ)) ≤ cos
³π
2
+ β

´
.

( Car la fonction cosinus est décroissante sur
£
π
2
, π
¤
),d’où :

Re (μz) = |μz| cos (arg (z) + arg (μ)) ≤ |μz| cos
³π
2
+ β

´
= − |μz| sin (β)

et :

Re (μz) ≤ − |μz| sin (β)

donc :

|eμz| = eRe(μz) ≤ e−|μz| sin(β) (2.2)

d’où :

keμzR (μ,B)k = |eμz| kR (μ,B)k ≤ e−|μz| sin(β)
Mβ

|μ| . (2.3)

pour μ ∈ Γr,3 et z ∈ Σα0 .

2) Pour μ ∈ Γr,1 et z ∈ Σα0 :½
−α0 ≤ arg (z) ≤ α0... (5)

arg (λ) = −
¡
π
2
+ α− β

¢
...(6)

en sommant (5) et (6) on trouve :

−α0 − π

2
− α+ β ≤ arg (z) + arg (μ) ≤ α0 − π

2
− α+ β
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d’où :

−3π
2
+ β < arg (z) + arg (μ) < −π

2
− β.

Les complexes μz ont des parties réelles négatives car :

Re (μz) = |μz| cos (arg (z) + arg (μ)) ≤ |μz| cos
³
−π
2
− β

´
et on a :

|μz| cos
³
−π
2
− β

´
= |μz| cos

³π
2
+ β

´
= − |μz| sin (β) .

( Car la fonction cosinus est croissante sur
£
π, 3π

2

¤
). Donc :

|eμz| = eRe(μz) ≤ e−|μz| sin(β)

keμzR (μ,B)k = |eμz| kR (μ,B)k ≤ e−|μz| sin(β)
Mβ

|μ| ... (7)

pour μ ∈ Γr,1 et z ∈ Σα
0 .

3)Pour μ ∈ Γr,2 et z ∈ Σα
0on a :

μ = reiθ tel que : −
³π
2
+ α− β

´
≤ θ ≤

³π
2
+ α− β

´
d’où :

keμzR (μ,B)k = |eμz| kR (μ,B)k ≤ e|μz|
Mβ

|μ| .

comme :

μ = reiθ, et r =
1

|z|

on a :

keμzR (μ,B)k ≤ e|rei θz| Mβ

|reiθ|
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comme :

e|rei θz| Mβ

|reiθ| = er|z|
Mβ

r
= er

1
r |z|M = e |z| Mβ

d’ou’ :

keμzR (μ,B)k ≤ e |z| Mβ (2.4)

Pour μ ∈ Γr,2 et z ∈ Σα
0on a :°°°°°°°

Z
Γr,2

eμzR (μ,B) dμ

°°°°°°° ≤
Z +π

−π
e |z| Mβ

1

|z|d θ... (8)

tel que : Γ = Γr = Γr,1 ∪ Γr,2 ∪ Γr,3. D’où :

°°°°°°
Z
Γr

eμzR (μ,B) dμ

°°°°°° =
°°°°°°°
Z
Γr,1

eμzR (μ,B) dμ+

Z
Γr,2

eμzR (μ,B) dμ+

Z
Γr,3

eμzR (μ,B) dμ

°°°°°°° ≤
°°°°°°°
Z
Γr,1

eμzR (μ,B) dμ

°°°°°°°+
°°°°°°°
Z
Γr,2

eμλzR (μ,B) dμ

°°°°°°°+
°°°°°°°
Z
Γr,3

eμzR (μ,B) dμ

°°°°°°° .
en sommant 2.3, (7)et (8) d’où :°°°°°°
Z
Γ

eμzR (μ,B) dμ

°°°°°° ≤
Z
Γr,1

e−|μz| sin(β)
Mβ

|μ| dμ+ e |z|Mβ
2π

|z| +
Z
Γr,3

e−|μz| sin(β)
Mβ

|μ| dμ (9)

ce qui implique :°°°°°°
Z
Γ

eμzR (μ,B) dμ

°°°°°° ≤
−rZ

−∞

e
− −ρe−i (

π
2 +α−β)z sinβ Mβ¯̄̄

−ρe−i(π2+α−β)
¯̄̄dρ+ 2πeMβ+

+∞Z
r

e
− ρei(

π
2 +α−β)z sinβ Mβ¯̄̄

ρei(
π
2
+α−β)

¯̄̄dρ (10)
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comme : ¯̄̄
ei(

π
2
+α−β)

¯̄̄
=
¯̄̄
e−i(

π
2
+α−β)

¯̄̄
= 1et |−ρ| = −ρ si ρ < 0

on a : °°°°°°
Z
Γ

eμzR (μ,B) dλ

°°°°°° ≤
−rZ

−∞

e(−ρ)|z| sinβ
Mβ

|−ρ|dρ+ 2πeMβ +

+∞Z
r

e−ρ|z| sinβ
Mβ

ρ
dρ

c’est -à-dire :°°°°°°
Z
Γ

eμzR (μ,B) dμ

°°°°°° ≤
−rZ

−∞

e+ρ|z| sinβ
Mβ

−ρ dρ+ 2πeMβ +

+∞Z
r

e−ρ|z| sinβ
Mβ

ρ
dρ (11)

Posons dans l’integral

−rZ
−∞

e−ρ|z| sinβ
Mβ

−ρ dρ, |ρ| = −ρ et comme, r =
1
|z| . On a encore :

°°°°°°
Z
Γ

eμzR (μ,B) dμ

°°°°°° ≤ 2
+∞Z
r

e−ρ|z| sinβ
Mβ

ρ
dρ+2πeMβ = 2

+∞Z
r

e−ρ|z| sinβ
Mβ

ρ
dρ+2πeMβ (12)

En prenant r = 1 dans (12)°°°°°°
Z
Γ

eμzR (μ,B) dμ

°°°°°° ≤ 2
+∞Z
1

e−ρ|z| sinβ
Mβ

ρ
dρ+ 2πeMβ (13)

On montre maintenant que l’integral : 2

+∞Z
1

e−ρ|z| sinβ
Mβ

ρ
dρ est convergente. En effet on a :

eρ|z| sinβ ≥ ρ |z| sinβ =⇒ 1

eρ|z| sinβ
≤ 1

ρ |z| sinβ ,

d’où :

e−ρ|z| sinβ ≤ 1

ρ |z| sinβ =⇒
1

ρ
e−ρ|z| sinβ ≤ 1

ρ2 sinβ
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donc :
+∞Z
1

e−ρ|z| sinβ

ρ
dρ ≤

+∞Z
1

1

ρ2 sinβ
dρ =

1

sinβ

+∞Z
1

1

ρ2
dρ =

1

sinβ
.

d’où :

2

+∞Z
1

e−ρ|z| sinβ
Mβ

ρ
dρ ≤ 2Mβ

1

sinβ
.

De (13) on a : °°°°°°
Z
Γ

eμzR (μ,B) dμ

°°°°°° ≤ 2Mβ
1

sinβ
+ 2πeMβ

Posons :

C = 2M
1

sinβ
+ 2πeMβ

d’où : °°°°°°
Z
Γ

eμzR (μ,B) dμ

°°°°°° ≤ C

donc :

S (z)=
1

2πi

Z
γ

eμzR (μ,B) dμ défini pour μ ∈ Γet z ∈ Σα
0

c’est -à-dire :

kS (z)k =

°°°°°° 12πi
Z
Γ

eμzR (μ,B) dμ

°°°°°° ≤ K , tel que K est constante.

Cela montre que l’intégrale déffinissant S(z) converge danns L (X) absolument et

uniformement pour z ∈ Σα0 , c’est -à-dire les opérateurs S(z) sont bien définis et satisfait

(i)

Semi-groupe analytique

Définition 9 Une famille d’opérateurs {S(z)}z ∈Σα∪{0} ⊂ L (X) est appelée semi-groupe

analytique d’angle α ∈
¡
0, π

2

¤
si :
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i) S(0) = I et S(z1 + z2) = S(z1) + S(z2), ∀ z1, z2 ∈ Σα.

ii) L’application z 7−→ S (z) est analytique dans Σα.

iii) lim
Σ
α
03z→0

S(z)x = x, quelque soit x ∈ X et 0 < α
0
< α.

Si en plus kS (z)k est bornée dans Σα
0 pour tous 0 < α

0
< α, alors on dit que

{S(z)}z ∈Σα∪{0}est un semi-groupe analytique borné.

On peut le définir aussi de la maniére équivalente suivante :

Définition 10 Soit o < α ≤ π
2
. Si le C0-semi-groupe (S (t))t ≥0 admet un prolongement

analytique dans Σα verifiant : lim
Σβ3t→0

S (t)x = x, ∀x ∈ X, et β ∈ (0, α).

Alors (S (t)) est dit semi-groupe analytique d’angle α son générateur est le générateur

de (S (t))t ≥0. De plus le semi-groupe analytique d’angle α est dit borné si pour chaque

β ∈ (0, α), il existe Mβ > 0 tel que : kS (t)k ≤Mβ, pour tout t ∈ Σβ.

Il est connu (cf [31]) que : si A le générateur d’un semi-groupe analytique d’angle α,

alors pour chaque β ∈ (0, α), il existe ω ∈ R tel que : A− ω est le générateur d’un semi-

groupe analytique borné d’angle β. Le critère suivant sur les générateurs de semi-groupes

sera également utilisé dans la suite (cf [31], [32], [33], [34]).

Lemme 2 Soit o < α ≤ π
2
. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) B est le générateur d’un semi-groupe analytique borné d’angle α.

b) Pour tout β ∈ (0, α), il existe Mβ > 0, tel que : e±iθB est le générateur d’un

C0−semi-groupe (Sθ (t))t ≥0, satisfaisant :

kSθ (t)k ≤Mβ,∀t ≥ 0, θ ∈ (0, α) .

c) L’application : ]0,+∞[ 3 t 7−→ S (t) ∈ B (X), est différentiable et il existe une

constante C > 0, tel que :

kBS (t)k ≤ C

t
,∀t > 0.
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d) B est le générateur d’un semi-groupe (S(t))t ≥0 fortement continu dans X , et il

existe une constante C
0
> 0, telle que pour tout r > 0, s 6= 0, on ait :

kR (r + is, B)k ≤ C
0

|s| .

e) B est sectoriel.

Preuve. Nous allons montrer que :

(a) =⇒ (b) =⇒ (d) =⇒ (e) =⇒ (c) =⇒ (a).

(a) =⇒ (b) : Pour θ ∈ (0, α), nous définissons :

Sθ (t) = S(e+iθr). Alors d’après la définition (9), la famille d’opérateurs

{Sθ (t)}t ≥0 ⊂ L (X), est un semi-groupe fortement continu dans X , d’autre part

pour déterminer son générateur, nous définissons :

Γ : [0,+∞[ −→ C

r 7−→ Γ (r) = e+iθr.

Alors par l’analyticité et le théorème intégral de Cauchy, nous obtenons :

R(1, B)x =

Z +∞

0

e−tS(t)xdt =

Z
Γ

e−rS(r)xdr

En utilisant le changement de variable suivant :

t = e+iθr =⇒ dt = e+iθdr

Alors :

R(1, B)x = e+iθ
Z +∞

0

e−e
+iθrSθ(r)xdr

= e+iθR(e+iθ, Bθ)x,∀x ∈ X

C’est à dire : R(e+iθ, Bθ) = e−iθR(1, B), d’où :

Bθ = e+iθB
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De même, il s’ensuit que :
¡
S
¡
e−iθt

¢¢
est un semi-groupe fortement continu satisfai-

sant :

kSθ (t)k ≤Mβ, ∀t ≥ 0, θ ∈ (0, α) .

Ayant pour générateur e−iθB, c’est à dire : (b) est prouvé.

(b) =⇒ (d) Pour s > 0 :

Soit : e−iθ = a − ib pour a, b > 0. En appliquant le théorème de Hille-Yosida au

générateur e−iθB, il existe alors une constante eC ≥ 1, telle que :
kR (r + is,B)k =

°°e−iθR(e−iθ (r + is) , e−iθB)
°°

=
°°R(e−iθ (r + is) , e−iθB)

°° .
Et comme :

(a− ib) (r + is) = ar + bs− i (br − as). Alors :

kR (r + is, B)k ≤
eC

ar + bs
≤ C

s

0

.

Pour : s ≤ 0 on obtient une estimation similaire en utilisant le fait que :

e+iθB est un générateur dans X ; e+iθ = a+ ib.

λ = (a+ ib) (r + is) = ar − bs+ i(br + as), Reλ = ar − bs, donc :

kR (r + is,B)k ≤
eeC

ar − bs
≤

eeC
−bs =

C

−s

0

, C
0
=
eeC
b

(d) =⇒ (e) Par hypothèse, B génère un semi-groupe fortement continu et donc nous

avons :

Σπ
2
+α ⊂ ρ (B), d’près le théorème (9). Du corollaire (2) on a :

kR (λ,B)k ≥ 1

d (λ, σ (B))
, ∀λ ∈ ρ (B) .
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De l’estimation :

kR (r + is,B)k ≤ C

|s|

0

, r > 0, s ∈ R∗.

Resulte que iR/ {0} ⊂ ρ (B). Et d’après la continuité de la résolvante :

kR (μ,B)k ≤ C
0

|μ| ,∀0 6= μ ∈ iR... (a)

Nous développons la résolvante de B en 0 6= μ ∈ iR à la série de Taylor (Voir

proposition1) :

R (λ,B) =
+∞X
n=0

(μ− λ)nR (μ,B)n +1

Cette série converge uniformément dans L (X) à condition que :

|μ− λ| kR (μ,B)k ≤ q < 1, q ∈ (0, 1)

En particulier, pour μ = i Imλ, c’est à dire : |μ− λ| = |Reλ|

D’après(a) on a : |Reλ| ≤ q

C 0 |Imλ|

Puisque ceci est vrai pour : 0 < q < 1 arbitraire. Alors on conclut que :

½
λ ∈ C; Reλ ≤ 0 et

¯̄̄̄
Reλ

Imλ

¯̄̄̄
<

1

C 0

¾
⊂ ρ (B) .

Et donc :
P

π
2
+α ⊆ ρ (B) pour α = arctan 1

C 0 .

Il reste à estimer kR (λ,B)k pour λ ∈
P

π
2
+α−β et β ∈ (0, α).

Nous supposons d’abord que : Reλ > 0 alors d’après le théorème de Hille-Yosida, il

existe une constante fM ≥ 1, telle que :
kR (λ,B)k ≤ M

Reλ
, et comme :

kR (λ,B)k ≤ C
0

|Imλ| , |λ| =
p
Reλ2 + Imλ2

Implique : ∃M ≥ 1, kR (λ,B)k ≤ M
|λ| ; Reλ > 0.

Dans le cas : Reλ ≤ 0 nous choisissons q ∈ (0, 1) de telle sorte que :
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α− β = arctan
³

q

C 0

´
, alors :

¯̄
Reλ
Imλ

¯̄
≤ q

C 0 , et d’après l’estimation :

kR (μ,B)k ≤ C
0

|μ| , ∀0 6= μ ∈ i R

En Combinant avec le développement de Taylor pour : μ = i Imλ, nous obtenons :

kR (λ,B)k ≤
+∞X
n=0

|Reλ|n C
0n +1

|Imλ|n +1
≤

+∞X
n=0

|Imλ|n qn
C 0n

C
0n +1

|Imλ|n +1
.

Et comme :
¯̄
Reλ
Imλ

¯̄
< 1

C 0 il vient :

|Reλ|2

|Imλ|2
<

1

C 02

D’où :
|Reλ|2

|Imλ|2
+ 1 <

1

C 02
+ 1

Par conséquent :
|Reλ|2 + |Imλ|2

|Imλ|2
<

C
02 + 1

C 02

Il s’ensuit donc que :
1

|Imλ| <
√
C 02 + 1

C 0 |λ|

Par suite :

kR (λ,B)k ≤
√
C 02 + 1

(1− q) |λ| =
√
C 02 + 1

1− q

1

|λ| .

(e) =⇒ (c) D’après la proposition (2), B génère un semi-groupe fortement continu

borné (S (t))t ≥0, et l’application : (0,+∞) 3 t 7−→ S (t)x ∈ X est differentiable pour

tous x ∈ X en particulier :

lim
h −→0

S (t+ h)− S (t)

h
x = lim

h −→0

S (h)− I

h
S (t) x.

Existe pour tous x ∈ X et t > 0, donc : Im (S (t)) ⊂ D (B) pour t > 0.
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Alors pour t > 0, l’opérateur BS (t) est fermé de domaine D (BS (t)) = X, d’après

le théorème du graphe fermé. pour estimer sa norme, nous utilisons la représentation

intégrale de S (t) (2.1), en utilisant la fermeture de B, l’équation de la résolvante et le

théorème intégral de Cauchy nous obtenons :

BS (t) =
1

2πi

Z
Γ

e μtR (μ,B) dμ

=
1

2πi

Z
Γ

e μt (μR (μ,B)− I) dμ

=
1

2πi

Z
Γ

μeμtR (μ,B) dμ,
−1
2πI

Z
Γ

eμtdμ = 0

Alors par l’analyticité, nous prenons : Γ = Γr pour r = 1
t
, comme dans la preuve de

la proposition (2), d’après (2.3) et (2.4) on a :°°°°Z
Γ

μeμtR (μ,B) dμ

°°°° ≤ 2Mβ

Z +∞

1
t

e−ρt sinβdρ+
2πeMβ

t

≤ 2Mβ

µ
1

sinβ
+ πe

¶
1

t
,

où : β = α−α0
2
, pour α

0 ∈ (0, α). Ce qui prouve (c).

(c) =⇒ (a) Soit t0 > 0. D’apres la formule de Taylor on a :

S (t) =
k=nX
k=0

(t− t0)
k

k!
S(k) (t0) +

1

n!

Z t

t0

(t− μ)n S (μ)(n+1) dμ

=
k=nX
k=0

(t− t0)
k

k!
BKS (t0) +

1

n!

Z t

t0

(t− μ)nBn+1S (μ) dμ

Car :

S (t)(n) = BnS (t) =

∙
BS

µ
t

n

¶¸n
, ∀t > 0.
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Compte tenu de (c), on voit que :

°°°° 1n!
Z t

t0

(t− μ)nBn+1S (μ) dμ

°°°° ≤ 1

n!

Z t

t0

(t− μ)n
°°°°°
∙
BS

µ
μ

n+ 1

¶¸n+1°°°°° dμ

≤ 1

n!

Z t

t0

(t− μ)n
Ã

C
μ

n +1

!n+1

dμ

≤ 1

n!

µ
C (n+ 1)

t0

¶n+1 Z t

t0

(t− μ)n dμ.

On pose : t− μ = s on obtient :

1

n!

µ
C (n+ 1)

t0

¶n+1 Z t

t0

(t− μ)n dμ =
1

n!

µ
C (n+ 1)

t0

¶n+1 Z t−t0

0

snds

=
1

(n+ 1)!

µ
C (n+ 1)

t0

¶n+1

(t− t0)
n+1 .

Avec la formule de Stirling :

n! = nn
√
2πne−n +

un
12 , un ∈ ]0, 1[, on obtient : n!en ≥ nn.

Par conséquent :°°°° 1n!
Z t

t0

(t− μ)nB n+1S (μ) dμ

°°°° ≤ 1

(n+ 1)!

(t− t0)
n+1

(t0)
n+1 (n+ 1)!e n+1C n+1

Pour t ≥ t0, et n ∈ N∗, suffisamment grand.

Il en résulte que la série de Taylor est convergente vers S(t), si : t− t0 <
t0
Ce
, et on a :

S (t) =
+∞X
k=0

(t− t0)
k

k!
BkS (t0) .

Il s’ensuit donc que pour z ∈ C vérifiant :
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Re z > 0 et |z − t0| < t0
Ce
, on peut définir une fonction analytique :

S(z) =
+∞X
k=0

(z − t0)
k

k!
BkS (t0) .

La série de la partie droite de cette égalité est uniformément convergente par rapport

à z ∈ C, vérifiant les conditions :

Re z > 0 et |z − t0| < q t0
Ce
, où q ∈ (0, 1)

Soit z ∈ C tel que : Re z = t0 on voit que :

|Im z| = |z − t0| < Re z
Ce
, d’où :

|Im z|
|Re z| <

1
Ce
, ou encore : |arg z| ≤ arctan

¡
1
Ce

¢
en prenant : α = arctan

¡
1
Ce

¢
.

Nous obtenons que l’application : 4α 3 z 7→ S (z) ∈ B (X) est analytique dans

Le secteur :

4α = {z ∈ C/Re z > 0 et |arg z| < α}

De plus, si nous considérons z ∈ C avec les propriétés :

Re z > 0 et |t− t0| < q t0
Ce
, q ∈ (0, 1). Alors nous déduisons que :

kS(z)k ≤ kS(t0)k+
+∞X
k=1

|z − t0|k

k!

°°BkS (t0)
°°

≤ kS(t0)k+
+∞X
k=1

qk

k!

µ
t0
Ce

¶kµ
Cn

t0

¶k

≤M +
+∞X
k=1

qk =M +
q

1− q
.

Par conséquent, si nous notons :

α
0
= arctan

¡
q 1
Ce

¢
, q ∈ ]0, 1[.

Nous voyons que l’application : 4α 3 z 7→ S (z) ∈ B (X) est uniformément bornée

dans le sous secteur :

4α0 =
n
z ∈ C/Re z > 0 et |arg z| ≤ α

0
o
⊂ 4α
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Il est évident que : S(0) = I, parce que {S(t)}t ≥0 ∈ S.G (M, 0). De plus, pour tout

t > 0 et tout z ∈ 4α, il résulte que :

S(t)S(z) =
+∞X
k=0

(z − t0)
k

k!
BkS (t0 + t)

=
+∞X
k=0

[(z + t)− (t0 + t)]k

k!
BkS (t0 + t) = S(t+ z)

Alors, pour tous z1, z2 ∈ 4α, nous obtenons :

S (z1)S(z2) = S(z1)
+∞X
k=0

(z2 − t0)
k

k!
BkS (t0)

=
+∞X
k=0

(z2 − t0)
k

k!
BkS (z1 + t0)

=
+∞X
k=0

[(z2 + z1)− (z1 + t0)]
k

k!
BkS (z1 + t0)

= S (z1 + z2) .

Soit : X0 = ∪
0<t <∞

S (t)X.

Nous prouvons que cet ensemble est dense dans X. Soient x ∈ X et tn > 0, n ∈ N,

tel que :

lim
n →+∞

tn = 0.

Alors pour : xn = S (tn)x ∈ X0, n ∈ N. Nous obtenons :

lim
n −→+∞

xn = lim
n −→+∞

S (tn)x = x.

Par conséquent : X0 = X.

De plus, nous avons : vu que {S(z)}z ∈4α0
est uniformément bornée dans tout sous
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secteur fermé 4α0 . De même pour x ∈ X , on obtient :

S(t)x ∈ X0 et : lim
z −→0

S(z)S(t)x = lim
z −→0

S(z + t)x = S(t)x.

Compte tenu du théorème de Banach-Steinhaus il en résulte que :

lim
z −→0

S(z)x = x,∀x ∈ X, z ∈ 4α.

Finalement, on voit que : {S(z)}z ∈4α
est un semi-groupe qui prolonge le C0-semi-groupe

{S(t)}t ≥0 ∈ S.G (M, 0)

Nous passons maintenant à une petite introduction aux puissances fractionnaires

(Voir :[2],[5],[4],[20],[31],[33],[37]).

Définition 11 Soit −A le générateur d’un semi-groupe analytique d’angle α
¡
α ∈

¡
0, π

2

¤¢
et soit 0 ∈ ρ (A) pour b > 0, la puissance fractionnaire A est définie comme suit :

A−b = − 1

2πi

Z
Γ(γ)

μ−bR (λ,A) dμ.

Ici et dans la suite λb est considérée comme la branche principale. Dans cette défini-

tion, la fonction μ 7−→ μ−b est une branche de la fonction puissance fractionnaire dans

C/R− c’est à dire :

μ−b = e−b logμ ; logμ = log |μ|+ i θ, −π < θ = argμ < π.

Et le chemin Γ (γ), π
2
− α < γ < π relie les points −∞e−iγ à +∞e+iγ dans ρ (A),

tout en évitant l’axe réel négatif et l’origine. Définir, Ab =
¡
A−b

¢−1
(Voir lemme 3.i ) et :

A0 = I.

Dans ce travail, nous avons besoin de plusieurs propriétés des puissances fractionnaires

qui sont regroupées dans le lemme suivant :

Lemme 3 i) A−b ∈ B (X) est injectif pour b > 0.

ii) Ab est un opérateur fermé et D (A) ⊂ D
³
Ab

0´
, pour b > b

0
> 0.
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iii) Abx = Ab −nAnx ; Pour x ∈ D (An) , n > b, n ∈ N.

iv) Si B ⊂ Ab et D (B) ⊂ D
³
Ab

0´
; b > b

0
> 0 alors B est fermable et B = Ab, où B

est la fermeture de B.

Preuve. i) On prend b
0
> 0 tel que : b+ b

0
= n ∈ N alors : A−b −b

0
= A−n et comme

AnA−b −b
0
= I . Alors A−b est injectif.

ii)-Pour b ≤ 0 ; Ab est borné implique Ab est fermé.

-Pour b > 0 ; Ab est inversible donc : 0 ∈ ρ (A) =⇒ Ab est fermé, D
¡
Ab
¢
= Im

¡
A−b

¢
-Pour b ≥ b

0
et comme

©
A−b

ª
forme un semi-groupe on a :

A−b = A−b
0
A
− b −b0 et donc : D

¡
Ab
¢
= Im

¡
A−b

¢
⊂ Im

³
A−b

0´
= D

³
Ab

0´
.

Ce qui implique : D
¡
Ab
¢
⊂ D

³
Ab

0´
iii) Abx = A(b −n)+nx = Ab −nAnx, pour x ∈ D (An), n ∈ N n > b, D (An) ⊂ D

¡
Ab
¢

Semi-groupe analytique généré par −Ab et A− εAb

Dans cette section nous montrons que les deux opérateurs −Abet A − εAb sont des

générateurs de semi-groupes analytiques sous certaines conditions appropriées sur l’ope-

rateur A, (voir[36])

Théorème 11 Soit −A le générateur d’un semi-groupe analytique borné d’angle α¡
0 < α ≤ π

2

¢
et soit 0 ∈ ρ (A). Alors −Ab est le générateur d’un semi-groupe analytique

borné d’angle
¡
π
2
−
¡
π
2
− α

¢
b
¢
, où b ∈

¡
1, π

π−2α
¢
.

Preuve. Pour β ∈
¡
0, π

2
−
¡
π
2
− α

¢
b
¢
fixé, on choisit γ ∈

¡
π
2
− α,

¡
π
2
− β

¢
1
b

¢
, posons :

U (z) = − 1

2πi

Z
Γ(γ)

e−μ
bzR (μ,A) dμ; z = teiθ, t > 0, |θ| ≤ β (2.5)

Où le chemin Γ (γ) est donnée comme dans la définition (11) où 0 ∈ ρ (A), on a :

{λ ∈ C : |λ| ≤ d } ⊂ ρ (A) pour un certain d ∈ (0, 1). Nous estimons d’abord {U (z)},

ce qui se fait en deux cas :
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• Quand : t−1b ≤ d , d’après le théorème de Cauchy on peut déplacer le chemin

Γ (γ) dans (2.5) à Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 (Voir figure ci-dessous )

Fig. 2-2 —

où :

Γ1 =
n
se−iγ; s ≥ t

−1
b

o
Γ2 =

n
t
−1
b eiψ; |ψ| ≤ γ

o
Γ3 =

n
seiγ; s ≥ t

−1
b

o
Pour γ donné. D’après lemme (2) il existe une constante M > 0 telle que :

kR (μ,A)k ≤ M

|μ| , μ ∈ Γ (γ) . (2.6)

π
2
− α < γ <

¡
π
2
− β

¢
1
b
=⇒

¡
π
2
− α

¢
b < γb < π

2
− β

=⇒
¡
π
2
− α

¢
b+ β < γb+ β < π

2

Comme 0 < |γb− θ| ≤ γb+ β < π
2
; |θ| < β.

I Sur Γ1 : μ ∈ Γ =⇒ μ = se−iγ ; s ≥ t
−1
b et dμ = e−iγds.

μb = sbe−iγb =⇒ μbz = sbte−iθe−iγb = sbtei (θ−γb) ; mais :

γb− θ < γb+ θ =⇒ −i (γb− θ) > −i (γb+ θ)

=⇒−sbte−i(γb−θ) < −sbte−i(γb+θ)
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Alors :

exp
¡
−sbte−i(γb−θ)

¢
< exp

¡
−sbte−i(γb+θ)

¢
et : ¯̄

exp
¡
−sbte−i(γb+θ)

¢¯̄
=
¯̄̄
e−s

bt [cos(γb+θ)−i sin(γb+θ)]
¯̄̄

= exp
¡
−sbt cos (γb+ θ)

¢
.

Donc :°°°°Z
Γ1
exp

¡
−μbz

¢
R (μ,A) dμ

°°°° ≤ Z +∞

t
−1
b

kR (μ,A)k
¯̄
exp

¡
−sbte−i(γb+θ)

¢¯̄ ¯̄
e−iγ

¯̄
ds

≤
Z +∞

t
−1
b

M

|μ| exp
¡
−sbt cos (γb+ θ)

¢
ds

≤M

Z +∞

t
−1
b

s−1 exp
¡
−sbt cos (γb+ θ)

¢
ds, |μ| = s

On pose : r = sbt =⇒ dr = bsb−1tds

=⇒ dr = bsbts−1ds

=⇒ s−1ds = b−1r−1dr

Quand s→ +∞ =⇒ r → +∞ et quand s = t
−1
b =⇒ r = 1 donc :°°°°Z

Γ1
exp

¡
−μbz

¢
R (μ,A) dμ

°°°° ≤Mb−1
Z +∞

1

r−1 exp (−r cos (γb+ θ)) dr

Et comme : |θ| < β =⇒ cos (γb+ θ) ≥ cos (γb+ β)

=⇒ exp (−r cos (γb+ θ)) ≤ exp (−r cos (γb+ β)), d’où :°°°°Z
Γ1
exp

¡
−μbz

¢
R (μ,A) dμ

°°°° ≤Mb−1
Z +∞

1

r−1 exp (−r cos (γb+ β)) dr

≤Mb−1
Z +∞

1

1

r2 cos (γb+ β)
dr =

Mb−1

cos (γb+ β)

∙
−1
r

¸+∞
1
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Alors : °°°°Z
Γ1
exp

¡
−μbz

¢
R (μ,A) dμ

°°°° ≤ Mb−1

cos (γb+ β)
=Mβ. (2.7)

Où, dans le reste, de cette preuve, Mβ est une constante positive indépendant de t et

θ. L’estimation se fait de la même maniére pour l’intégral sur Γ3.

I Sur Γ2 : μ ∈ Γ2 =⇒ μ = t
−1
b eiψ, |ψ| ≤ γ

d μ = it
−1
b eiψdψ ; |μ| = t

−1
b , alors :°°°°Z

Γ2
exp

¡
−μbz

¢
R (μ,A) dμ

°°°° ≤ Z +γ

−γ

M

|μ|

¯̄̄̄
exp

∙
−
µ³

t
−1
b

´b
tei(ψb+θ)

¶¸
ieiψt

−1
b

¯̄̄̄
dψ

≤M

Z +γ

−γ
t
−1
b t

+1
b

¯̄̄̄
exp

∙
−
µ³

t
−1
b

´b
tei(ψb+θ)

¶¸¯̄̄̄
dψ

≤M

Z +γ

−γ

¯̄
exp

£
−ei(ψb+θ)

¤¯̄
dψ.

ψb+ θ ≤ π
2
=⇒ cos (ψb+ θ) ≥ cos π

2
= 0

=⇒− cos (ψb+ θ) ≤ 0

=⇒ exp (− cos (ψb+ θ)) ≤ 1, donc :°°°°Z
Γ2
exp

¡
−μbz

¢
R (μ,A) dμ

°°°° ≤M

Z +γ

−γ
exp (− cos (ψb+ θ)) dψ

≤M

Z +γ

−γ
dψ

≤ 2γM ≤ πM. (2.8)

Car : π
2
− α < γ <

¡
π
2
− β

¢
1
b
0 < β < π

2
−
¡
π
2
− α

¢
b =⇒

¡
π
2
− α

¢
b < π

2
− β < π

2

=⇒ π

2
− α <

³π
2
− β

´ 1
b
<
1

b

π

2
<

π

2
, b > 1 =⇒ 1

b
< 1

γ <
π

2
=⇒ 2γ < π.
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En conclusion on a :

°°U ¡teiθ¢°° ≤Mβ, 0 < t
−1
b ≤ d, |θ| ≤ β (2.9)

•• Quand : t−1b > d parce que Γ2 n’appartient pas nécessairement à ρ (A).

On pose : Γ (γ) =
j=7
∪
j=1

Γj (Voir figure ci-dessous)

Fig. 2-3 —

Ou :

Γ1 =
n
se−iγ; s ≥ t

−1
b

o
,Γ2 =

n
t
−1
b eiψ; γ ≤ ψ ≤ π

o
Γ3 =

n
se−iπ; d ≤ s ≤ t

−1
b

o
,Γ4 =

©
deiψ;−π ≤ ψ ≤ π

ª
Γ5 =

n
seiπ; d ≤ s ≤ t

−1
b

o
,Γ6 =

n
t
−1
b eiψ; γ ≤ ψ ≤ π

o
Γ7 =

n
seiγ; s ≥ t

−1
b

o
Nous estimons d’abord l’intégrale sur Γ3 ∪ Γ5 :

Pour a ∈ (0, 2), la fonction f (a, θ) définie par :

(a, θ) 7−→ ea sin θ + e−a sin θ − 2 cos (a cos θ) ,
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est encore dans (−β, β) et elle est croissante sur [0, β]. On en déduit de (2.6) :

L =

°°°°½Z
Γ3

+

Z
Γ5

¾
e−μ

bzR (μ,A) dμ

°°°°
• Si μ ∈ Γ3 =⇒ μ = se−iπ, alors : d μ = e−iπds |μ| = s et μb = sbe−iπb donc :

L =

°°°°°°
Z t

−1
b

d

©
exp

£
−tsbei(θ−πb)

¤
− exp

£
−tsbei(θ+πb)

¤ª
R (−s, A) ds

°°°°°°
μ = e±iπs = −s, donc :

L ≤M

Z t
−1
b

d

s−1
¯̄
exp

¡
−tsbei(θ−πb)

¢
− exp

¡
−tsbei(θ+πb)

¢¯̄
ds =

M

Z t
−1
b

d

s−1
¯̄
exp

¡
−tsb (cos (θ − πb) + i sin (θ − πb))

¢
− exp

¡
−tsb (cos (θ + πb) + i sin (θ + πb))

¢¯̄
ds

≤M

Z t
−1
b

d

s−1
¯̄̄
e−ts

b cos(θ−πb) £cos ¡−tsb sin (θ − πb)
¢
+ i sin

¡
−tsb sin (θ − πb)

¢¤
−

−e−tsb cos(θ+πb)
£
cos
¡
−tsb sin (θ + πb)

¢
+ i sin

¡
−tsb sin (θ + πb)

¢¤¯̄̄
ds

≤M

Z t
−1
b

d

s−1
¯̄̄n
e−ts

b cos(θ−πb)
h
cos
¡
−tsb sin (θ − πb)

¢
− e−ts

b cos(θ+πb) cos
¡
−tsb sin (θ + πb)

¢io
+

i
n
e−ts

b cos(θ−πb) sin
¡
−tsb sin (θ − πb)

¢
− e−ts

b cos(θ+πb) sin
¡
−tsb sin (θ + πb)

¢o¯̄̄
ds

≤M

Z t
−1
b

d

s−1
½h

e−ts
b cos(θ−πb) cos

¡
−tsb sin (θ − πb)

¢
− e−ts

b cos(θ+πb) cos
¡
−tsb sin (θ + πb)

¢i2
+

+
h
e−ts

b cos(θ−πb) sin
¡
−tsb sin (θ − πb)

¢
− e−ts

b cos(θ+πb) sin
¡
−tsb sin (θ + πb)

¢i2¾ 1
2

ds

≤M

Z t
−1
b

d

s−1
h
e−2ts

b cos(θ−πb) cos2
¡
−tsb sin (θ − πb)

¢
+ e−2ts

b cos(θ+πb) cos2
¡
−tsb sin (θ + πb)

¢
−

−2 exp
£
−tsb cos (θ − πb)− tsb cos (θ + πb)

¤
. cos

¡
−tsb sin (θ − πb)

¢
cos
¡
−tsb sin (θ + πb)

¢
+
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+exp
¡
−2tsb cos (θ − πb)

¢
sin2

¡
−tsb sin (θ − πb)

¢
+exp

¡
−2tsb cos (θ − πb)

¢
sin2

¡
−tsb sin (θ + πb)

¢
−2 exp

¡
−tsb cos (θ − πb)− tsb cos (θ + πb)

¢
sin
¡
−tsb sin (θ − πb)

¢
sin
¡
−tsb sin (θ + πb)

¢¤ 1
2 ds

≤M

Z t
−1
b

d

s−1
©£
exp

¡
−2tsb cos (θ − πb)

¢
+ exp

¡
−2tsb cos (θ − πb)

¢¤
−

−2 exp
£
−tsb (cos (θ − πb) + cos (θ + πb))

¤ £
cos
¡
−tsb sin (θ − πb)

¢
cos
¡
−tsb sin (θ + πb)

¢
+

+sin
¡
−tsb sin (θ − πb)

¢
sin
¡
−tsb sin (θ + πb)

¢¤ª 1
2 ds

≤M

Z t
−1
b

d

s−1
©
exp

¡
−2tsb (cos θ cosπb+ sin θ sinπb)

¢
+ exp

¡
−2tsb (cos θ cosπb− sin θ sinπb)

¢
− 2 exp

¡
−2tsb cos θ cosπb

¢
cos
¡
−tsb sin (θ − πb) + tsb sin (θ + πb)

¢ª 1
2 ds

≤M

Z t
−1
b

d

s−1 exp
¡
−tsb cos θ cosπb

¢n
e2ts

b sin θ sinπb + e−2ts
b sin θ sinπb − 2 cos

¡
−2tsb sinπb

¢o1
2
ds

≤M

Z t
−1
b

d

s−1 exp
¡
−tsb cos θ cosπb

¢ ©
f
¡
2tsb sinπb, θ

¢ª 1
2 ds... (b)

On pose :

r = tsb =⇒ dr = btsbs−1ds

=⇒ s−1ds = b−1r−1dr

Quand :

s = t
−1
b =⇒ r = t

³
t
−1
b

´b
= 1

Et quand : s = d =⇒ r = 0. En remplacant dans (b) on aura :

L ≤Mb−1
Z 1

0

r−1 exp (−r cosπb)
©
f
¡
2tsb sinπb, θ

¢ª 1
2 dr.

Comme f est une fonction croissante sur ]−β, β[, alors :

f
¡
2tsb sinπb, θ

¢
≤ f

¡
2tsb sinπb, β

¢
, parce que : |θ| ≤ β.
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Mais d’après le théorème de l’Hospital on a :

lim
r −→0

r−1f (ar, β) = lim
r −→0

ear sinβ + e−ar sinβ − 2 cos (ar cosβ)
r

= lim
r −→0

¡
a sinβear sinβ − a sinβe−ar sinβ + 2a cos β sin (ar cosβ)

¢
= a sinβ − a sinβ = 0.

Où a ∈ (0, 2), donc il existe une constante M 0
β > 0 telle que :

L ≤Mb−1
Z 1

0

r−
1
2 exp (−r cosπb)

©
r−1f (2r sinπb, β)

ª 1
2 dr

Or :

L ≤MM
0
β b
−1
Z 1

0

r−
1
2 exp (−r cosπb) dr ≤Mβ.

De même pour (2.8) nous avons :

μ ∈ Γ6 : μ = t
−1
b eiψ ; γ ≤ ψ ≤ π ; |μ| = t

−1
b , z = tei θ

dμ = it
−1
b eiψdψ, donc :

°°°°Z
Γ6

exp
¡
−μbz

¢
R (μ,A) dμ

°°°° ≤M

Z π

γ

t
−1
b

t
−1
b

e− cos(ψb+θ)dψ

≤M

Z π

γ

e− cos(ψb+θ)dψ ≤ πeM .

L’estimation se fait de la même maniére pour l’intégral sur Γ2

• Si μ ∈ Γ4 =⇒ μ = deiψ =⇒ dμ = ideiψdψ, et comme :

t
−1
b > d =⇒ 0 < t < d−b, alors :°°°°Z

Γ4

exp
¡
−μbz

¢
R (μ,A) dμ

°°°° ≤M

Z +π

−π
e−d

bt cos(ψb+θ)dψ

≤ 2πMed
bt ≤ 2πeM car : ed

bt ≤ e1

Comme : Γ1 = Γ1 et Γ7 = Γ3. Les estimations des intégrales sur Γ1 et Γ7 sont
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les mêmes que (2.7), en combinant les estimations avec (2.9) nous obtenons :

kU (z)k ≤Mβ; z = teiθ, t > 0, |θ| ≤ β. (2.10)

D’après théorème (3.1) dans [4] on a :

Σπ
2
−(π2−α)b

⊂ ρ (−A) pour λ ∈ Σπ
2
−(π2−α)b

fixé.

Supposons, sans perte de généralité que : |arg λ| < π − bγ.

Nous montrons maintenant :

R
¡
λ,−Ab

¢
= − 1

2πi

Z
Γ(γ)

R (μ,A)

λ+ μb
dμ. (2.11)

En fait, comme : λ + μb 6= 0 pour μ ∈ Γ (γ), il en résulte facilement de (2.6) que

l’intégrale converge dans B (X) On désigne par Rλ le côté droit de (2.11). On choisit

γ
0 ∈
¡
γ,
¡
π
2
− α

¢
1
b

¢
, telle que : Γ (γ) ∩ Γ

¡
γ
0¢
= ∅. Alors par la définition (11), l’identité

résolvante et le théorème de Cauchy on a :

Rλ = −
1

2πi

Z
Γ(γ)

R (μ,A)

λ+ μb
dμ et Ab

0
= − 1

2πi

Z
Γ(γ0)

vb
0
R (v,A) dv.

Donc :

RλA
b
0
= (

1

2πi
)2
Z
Γ(γ)

Z
Γ(γ0)

vb
0

λ+ μb
R (μ,A)R (v,A) dμdv.

Mais :

R (μ,A)−R (v,A) = (v − μ)R (μ,A)R (v, A) .

C’est à dire :

R (μ,A)R (v,A) =
R (μ,A)−R (v, A)

v − μ
.

Alors :

RλA
b
0
= (

1

2πi
)2
Z
Γ(γ)

Z
Γ(γ0)

vb
0

λ+ μb
(
R (μ,A)−R (v, A)

v − μ
)dμdv.
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Or :

RλA
b
0
= (

1

2πi
)2
Z
Γ(γ)

Z
Γ(γ0 )

vb
0
R (μ,A)

(λ+ μb) (v − μ)
dμdv−

−( 1
2πi

)2
Z
Γ(γ)

Z
Γ(γ0)

vb
0
R (v,A)

(λ+ μb) (v − μ)
dvdμ.

D’où :

RλA
b
0
=

1

2πi

Z
Γ(γ)

R (μ,A)

λ+ μb
(
1

2πi

Z
Γ(γ0)

vb
0

v − μ
dv)dμ−

− 1

2πi

Z
Γ(γ0)

vb
0
R (v, A) (

1

2πi

Z
Γ(γ)

1

(λ+ μb) (v − μ)
dμ)dv

Il en résulte :

RλA
b
0
= − 1

2πi

Z
Γ(γ)

μb
0

λ+ μb
R (μ,A) dμ, b

0
< 0, v ∈ Γ(γ

0
) et μ ∈ Γ (γ) . (2.12)

Par conséquent :

RλA
b−n = − 1

2πi

Z
Γ(γ)

μb−n

λ+ μb
R (μ,A) dμ

= − 1

2πi

Z
Γ(γ)

μ−nλ+ μb−n − μ−nλ

λ+ μb
R (μ,A) dμ

= − 1

2πi

Z
Γ(γ)

(
μ−nλ+ μb−n

λ+ μb
− μ−nλ

λ+ μb
)R (μ,A) dμ

= A−n − λRλA
−n, n > b

D’après le lemme 3 (iii) et (iv) nous avons :

Rλ

¡
Ab−nAn + λ

¢
x = x,pour x ∈ D

¡
Ab
¢
.

Donc :

Rλ

¡
Ab + λ

¢
x = x, pour x ∈ D

¡
Ab
¢
.

Et donc : Rλ = R
¡
λ,−Ab

¢
c’est à dire (2.11) est démontrée.
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On définit : U (0) = I et Uθ (t) = U(teiθ) pour t > 0.

De même pour (2.12) nous avons :

Uθ (t) = −
1

2πi

Z
Γ(γ)

e−μ
bteiθR (μ,A) dμ.

Et

A−b = − 1

2πi

Z
Γ(γ0)

v−bR (v, A) dv .

tel que : Γ (γ) ∩ Γ
¡
γ
0¢
= ∅ donc :

Uθ (t)A
−b = (

1

2πi
)2
Z
Γ(γ)

Z
Γ(γ0)

v−be−μ
bteiθR (μ,A)R (v,A) dμdv

= (
1

2πi
)2
Z
Γ(γ)

Z
Γ(γ0)

v−be−μ
bteiθR (μ,A)

v − μ
dμdv− ( 1

2πi
)2
Z
Γ(γ)

Z
Γ(γ0)

v−be−μ
bteiθR (v,A)

v − μ
dμdv.

On suppose : μ ∈ Γ (γ) et v ∈ Γ
¡
γ
0¢
et d’après le théorème de Fibbini on a :

Uθ (t)A
−b = − 1

2πi

Z
Γ(γ)

μ−be−μ
bteiθR (μ,A) dμ, t ≥ 0

Alors pour t donné, t0 ≥ 0, (t 6= t0) :

Uθ (t)A
−b − Uθ (t0)A

−b = − 1

2πi

Z
Γ(γ)

μ−b(e−μ
bteiθ − e−μ

bt0eiθ)R (μ,A) dμ.

En utilisant la preuve de (2.10) et en utilisant le théorème de convergence dominée

on trouve : °°Uθ (t)A
−b − Uθ (t0)A

−b°° −→ 0, t −→ t0

Et donc pour x ∈ D
¡
Ab
¢
:

kUθ (t)x− Uθ (t0)xk =
°°Uθ (t)A

−b ¡Abx
¢
− Uθ (t0)A

−b ¡Abx
¢°°
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C’est à dire :

kUθ (t) x− Uθ (t0)xk ≤
°°Uθ (t)A

−b − Uθ (t0)A
−b°°°°¡Abx

¢°° −→ 0 quand t −→ t0.

De la continuité forte de {Uθ (t)}, de la densité de D
¡
Ab
¢
et (2.10) pour τ , t > 0,

d’après le théorème de Fibbini et le théorème de Cauchy nous avons :

Z τ

0

e−λtU(teiθ)dt = − 1

2πi

Z τ

0

e−λt
½Z

Γ(γ)

e−μ
bteiθR (μ,A) dμ

¾
dt

= − 1

2πi

Z
Γ(γ)

R (μ,A)

½Z τ

0

e−(λ+μ
beiθ)tdt

¾
dμ

= − 1

2πi

Z
Γ(γ)

R (μ,A)

"
−e

−(λ+μbeiθ)t

λ+ μbeiθ

#τ
0

dμ

= − 1

2πi

Z
Γ(γ)

"
1− e−(λ+μ

beiθ)τ

λ+ μbeiθ

#
R (μ,A) dμ

= R(μ,−eiθAb) +
1

2πi

Z
Γ(γ)

exp(−τ(λ+ μbeiθ))

λ+ μbeiθ
R (μ,A) dμ.

Quand τ −→ +∞

°°°°Z
Γ(γ)

exp(−τ(λ+ μbeiθ))

λ+ μbeiθ
R (μ,A) dμ

°°°° ≤M

Z
Γ(γ)

e−τλ
¯̄̄
e−τμ

b(cos θ+sin θ)dμ
¯̄̄

λ+ μbeiθ

≤Me−τλ
Z
Γ(γ)

e−τμ
b cos θ |dμ|

|μ| |λ+ μbei θ| ; e
−τμb cos θ ≤ 1

≤Me−τλ
Z
Γ(γ)

|dμ|
|μ| |λ+ μbeiθ| → 0

Donc :

R(μ,−eiθAb) =

Z +∞

0

e−λtU(teiθ)dt, λ > 0.

Par la théorie des semi-groupes il s’ensuit que, pour chaque |θ| ≤ β ; la famille
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©
U(teiθ)

ª
t ≥0est un C0−semi-groupe de générateur −e

iθAb, qui résulte de (2.10) et du

lemme (2)

Théorème 12 Supposons que l’opérateur A satisfait les conditions du théorème (10).

Soit Aε = A− εAb, où ε > 0 et b ∈
¡
1, π

π−2α
¢
. Alors pour tout β ∈

¡
0, π

2
−
¡
π
2
− α

¢
b
¢
, Aε

est le générateur d’un semi-groupe analytique {Vε (t)} d’angle β, vérifiant :

kVε (t)k ≤M exp(C ε
1
1−b t)pour t ≥ 0

Où M et C sont des constantes positives indépendantes de ε.

Preuve. Soit β ∈
¡
0, π

2
−
¡
π
2
− α

¢
b
¢
fixé par le théorème (10) et le lemme (2), il

existe alors une constante M1 (indépendante de ε) telle que :

°°λR ¡λ,−εAb
¢°° = °°ε−1λR ¡ε−1λ,−Ab

¢°° ≤M1, λ ∈ Σβ +π
2

(2.13)

Par conséquent −εAb est le générateur d’un semi-groupe analytique borné d’angle¡
π
2
−
¡
π
2
− α

¢
b
¢
. Par ailleurs en utilisant l’inégalité (voir[11]), il existe une constante,

M2 tel que :

kAxk ≤M2

°°Abx
°°1b kxk1− 1

b , x ∈ D
¡
Ab
¢

Comme :

fg ≤ f p

p
+

gq

q
;
1

p
+
1

q
= 1, f, g > 0... (c)

Donc :

kAxk ≤ (bεδ)
1
p (bεδ)−

1
p M2

°°Abx
°°1b kxk1− 1

b

≤M2

¡
bεδ

°°Abx
°°¢ 1p (bεδ)− 1

p kxk1−
1
b

≤M2

¡
bδ
°°εAbx

°°¢ 1p (bεδ)− 1
p kxk1−

1
b .

On pose : f =
¡
bδ
°°εAbx

°°¢ 1p et, g =M1 (bεδ)
− 1
p kxk1−

1
b , δ > 0. Et on prend : p = b et
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q = b
b −1 , il est clair que :

1
p
+ 1

q
= 1, d’après (c) on a :

kAxk ≤

h¡
bδ
°°εAbx

°°¢ 1b ib
b

+

h
M2 (bεδ)

− 1
b kxk1−

1
b

i b
b −1

b
b −1

≤
bδ
°°εAbx

°°
b

+
M

b
b −1
2 (bεδ)

1
1−b kxk

b
b −1

≤ δ
°°εAbx

°°+ b
1

1−b
b−1 (b− 1)M

b
b −1
2 (εδ)

1
1−b kxk

D’où :

kAxk ≤ δ
°°εAbx

°°+M3 (εδ)
1
1−b kxk , x ∈ D

¡
Ab
¢
. (2.14)

Où :

M3 = b
1
1−b

b−1 (b− 1)M
b

b −1
2 ,

on choisit :

0 < δ < (2 (1 +M1))
−1 .

Et soit :

ωε = Cε
1
1−b où C =

M1M3δ
1

1−b

1
2
− δ (1 +M1)

secβ > 0

alors :

λ ∈ ωε + Σβ +π
2
=⇒ |λ| ≥ ωε cos β.

Il en résulte d’après (2.13) et (2.14) que :

°°AR ¡λ,−εAb
¢°° ≤ δ

°°εAbR
¡
λ,−εAb

¢°°+M3 (εδ)
1
1−b
°°R ¡λ,−εAb

¢°°
"
°°R ¡λ,−εAb

¢°° ≤ M1

|λ| et AR (λ,A) = λR (λ,A)− I "

Ce qui implique :

°°AR ¡λ,−εAb
¢°° ≤ δ (1 +M1) +M1M3

(εδ)
1

1−b

|λ|
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On pose :

C =
M1M3δ

1
1−b

1
2
− δ (1 +M1)

secβ ; secβ =
1

cosβ

Alors :

M1M3δ
1
1−b = C (

1

2
− δ (1 +M1)) cosβ

Nous trouvons :

°°AR ¡λ,−εAb
¢°° ≤ δ (1 +M1) +

C ε
1
1−b ¡1

2
− δ (1 +M1)

¢
cosβ

|λ|

≤ δ (1 +M1) + ωε

¡
1
2
− δ (1 +M1)

¢
cosβ

|λ| .

Mais :

|λ| > ωε cosβ =⇒
1

|λ| <
1

ωε cosβ
.

D’où :

°°AR ¡λ,−εAb
¢°° ≤ δ (1 +M1) +

1

2
− δ (1 +M1) =

1

2
;λ ∈ ωε + Σβ+π

2
.

Donc : ωε + Σβ +π
2
⊂ ρ (Aε) et ;

kR (λ,Aε)k =
°°°°°
+∞X
n=0

R
¡
λ,−εAb

¢ £
AR

¡
λ,−εAb

¢¤n°°°°° .
Et comme :

+∞X
n=0

£°°AR ¡λ,−εAb
¢°°¤n ≤ +∞X

n=0

(
1

2
)n = 2,

°°R ¡λ,−εAb
¢°° ≤ M1

|λ| .

Donc :

kR (λ,Aε)k ≤
2M1

|λ| , λ ∈ ωε + Σβ +π
2
.

Comme : |λ| ≥ |λ− ωε| cos β, λ ∈ ωε + Σβ +π
2
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Alors : 1
|λ| ≤

secβ
|λ−ωε| et nous obtenons :

kR (λ,Aε)k ≤
2M1 secβ

|λ− ωε|
, λ ∈ ωε + Σβ +π

2
. (2.15)

Donc d’après le lemme (2), Aε est le générateur d’un semi-groupe analytique {Vε (t)}

d’angle β. D’apres la représentation d’un semi-groupe analytique on a :

Vε (t) =
1

2πi

Z
ωε+Γ(γ)

e λtR (λ,Aε) dλ, t > 0

Où le chemin Γ (γ) s’exécuté dans Σβ +π
2
de −∞e−i θ à +∞e−i θ ,

¡
π
2
< θ < β + π

2

¢
soit μ = (λ− ωε) t, alors :

λ = ωε +
μ
t
=⇒ dλ = 1

t
dμ.

Vε (t) =
1

2πit

Z
t Γ(γ)

eωεt +μR(ωε +
μ

t
,Aε)dλ, t > 0.

D’après le théorème de Cauchy, on peut déplacer le chemin t Γ à Γ puis en déduire

de (2.15) que :

kVε (t)k ≤Mπ−1eωεt secβ

Z
Γ

¯̄
μ−1eμ

¯̄
|dμ| ≤Meωεt, t > 0,

où la constante M indépendante de ε

Enfin, de la même façon que (2.11) nous pouvons montrer :

R (λ,Aε) = −
1

2πi

Z
Γ(γ)

R (μ,A)

λ− μ+ εμb
dμ, λ ∈ ωε + Σβ +π

2
.

Par conséquent :

Vε (t) = −(
1

2πi
)2
Z
ωε+Γ(γ)

eλt
½Z

Γ(γ)

R (μ,A)

λ− μ+ εμb
dμ

¾
dλ
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= −( 1
2πi

)2
Z
Γ(γ)

R (μ,A)

½Z
ωε+Γ(γ)

eλt

λ− μ+ εμb
dλ

¾
dμ

Vε (t) = −
1

2πi

Z
Γ(γ)

e(μ−εμ
b)tR (μ,A) dμ, t > 0. (2.16)

Cette représentation sera utile dans le chapitre (III) .
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Chapitre 3

Régularisation d’une Classe de

problèmes de Cauchy mal-posés

associés aux générateurs de

semi-groupes analytiques

Motivés par de nombreux problèmes pratiques par exemple, problèmes inverses

Des équations de la chaleur, les problèmes de Cauchy mal-posés ont reçu beaucoup

D’attention depuis les années 1960 du siècle dernier (voir [3],[11],[15] [20], [21], [23],

[27], [34], [37]).

Le but de ce chapitre est l’étude du problème de Cauchy abstrait suivant :

½
u
0
(t) = Au (t) ; 0 < t ≤ T

u (0) = x
(3.1)

Où −A est le générateur d’un semi-groupe analytique d’angle α dans l’espace de

Banach X, où 0 < α < π
2
. On rappele que ce problème a été traité dans [36].

Définition 12 La fonction u : R+ −→ X est appelé solution classique de (3.1) si :

i) u ∈ C([0,+∞] ,D(A)) munit de la norme du graphe.
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ii)u ∈ C1([0,+∞] ,X)

iii)u verifie l’equation (3.1) et verifie la condition initiale u (0) = x avec x ∈ D(A) .

Corollaire 3 Pour un opérateur fèrmé A : D(A) ⊂ X −→ X associe au problème 3.1

est bien posé si et seulement si A est le générateur d’un semi-groupe fortement cntinu.

Lemme 4 Soit (T (t))t ≥0un C0-semi-groupe d’operateurs bornés, si quelque soit t > 0

, T (t)−1existe et il est borné alors S (t) = T (t)−1 est un C0-semi-groupe d’operateurs

bornés où son générateur infinitésimal est −A.

En plus si :

U (t) =

½
T (t) , pour t ≥ 0
T (−t)−1 , pour t ≤ 0

Alors : U (t) est un groupe fortement continue d’opérateurs bornés.

Preuve. Nous montrons que S(t) est un semi-groupe fortement continue.

S(t+ s) = [T (t+ s)]−1 = [T (t)T (s)]−1 = T (s)−1T (t)−1

d’ou :

S(t+ s) = S(s)S(t).

Maintenant, nous montrons la continuité forte de S(t) :

pour s > 0 alors ImT (s) ⊂ X . Soit x ∈ X et soit s > 1. Alors :

∃y ∈ X tel que : T (s) y = x. Pour t < 1 nous avons alors :

°°T (t)−1x− x
°° = °°T (t)−1T (t)T (s− t)y − T (s) y

°°
= kT (s− t)y − T (s) yk→ 0, quand t→ 0.

Donc S (t) est fortement continue. Finalement, pour x ∈ D (A) nous avons :

lim
t −→0

T (t)−1x− x

t
= lim

t −→0
T (t)

T (t)−1x− x

t
= −Ax.
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Donc −Aest le générateur infinitésimal de T (t)−1

Théorème 13 Soit (T (t))t ≥0 un semi-groupe fortement continue d’operateurs bornés.

Si 0 ∈ ρ (T (t0)) pour un certain t0 > 0, alors 0 ∈ ρ (T (t)) pour tout t > 0et T (t) peut

être etendu en un C0groupe ( groupe fortement continue ).

Preuve. D’aprés le lemme (4) il suffit de montrer que 0 ∈ ρ (T (t)), ∀t > 0.

Comme 0 ∈ ρ (T (t0)) alors : [T (t0)]
n = T (nt0) est bijective , quelque soit n ≥ 1.

Soit : T (t)x = 0 ; choisissons n telque : nt0 > t . Nous avons :

T (nt0)x = T (nt0 − t)T (t)x = 0⇒ x = 0.

Donc T (t) est bijective pour tout t > 0.

Maintenant nous montrons que :

ImT (t) = X,∀t > 0.

Ceci est vraie pour t ≤ t0 puisque d’aprés les proprietés de semi-groupe :

ImT (t) ⊃ ImT (t0) , pour t ≤ t0.

Pour t > t0, soit t = kt0 + t1 ; avec 0 ≤ t1 < t0. Alors :

T (t) = [T (t0)]
k T (t1)

et donc :

ImT (t) = X.

T (t) est bijective et ImT (t) = X, pour tout t > 0, et d’aprés le theorème du graphe

fèrmé 0 ∈ ρ (T (t)), pout tout t > 0

Proposition 3 Soit −A le générateur d’un semi-groupe analytique (S (t)) et soit

0 ∈ ρ (S (t0)) Pour certains t0 > 0. Alors A ∈ B (X).
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Preuve. On peut supposer sans perte de généralité que −A est le générateur d’un

semi-groupe analytique borné d’angle α pour un certain α ∈
¡
0, π

2

¤
, autrement nous

considérons le semi-groupe analytique {eωtS (t)} de générateur (ω −A) pour un certain

ω ∈ R.

0 ∈ ρ (S (t0)) =⇒ 0 ∈ ρ (S (t)) ,∀t ≥ 0

donc :

0 ∈ ρ
©
eωtS (t)

ª
On a d’après le théorème (13), si (ω −A) est le générateur d’un semi-groupe ana-

lytique d’angle β∈ (0, α), alors A est un générateur d’un C0-semi-groupe, et d’aprés le

théoreme de Hille-Yosida on a :

∃M,ω
0 ≥ 0 :

n
λ ∈ C : Reλ > ω

0
o
⊂ ρ (A) et kR (λ,A)k ≤ M

Reλ− ω0 , Reλ > ω
0
.

Comme A génère un C0-semi-groupe S (t)
−1, et d’aprés le lemme(4), S (t)−1borné,

alors on peut l’étendre a un semi-groupe analytique.

Et comme−A est le générateur d’un semi-groupe analytique (S (t)) d’angle α ∈
¡
0, π

2

¢
alors A est le générateur d’un semi-groupe analytique d’angle β ∈

¡
π
2
− α, π

2

¢
⊂
¡
0, π

2

¢
.

Alors il existe une constante Mβ > 0 tel que :

kR (λ,A)k ≤ Mβ

|λ| ,Reλ > 2ω
0
, |arg λ| ≤ β.

Et d’aprés la proposition(3) on a :

½
1)
©
λ ∈ C : |arg λ| ≥ π

2
− α

ª
⊂ ρ (A)

2)∃Mβ > 0; kR (λ,A)k ≤ Mβ

|λ| , |arg λ| ≥ β

où la constante Mβ peut être remplacée par une autre plus grande si nécessaire, donc :

kR (λ,A)k ≤ Mβ

|λ| , |λ| > 2ω
0
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Et d’après la proposition ([22] page 63) on obtient A ∈ B (X)

Le problème (3.1) est généralement mal-posé. Pour cela considérons le problème

invers correspondant à (3.1)

½
v
0
(t) = −Av (t) ; 0 < t < T

v (0) = y
(3.2)

Comme −A le générateur d’un semi-groupe analytique dans X, le problème de Cau-

chy (3.2) est bien posé. Cela signifie que (3.2) admet une solution pour chaque y ∈ X,et

(3.2) est stable. Désignons par (S (t))t ≥0 le semi-groupe génèré par −A. Alors v (t) =

S (t) y, 0 ≤ t ≤ T , est l’unique solution de (3.2). D’autre part si u(t), (0 ≤ t ≤ T ) est la

solution de (3.1) Alors u(T − t) ; (0 ≤ t < T ) est évidemment la solution de (3.2) avec

l’élément initiale u(T ). Par l’unicité des solutions de (3.2) nous obtenons que :

v (t) = u(T − t); 0 ≤ t < T

C’est à dire :

S (t)u(T ) = u(T − t); 0 ≤ t < T

Pour t = T , on a :

S (T )u(T ) = u(0) = x

Pour le chongement de variable : t = T − t, l’opérateur A génère le semi-groupe

S (T − t), où : u(T ) = y . D’ou :

u (t) = S(T − t)u(T ).

Alors :

S (t)u(t) = S (t)S(T − t)u(T ) = x; 0 ≤ t ≤ T
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C’est à dire :

S (t)u(t) = S (T )u(T ) = x; 0 ≤ t ≤ T

Comme S (t) est inversible pour chaque t ≥ 0 (cf.[22] page 69) Nous obtenons :

u(t) = S (t)−1 x, pour 0 ≤ t ≤ T

D’aprés la proposition(3), S (t)−1, t ≥ 0 n’est pas une famille d’opérateurs linéaires

bornés. Ainsi (3.1) n’est pas stable. Une méthode importante pour traiter le problème de

Cauchy

mal-posé(3.1) est la méthode de quasi-réversibilité qui a été introduite par Lattes et

Lions ([16]). Cette méthode conduit à la régularisation de (3.1). En utilisant la solution

du problème de Cauchy bien-posé :

½
u
0
ε (t) =

¡
A− εAb

¢
uε (t) ; 0 ≤ t ≤ T

uε (0) = x
(3.3)

D’approcher la solution de (3.1) où ε > 0 et Ab, (b > 1) est définie comme la

puissance fractionnaire(Voir [8], [17], [25], [27]). Le résultat principal de ce travail est :

si −A le générateur d’un semi-groupe analytique. Alors il existe la famille de régu-

larisées pour le problème de Cauchy mal-posé (3.1). A l’aide de la méthode quasi-

réversibilité. La théorie de base de C0-semi-groupe, peut être trouvée dans [31] aussi

voir([6],[7], [19], [20], [27], [33], [36])

3.1 Régularisation de (3.1)

Nous commençons par la définition des familles de régularisations pour les opérateurs

(cf [34])

Définition 13 Une famille {Rε,t, ε > 0, t ∈ [0, T ]} ⊂ B (X) est appelée une famille ré-

gularisante d’opérateurs pour (3.1) si pour chaque solution u(t), (0 ≤ t ≤ T ) de (3.1)

avec l’élément initial x et pour tout δ > 0, il existe ε (δ) > 0 tel que :
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(i) ε (δ) −→ 0, (δ −→ 0)

(ii)
°°Rε(δ),txδ − u(t)

°° −→ 0, (δ → 0) pour chaque t ∈ [0, T ] quand kxδ − xk ≤ δ.

Nous remarquons que la famille régularisante d’opérateurs pour (3.1) n’est pas triviale

si le problème (3.1) n’a pas la solution u (t) ≡ 0 Seulement.

En effet, il est connu (Voir [22] page 67) que (3.1) à une solution unique pour chaque

elément initial x ∈ D, où D est un sous espace dense dans X.

Le résultat principal de ce travail est le suivant :

Théorème 14 Supposons que −A est le générateur d’un semi-groupe analytique, alors

il existe, une famille régularisante d’opérateurs pour le probléme (3.1).

Preuve. Nous considérons d’abord le cas où −A est le générateur d’un semi groupe

analytique borné d’angle α et 0 ∈ ρ(A), où (0 < α < π
2
). soit u(t) (0 ≤ t ≤ T ) une

solution de (3.1) avec l’élément initial x, vérifiant :

||xδ − x|| ≤ δ.

En utilisant la méthode de quasi- réversibilité pour (3.3) avec l’élément initial xδ, le

problème approché admet une solution unique :

uε,δ(t) = Vε(t)xδ.

Où Vε(t) est le semi-groupe généré par Aε dans le théorème (11).

On définit :

Rε,t = Vε(t) pour, ε > 0 et 0 ≤ t ≤ T .

Alors :

{Rε,t, ε > 0, t ∈ [0, T ]} ⊂ B(x).

Quand : t = 0 il est clair que :

||Rε,0xδ − u (0)|| = ||Vε(0)xδ − u (0)||
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= ||xδ − x|| −→ 0quand δ −→ 0.

Quand t ∈ (0, T ] nous avons :

||Rε,txδ − u (t)|| ≤ ||Rε,txδ −Rε,t x||+ ||Rε,tx− u (t)|| = 41 +42, ε > 0.

Pour estimer 42, nous notons que : x = S (t)u (t).

En utilisant le problème inverse (3.2) où {S (t)} est le semi-groupe généré par −A.

D’après la représentation du semi-groupe analytique on a :

S (t) =
1

2πi

Z
Γ(η)

eλtR (λ,−A) dλ.

Où : π
2
< η < π − γ et π

2
− α < γ < π

2b
.

Il résulte alors de 2.16, de l’identité résolvante et du théorème de Cauchy que :

Rε,tx = Vε(t)x = −
1

2πi

Z
Γ(γ)

e(μ−εμ
b)tR (μ,A)xdμ

= − 1

2πi

Z
Γ(γ)

e(μ−εμ
b)tR (μ,A)

½
1

2πi

Z
Γ(η)

eλtR (λ,−A) dλ
¾
u (t) dμ.

Car : x = S (t) u (t) on a :

Rε,tx = −(
1

2πi
)2
Z
Γ(γ)

e(μ−εμ
b)t

½Z
Γ(η)

eλt
R (μ,A) +R (λ,−A)

λ+ μ
u (t) dλ

¾
dμ.

Parce que :

R (μ,A) +R (λ,−A) = (λ+ μ)R (μ,A)R (λ,−A) ,
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Donc :

Rε,tx = −
1

2πi

Z
Γ(γ)

e(μ−εμ
b)tR (μ,A)

½
1

2πi

Z
Γ(η)

eλt (λ+ μ)−1 u (t) dλ

¾
dμ

− 1

2πi

Z
Γ(η)

eλteR (λ,−A)
½
1

2πi

Z
Γ(γ)

(λ+ μ)−1 e(μ−εμ
b)tu (t) dμ

¾
dλ

= − 1

2πi

Z
Γ(γ)

e(μ−εμ
b)t−μtR (μ,A)u (t) dμ.

Parce que :

1

2πi

Z
Γ(η)

eλt

λ− (−μ)u (t) dλ = e−μtu (t) et
1

2πi

Z
Γ(γ)

(λ+ μ)−1 e(μ−εμ
b)tu (t) dμ = 0.

Ainsi à partir de (2.5) on voit que : Rε,tx = U (εt) u (t) où {U (t)} est le semi-groupe

généré par −Abdans le théorème(10). Par la continuité forte de {U (t)} nous obtenons :

42 = ||Rε,tx− u (t)|| = ||U (εt)u (t)− u (t)|| −→ 0, (δ −→ 0) . (3.4)

Quand ε→ 0, (δ → 0). En ce qui concerne 41, il résulte du théorème(11)que :

41 = ||Rε,txδ −Rε,tx|| ≤ ||xδ − x|| kRε,t k

≤ δ kRε,t k = δ kVε(t)k

≤ δM exp(C ε
1
1−b t)

où C, M > 0 sont indépendants de ε et t on choisit :

ε =
h
−TC(ln

√
δ)−1

ib−1
, 0 < δ < 1 (3.5)
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Alors ε −→ 0, (δ −→ 0) et : 41 ≤ δM exp(Cε
1

1−bT ) de (3.5), on trouve :

41 ≤ δM exp

"µ
TC

n
−TC (ln

√
δ)−1

ob−1¶ 1
1−b
#

Ou :

≤ δM exp

∙
TC

n
−TC (ln

√
δ)−1

o−1¸
≤ δM exp(− ln

√
δ) =

δM√
δ
=
√
δM .

Donc :

41 ≤
√
δM −→ 0, (δ −→ 0) . (3.6)

En combinant (3.4) avec (3.6) résulte que :

∀t ∈ [0, T ] , ||Rε,txδ − u (t)|| −→ 0; (δ → 0) .

Donc {Rε,t} est une famille régularisante d’opérateurs de (3.1). Traitons le cas général

lorsque −A est le générateur d’un semi-groupe analytique. De la remarque figurant aprés

la définition (10) il existe une constante ω ∈ R telle que (A− ω) est le générateur d’un

semi-groupe analytique borné et 0 ∈ ρ (A− ω). Comme ci-dessus, il existe une famille

d’opérateurs régularisants {Rε,t} pour le problème :½
v
0
(t) = (A− ω) v (t) , 0 < t ≤ T

v (0) = x.
(3.7)

Soit u (t), (0 ≤ t ≤ T ) une solution de (3.1) avec l’élément initial x. Alors :

v (t) = e−ωtu (t) , 0 ≤ t ≤ T,

solution de (3.7)avec l’élément initial x. Ainsi pour chaque t ∈ [0, T ] :

¯̄¯̄
eωtRε(δ),txδ − u (t)

¯̄¯̄
= eωt

¯̄¯̄
Rε(δ),txδ − e−ωtu (t)

¯̄¯̄
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≤ eωt
¯̄¯̄
Rε(δ),txδ − v (t)

¯̄¯̄
−→ 0; (δ → 0) .

C’est à dire : {eωtRε,t} est la famille d’oprateurs régularisant de (3.1)

De la démonstration du théorème (14) et (2.16) nous pouvons donner la représentation

de la famille d’opérateurs régularisants pour (3.1) comme suit :

Rε,t = −
1

2πi

Z
Γ(γ)

e(ω+μ−εμ
b)tR (ω + μ,A) dμ; ε > 0, t > 0.

Où : π
2
− α < δ < π

2b
et où ω est la borne dans l’estimation exponentielle du semi-

groupe e−tA, t ≥ 0.
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 بشكل غير جيددراسة لقسم من مسائل كوشي الموضوعة :العنوان

  وفسكيبيتر -ھدماردعلى طريقة 
                                                                                                                                          

  ملخص

بشكل هذا العمل يتضمن دراسة لقسم من مسائل كوشي الموضوعة 
 فضاء لمجموعة كثيفة معرفة في A بمؤثر خطي المرفقة غير جيد

   X .بناخ

لنصف الزمرة  مولد A- كان إذا :تتمثل في لهذا العمل النتيجة الأساسية

المعدلة لمسائل كوشي  فانه توجد عائلة من المؤثرات التحليلية
عكسية  شبهفي ذلك الطريقة ال مستعملين بشكل غير جيد الموضوعة

  .بمؤثر خطي الزمر المرفقة و القوى ذات الأساس و كذلك أنصاف

  
                                                                                                                                                                    .


