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Introduction

Hadamard [13],[14] a introduit en 1902 la notion de probléme bien posé. Il s’agit d'un
probléme dont :

- La solution existe.

- Elle est unique.

- Elle dépend contintiment des données.

Bien entendu, ces notions doivent étre bien précisées par le choix des espaces, ou les
topologies, dans lesquelles les données et la solution évoluent.

Dans ce méme livre [13],[14] Hadamard laissait entendre (et ¢’est une opinion répandue
jusqu’a récemment) que seul un probléme bien posé pouvait modéliser correctement un
phénomene physique.

- Un modele physique étant fixé, mais en réalité les données expérimentales sont en
générale bruitées, et rien ne garantit que de telles données proviennent de ce modele,
méme pour un autre jeu de parameétres.

- Si une solution existe, il est parfaitement concevable que des paramétres différents
conduisent aux mémes observations.

- Le fait que la solution d’un probléme puisse ne pas exister, n’est pas une difficulté
sérieuse. Il est habituellement possible de rétablir I'existence en relaxant la notion de
solution (procédé classique en mathématiques).

- Si un probléme a plusieurs solutions (non-unicité) c’est une chose plus sérieuse,
il faut un moyen de choisir entre elles. Dans ce cas, il faut ajouter des informations
supplémentaires pour minimiser le nombre des solutions (une information a priori).

- Le manque de continuité est sans doute le plus problématique, en particulier, en
vue d’une résolution approchée ou numérique. Cela veut dire qu’il n’est pas possible
(indépendamment de la méthode numérique choisie) d’approcher de fagon satisfaisante
la solution du probléme mal posé, puisque les données disponibles seront bruitées donc
proches mais différentes des données "réelles".

Un probléme qui n’est pas bien posé aux sens de la définition ci-dessus est dit "mal



posé" ( ill-posed en anglais). Nous allons en voir un exemple physique de tels problémes.

Considérons un systéme physique évoluant avec le temps : Un probléme essentiel
consiste & atteindre au bout d’un certain temps 7' (ou voisinage de T' ) un objectif
donné. Cela peut par exemple, étre théoriquement obtenu en injectant certaines condi-
tions initiales, malheureusement, les difficultés de réalisabilité parfaite de telles conditions
entrainent des perturbations (donc des écarts par rapport aux conditions idéales).

Deux problémes se posent, I'un apprécier 'influence de ces "écarts" sur la solution, si
on laisse évoluer le systéeme livré a lui-méme, et ’autre corriger I’évolution du systeme,
c’est-a-dire controler le processus physique, donc effectuer des actions entre les instants
zéro et T, non seulement pour compenser les écarts initiaux, mais aussi d’autres pertur-
bations, aléatoires ou non, pouvant intervenir en cours du processus, ces actions visent
toutes & améliorer la qualité de I'objectif visé (ou les conditions pour l'atteindre).

Bien entendu la situation finale peut étre définie de facon complexe. En outre il peut
y avoir des contraintes tant sur les conditions injectés que sur les contréles en cours de

processus, ou sur le phénomene lui-méme.



Chapitre 1
Notions préliminaires

Dans ce chapitre on rappelle la notion de probléme bien posé (dite aussi correctement
posé) au sens de Hadamard, et on donne certains exemples de problémes mal posés, et
nous terminerons par quelques méthodes connues de régqularisaion comme la méthode de

Lavrentiev et Tikhonov et la méthode de quasi-reversibilité.

1.1 Problémes bien et mal posés

D’apres Jacques Hadamard (voir [13],[14]) un probléme est dit bien posé (correctement
posé) si le probléeme admet une solution (Existence), si elle est unique (Unicité) et elle est
stable (Stabilité). Le probléme est dit mal posé si au moins une de ces trois conditions
n’est pas vérifiée. Illustrons cela sur ’exemple suivant :

Soient F, F' deux espaces métriques et A : F — F un opérateur linéaire (méme

pour un opérateur non linéaire). Considérons I’équation :
Az =y (1.1)

Notons que plusieurs problémes physiques, se raménent & une telle équation, le pro-

bléme (1.1) est dit bien posé si ces trois conditions sont vérifiées simultanément :



1) Existence : Pour tout second membre I’équation (1.1) admet une solution
Vye F,dve F: Av =y

2) Unicité : La solution est unique
Vo, 09 € B Ary = Axg = 11 = T

3)Le probléme est stable sur les espaces E et F'; c’est a dire qu’'une petite perturbation
du second membre y donne une petite perturbation de la solution x c’est a dire(La
solution dépend contintiment des données).

Plusieurs problémes physiques ne vérifient pas forcément ces conditions simultané-
ment. Alors au moins de ces trois conditions n’est pas vérifiées, le probléme du type (1.1)
est dit mal posé.

Tikhonov A. a reformulé en 1943(voir[34]) la définition d’un probléme bien posé,
élargissant ainsi la classe des problémes mal posés. Selon Tikhonov, un probléme vérifie
les trois conditions suivantes :

1- La solution du probléme (1.1) existe et appartient & un ensemble donné a priori M
inclus dans F pour une classe de données dans F'.

Vye NCF,3zeMCFE:Axr=y
2- Cette solution est unique dans la classe M.
Ve, 00 € M C E: Ary = Axy = 11 = 29

3- A une perturbation infiniment petite du second membre telle que la solution reste

dans M correspond une variation infiniment petite de cette solution.

lim 2=z, telque Az =y, Av=yetz,z€ M
g—y

1.2 Exemples de problémes mal posés
On donne quelques exemples des problémes mal posés :

Exemple 1 La différentiation est lintégration sont deux problémes inverses l'un de
Pautre. Il est plus habituel de penser a la différentiation comme probléme direct, et a

lintégration comme probléme inverse. En fait, l’intégration posséde de bonnes propriétés



mathématiques qui conduisent a le considérer comme le probléme direct. Et la différentia-
tion est le « prototype » du probléme mal posé, comme nous allons le voir. Considérons

espace de Hilbert L*(Q), et I'opérateur intégral A défini par :

Af (x) = / (e

Il est facile de voir directement que A € L(L*([0;1])). Cet opérateur est injectif, par

contre son 1mage est le sous espace vectoriel :
ImA={feH' 0;1]);u (0) =0}
ot H1([0;1]) est ’espace de Sobolev. En effet, 'équation :

Af =g

est équivalente a :

[ (@) =4d(x) et g(0) =0

L’image de A n’est pas fermée dans L*([0;1]) (bien entendu, elle ’est dans H *(0;1)).
En conséquence, inverse de A n’est pas continu sur L*([0; 1]), comme le montre [’exemple

swvant :

Considérons une fonction f € C*([0;1]), et n € N. Soit :

Alors :
£, () = f '(z) + ncos (n’z)

De simples calculs montrent que :

1f = fally =5 (3 — 4 sin (2n2))% —0(2)



alors que :

1 1 1
1f =l = ”(5 + Esm (2n*))2 = 0(n)

Ainsi, la différence entre f ' et f,’ peut-étre arbitrairement grande, alors méme que
la différence entre fet f, est arbitrairement petite. L’opérateur de dérivation (I’inverse

de A) n’est donc pas continu, au moins avec ce choix des normes.

Exemple 2 Soit le probleme suivant :
Au=f

A€ L(H;F), H; F des espaces de Hilbert.
Si A est compact et R(A)non fermé alors, le probléme est mal posé.
R(A) est non fermé => A" est non borné = la troisiéme condition n’est donc pas

vérifiée. Le probléme reste mal posé.

Exemple 3 Considérons l’équation différentielle :

Cette équation admet comme solution :
u(r) =e*—1
Si la condition initiale est donnée par u(0) = €, la solution est alors :
v(zr)=(1+¢)e® —1
De sorte que la différence s’écrit :

v(z) —u (z) =ee®



Si x varie dans Uintervalle [0;30], on a :

v (30) — u(30) = €% ~ 10"¢

Si la précision des calculs est de 10 710 ; le probléme est numériquement mal posé,

bien que mathématiquement bien posé.

Remarque 1 Dans le cas de dimension finie par exemple si A : R™ — R" est une matrice
A~ existe
(n x n) alors : {, =Y = det A#0

bien posé

Ar =0z =0

Exemple 4 Considérons 'espace de Hilbert (?> de dimension infinie tel que : x =

+o00 +oo 2
(€1, 22, ooy T, ) € L2 =Y 22 < 400, el ||z]p = <ng> .
i>1 i>1
Soit A : (2 — (% un opérateur diagonale dans (? tel que :

Az = (1, =, ..., —, ...).

Considérons le probléme :

Uinverse A~' de A est donné par :

Aly = (Y1, 2Y2, ooy MYy -

Donc on a Uezistene de la solution de ce probléme pour un certaines y € 2, et on peut

encore montrer facilement ['unicité de la solution. Prenons maintenant :

Yo = (0 ,0,..),

1
0,..,—
Y ) 7\/%



donc :

Ay, =(0,0,...,v/n,0,...),

|Ynlle = ﬁ — 0 lorsque n tend vers 400 , mais ||[A 'y, || = /0 — +00 lorsque n

tend vers +00. Donc on a pas la stabilité de la solution d’ou le probléme est mal posé.

1.3 Meéthodes de régularisation

Nous citons quelques méthodes de régularisation pour les problémes linéaires mal
posés. Régulariser un probléme mal posé, c’est le remplacer par un autre bien posé de sorte
que l'erreur commise soit compensée par le gain de stabilité. On appelle régularisation
de (1.1)tout famille d’opérateurs lineaires bornés, R, : ' — E tel que pour tout z € E

on a :

limORa (Az) = =,

le paramétre o est appelé parametre de régularisation.

On présente maintenant une introduction aux méthodes de régularisation les plus cou-
rantes. A savoir la méthode de Tikhonov (voir [34]), la methode de Lavrentiev (voir[23]),
et la methode de quasi-reversibilité [21].

-Soit A un opérateur linéaire compact d’un espace de Hilbert F dans un espace de
Hilbert F', et considérons I’equation (1.1)

1)Tikhonov a proposé une méthode pour résoudre 'instabilité du probleme (1.1),
cette méthode est la suivante :

En supposant que Im A est dense dans F', nous introduisons 1’équation auxiliaire

suivante :

(al + A*A) x,, = A

Donc la solution régularisée du probléme (1.1), est :

To = (af + A*A)" A%y



qui converge vers x quand o« — 0, dans ce cas la famille d’opérateurs R, est donnée

par :

Ry = (al + A*A)~" A*

et comme 'opérateur al + A*A admet un inverse borné on trouve que ce probléme
proche est bien posé. On note ici que si le paramétre de régularisation « est choisi
convenablement en fonction de ¢, de telle sorte que pour ¢ — 0 on a aussi @ — 0 et
e2a”t — 0.

2)Si A est un opérateur auto-adjoint positif une méthode proposée par M.Lavrentiev

pour la régularisation du probléme (1.1) consiste & introduire une equation auxiliare :

(A+al)z, =79

telque l'opérateur A est auto-adjoint positif (A = A* > 0). En choisissant le paramétre
de régularisation « en fonction de € de telle sorte que z,, tende vers x pour e — 0 . Cela
est possible, en se donnant quelques restrictions supplémentaires. Plus exactement on a

le theoréme suivant :
Théoréme 1 Supposons que l'opérateur A vérifie pour tout o > 0, la condition :

JA+al| < =,
(0]

supposons aussi que y € D(A?). Si le paramétre de régularisation o > 0 est choisi en

2

fonction de e de telle sorte que poure — 0, on a o« — 0 et ea”* — 0, alors x, — .,

pour e — 0. Si @ = O(e3) pour e — 0, alors :
o — 2l = O(%).

3) Méthode de quasi-réversibilité :

Il est important de noter qu’il n’y a nullement unicité de la méthode quasi-réversibilité,

10



dans tous les exemples que nous avons rencontré, il y a toujours une infinité de
méthodes de quasi- réversibilité possibles (toutes relevant de la méme idée : on change le
"systeme"de fagon que le probléme qui était mal posé devienne bien posé).

L’idée générale de la méthode est de modifier convenablement les opérateurs aux déri-
vées partielles intervenant dans le probléme. Cette modification se fait par I'introduction
de termes différentiels, qui sont :

-soit "petits" (pouvant fortement tendre vers zéro) ;

-soit, "dégénérant aux bords" (par exemple pour " éliminer " des conditions aux limites

mathématiques génantes, ou constituant précisément les inconnus a déterminer).

Ces opérateurs ainsi modifiés, sont généralement d’ordre différent de 'opérateur initial

et de méme nature (elliptique, etc.) ou non.

11



Chapitre 2

Génération de semi-roupes par des

puisances fractionnaires d’opérateurs

Ce chapitre est constitué d’un rappel de quelques notions et compléments mathéma-
tiques en relation avec ce travail. On citera en particulier, les théories des opérateurs et
des semigroupes.

Dans la suite, nous noterons par X un espace de Banach sur le corps des nombres
complexes C et par B (X) l'algebre de Banach des opérateurs linéaires bornés dans X.
Nous désignerons par I I'unité de B (X).

p(A) = {AeC: (M - A)™" est invérsible dans B (X )} s’appelle 'ensemble résol-
vant de A.

o (A)=C /p(A) : Le spectre de A.

Yo ={A € C/{0} : Jarg\| < a} Pour a € (0, ).

2.1 Les opérateurs compacts

Définition 1 Soit L(X; Y ) un espace normé d’opérateurs linéaires bornés de X dans
Y. On dit qu’un opérateur A € L(X; Y ) est compact si l'image par A de la boule unité

de l’espace X, est relativement compacte dans l’espace Y .

12



Théoréme 2 Tout opérateur compact A € L(X;Y) fait correspondre a un ensemble

borné dans X un ensemble compact dans Y .

On remarque que A est compact si et seulement si 'image de toute partie bornée est

relativement compacte ou, de facon équivalente si et seulement si, 'image de toute
suite bornée posséde une sous-suite convergente.

D’apres le lemme de Riesz, 'identité d’un espace vectoriel normé est compacte si et

seulement si cet espace est de dimension finie.

Lemme 1 Si A€ B(X) et ||A|l <1, alors (I — A) admet un inverse borné et
+oo
(I-A)"t=) a
n =0
Définition 2 L’application : R(.,A) : p(A) — B (X) tel que :
RMA) =0 —A)".

S’appelle la résolvante de A.

Proposition 1 La résolvante d’un opérateur linéaire A € B (X) ; a les propriétés sui-
vantes :

i) Si A\, p€p(A), alors :
R(AA) = R(p, A) = (A=) R(A, A) R (s, A) -

ii) R (., A) est une application analytique sur p (A).
iii) St A € C et |A| > [|A|| alors A € p(A) et nous avons :
+00 An

R(A,A):ZW.

n=0

13



iv) Nous avons :

%R(A, A) = (1) IR (\, A)" 1 ¥n € N¥et A € p(A)

Remarque 2 Compte tenu de la proposition (iv)il résulte que :
{AeC: Al > [lAll} cp(4).

Définition 3 On appelle semi-groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires bor-
nés sur un espace de Banach X, une famille {S(t)}, o C B (X) vérifiant les propriétés
suivantes :

i) S(0) = 1.

ii) S(t1 +t2) = S (t1) + S(t2),V t1,t2 > 0.

iii) tliin)0 |S(t) = I|| = 0.

Corollaire 1 Soient {S(t)}, -, un semi-groupe uniformément continu et A son généra-
teur infinitésimal alors :
i) Il existe w > 0 tel que ||S(t)| < e“t, ¥Vt > 0.
ii) L’application [0,+o00] 3 t +— S(t) € B (X), est différentiable pour la topologie de
la norme et :
ds(t)

Théoréme 3 Soient {S(t)} _  un semi-groupe uniformément continu et A son généra-

t >0

teur infinitésimal si A € C tel que : ReX\ > || A|| alors Uapplication Ry : X — X,
+o0
Ryx :/ e MS(t)xdt,
0
définit un opérateur linéaire borné, A € p(A) et :

Ryxr=R(\A)z, Vo € X.

14



Définition 4 Un contour de Jordan lisse et fermé qui entoure o (A), s’appelle un
contour de Jordan A-spectral s’il est homotopie avec un cercle C, de centre O et de

rayon r > || A]|.

Théoréme 4 (Riesz — Dunford)
Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continu {S(t)}

t >0

Si T4 est un contour de Jordan A-spectral alors nous avons :

S(t) = —— / R (A, A)d\VE > 0, (2.1)

21 T
est un semi-groupe de classe Cy.

Définition 5 On appelle Cy semi-groupe (ou semi-groupe fortement continu) d’opé-
rateurs linéaires bornés sur X une famille {S (t)}t ,CB (X) wvérifiant les propriétés
suivantes :

i) S(0) = 1.

ii) S(t1 +t2) = S(t1) + S(ta), V t1, t2 > 0.

iii)tliLI%)S(t)x —x=0,VrelX.

Notation 1 S.G (M,w) : L’ensemble des Cy semi-groupes {S(t)} ,CcB (X), pour les
quels il existe w > 0 et M > 1 tel que : ||S(t)|| < Me**, Vt > 0.

2.2 Propriétés générales des () -Semi-groupes

Théoréme 5 Soient {S(t)}t ., € S.G (M,w) et A son générateur infinitésimal. Alors
Uapplication : [0, +o00[ D t — b:(t)x € X est dérivable sur [0,4o00[, pour tout x € D (A)
et nous avons :

i) L5(t)x = AS(t)x = S(t) Az, Vt > 0.

i) S(t)x —x = [3 S(u)dp, ¥t > 0.

15



Théoréme 6 (Taylor) Soient {S(t)} ., € S.G(M,w), et A son générateur infinitési-
t >0

mal, alors :

S(t)x = HAkx + ﬁ /0 (t—p)" 'S (n) Anzdp.

Quel que soient © € D (A™), t >0, et n € N*

Théoréme 7 (Hille — Yosida) Un opérateur linéaire A : D(A) C X — X, est le
générateur infinitésimal d’un semi-groupe {S(t)}t € S.G (M,w), si et seulement si :
i) A est un opérateur fermé et D (A) = X
i) 1l existe w >0 et M > 1 tel que : N\, = {A € C: Re X >w} C p(A)

et pour X € Ay, on a : [|[R(\ A)"|| < ﬁ, Vn € N*.

Certaines Classes des Cy—Semi-groupes

Cy—Semi-groupes différentiables

Définition 6 On dit que {S(t)} _, estoun Co-semi-groupe différentiable (que l’'on no-
tera par {S(t)} L€ S.G.D (M,w)) si Uapplication :
10,4+00[ 3 t+— S(t)x € X, est différentiable quel que soit x € X.

Théoréme 8 Soient {S(t)}t , €85G (M,w), et A son générateur infinitésimal. Les
affirmations suwivantes sont équivalentes :

i) {S(t)}t o € S.G.D(M,w).

ii) Im S(t) C D (A), Vit > 0.

Théoréme 9 Soient {S(t)} € S.G.D(M,w), et A son générateur infinitésimal,

>0

alors :

i)VneN VeeX :S(x)e D(A"), et :

A"S(t)z = [AS(%)} vt >0,

16



ii) Pour tout n € N*, Uapplication : ]0,+oo[ 5t — S(t) : X — D (A"), est n fois
différentiable pour la topologie de la convergence uniforme et :
d?’l

S(t)™ = T S(t) = A"S(t) € B(X),Vt >0

iii) Pour tout n € N*, lapplication : [0,+oo] 3 t — S(t)™ € B (X) est continue

pour la topologie de la convergence uniforme.

Théoréme 10 Soit {S (t)}t _, un semi-groupe fortement continu dans un espace de
Banach X et soit w € R et M > 1 tel que : ||S(t)| < e**, ¥Vt > 0. Alors le générateur
(A, D (A)) de {S (t)}t @ les propriétés équivalentes suivantes :

i) Si A € C tel que : R(\)x = f0+°° e Ms(u)du eriste quelque soit x € X, alors :

Aep(A) et R(NA)=R(N).

ii) St Re XA > w alors A € p(A) et la résolvante est donnée comme dans (i).

ii) |R (N, A)|| < g3, pour tout Re X > w.

Corollaire 2 Pour chaque Ao € p(A) on a : d(Ng,0(A)) — T(R&O o 2 IIR(A{) 7

2.3 Les semi-groupes analytiques

Opérateurs sectoriels

Définition 7 Un opérateur linéaire fermé (B, D (B)), de domaine dense dans un espace

de Banach X est appelé sectoriel (d’angle ) s’il existe a, 0 < o < T tel que le secteur :
Yotz = {/\ € C:larg\ < g +a}/{0} Cp(B).
Et si pour tout € (0,«), il existe Mz > 1 tel que :
M

IROVB) < 3. ¥0 # ) € Ty o,

17



Définition 8 Soit (B, D (B)) un opérateur sectoriel d’angle . On définit : S(0) = I

et lopérateur S (z) pour z € ¥, par :

S (z) = L/Fe“zR(u,B) dp

2mi
/ A
N . —i(5+a ) i 5+a
Ou I' est une courbe lisse par morceaur dans Yoz va de coe (2 ) a ooe (2 )

pour o € (|arg 2|, ).

Proposition 2 Soit (B, D (B)), un opérateur sectoriel d’angle a alors pour tout z € 3,
S (z) sont des opérateurs linéaires bornés sur X vérifiant les propriétés suivantes :

i) ||S (2)|| est uniformément bornée pour z € ¥, si 0 < o' <

it) L’application z — S (2) est analytique dans 3.

iii) S (z1 4 22) = S (21) + S (22) pour tous z1, zo € Xy

w) L’application z — S (2) est fortement continue dans ¥,y U {0}, si0 < a < a.

Preuve. Nous verifions d’abord que pour z € X _avec = (0, o) fixé, l'intégrale :

1
S(2)=5— [¢“R(u,B)du
r

convergent uniformément dans £ (X) a 'egarde du norm. Chercher I'existence de S (z)

revient a étudier la convergete de l'integral : / e"* R (u, B) du. Le contour I déformé

r
d’apré le théoréme de Cauchy, nous choisirons I' = I, comme dans la figure ci-dessous :
Ou: F:PT :FTJUFT’QUFT’?, et :

Iy = {—pe_i(%“‘o‘_ﬁ); —00 < p< —7’}

e et (5 rams) 202 (54a-)
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s T
-t

[ra
B £
°
re2
T ~
aiB) —itl
Rez
B
1

Fic. 2-1 -

1) pour pel',set z€ 3, tel que: 0 <a'<aet,a6(0,§],0na:

17 = |pz] €80 — |1z eHlore(i) are(2)

Y

et comme :

IN

arg (z) < o'...(1)

ag (i) = Z+a—p.(2)
En sommant (1) et (2) on trouve :

g+a—5—a'§arg(z)+arg(u)S%%—a—ﬁ—ka'

d’ou :
g + B < arg (z) + arg (u) < 3; = f..(3)

tel que :

0<d <a<

o 3
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Les complexes 1z ont des parties réelles négatives car :

Re (uz) = |pz| cos (arg (z) + arg (u)) -

d’aprés (3) :
cos (arg (z) + arg (u)) < cos (g + ﬁ) .

( Car la fonction cosinus est décroissante sur [3,7]),d’ou :

Re (12) = || cos arg (2) + ang () < || cos (5 + )

— — |uz|sin (8)
et :
Re (pz) < — [pz|sin (5)
donc :
|€,uz| _ eRe(/ﬂ) < e~ luzlsin(B) (2.2)
d’ou
Mpg

le"“ R (u, B)I| = |e"*| | R (. B)|| < e~ =1s®) PR
1

pour pel'zet z€ X /.
2) Pour pel, et zeX, -

{ —o/ < arg(2)
arg (\) = — (%

en sommant (5) et (6) on trouve :

—a’—%—a+5§arg(z)+arg(,u)So/—g—omLﬁ

20



d’ou :
3

—7+ﬁ<arg(z)—l—arg(,u) < —g—ﬁ.

Les complexes p1z ont des parties réelles négatives car :

Re (112) = |juz| cos (arg (=) + arg () < |nz| cos (=5 = )

et on a :

|NZ|COS<—g—5> = |uz!cos<g+ﬁ>
= —|pz|sin(B).

( Car la fonction cosinus est croissante sur [w, 37”] ). Donc :

7] = eRelln2) < luzsin(®)

M
e R (1, B)|| = |e**| | R (u, B)|| < e~ lw#lsn@®) 8 (7
8 g ]

pour pel'y; et z€ X .

3)Pour pel',oet z€ X ona:

1= re? tel que : —<g+a—ﬁ) §9§<z+04—5>

2
d’ou
z z z M
le"* R (1, B)|| = |e"[ || R (1, B)|| < el '|—Mf-
comme :
i0 1
p=re’,etr=-—
2|
on a :

i M,
e R (1, B)|| < el 1 =2

|ret?|
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comme :

Tei G,Z MIB Tz MB T’l
6‘ ‘|r€ie|:€||T:€’"|Z|M:€|Z| Mg
d’ou’ :
e R (1, B)|| < e [2] Mg (2.4)

Pour pel,set z€ X ona:

+7 1
/e“zR(M,B)du g/ e 2] My 0.9

—T
7,2

telque : I'=T1, =1, UL, UI, 3. Dou:

/G“ZR(M,B)du = /G“ZR(u,B)duvL/G“ZR(M,B)dqu/B“ZR(M,B)du <

I'r 1 Fr,2 Fr,S

/e“zR(u,B)du + /euAZR(u,B)du + /B“ZR(M,B)du :

r,1 7,2 73

en sommant 2.3, (7)et (8) d’ou :

M 2 M,
/e“zR(u,B)du < /6"‘Z'Sm(mﬁdﬂvLeldMﬂl—ﬂﬁ/e'“z'sm(ﬁ’ﬁdu ()
o z p

r F'r‘,l FT,3
ce qui implique :

-r

sin 3 Mﬂ

Z —‘—pe_i (g—-&-a—ﬁ)z
e R (u, B)dul| < [ e — dp + 2meMp+
’ E ‘_pe—l<5+a_ﬁ)
T ega-) M,
—|pet(Bta—h)=|gin
| (10)
‘pez(5+&—6))

r
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comme :

on a :

—-r —+00

|—p]

ei(%“‘_ﬁ)) = ‘e_i(%+0‘_ﬂ)) =let |—p|=—psip<0

oM oM

/ " R (p, B)d\|| < / eCPElsnE 28 g 4 ome My + / e PS80 g
P

I

—00 A

c’est -a-dire :

-r +o0

oM o M
/e“zR(u,B) dp|| < /e+p2|51n5—6dp+27reM5+ /e’)'Z'Slnﬁ—ﬁdp
—p p

(11)

I —0 r
—-Tr
) idsing M
Posons dans 'integral e plzlsin 8208 g = —p et comme, r = . On a encore :
—p 4P ) 2]
—00
o0 +oo

M s M
/e“zR(,u, B)du|| < 2/6p|z|51n’8—ﬂdp+27re]\/[5 = 2/epz|smﬁ—ﬁdp+27reM5
p p
T

A T

En prenant » = 1 dans (12)

+o0
s M,
/e“ZR(u, B)dul| < 2/6p|ZSIHB—de+27TeM5
T 1 P
+o00

(13)

(12)

On montre maintenant que 'integral : 2 / e""z‘smﬁ%dp est convergente. En effet on a :

1

1 1

pl2| sin 8 i
e > plz|sinf = eplz| sin 3 = plz|sin 8’

d’ou :

1 1

oplzlsing < L pletsing

23
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donc :

+oo —pl7|sin B +oo 1 1 +ool 1
e Z| s
i< dp = —dp= .
/ p 0" /p2sinﬁ g sin6/02 " sing
1 1 1
d’ou :
N M 1
2/6’”'51“5—de < 2Mp——.
p sin (3
1
De (13) on a :
1
"R (u, B)du|| < 2M, 2meM
/6 (w, B) dp| < S5np T 2meMs
T
Posons :
1
C=2M 2meM
sinﬁ + 2me Jé]
d’ou
/e"zR(u,B) dul| < C
T
donc :
1
S (2) :T/G“ZR (, B) dpv deéfini pour p € T'et z € 3
i
v

c’est -a-dire :

1
IS (2)]| = T/G“ZR(M,B) dul| < K , tel que K est constante.
i

T

Cela montre que l'intégrale déffinissant S(z) converge danns £ (X) absolument et

uniformement pour z € ¥/, ¢’est -a-dire les opérateurs S(z) sont bien définis et satisfait

(i) w

Semi-groupe analytique

Définition 9 Une famille d’opérateurs {S(2)}, cx, 10y C £(X) est appelée semi-groupe

analytique d’angle o € (0, %} 8% :
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i) S(0) =1 et S(z1 + 22) = S(21) + S(22), V 21,29 € 5.

ii) L’application z — S (2) est analytique dans X, .

iii) . lim OS(z)x =, quelque soit v € X et 0 < a < a.
1 D2—

Si en plus ||S (2)| est bornée dans ¥ pour tous 0 < o < a, alors on dit que

{5(2)}, es.uqoy €8t un semi-groupe analytique borné.
On peut le définir aussi de la maniére équivalente suivante :

Définition 10 Soit o < a < 3. Si le Cy-semi-groupe (S (t)), ., admet un prolongement
analytique dans X, verifiant : 2BliartnﬂoS tyx=z,Vre X, et e(0,a).

Alors (S (t)) est dit semi-groupe analytique d’angle o son générateur est le générateur
de (S (t)), 5o- De plus le semi-groupe analytique d’angle a est dit borné si pour chaque

B € (0,a), il existe Mg > 0 tel que : [|S (t)|| < Mp, pour tout t € ¥g.

Il est connu (cf [31]) que : si A le générateur d’un semi-groupe analytique d’angle a,
alors pour chaque g € (0, ), il existe w € R tel que : A — w est le générateur d’un semi-
groupe analytique borné d’angle (5. Le critére suivant sur les générateurs de semi-groupes

sera également utilisé dans la suite (¢f [31],[32], [33], [34]).

Lemme 2 Soit o < o < 5. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) B est le générateur d’un semi-groupe analytique borné d’angle c.
b) Pour tout B € (0,q), il existe Mz > 0, tel que : e B est le générateur d’un

Co—semi-groupe (Sp (t)), o, satisfaisant :
1Se (O)|| < Mg, ¥Vt > 0,0 € (0,a).

¢) L’application : 0,4+o00[ 5 t — S (t) € B(X), est différentiable et il existe une
constante C' > 0, tel que :
C
1BS ()l < =Vt > 0.
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d) B est le générateur d’un semi-groupe (S(t)), 5 fortement continu dans X , et il

existe une constante C' > 0, telle que pour tout r > 0, s # 0, on ait :

I

IR (r+is, B)| < %

e) B est sectoriel.

Preuve. Nous allons montrer que :

(a) = (b) = (d) = (&) = (¢) = (a).

(a) = (b) : Pour 0 € (0, ), nous définissons :

Sy (t) = S(e*®r). Alors d’apres la définition (9), la famille d’opérateurs

{So (1)}, 50 € L(X), est un semi-groupe fortement continu dans X , d’autre part
pour déterminer son générateur, nous définissons :

I':[0,400[ — C

r—— T (r)=etr.

Alors par lanalyticité et le théoréme intégral de Cauchy, nous obtenons :

“+oo
R(1,B)x = / e 'S(t)wdt = /ETSO“)ICZT
0 r
En utilisant le changement de variable suivant :
t=e"r —= dt = e dr

Alors :
00 )
R(1,B)z = e”@/ e Sp(r)adr
0

= e R(e™ By)x,Vo € X

Cest a dire : R(e™ By) = e “R(1, B), d’o :
By — ¢t B
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De méme, il s’ensuit que : (S (e*wt)) est un semi-groupe fortement continu satisfai-

sant :
159 (£)]] < M5, ¥t > 0,0 € (0, ).

Ayant pour générateur e~ B, c’est & dire : (b) est prouvé.

(b) = (d) Pour s >0 :

Soit : e = a — ib pour a, b > 0. En appliquant le théoréme de Hille-Yosida au

générateur e~ B, il existe alors une constante C > 1, telle que :
|R (r +1is, B)|| = He_wR(e_w (r+1s) ,e_wB)”

= ||R(e™ (r +is),e " B)||.
Et comme :

(a —ib) (r +is) = ar + bs — i (br — as). Alors :

C c’
<_

ar+bs — s

|R(r +is, B)|| <

Pour : s < 0 on obtient une estimation similaire en utilisant le fait que :

et B est un générateur dans X ; et = q + ib.

A= (a+1b)(r+is) =ar —bs+i(br +as), ReA = ar — bs, donc :

c ¢ ¢ . C
s. B)|| < < —— —
|B(r+is, B)l| < ar —bs — —bs  —s © b

(d) = (e) Par hypothése, B génére un semi-groupe fortement continu et donc nous

avons :
Yata C p(B), d'pres le théoreme (9). Du corollaire (2) on a :

1

YA€ p(B).
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De D'estimation :

!

C
|R(r +1is,B)|| < ] ;7> 0,5 € R*".
s

Resulte que iR/ {0} C p(B). Et d’aprés la continuité de la résolvante :

!/

C .
IR (1, B)|| < W,VO 7 1 € iR... (a)

Nous développons la résolvante de B en 0 # p € iR a la série de Taylor (Voir

propositionl) :
+oo

RAB)=) (u=N"R(u,B)" ™"

n=0

Cette série converge uniformément dans £ (X) & condition que :
= AR, B[l < ¢ <1,q €(0,1)

En particulier, pour g =iIm A, c’est a dire : | — A| = |Re A|
Daprés(a) on a : [Re A| < =7 [Im Al

Puisque ceci est vrai pour : 0 < ¢ < 1 arbitraire. Alors on conclut que :
Re A 1

Im \ <C"

{)\GC;Re)\SOGt‘ }Cp(B).
Et donc : Z%Jra C p(B) pour a = arctan é

Il reste a estimer || R (A, B)|| pour A € E%ﬂkﬁ et 5 € (0,q).

Nous supposons d’abord que : ReX\ > 0 alors d’aprés le théoreme de Hille-Yosida, il
existe une constante M > 1, telle que :

IR (N, B)|| < %, et comme :

IROAB)| < 5. 1Al = VRe A + Im )
Implique : 3M > 1, ||R (N, B)|| < ‘—Af'; Re A > 0.

Dans le cas : Re A < 0 nous choisissons ¢ € (0,1) de telle sorte que :
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a—ﬂ—arci;an(c) alors : } Red

| < s et d’apreés I'estimation :

!

IR (B < <

| i NVMO#£ pnei R

En Combinant avec le développement de Taylor pour : ;1 = ¢ Im A, nous obtenons :

n+1 Cv'nJrl

+oo n
|Tm A|" ¢"
R(\, B)| < § "|ReA § , .
|| ( )H = n:0| | ’I )\ln +1 — O n ’I )\ln +1

Et comme : ‘Eﬁi‘ < # il vient :
IRe A|? _ 1
ImA> ~ C"?
D’ou : ,
|Re \| 1

Par conséquent :
Re A + [ImA?  C2+1

Tm A[” cn
Il s’ensuit donc que :
1 _ C?+1
|Im A| C' I
Par suite :
IROLB)| < VO?24+1 VJC?+11

A-g A 1-qg A
() = (c) D’apres la proposition (2), B génére un semi-groupe fortement continu
borné (S (1)), -, et I'application : (0,+00) > t = S (t)z € X est differentiable pour

tous x € X en particulier :

lim = lim

Existe pour tous x € X et t > 0, donc : Im (S (¢)) C D (B) pour t > 0.
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Alors pour t > 0, opérateur BS (t) est fermé de domaine D (BS (t)) = X, d’apres
le théoréme du graphe fermé. pour estimer sa norme, nous utilisons la représentation
intégrale de S (t) (2.1), en utilisant la fermeture de B, I’équation de la résolvante et le

théoréme intégral de Cauchy nous obtenons :

BS (f) = i/e#tmﬂ, B)du

- 2mi

1
= — (R (p,B) —1)d
27_‘_2 1"6 (ILL (M? ) ) :u
1

~1
S MR (u, B)dp, — | e'dp =0
omi |1 (w, B)dp, 5— <

Alors par I'analyticité, nous prenons : I' = I',. pour r = %, comme dans la preuve de

la proposition (2), d’apres (2.3) et (2.4) on a :

oo 27T€M5

/ue“tR(u, B) d,uH < 2MB/ e PtsinBy 4 ;
r :

1 1
S QM/Q <Sinﬁ +7T€> Z,

ou: 8= aga,, pour o' € (0,a). Ce qui prouve (c).

(¢) = (a) Soit ty > 0. D’apres la formule de Taylor on a :

Car :
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Compte tenu de (c), on voit que :

dp

n+1
{ S( ; )1
n+1
1 [t C mH
< — — ny_-

gi(gﬁﬁigmita—mmm

n! to

1 t n +1 1 t
— _ n < — —\"
Hn! /to (t—p)" B"S (n) duH o /to (t—p)

On pose : t — = s on obtient :

1 D\t 1 D\ ptto
— M / (t—p)" dp = — M / s"ds
77/' to to n' tO 0

Avec la formule de Stirling :
n! =n" \2mne " T2, u, €10, 1[, on obtient : nle® > n™.

Par conséquent :

1 (t o to)n+1

1)! n+lcr n+1
TSR

%/t (t—p)" B"S (n) duH <

to

Pour t > ty, et n € N*, suffisamment grand.

I1 en résulte que la série de Taylor est convergente vers S(t), si : t —ty < %, etona:

+

(o.o]

‘%QZE:EiFLB%ﬁ@.

k=

o

Il s’ensuit donc que pour z € C vérifiant :
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Rez >0 et |z — to| < &, on peut définir une fonction analytique :

—+00

M

*S (to) -

k=0

La série de la partie droite de cette égalité est uniformément convergente par rapport
a z € C, vérifiant les conditions :
Rez > 0 et |z —to| < g2, ot g e (0,1)

Soit z € C tel que : Rez =ty on voit que :

|Im z| = ]z — to] < B2, dou :
ﬁgz} < &, Ou encore : larg z| < arctan (é) en prenant : o« = arctan (é)

Nous obtenons que 'application : A, 3 z +— S (z) € B (X) est analytique dans
Le secteur :

Ny ={2€C/Rez>0c¢t |argz| < a}

De plus, si nous considérons z € C avec les propriétés :

Rez > 0 et |t —to] < g&, g € (0,1). Alors nous déduisons que :

IS < (15t +Z HBkS Il

z( V()

<M+Zq —M+1—_q

Par conséquent, si nous notons :
o = arctan (¢&), ¢ €10, 1[.
Nous voyons que Papplication : A, 3 z — S(z) € B(X) est uniformément bornée

dans le sous secteur :

(%

Ar:{zE(C/Rez>Oet |argz|§0/}CAa
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Il est évident que : S(0) = I, parce que {S(t)}, o € S.G (M,0). De plus, pour tout
t > 0 et tout z € A,, il résulte que :

R z—t
—t) kS (to + 1)

M

k=0

R (z+1t) — t0+t)]k

M

B*S (to+1t) = S(t + 2)
k=0

Alors, pour tous 21, 22 € A\, nous obtenons :
+o00

S (Zl) S(Zg) = S(Zl) Z %Bké’ (to)

k=0

Z (21 + to)

_ {<Z2 + Zl) _ (Zl + tO)]kBk:S (Zl + to)

:S(Zl—I—Zg)

Soit : Xo= U S(t)X

0<t <o0
Nous prouvons que cet ensemble est dense dans X. Soient z € X et t, > 0, n € N,

tel que :
lim ¢, =0.

n —+00

Alors pour : z,, = S (t,) v € Xy, n € N. Nous obtenons :

lim z,= lim S(t)z ==
n —+00 n ——+00

Par conséquent : X, = X.

De plus, nous avons : vu que {S(2)}, . , est uniformément bornée dans tout sous
[e%
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secteur fermé A ;. De méme pour x € X , on obtient :
S(t)r € Xp et : ZlElOS(z)S(t)x = ZIHEOS(Z +t)x = S(t)x.
Compte tenu du théoréme de Banach-Steinhaus il en résulte que :
ZliBOS(z)x =z, Ve e X,z e A,.

Finalement, on voit que : {S(2)}, c». est un semi-groupe qui prolonge le Cyp-semi-groupe
{S®)}, 50 €5.G(M,0) m
Nous passons maintenant & une petite introduction aux puissances fractionnaires

(Voir :[2],[5],[4],[20],[31],[33],[37]).

Définition 11 Soit —A le générateur d’un semi-groupe analytique d’angle (Oé € (0, g])

et soit 0 € p(A) pour b >0, la puissance fractionnaire A est définie comme suit :

1
At =—— [ RN A)dp
270 Jry) A

Ici et dans la suite A\’ est considérée comme la branche principale. Dans cette défini-
tion, la fonction p —— p =" est une branche de la fonction puissance fractionnaire dans
C/R_ cest a dire :

pt =ebloek Jlogu=log|u|+i6, —m <0 =argu <.

Et le chemin I'(7), 5 — a < v < 7 relie les points —ooe™ & +ooe™ dans p (A),
-1

tout en évitant I'axe réel négatif et I'origine. Définir, A® = (A7?)

A®=1T.

(Voir lemme 3.7 ) et :

Dans ce travail, nous avons besoin de plusieurs propriétés des puissances fractionnaires

qui sont regroupées dans le lemme suivant :

Lemme 3 i) A~* € B (X) est injectif pour b > 0.
ii) A® est un opérateur fermé et D (A) C D <Ab/>, pour b >0 > 0.
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iii) Az = A® A"z ; Pourx € D(A"), n>b, ne€N.
i) Si BC A® et D(B) C D (Ab/) ;b>1b >0 alors B est fermable et B = A®, ou B

est la fermeture de B.

Preuve. i) On prend b > 0 tel que : b+b =n € N alors : A™° V' — A" ot comme
APA=P =Y — [ Alors A est injectif.

ii)-Pour b < 0; A® est borné implique A® est fermé.

-Pour b > 0; A" est inversible donc : 0 € p(A) = A® est fermé, D (A°) =Im (A7)
-Pour b > b et comme {A_b} forme un semi-groupe on a :

A=A 47 ) e done - D (4%) = Im (A) € Im (A7) =D (a¥).

Ce qui implique : D (A°) C D (Abl>

iit) Az = Al ~tng = AP =m Ay pour x € D (A"), n € Nn > b, D(A") C D (A)

Semi-groupe analytique généré par — A’ et A — A

Dans cette section nous montrons que les deux opérateurs —A’et A — A’ sont des

générateurs de semi-groupes analytiques sous certaines conditions appropriées sur 'ope-

rateur A, (voir[36])

Théoréme 11 Soit —A le générateur d’un semi-groupe analytique borné d’angle «
(0 <a< %)et soit 0 € p(A). Alors —A" est le générateur d’un semi-groupe analytique

borné d’angle (g — (g — a) b), oub e (1 L)

) m—2a
Preuve. Pour € (O,g — (g — a) b) fixé, on choisit v € (% — q, (g — 6) %), posons :

1

U -
(Z) 271 INGY)

e R (u, A)dp; 2=t > 0,10 < 3 (2.5)

Ou le chemin I (y) est donnée comme dans la définition (11) ou 0 € p(A), on a :
{AeC: |\ <d} Cp(A) pour un certain d € (0,1). Nous estimons d’abord {U (z)},

ce qui se fait en deux cas :
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e Quand : t5 <d , d’apres le théoréeme de Cauchy on peut déplacer le chemin

[ (v) dans (2.5) a ' UT? UT? (Voir figure ci-dessous )

Fic. 2-2 -

ou :

It = se’”;szt%}
= i

2= tbewslwlév}

3= se”;sZt_Tl}

Pour 7 donné. D’apres lemme (2) il existe une constante M > 0 telle que :

IR (1, A)] < %,u €T (). (2.6)

Fra<y< (3-8 ;= (F-)b<b<5-p
—= (2-a)b+B<yb+p <3
Comme 0 < [0 — 0] <yb+ 5 < 55 |0] <.
b Swll:pel= pu=se™;s>t et du=e "ds.
pb = ste™ — by = sttem et = sbte! (0 : mais -
Y —0<Ab+60 = —i(yb—0)>—i(yb+0)

— _Sbtefi('ybfe) < _Sbtefi(’yb+9)
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Alors :

exp (—s'te " 70) < exp (—sPte T00H0)

et :

|exp (—s"te 0P| = )e_sbt [005(7b+9)—i5in(vb+9)])

= exp (—s"t cos (b + ) .

Donc :

+o00
”R(M,A)H }eXp (_Sbte—i(wb+9)>| |€—i7} ds

-1
b

/F1 exp (—p’z) R (p, A) duH < /t

+o0 M b
<[ mexp (—s"t cos (vb+ 0)) ds
to

+oo
<M [ s hexp (—s"tcos (Yo +0)) ds, |u| = s
tb
On pose : 7 = s’ = dr = bs*'tds
— dr = bs"ts~'ds
= s tds = b lrldr

Quand s — +00 = r — +00 et quand s=1t% = r =1 donc :

Et comme : || < f = cos (yb + 0) > cos (vb + )

+o0
/ exp (—p’2) R (p, A) d,uH < Mb* / r~Lexp (—rcos (b + 0)) dr
I 1

= exp (—rcos (vb+6)) < exp (—rcos (vb + )), d’ou :

/ exp (—p°z) R (i, A) duH < Mb* /+°0 r~texp (—rcos (vb + B)) dr
I 1

400 —1 17 *too
< Mb-! / 1 . Mb { 1}
- . r2cos(vb+p) cos (yb + B)

T
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Alors :

/ exp (—pf’z) R(u, A) d,uH < L_l = Mp. (2.7)
- cos (vb + B)

Ou, dans le reste, de cette preuve, Mz est une constante positive indépendant de ¢ et

0. L’estimation se fait de la méme maniére pour I'intégral sur I'3.
b Sur2:p el = p=1tse" [ <~y
dp=itee?di; |u| =t alors :

dy

At 1\b . R
M exp l_ ((t_T> tez(wb-&-a))] eV

/erXp (—MbZ)R(MaA)dMH S/ -

—
/+7—_1j—_1
<M [ 75
—

exp [_ ((t%)btez‘(wbw))} ' di
< M/ﬂ |exp [—ei(wbw)] ‘ dp.

Yb+0 < 5 = cos (¢Yb+0) >cosT =0
— —cos (Yb+0) <0

= exp (—cos (Yb+0)) < 1, donc :

/ exp (—pz) R (p, A) duH <M . exp (— cos (b + 6)) dip
T2

-

+y
<M [ dy
-

<29yM < 7M. (2.8)

Car:Z—a<v<(3-0)10<B8<3-((-a)b= (F-a)b<i-0<3
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En conclusion on a :

U (t)|| < Mp,0 < t7 < d,|0] <8

ee Quand : 7 > d parce que I'> n’appartient pas nécessairement a p (A).

=7
On pose : T'(v) = ]‘Ull—‘]‘ (Voir figure ci-dessous)
‘7:

{ ”d<s<tb},F4:{deiw;—7T§1/J§7T}

{ %}’Fﬁz{t%ew;vyﬁéﬁ}

Nous estimons d’abord l'intégrale sur I's U T'; :

Pour a € (0,2), la fonction f (a,6) définie par :

(a,0) — e*00 4 750 _ 9 o5 (acosh),
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est encore dans (—f3, ) et elle est croissante sur [0, 3]. On en déduit de (2.6) :

U Ly nal

eSipcely= p=se alors:du=e"ds |u| = s et ub = s’e~ donc :

Tl
/ {exp tsb i(6- ”b)} —exp[ tsbe! 0+”b]}R —s,A)ds

t
L S M/ 3_1 |eXp (_tsbei(e—ﬂb)) — exp ( ts ez(9+ﬂ'b ) ‘ ds =
d

=1
b

M/d s |exp (—ts” (cos (6 — 7b) + isin (6 — 7b))) — exp (—ts” (cos (6 + 7b) + isin (6 + 7b)))| ds

=1
b

t
< M/ s ’e_tsb cos(§—mb) [cos (—ts"sin (6 — 7b)) + isin (—ts”sin (0 — 7b)) | —
d

_ e ts” cos(0+7b) [cos (—ts"sin (6 + 7b)) + isin (—ts"sin (0 + 7b))] | ds

e
<M/

i {efts cos(6—mb) sin (—tSb sin (9 _ 7-‘-[))) — eftsb cos(0+mb) sin (—tSb sin (9 + ’7Tb)) }‘ ds

g ts" cos(0—rb) [cos (—ts"sin (6 — 7b)) — g5 cos0+70) (o (—ts"sin (6 + Wb))] } +

—1
Z 2
< M/ { _tsb «0s(0=mb) o (—tssin (6 — b)) — e <O+ cos (¢ sin (6 + Wb))} +

1
2

2
N |:6_tsb cos(0-7b) i) (—tsb sin (6 — ﬂ'b)) _ ptscos(0+mb) i (—tsb sin (6 + Wb))} } ds

—1
b
<M / 57|72t eosO0=m) o5 (—tsPsin (6 — b)) + 2" O™ cos? (—tsPsin (0 + b)) —

—2exp [—ts" cos (6 — wb) — ts” cos (6 + 7b)] . cos (—ts”sin (§ — 7b)) cos (—ts”sin (6 + 7b)) +
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+exp (—2ts”cos (0 — wb)) sin® (—ts” sin (6 — 7b))+exp (—2ts" cos (6 — 7b)) sin® (—ts"sin (6 + 7b))

—2exp (—ts" cos (0 — mb) — ts” cos (6 + b)) sin (—ts"sin (§ — 7b)) sin (—ts"sin (6 + Wb))}% ds

< M/ T ! {[exp (—2ts" cos (0 — 7b)) + exp (—2ts"cos (0 — wb))] —
—2exp [—ts" (cos (0 — wb) + cos (6 + 7b))] [cos (—ts"sin (0 — 7b)) cos (—ts”sin (0 + 7b)) +

+sin (—ts"sin (6 — 7b)) sin (—¢s” sin (6 + 7b))] }% ds
T1
<M / ~ {exp (—2ts" (cos f cos wb + sin O sin b)) + exp (—2¢s” (cos 6 cos wb — sin @ sin b))

— 2exp (—2ts" cos 0 cos wb) cos (—ts” sin (0 — wb) + ts" sin (6 + 7b)) }% ds

=1
b 1

t
< M/ s exp (—tsb cos 0 cos 7Tb) {e%b sinfsinmb 4 g2 sinbsinmb _ 9 g (—2tsb sin 7rb) } * ds
d

< M/ “exp (—ts’ cosfcosmb) { f (2ts”sin b, 0) }% ds... (b)

On pose :

r=ts® = dr = bts’s 'ds

= s lds=b""r"'dr

Quand :
=1 -1\
s=1"7 é?":t(tb) :1

Et quand : s = d = r = 0. En remplacant dans (b) on aura :
! 1
L< Mb_l/ r~texp (—rcoswb) { f (2ts"sinb,0)} 2 dr.
0

Comme f est une fonction croissante sur |—f, [, alors :

f (Ztsb sin b, 0) <f (2tsb sin b, ﬁ), parce que : |0] < 5.
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Mais d’apres le théoréeme de I’Hospital on a :

etrsinB 4 g=arsinf _ 9 cos (ar cos f3)

0 r

lim ' f (ar, 3) = lim

r —0 r—

= lim0 (asin Be® ™7 — asin fe™* P + 2a cos Bsin (ar cos 3))
,

=asinf —asinfg = 0.

Ou a € (0,2), donc il existe une constante M ﬁ/ > 0 telle que :

1
L< Mbl/ r3 exp (—r cos b) {r’lf (2r sin b, 6)}% dr
0

1
L< MMﬂ/b_l/O 7 exp (—rcosmb) dr < Msp.
De méme pour (2.8) nous avons :

pels:p=t7e?V; y <y <ms|u=t7,z=te’
du = it s e dip, donc :

™ t%l
/ exp (_,ubz) R(u, A) d,uH < M/ FG_COS(wb+9)d¢
FG . -

< M/ e~ W) gu)y < e M.
o

L’estimation se fait de la méme maniére pour I'intégral sur I'y
e Sipely= p=de"¥ = du=idedip, et comme :

t_Tl>d:>O<t<d_b,alors:

+7
/ exp (_sz) R(p, A) d:uH < M/ efdthOS(warG)dw
'y -7

< oM et < 2meM car : et < et
Comme : 'y =Tt et I'; = I'. Les estimations des intégrales sur I'; et I'; sont
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les mémes que (2.7), en combinant les estimations avec (2.9) nous obtenons :
U (2)|| < Mg; z=te”, t>0,]6] < 8. (2.10)

D’apres théoréme (3.1) dans [4] on a :
Z%_(%_Q)b C p(—A) pour X € Z%_(%_a)b fixé.
Supposons, sans perte de généralité que : |arg \| < ™ — by.

Nous montrons maintenant :

1 R (p, A)
R\ -A") = —— —=dy. 2.11

En fait, comme : A + p® # 0 pour u € T'(7y), il en résulte facilement de (2.6) que
'intégrale converge dans B (X) On désigne par Ry le coté droit de (2.11). On choisit
v € (v (3—a)i), telleque: I'(y)NT (7)) = @. Alors par la définition (11), I'identité

résolvante et le théoréme de Cauchy on a :

1 A 4 1 ’
R,\Z——./ Blp, b)dﬂ et A Z——./ va(v,A)dv.
211 I'(v) /\+/L 2m F(’YI)
Donc : )
, 1 b
RoAY :<_,)2/ / R (1, A) R (v, A) dyudv.
2mi Jrey Jrey At
Mais :

R(p, A) = R(v, A) = (v — p) R (1, A) R (v, A) .

C’est a dire :
R(u,A)— R (v, A
R(n,A) R (0, 4) = TS =),

Alors :

: v _
R)\Ab — (L)?/ / v b(R(:uiA) R(U7A)>d[1,dv
2mi Jrey Jrey At p v H
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Ru A)
A — v’ ’ dudv—
i 2m / / O+ ) (0 — )

URUA)
dvdys.
2%2// O+ ) o—m "

D’ou :
g1 R(p,A), 1 ot
R)\A Pl dv)dp—
T 2mi r(y) A+’ 2 Jpy v —
1 1 1
—— v R(v A)(— / dp)dv

210 Jreyy 210 Jr(yy (A4 p) (v — p)

Il en résulte :
RAY — 1 Mm A)dp,b < 0,0 € T(y) et el (7)
A - 27i ) A\ + ,LLb 122 s ) Y K v)-

Par conséquent :

moan = — L [ p Ay
A - 271 ") A + 1% s a
1 TNt —
L Ry, A)d
21 I'(v) A + 1% (ILL ) H
1 -n\ + Iub—n M—n}\
__ 1 R(u,A)d
271 I'(v) A + ,Lbb A + M ) (,U ) H
=A AR)\A b

D’apres le lemme 3 (i4i) et (iv) nous avons :
Ry ( AP AT 4 )\) x=ux,pour x € D (Ab) .

Donc :
Ry (A" + Nz =2z, pour z € D (A).

Et donc : Ry = R (X, —A") c’est & dire (2.11) est démontrée.
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On définit : U (0) = I et Uy (t) = U(te®) pour t > 0.

De méme pour (2.12) nous avons :

Up (1) = —— e R (1, A)d
Et
1
A= —— v R (v, A) dv
2’7T’L F(’yl)

tel que : I'(y) NI (') = @ donc :

Uy (t) A0 = (L)z /1“( / / v e " R (1, A) R (v, A) dudv
¥

—b fubtew A b 7Mbt€29 A
/ / Ve (M, )d do — 2 / / Ve (U, )d,udv.
I'(v) Iy

On suppose : p €' (y) et v el (7 ) et d’apres le théoréme de Fibbini on a :

1 ;
U () A =55 ( )“_be_“bte "R (, A) dp,t > 0
Ty

Alors pour t donné, tg > 0, (t # to) :

1 [ 0
Up (1) A0 — Uy (t) A0 = —— pb (e — e R (1, A) dy.

270 Jegy)

En utilisant la preuve de (2.10) et en utilisant le théoréme de convergence dominée

on trouve :

|Up (£) A™ — Up (to) A°|| — 0,t — to

Et donc pour x € D (Ab) :
|Ug (t) x — Uy (to) x|| = HU@ (t) A™° (Abx) — Uy (tg) A™° (Abx) H
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C’est a dire :
[Us (t) 2 — Uy (to) || < ||Up (£) A™" = Up (to) A7°|| || (A’2)|| — 0 quand t — ¢,.

De la continuité forte de {Uy (¢)}, de la densité de D (A®) et (2.10) pour 7, t > 0,

d’apres le théoréme de Fibbini et le théoréme de Cauchy nous avons :

T - 1 i i
/ e MU te)dt = —— [ e {/ e " R (u, A) d,u} dt
0 2mi Jo re)

1 4 i
= —— R (/1/7 A) {/ e*()rhube G)tdt} d/,t
270 Jrey) 0

1 o~ Oty ]’
= R(u,A) | ———
(1, A4) | = e |

2mi e

1 — e~ tule®)r

A + Iubeie

1

2mi Jrey)

R (p, A) dp

1

_ b 10
— R(Ua _eiOAb) + _/ exp( 7_(/\ +pe ))
I'()

A\ + 'ubeia

R(p, A)dp.

211

Quand 7 — 400

—rub i
e~ TH ((3059+sm9)du

677—)\
R(u,A)duH < M/
INGY)

/ exp(=T(\ + p’e”))
I'(y) by +Mbei9 by +Mbei9

—7ub cos@
< Me_”/ e—b’d.MJ ;e
r(y) [1] X+ pbet 0|

d
r(y) [l A+ pbet?|

—7ub cos @ <1

Donc :
—+o0

R(p, —e"A®) = / e MU (te)dt, X > 0.
0

Par la théorie des semi-groupes il s’ensuit que, pour chaque |0] < §; la famille
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{U(te)} , >gest un Co—semi-groupe de générateur —e A®, qui résulte de (2.10) et du

lemme (2) =

Théoréme 12 Supposons que Uopérateur A satisfait les conditions du théoréme (10).

Soit A, = A—cA, otie >0etbhe (1, f2a). Alors pour tout 5 € (0,% — (E — a) b), A,

T 2

est le générateur d’un semi-groupe analytique {V. (t)} d’angle [3, vérifiant :
V- (t)]] < M exp(C 5ﬁt)p0u7“t >0

Ou M et C sont des constantes positives indépendantes de .
Preuve. Soit § € (0,2 — (5 —a)b) fixé par le théoreme (10) et le lemme (2), il

existe alors une constante My (indépendante de €) telle que :
AR (A, =A%) || = [|e AR (7' A, —A") || < My, A € 55 42 (2.13)

Par conséquent —c A® est le générateur d’un semi-groupe analytique borné d’angle
(2 — (3 — @) b). Par ailleurs en utilisant linégalité (voir(11)), il existe une constante,
M; tel que :
|Az]| < M, || A" ||z]F 2 € D (4Y)

Comme :

Donc :

| Ax|| < (b=6) (bes) ™+ My || Ala]| [l2)*?
< My (b6 || A% ))7 (b28) > ]|~
< My (b0 |[eAvx]|)7 (beo) > ]| .

1

On pose : f = (b5 |[eAbx|) 7 et, g = M, (be6) 7 ||z]|' "% ,6 > 0. Et on prend : p=b et
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q = 2, il est clair que : % + % =1, d’aprés (c) on a :

_b
b -1

(5 leaval)t]” [ats (oet) 2]
| Az| < ; + ;
b—1

D’ou :
|Az|| < 6|[eA|| + My (6)TF |lz|| = € D (A?). (2.14)
Ou :
1 b
M;=5b b_l(b—l)M;_l,
on choisit :
0<d<(2(14M))".
Et soit : )
a2 M, M3o7=>
w. = CeT3 o0, C = %—(5(1—|—M1) sec3 >0
alors :

A€ we + X5 4z = || > w.cos B.

Il en résulte d’aprés (2.13) et (2.14) que :

AR (A, —eA%)|| < 6| APR (A, —eA?) || + M; (25) 77 || R (A, —eA%)

[R (N, —eA")|| < 5k et AR(A,A) = AR(N\A) — 1 "

Ce qui implique :

AR (2] <5005 3+ 3,
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On pose :
1
My MsoT=2 1

C = .
5 —0(1+4 M) cos 3

Alors :

1 1
MlMg(Sm =C (5 -9 (]. + Ml)) COSﬁ

Nous trouvons :

Ce 7 (3—6(1+M))cosp

|AR (A, —eA%)|| <6 (14 M) + o

—8(1+ My)) cos 3

1
§5(1—|—M1)+w5(2 o

Mais :
1

Al > —_ = < —.
[Al> we cos 8 |A|  wecosp

D’ou :
|AR (X, —eA")|| 36(1+Ml)+%—5(1+Ml) = é;A6w€+25+%.

Donc : we + 35 1z C p(Ac) et;

IR (X AL = (A, —eA®) [AR (A, —A")]"
Et comme :
+00 M
> AR (<)) < S0 =2 R (e < 3.
n=>0
Donc :
1RO A| < 2&4' NEw +55 s,

Comme : |A| > [A —we|cos B, A € we + X 1z
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Alors : 2 < 38 ot nous obtenons :

Al = [A—we

2M; sec B

<
IR (Al < T

A€ we+ g 4z (2.15)

Donc d’apreés le lemme (2), A, est le générateur d’un semi-groupe analytique {Vz (t)}

d’angle 8. D’apres la représentation d’un semi-groupe analytique on a :

1
vg(t):_,/ e MR (N A)d\t >0
27TZ ws‘i’F(V)

Ou le chemin T () s’exécuté dans X 1z de —ooe™? a +oce™? , (2 <0< f+13)
soit p= (N —we)t, alors :

A=w.+ 4= d\=1dpu.

B 1
2mit t T(v)

V. () et R (W, + % AdNt > 0.

D’aprés le théoréme de Cauchy, on peut déplacer le chemin t I' a T' puis en déduire

de (2.15) que :
IV ()] < Mr—tes! Secﬁ/ | tet] |dpl < Me*s' >0,
r

ol la constante M indépendante de ¢ m

Enfin, de la méme facon que (2.11) nous pouvons montrer :

1 R(p, A)
ROOA) = —— [ BV N ew. 45, .x.
(A 4.) 27rz/1ﬂ(7)/\—u+epf7’u € We 25 45

Par conséquent :
1 R(u, A
Vo (t) = —(%)2/ e {/ %du} dA
wetT(7) iy AT R EN

50



1 ) eAt
= —(— R(u, A / —dA} d
5t /rm (s 4) { weAT(y) A = o+ ep? 8

1
Vo(t)=—=— [ W =R (u, A)dp,t > 0. (2.16)
20 )

Cette représentation sera utile dans le chapitre (/11) .
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Chapitre 3

Régularisation d’une Classe de
problémes de Cauchy mal-posés
associés aux générateurs de

semi-groupes analytiques

Motivés par de nombreux problémes pratiques par exemple, problémes inverses

Des équations de la chaleur, les probléemes de Cauchy mal-posés ont recu beaucoup

D’attention depuis les années 1960 du siecle dernier (voir [3],[11],[15] [20], [21], [23],
[27], [34], [37]).

Le but de ce chapitre est I’étude du probléme de Cauchy abstrait suivant :

{u’(t):Au(t);0<t§T (3.1)

u(0) ==z

Ou —A est le générateur d’'un semi-groupe analytique d’angle o dans ’espace de
Banach X, ot 0 < a < . On rappele que ce probléme a été traité dans [36].
Définition 12 La fonction u : R, — X est appelé solution classique de (3.1) si :

i) u € C([0,+00], D(A)) munit de la norme du graphe.
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iu € C1([0,+00], X)

iii)u verifie equation (3.1) et verifie la condition initiale u (0) = x avec x € D(A) .

Corollaire 3 Pour un opérateur férmé A : D(A) C X — X associe au probléme 3.1

est bien posé si et seulement si A est le générateur d’un semi-groupe fortement cntinu.

Lemme 4 Soit (T (t)), soun Co-semi-groupe d’operateurs bornés, si quelque soit t > 0
, T(t) existe et il est borné alors S (t) = T(t)™' est un Cy-semi-groupe d’operateurs
bornés ot son générateur infinitésimal est —A.

En plus si :

T(t), pourt >0
Ult) = -1
T(—t)", pourt <0

Alors : U (t) est un groupe fortement continue d’opérateurs bornés.

Preuve. Nous montrons que S(t) est un semi-groupe fortement continue.
S(t+s)=[T(t+s)] " =[TOT(s)] " =T(s)"'T(t)™"
d’ou :
S(t+s) = S(s)S(t).

Maintenant, nous montrons la continuité forte de S(t) :
pour s > 0 alors ImT(s) C X . Soit x € X et soit s > 1. Alors :

Jy € X tel que : T'(s)y = z. Pourt <1 nous avons alors :
HT(t)_lx — x” = HT(t)_lT(t)T(s -ty —T(s) yH

=|T(s—t)y —T(s)y|| — 0, quand t — 0.
Donc S (t) est fortement continue. Finalement, pour x € D (A) nous avons :

T(t) ‘e -2 Tt) 'z —x

lim = lim T(t) = —Az.
t —0 t

t —0
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Donc —Aest le générateur infinitésimal de T(t)™! m

Théoréme 13 Soit (T (1)), -, un semi-groupe fortement continue d’operateurs bornés.
Si 0 € p(T (to)) pour un certain ty > 0, alors 0 € p (T (t)) pour tout t > Oet T (t) peut
étre etendu en un Cogroupe ( groupe fortement continue ).

Preuve. D’aprés le lemme (4) il suffit de montrer que 0 € p (T (t)), Vt > 0.

Comme 0 € p(T (to)) alors : [T (to)]" = T (nto) est bijective , quelque soit n > 1.

Soit : T (t)x = 0; choisissons n telque : nty >t . Nous avons :
T (nto)x =T (nto —t) T (t)x =0= 2 =0.

Donc T (t) est bijective pour tout t > 0.

Maintenant nous montrons que :
ImT (t) = X,Vt > 0.
Ceci est vraie pour t < tg puisque d’aprés les proprietés de semi-groupe :
ImT (t) D ImT (to), pourt < to.
Pourt > tg, soitt = ktg+t1; avec 0 < t; < ty. Alors :
T(t) = [T (to)]" T ()

et donc :
ImT (t) = X.
T (t) est bijective et ImT (t) = X, pour tout t > 0, et d’aprés le theoréme du graphe

fermé 0 € p(T (t)), pout toutt >0 m

Proposition 3 Soit —A le générateur d’un semi-groupe analytique (S (t)) et soit

0 € p(S(ty)) Pour certains ty > 0. Alors A € B (X).
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Preuve. On peut supposer sans perte de généralité que —A est le générateur d’un

semi-groupe analytique borné d’angle o pour un certain o € (O, %}, autrement nous
considérons le semi-groupe analytique {e“*S (¢)} de générateur (w — A) pour un certain
w e R.

0€p(S(t)=0€p(S(t),vt=>0

donc :

0ep{e’S(t)}

On a d’aprés le théoreme (13), si (w — A) est le générateur d’un semi-groupe ana-
lytique d’angle S€ (0, a), alors A est un générateur d’un Cy-semi-groupe, et d’aprés le

théoreme de Hille-Yosida on a :

. Red>w.

Comme A génére un Cy-semi-groupe S (1), et d’aprés le lemme(4), S (t)”'borneé,
alors on peut I’étendre a un semi-groupe analytique.
Et comme —A est le générateur d'un semi-groupe analytique (S (t)) d’angle a € (0, %)

).

)
alors A est le générateur d’un semi-groupe analytique d’angle 5 € (% —a, %) C (O,

e

Alors il existe une constante Mg > 0 tel que :

M /
IR (X A)| < TAT’R“ > 2, |arg Al < 8.

Et d’aprés la proposition(3) on a :

{ 1) {xeC:larg\ > 2 —a} Cp(A)
2)3M; > 0;|[R(\, A)|| < 7, larg A > 3

ou la constante My peut étre remplacée par une autre plus grande si nécessaire, donc :

M ,
IR () A)| < ‘—Af,w > 2w
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Et d’apres la proposition ([22] page 63) on obtient A € B(X) m
Le probléme (3.1) est généralement mal-posé. Pour cela considérons le probléme

invers correspondant a (3.1)

{v’(t):—Av(t);0<t<T
v(0)=y

Comme —A le générateur d’un semi-groupe analytique dans X, le probléme de Cau-

(3.2)

chy (3.2) est bien posé. Cela signifie que (3.2) admet une solution pour chaque y € X et
(3.2) est stable. Désignons par (S (t)), -, le semi-groupe généré par —A. Alors v (t) =
S (t)y, 0 <t <T, est 'unique solution de (3.2). D’autre part si u(t), (0 <t <T) est la
solution de (3.1) Alors u(7' —t); (0 <t < T) est évidemment la solution de (3.2) avec

’élément initiale u(7"). Par I'unicité des solutions de (3.2) nous obtenons que :

v(t)=u(l—1t); 0<t<T

C’est a dire :

Pourt=7T,on a :

Pour le chongement de variable : t = T — t, opérateur A génére le semi-groupe

S(T—t),ou:u(T)=y.Dou:

Alors :
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C’est a dire :

Stut) =S(M)uw(T)=z; 0<t<T

Comme S (t) est inversible pour chaque ¢ > 0 (cf.[22] page 69) Nous obtenons :

u(t)=S#) 'z, pour 0 <t < T

D’aprés la proposition(3), S (t)fl, t > 0 n’est pas une famille d’opérateurs linéaires
bornés. Ainsi (3.1) n’est pas stable. Une méthode importante pour traiter le probléme de
Cauchy

mal-posé(3.1) est la méthode de quasi-réversibilité qui a été introduite par Lattes et
Lions ([16]). Cette méthode conduit & la régularisation de (3.1). En utilisant la solution

du probléme de Cauchy bien-posé :

{ugué(t =(A—ed)u(t);0<t<T (3.3)

(

)==x

D’approcher la solution de (3.1) oit ¢ > 0 et A’ (b>1) est définie comme la
puissance fractionnaire(Voir [8], [17],[25], [27]). Le résultat principal de ce travail est :
si —A le générateur d’un semi-groupe analytique. Alors il existe la famille de régu-
larisées pour le probléeme de Cauchy mal-posé (3.1). A l'aide de la méthode quasi-
réversibilité. La théorie de base de Cy-semi-groupe, peut étre trouvée dans [31] aussi

voir([6],[7], [19], [20], [27], [33], [36])

3.1 Régularisation de (3.1)

Nous commencons par la définition des familles de régularisations pour les opérateurs
(cf [34])

Définition 13 Une famille {R.;,c > 0,t € [0,T]} C B (X) est appelée une famille ré-
gularisante d’opérateurs pour (3.1) si pour chaque solution u(t), (0 <t < T) de (3.1)

avec [’élément initial x et pour tout § > 0, il existe € (§) > 0 tel que :
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(i) e(0) — 0, (6 — 0)
(i1) || Re(o)us — u(t)|| — 0, (6 — 0) pour chaque t € [0,T] quand ||z; — x| < 6.

Nous remarquons que la famille régularisante d’opérateurs pour (3.1) n’est pas triviale
si le probléme (3.1) n’a pas la solution u (t) = 0 Seulement.

En effet, il est connu (Voir [22] page 67) que (3.1) & une solution unique pour chaque
elément initial x € D, ot D est un sous espace dense dans X.

Le résultat principal de ce travail est le suivant :

Théoréme 14 Supposons que —A est le générateur d’un semi-groupe analytique, alors
il existe, une famille régularisante d’opérateurs pour le probléme (3.1).

Preuve. Nous considérons d’abord le cas ot —A est le générateur d’un semi groupe
analytique borné d’angle a et 0 € p(A), ot (0 < a < §). soit u(t) (0 <t < T) une

solution de (3.1) avec l’élément initial x, vérifiant :
|zs — x| < 6.

En utilisant la méthode de quasi- réversibilité pour (3.3) avec l’élément initial s, le

probléeme approché admet une solution unique :
UE,(;(t) = V;(t)l'(s.

Ou V.(t) est le semi-groupe généré par A. dans le théoréme (11).
On définit :
R.;=V.(t) pour, e >0 et 0<t<T.

)

Alors :
{Ret,e >0,t €[0,T]} C B(x).

Quand : t =0 il est clair que :

||Be 05 — u (0)]] = [[Ve(0)25 — u (0)]]
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= ||zs — z|| — Oquand § — 0.

Quand t € (0,T] nous avons :
||R6,tx5 — U (t)H < ||R€,tx§ - Re,t ZL’H + ||R57tl’ —Uu (t)H = Al + AQ,EZ > 0.

Pour estimer Ay, nous notons que : x = S (t) u (t).
En utilisant le probléme inverse (3.2) ot {S (t)} est le semi-groupe généré par —A.

D’apres la représentation du semi-groupe analytique on a :

S(t) = i/ MR (N, —A)d\.
L'(n)

2w

Ou:Z<n<m—vyetg—a<y<g.

1l résulte alors de 2.16, de l’identité résolvante et du théoréme de Cauchy que :

1

Reyr = Vo(t)r = T . )e(u_wb)tR (1, A) zdp
¥
1 b 1
_ (n—eu®)t At
= —— e R(u, A {—/ eV"R(N —A d)\}utd,u.
2m1 I'(v) ( ) 271 I'(n) ( ) ()

Car :x=S({t)u(t) ona:

Rs,tl’ = _(L)2/ e(ﬂffﬂb)t {/ e)\tR (M? A) + R (A7 _A)u (t) d)\} d/,l/
r(y) I(n) At

Parce que :

R(p, A) + R(A, —A) = (A +p) R, A) R(A, —A),

59



Donc :

1 b 1 _
Rojx = —— e R (1, A {_/ M+ 1utd)\}du
o= [ 1) {7 [, O )
_L e)\teR ()\’ _A) {L / ()\ + Iu)*l e(#*&ll«b)tu (t) du} d\
211 T(n) 27 I'(v)
1 b
— (n—ep”)t—pt
= —— e R (p, A)u (t) dpu.
i b (. A)u (1)
Parce que :
L. e—/\tu (t)d\ = e Mu(t) et L (A4 ) elmerty, (t)du = 0.
20 Jrgy A — (=) 27 Jr(y)

Ainsi o partir de (2.5) on voit que : R.;x = U (et)u(t) ou {U (t)} est le semi-groupe

généré par —Aldans le théoréeme(10). Par la continuité forte de {U (t)} nous obtenons :
Dy = |[Bepr —u (8] = (U (et) u(t) —u(t)][ — 0,(6 — 0). (3-4)
Quand £ — 0, (§ — 0). En ce qui concerne Ay, il résulte du théoréme(11)que :
Ay = |[Repws — Reprl| < [[as — || [| Ry ||

<Ry =0Vl
< M exp(C £77¢)

ou C', M > 0 sont indépendants de € et t on choisit :

e = [—TC(ln Vo o<s<t (3.5)
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Alorse — 0, (0 — 0) et : Ny <M exp(CsﬁT) de (3.5), on trouve :

ANy < OM exp (TC {_TC (In \/g)l}b_1> ﬁ]
Ou :
< 0M exp lTC’ {—TC' (In \/5)1}11
< (5Mexp(—1n\/5) _ 67]\? — V3M.
Donc :

Ay < VEM —0,(5 — 0). (3.6)

En combinant (3.4) avec (3.6) résulte que :
Vt € [0,T],||Rerxs — u(t)|]| — 0; (0 — 0) .

Donc {R.;} est une famille régularisante d’opérateurs de (3.1). Traitons le cas général
lorsque — A est le générateur d’un semi-groupe analytique. De la remarque figurant aprés
la définition (10) il eziste une constante w € R telle que (A — w) est le générateur d’un
semi-groupe analytique borné et 0 € p(A —w). Comme ci-dessus, il existe une famille

d’opérateurs régularisants { R.+} pour le probléme :

{v'(t):(A—w)v(t), 0<t<T
v(0) = .

Soit u(t), (0 <t <T) une solution de (3.1) avec l’élément initial x. Alors :
v(t)=e“u(t),0<t<T,
solution de (3.7)avec l’élément initial x. Ainsi pour chaque t € [0,T] :

HethE(g)ytl’g —u (t)H = et HRg(C;),tx(; — e Yy (t)H
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< e || Regsy s — v ()| — 0; (6 — 0).
C’est a dire : {e“"R.;} est la famille d’oprateurs régularisant de (3.1) =

De la démonstration du théoréme (14) et (2.16) nous pouvons donner la représentation

de la famille d’opérateurs régularisants pour (3.1) comme suit :

1
Ry =——— | =) R (w+ p, A)dpse > 0,t > 0.
271 INGY)

Ou: § —a<d< g etoluwest la borne dans I'estimation exponentielle du semi-

groupe e 4, t > 0.
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Résumé

Ce travail concerne I’étude d’une classe de problemes de
Cauchy mal-posés, associe a un opérateur linéaire A de
domaine dense définie dans un espace de Banach X.

On montre que si -A est le générateur d'un semi-groupe
analytique, alors il existe une famille régularisante
d'opérateurs pour le probleme en question. La méthode
d'étude est basée sur celle de quasi-réversibilité en utilisant
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This work is concerned the study of a class of ill-posed

Cauchy problems associated with a densely defined linear
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