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0.1 Introduction

Les phénomeénes de transport apparaissent dans de multiples processus en physique
ou dans la vie courante : le transport de particules dans un champ éléctrique, le transport
d’un signal le long d’un cable téléphonique, les phénomeénes de conservation (conservation
de la masse, de la quantité de mouvement, quantité d’électricité) ou encore 1'évolution de
véhicules sur une route, en médecine, évolution de la concentration d’un polluant etc..

Le sujet que nous avons choisi concerne un modeéle de propagation d'un nuage de
fumée dont 1’étude et la maitrise étaient nécessaires mais sont devenus indispensables
avec le développement de la societe, donc il y a un grand probléme de la pollution
(fumeée des usines sutout toxique)qu il faut résoudre.

En effet, le déveleppement rapite des usines du au besoin énorme de 'indutrialisation,
a donné lieu, par exemple, a la construction parfois anarchique d’usine dégageant la fumée
poluante et nocive pour la santé.

La compréhension et la maitrise de ce phénoméne nous permettent de mieux 1'utili-
ser, car nous pourrons mieux situer le lieu d’implantation d’une usine dégageant de la
fumée(toxique) par rapport au maison d’habitation (ville) .

Cela nous permet de mieux maitriser aussi la gestion de 1 "urbanisme(constructions
des villes) et preserver la santé de la population en général.

D’ou 'importance de ce théme.

Dans le premiér chapitre ,nous présentons les principes de la modélisation conduisant

a la famille des équations de transport, souvent appelées également équations cinétiques.
On parle parfois de facon générique de I’équation de Boltzmann en faisant référence aux
travaux de Ludwig Boltzmann (1844-1906) sur la cinétique des gaz, des travaux qui sont
a lorigine de ’ensemble des approches statistiques du transport corpusculaire. Lorsqu’il
est question de I’équation de Boltzmann, il faut donc comprendre, selon le contexte, qu’il

est soit fait référence a l’ensemble de la famille des équations de transport, soit plus
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précisément & la premiére d’entre elles (introduite en 1878 pour la modélisation de la
dynamique des gaz dilués).

Donc c’est trouver la démarche (convenablement) d’ une modélisation & ce phéno-
meéne, qui consiste & le mettre sous forme d’équation mathématique. Il en résulte une
EDP, qui est une équation dans laquelle il y a des dérivées partielles qui représentent
I’évolution de grandeurs physiques en fonction d’autres.

La modélisation d’un phénoméne est une démarche visant a représenter par un moyen
adequat le comportement de ce phénomene.

La modélisation peut étre abordée de différentes facons :

- les modéles réduits.

- les modéles analogiques.

- les modéles mathématiques , qui , sont les plus courants actuellement, suite a
la montée en puissance des ordinateurs(trés puissants) et de leur capacité a calculer
vite , ils sont basés sur la mise en équation mathématique du phénoméne a étudier ,
je cite : les modéles empiriques, les modéles conceptuels et les modeées mécanistes.(
la mécanique , en tant que science, est a la base de la representation du phénomene|3],
on aboutit géneralement a un type d’équation dites aux derivees partielles[10,12] , qu ’il
s’agit ensuite de résoudre.

Donc dans ce chapitre on définit un pur modéle de modélisation simple de la propo-
gation d’ un nuage de fumée conduit a 1 ’équation d’ advection-diffusion.

Usine dégageant de la fumée vers 1 habitation (maison)

—_—

=l a




Ainsi, la modélisation représente le premier chapitre.

Dans le second chapitre, nous traitons 1’étude théorique de ’équation de transport
suivie de 'étude de I'équation de tranport-diffusion[13].

On démontre I'existence et 'unicité de la solution du probléme sans diffusion a I’aide
de la méthode des caractérastiques [3.8].

dont I'analyse mathématique ne fournira en général que ’existence et 'unicité d’une
solution, qui sera amené & se tourner vers l'utilisation de méthodes numériques pour
calculer une solution approchée. Le second objectif du chapitre trois est d’introduire la
méthode de discrétisation la plus classique (et la plus simple) : la méthode des différences
finies qui est la «meére » des méthodes de discrétisation plus élaborées telles que les
méthodes d’éléments finis, de volumes finis[35] etc....

Plusieurs schémas ont éte traitée ( explicite et implicite) et Nous introduirons en
particulier les concepts de consistance, de stabilité et de convergence , des estimations
d’erreur a éte prouvé et verifié dans les deux cas ou le vent est constant ou pas.

Le quatriéme chapitre traite les aspects théoriques et numériques de ces mémes
équations.en utilisant la méthode des volumes finies pour I’analyse numeérique.[35] La
méthode des Volumes Finis consiste & intégrer, sur des volumes élémentaires, les équa-
tions écrites sous forme intégrale. C’est une méthode particulierement bien adaptée a la
discrétisation spatiale des lois de conservation, contrairement aux Eléments Finis, et est
ainsi tres utilisée en mécanique des fluides. Sa mise en oeuvre est simple si les volumes
élémentaires ou "volumes de controle" sont des

rectangles en 2D ou des parallélépipédes en 3D. Cependant, la méthode des Volumes
Finis permet d’utiliser des volumes de forme quelconque et donc de traiter des géométries

complexes,contrairement aux Différences Finies.



Chapitre 1

Modélisation

1.1 Introduction

le probléeme de la diffution des particules dans 1 ’air est un probléme tres
compliqué puisqu’il y a plusieurs paramétres qu’il faut prendre lors d 'une étude, comme :
la vitesse du vent, intensites et directions, ’état de | ’air humide ou sec, la température

ambiante, la nature de la fumee, sa température, et la concentration initiale....etc.

1.2 On a besoin de quelques outils de physique pour

la modélisation :

1.2.1 Dérivée particuliére d’une fonction scalaire

Soit f(x,y, z) une fonction différentiable dont la différentielle est

O o+ Yy + 2. (L1)

df = ox Jy 0z



Sa dérivée est

df _ Of af af of
:%—E—i—%u—l—a—yv—i—aw

et donc

(1.2)

1.2.2 Dérivée particuliére d’une intégrale de volume

L’écoulement des particules d'un fluide équivaut & la déformation du domaine D ou
D est le domaine des particules & I'instant ¢ et D’ est le domaine a l'instant ¢ + dt. Ces

deux domaines ont le méme nombre de particules (Figures 1.1 et 1.2)

| D’ a D'mstant ¢ + ot

D a I’instant t

Fig.1.1

Ecoulement des particules entre t et ¢t + 0t

S1

Fig.1.2

Partition de domaine



.o, . N ’
Sy : le contour de D intérieur a D .

Soit I la fonction d’état I(t) = [, f(@,t)dv; sa dérivée est

d
% = % Io f(@ t)dv

= Jim (& ([ STt 4+ 00)dv = [, [T 1)dv).

On simplifie d’abord, alors
[ f(Z t+6t)dv — [, f(Z, t)dv =
Jp, FCZ t+0t)ydo — [, f(Z,t)dv + [, (F(Z ¢+ 0t) — f(7,1))dv

=1Ip, — Ip, + Ip,.
Pour calculer Ip,, on utilise la formule suivante de Taylor :

Stof(@,t) | (6t)* P f(7,1)

— = ot
f(x,t+5t)—f($,t)+1! BT + 51 9
avec
(02 P f (@, 1) 0
2! ot? '
Donc on a
/ (f(?,t—l—ét)—f(?,t))dv:&/ UACRIPS
Do Do dt

(1.4)

(1.5)



Pour Ip, et Ip, nous avons

Jp, f(Z t+8t)dv = [, f(T,t+t)0 7 dt ds

=0t [, f(T,t+ot)u T ds (1.8)
=5t [, (f(T, 1) + ot 7 ds
et
Jp. f(@ t)dv = fDl f(Z )W 7 dt ds
(1.9)
= =0t [, f(Z, )0 7 ds,
(les directions de W et 7 sont opposées). La vitesse est donnée par
di
= u (1.10)
et
dv=dl ds =W dt Tds. (1.11)
Alors
dI(t —
) Jim (G (f (Tt + 8t)dv = [ f(7, t)dv))
= Jim (i ot [, 22Dy + 6t [, (f(7, 1)+ 0tL)w 7 ds))

+5,00t [ fCT, )0 7 ds).



D’ou

L(t):(}tlmo) Lt [, Py 6t [, Lo o f(T )W Tds))

+ 2 ((0t)? [, YD T ds),

quand 0t — 0, Dy — D. Donc

dI(t) of(7,1) S o —
o /D T dv + Sf(m,t)u nds (1.12)

1.2.3 Comnservation de la masse

Soit p(z,y, z,t) la fonction d’état (masse volumique), avec

0
p= a—T =m = Dpdv, (1.13)

ol m est la masse des particules.

On dit qu’on a une conservation de la masse si

dm

am _ 1.14
- =0 (1.14)

D’apres la relation précédente (1.13), on a

dc;?_dthpxth—fDap dU+fp ,tﬁﬁds

(1.15)

= /b il xtdv—i—fde 7, )W )dv =0
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ce qui implique

op(T, .
%D 4 div(p(T, )W) =

(1.16)
6p(§’t) + p(7, t)div(W)+ < W, 6,0(?,0 >—0.
Comme
dp(T,t
% +p(T, t)div(T) = 0, (1.17)
alors
d t Tt
AP0 90D | 5 Fow > (1.18)

En particulier si p(Z’,t) est constant on obtient div(w) = 0 (fluide incompressible).

1.2.4 La premiére loi de Fick :

Par analogie A.Fick a établi la loi de flux de masse (matiére) en 1855 : j = _Dg_)c(*

J :Flux de masse (kg/m? moles/m?s)

i
0X

D Le coefficient de diffusion (diffusite)

: Gradient de concentration,kg/m* ou ¢ est la concentration vol mique kg/m?>

Remarque :

1) la premiére loi de Fick suppose que la concentration Cet son gradient% ne change
pas avec le temps.C & dire que pour x donné C' = cte et g—g = cte, donc J # f(t).

Ceci n’est valable que dans le régime stationnaire(uniforme).

2) J = —Dg—)c( Représente la forme simplifiée unidimensionnelle de la loi de fick. A

. . . é é
trois dimensions : J = —-DV (C

11



1.2.5 La deuxiéme loi de Fick :

En pratique la diffusion est généralement non stationnaire (non uniforme). En effet
le flux de diffusion et le gradient de concentration varient en fonction du temps en un
point précis (z donné) d’ un solide.

Dans ce cas la 1°¢ loi de fick n’est pas applicable.

1.3 Approche mathématique

1 ’hypothése que le phénomene évolue suivant une direction spaciale est la plus simple
du point de vue de la complication de la distribution spaciale de la fumée.Cependant
, méme un probléme unidimentionnel devient compliqué quand plusieurs parameétres
participent dans I’ évolution du phénomene.

alors :

Dans la modélisation presentée ici , les seules parameétres consideres sont la vitesse
du vent u(z,t) , qui dépent de la position et du temps, et la

concentration initiale de la fumee ¢(z, t) qui dépend de la position (nombre de parti-
cules par unite de surface a la position x).la quantité que nous

espérons determiner est la concentration c(x,t) dans chaque position et en tout
instant ( cette quantite est supposee a support compact, c.a .d. de distribution continue
dans 1’ espace). on cherche a determiner la concentration ¢(x, t) pour toute position = € R
( c.a.d., dans la position positive ou la position opposee) et tout temps t > 0( le temps
évolue toujours dans le sens positif )

ci joint la representation ( figurel).

D : volume

u : concentration

12



. D|.
x,t + ox,t
u(x,, t) ]uL’) ]& X ) u(xn' t)
(x, 1) i(x + 0x,t)
j(x, J )
X x + 0x >
fig .1

On fait 'hypothése que I’équation ¢(z,t) est réguliére : on suppose ¢ € ¢*(R x R)pour
la suite (c.a .d ,que pour les variables continues = et t(c?)qui appartiennent 4 R ,nous
avons des valeurs ¢(z, t) continues et purement positives ¢(x,t) € R ). de plus on prendra
u € C'(R x R)( c.a.d, que u peut etre une fonction de la variable continuet € R,et la
vitesse est considerée comme fonction continue(C' ) non nulle dans la direction positive
u € RT) . Afin de déterminer les eéquations que vérifie ¢(x,t), on considere un volume
D délimite par deux plans qui coupe 1 'axe ox dans les positions x etx + dx,bien sur
le volume va dépendre de la distance entre les plans qui est dx.dans chaque point £ la
concentration au moment t est ¢(&,t), et le nombre de particules de fumeée dans un petit
volume délimité par deux plans qui coupent 1 ’axe ox dans les positions & et & 4 &
est ¢(¢,t)d¢.Le nombre des particules V(t) (ou la quantite de fumee) contenue dans le

volume D est la somme des quantites c¢(&,t)d( de x & x + dx .

V(t) = /D (€, 1)de (L1)

13



La quantité V' (t) est proportionnelle au nombre de particules qui rentrent dans
le volume D & travers la surface située a la position x . Donc cette quantité doit etre
proportionnlle au flux j,(z,t) de particules(densité de particules par unitéde temps et
surface) que rameéne le vent et qui passe a travers la surface située a la positionz. Ce flux

est égale au produit de la concentration c(x,t) par la vitesse du vent u(x,t)

Julz,t) = u(x, t)c(x,t) (1.2)

Nous devrons considérés aussi la diffution des particules de la fumée , qui est par
nature de hautes aux faibles concentration, c.a.d, que par la surface située a x il passe
(il diffuse) au volume D au moment ¢ un certain nombre de particules.

Nous signalons que la fumée se dirige vers la direction positive de 'axe ox et donc la
concentration ¢(x,t) de la fumée diminie dans cette direction , alors la diffution est dans
le sens positif, c.a.d, que les particules diffusent vers le volume D & travers la surface
située dans la position x + dx.La densité surfacique par unité de surface et de temps

j(x,t) du a la diffusion est définie par la loi de Fick

. Jdc
jlx,t) = —k%(az,t) (1.3)

Le nombre k ( réel ) est appelé coefficient de diffusion, et dépend du type de fumee ,

ansi que du milieu de propagation.

Le signe (-) signifi que la concentration diminue dans le sens positif.

La quantité de la fumée dans le volume D au moment ¢ est donc proportionnelle & :

V(t) = u(z,t)c(x,t) — k%(m, t) (1.4)

la variation de la quantité de fumé dans le volume D entre le moment t et ¢+ Ot est

proportionnelle au bilan de concentration des particules qui rentrent par x et qui sortent

14



par x + Ox et aussi a I’ interval du temps 0t, d’ ou

dc

v(t+0t)—v(t) = {(u(m, t)e(z,t) — k%(a’, t)) — (u(x + 0z, t)c(x + Oz, t) — k%(m + Oz, t)))} ot

=A {u(a:, tye(z,t) —u(x + oz, t)c(x + oz, t) + k(%(az + ox,t) — %(:c, t))} ot

Xz

avec A est une constante de proportionnalité.Nous pouvons écrite cette équation sous

la forme :

o (V(t +3t) - V(t))

Oc Oc
50 = —|u(z+déx, t)c(x+dz, t)—u(x, t)c(x, t)]+k[%(x+6$, t) —%(x, t)]

comme la fonction c(x,t) est supposée réguliere (analytique), alors t—>V (t) est déri-

vable si bien qu’on peut faire tendre 0t vers 0 dans | expression precédente.Alors

. V(t+ot)—V(t) oV(t)
limesi— o 50 =~ (1.5)

nous savons auss flz) = fdf(x)d:v (1.6)

d’ ou

15



u(x + oz, t)e(r + ox,t) —u(z, t)e(x,t) =

/x ox
B J(uc)
- [ T (17)
et
9 9 e e
a—;(x—i—éx,t)—a—;(x,t):/x [?(x,t)}ngdg:/Dw(g,t)dg (1.8)
et donc nous pouvons écrire
ov(t) J(uc) 920
= | S na+ & [ Toe o (1.9

Toujours sous | hypothése de régularité faite sur ¢ , on peut dériver sous | 'integrale

dans 1 ’expression (1.1) donnant V' (¢) pour obtenir

ov(t) [ 9c(&,t)

et donc la différence entre les équations(1.9) et (1.10) donne

dc d(uc) 02C B
woo. [ [Eww W ey - k2 S e de =0 (1.11)

On vait maintenant tendre dx vers 0 de telle sorte que le volume D se reduit peu a

peu au point x . Or , pour toute fonction ¢ continue sur R , on peu ecrire

16



x40z 1 1
limlgm_)()/ p(&)dé = lim(;x_@/o o(x+sdz)ds — gp(x)/o ds = p(x) (1.12)

Comme , pour tout t >0, L.’ integrant de 1 ’expression (1.11) est continu, on obtient

donc a la limite

o) 4y — K%(w,t) =0 (1.13)

VzeR , Vit >0 ,%(m,t) +

alors ,I’équation (1.13) est appelé équation d’advection-diffusion ou équation de
transport-diffusion .

Elle est assortie de la condition initiale :

VzeR ,c(x,0) = co(x). (1.14)

17



Chapitre 2

Aspect théorique pour I’équation de

transport :

Le but de ce chapitre est ’étude de I’existence et I'unicité pour I’équation de transport

ainsi que de trouver la solution exacte s’il y a lieu;

2.1 L’ équation de transport sans diffusion :

2.1.1 Cas ou la vitesse du vent est constante :

On suppose, ici, que la vitesse du vent est constante (en temps et en espace ) : pour
reRett>0,uzrt)=ueck.
I’équation s’écrit donc :
oc oc
—(x, ) Fu—=—-I(x,t
57 (1) tuz—(2,t)
c(x,0) = co(x) reR

0, z€R,t>0.
(2.1)

On va employer la méthode des caractéristiques :on cherche une fonction X (¢) telle que
¢ soit constante sur les courbes (X (t),t). Supposons donc ¢ solution de I’équation (2.1)

et posons ¢(t) = ¢(X(t),t),on cherche X () de sorte que ¢ soit constante. Par dérivation

18



composée

dd 9 1o O
= 5, (0,1) + X (1) 5 (X(2), 1)
= [u—X'(t)] %(X(t%t)

qui est nule si X'(¢) = u. On en déduit les courbes, appelées caractéristiques de I’équation

aux derivées partielles (2.1).

X (t) = ut + cons tante.

Définition 2.1 ([1]) L’ensemble {(X(t),t)/t € R} est une droite de R x R appelée courbe

caractéristique issue de y pour l'opérateur de transport ” 0y + ud,” .

soit c(x,t) € CY(R x R, ) solution de I’équation de transport (2.1) donc Papplication
t — c(X(t),t) est de classe C' sur R, et on a :

ic(X(t),t) = 8tc(X(t),t)+0$c(X(t),t)%§t)

= (at + Uax>C(X<t)7 t),

Ainsi toute solution de classe C! de I’équation de transport (2.1) reste constante le long

de chaque courbe caractéristique.

Définition 2.2 on appelle solution classique du probléme de Cauchy une fonction ¢ €

CY(R, x R) satisfaisant (2.1) au sens ordinaire; les dérivées étant prises au sens usuel .

Théoréme 2.1 ([8]) Sico € CL(R), alors le probléeme (2.1) admet une unique solution

c de classe C*(R x R,), donnée par

Ve e Ry)VE >0 c(x,t) = co(x — ut) (2.2)
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Preuve. Sic est une solution de classe C' de l’équation de transport, elle est constante
le long des courbes caractéristiques donc
c(y+ut,0) = c(y,0) = co(y), pour tout t > 0,y € R,
en posant y + ut = x,on trouve donc que :
c(x,t) = co(x — ut) pour toutt >0, y € R,
Réciproquement, pour ¢y € C'( R), Uapplication (z,t) —— co(z — ut) est de classe
CYR x R,), d’autre part on a :

Op(co(x — ut)) = (Opco)(x — ut),
tandis que : Oy(co(z — ut)) = —u(0xco)(x — ut) = —ud,(co(z — ut)),
ce qui montre que la fonction c(x,t) — co(x — ut) est bien une solution de I’équation de
transport.
La formule (2.2) s’interpréte ainsi : la donnée initiale est transportée le long des caracté-
ristiques sans moification. Dans les termes de notre modéle, cela signifie qu’en l’absence
de diffusion, la fumée arrive a hauteur de la maison avec la méme concentration qu’a son
émission.
Si c € LY(R) on peut également résoudre le probléme en utilisant la transformée de Fou-
rier. puisque l’équation transformée :

Oi¢ + 2imuéc = 0 se résout a vue en :

¢(&t) = ¢(&,0) exp(—2imult)
= F(c(z —ut),0)

la transformée de Fourier étant une application injective, on obtient :

c(x,t) = co(z — ut)
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cette fagon de procéder est efficace et assez rapide mais de méme est peu lurueuse .

Définition 2.3 ([11]) Pour tout ¢g € L>(R), on appelle solution faible du probléme
(2.1), toute fonction ¢ € C(L*(R),|[0,+0o0[), qui satisfait : pour toute fonction ¢ €
C (R x [0, +00]),

J5° o, O)orl, 1) + i, (o, )t + [y o), 0)do = 0

Théoréme 2.2 (existence des solutions faibles [11]) soit ¢ € L*®(R) la fonction
c(x,t) = co(x — ut) est une solution faible du probléme (2.1).
Preuve. on applique le théoréme de changement de variable ainsi que le théoréme de

Fubini : soit ¢ € C°(R, [0, +00]),0on a :

N fR co(x — ut)(gat +up,) (@, tdwdt = [ co(y) fo° (o, + o) (y + ut, t)dtdy
= — fR CO dy |

Théoréme 2.3 (unicité des solutions faibles[11]) soitco € L>®°(R), la fonction c(x,t) =

co(z — ut) est Lunique solution du probléeme (2.1).

Preuve. il suffit par linéarité de montrer que si cg = 0, alors ¢ = 0 est la seule
solution faible. Soit donc ¢ solution faible de (2.1) pour la condition initiale nulle. Pour
tout p € C°(R x [0, 4+00]),0n a
17 Ja el t) (o, ) + up, (x, t))dedt = 0

soit 1 € C°(R x [0, +00]), alors il existe ¢ € C°(R x [0, +00]), telleque
wt(l‘7 t) + US%(% t) = ¢

par exemple

= [o(z —u(t —s),s)ds
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et par suite pour toute fonction ¢ € C°(R x [0, 400[)

fooo fR c(x, t)(z,t)dedt =0
et donc c(x,t) =0 dans L>®(Rx [0, +o0[)

Proposition 2.1 toute solution réguliére du probléme (2.1) est une solution faible du
probléme (2.1), réciproquement une solution faible réguliére, disons de classe C'( R, x R)

est une solution au sens classique de l’équation (2.1) .
n

Preuve. Soit ¢ une solution réguliére du probléme de Cauchy (2.1) et une fonction
v € CP(R x [0,400]) on multiplie 'équation (2.1) par ¢(z,t) et on intégre sur [0, +00]
x R :
17 Jale@,t) + ucy (2, 1)), t)dadt
les fonctions étant régulieres on peut intégrer par parties; tous les termes de bord sont
nuls sauf un et on obtient :
S el ) oyl 1) + upy (o, )t + [ cola)pl,0)d = 0
on obtient la réciproque , pour ¢ réguliére en faisant I'intégration par partie dans 'autre

sens . W

Propriétés des solutions faibles

Proposition 2.2 ([11]) Si ¢ est la solution faible de (2.1) alors :

1. Sicy € L®(R) ,alors [|c]| oo ooy <

o0o) < 0l ooy -

2. Sicyg € L°(R)NLA(R) ,alors c € L°(R xR,) N C(Ry;L*(R)),
et [lc(, D)l 2@ < lleollrzm) »ppt € Ry

3. On suppose que ¢ € L¥(R) est a support compact ,alors pour tout t > 0, c(.,t) est
aussi G support compact .plus précisément si supp co C [—K, M| ,alors

supp c(.,t) C [—K +ut, M + ut] .
Preuve. Il suffit d’utiliser I’expréssion explicite des solutions du probléme (2.1). =
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2.1.2 Cas ou la vitesse du vent est variable
L’équation de transport non conservative :

On a obtenu que les solutions (classiques et faibles) de ’équation d’advection scalaire
a vitesse constante sont constantes le long de droites dans le plan (z, t) d’équation x—ut =
To
On peut donc établir le méme genre de propriétés que dans le cas constant. On cherche

des solutions ¢ définies dans |a, b[ x RY.

Oc

dc
—(x,t t)—(x,t) =0,V bl,vt >0
(ar(s0 -l gl =05 s
c(x,0) = co(x),Va € |a,b]
On suppose que u(a,t) = u(b,t) = 0, et que de plus la fonction (x,t) — wu(z,t) est
donnée réguliére et bornée (hypothéses non optimales mais suffisantes).

On introduit les trajectoires associées a la vitesse u qu’on appelle courbes caractéristiques

et sont solutions de I’équation dite équation caractéristique donnée par :

dX
——(t,lo, o) = u X l,to, o), 1
{dt< ) = u(X(t, to, 70). 1 o
X(to, to, o) = o
Avec les hypotheses sur la fonction u, d’aprés le théoréme de Cauchy Lipshitz on sait
que ce probléeme de Cauchy est globalement bien posé pour toute donnée xg,ty, c’est a

dire qu’il posséde une unique solution définie sur R tout entier.

Proposition 2.3 ([5]) La fonction X est définie, pour tout x € |a,b| et tout t,s € R, et
on a:
1-pour tout ty,ts,t3 € R, on a : X(t1,ts, X(ta,t3,.)) = X(t1,13,.).
2-pour tout s,t € R, et x € Ja,b] on a :
O X (s, t,x) + 0. X(s,t,x)u(z,t) =0

Preuve. C’est ici qu’on utilise de fagon cruciale la condition au bord sur la vitesse.

comme u € C*(R* X [a,b]), c’est par définition la restriction a R*. x [a, ] d’une fonction
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@ de C'(R% x R)
1-Ce n’est autre que la propriété de semi groupe qui provient du théoréme de Cauchy
Lipshitz. en effet, pour tout = € |a, b[, la fonction ¢ : s — X (s, t9, X(t2,t3,2)) est solu-
tion de 'équation différentielle caractéristique et vérifie :p(to) = X (2, t3,2) or ¥ : s —
X(s,t3, ) est aussi solution de 1’équation caractéristique et vérifie W(ty) = X (¢, t3, ).
D’aprés le théoreme de Cauchy Lipshitz, ces deux solutions sont nécessairement égales,
ce qui donne le résultat.
2-Posons (s, t,x) = 0, X (s,t,x) + 0. X (s,t, x)u(z,1).
on constate tout d’abord que 7(t,¢,x) = 0 pour tout ¢ et z. En effet, par définition on
a: X(t,t,x) =z, pour tout t et x, donc en dérivant par rapport au temps on obtient, en
utilisant I’équation différentielle :

0=0,X(t,t,x) + 0 X(t,t,x) = O X(¢t,t,x) + u(x,t).
de plus :0X(t,t,z) = 1, donc la relation précédente montre que ~y(¢,¢,2) = 0 pour tout ¢
et tout .
Montrons maintenant que vy vérifie une équation différentielle linéaire. on utilise pour
cela les résultats classiques de dérivation des solutions d’'une EDO par rapport a des

parametres et a la donnée initiale. Il vient :

B (s,t,0) = %(&X(s,t,x) + 0. X(s,t, v)u(, 1))
_ %88(X(s,t,x)) + (0,0,X (s, 8, 2))ul, t)
— %(U(X(s, t,x),8)) + (0 (u(X (s, t,x), s)u(z,t)

= 0, u(X(s,t,2),8)0, X (s, t,z) + Jpu(s, t,z),s)0X (s, t, x)u(z,t)
= O,u(X(s,t,z),s)v(s,t, ).
Ainsi : s — (s, t,z) vérifie une équation différentielle linéaire du premier ordre et de

plus v(¢,t,2) = 0 donc 7 est identiquement nulle. m

Proposition 2.4 ([6]) Sous les hypothéses ci-dessus, et si co € C*( |a,b|), il existe une
unique solution donnée par :(en prenant to =0 et x = X(¢,0,x) :
C(aja t) = CO<X(O7 ta l‘))

Preuve. Soit ¢ une solution du probléme. on fixe vy € R, et on introduit
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o(t) = c(X(t,to,x0),t). par calcul, on trouve :

o' (t) = 0we( X (t, to, o), 1) + %(t, to, 20)0xc(X (¢, to, z9),t) =0

car ¢ est solution de l’équation de transport a la vitesse u. on sait ainsi la fonction ¢
est constante le résultat est démontré.

ceci redonne les formules obtenues dans le cas des coefficients constants. par ailleurs,on

peut montrer 'unicité des solutions sans utiliser les caractéristiques , par éstimation

d’énergie L, de la facon suivante :

Théoréeme 2.4 ([7]) On suppose que u n’est pas constante et on note o = supgu et

£ =infru

b—a

si co est identiquement nulle sur un intervalle [a,b], alors pour tout t < a5 ona

c(t,.) =0, sur [a+ ot, b+ [t].

Remarquons que o > [ et donc l'intervalle en question se rétrécit au cours du temps.

Preuve. On commence par remarquer que ¢ vérifie la méme équation que ¢
O + u(z, t)0,c* = 0.

Tout est alors basé sur le calcul suivant : ,
d b+t
a(f;iff A(z,t)dz) = B (b + Bt t) — ac(a + at,t) + /+ t O (c?)dx
= (B8 —u(b+ Bt,t))(b+ Bt t) + (u(a+ at,t) — a)c*(a + at,t)

b+t

+/ Opu(z,t)c?(x, t)dr.

atat

On obtient donc

d [het b+pt

a(/ A(z,t)dr) < / Opu(z,t)c?(x, t)dr).

+at a+at
Si ¢ est petit comme dans 1’énoncé du théoréme, les bornes de I'intégrale sont dans le bon

sens et on a donc la

majoration

d . [oret b+53t

—(/ Az, t)dz) <|| Opu || / A(z,t)dz. m
dt a+oat a+at

On peut alors conclure par un lemme de type Gronwall que 'on rappelle ici :
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Lemme 2.1 ([7]) Soit M € R et t — p(t) une fonction dérivable qui vérifie
P(t) < Mep(t), v,
Alors on a :
p(t) < (0) exp Mt.
On applique alors le lemme a la fonction ¢ définie par

b+p5t

o= [ ot
a+at

ce qui montre que pour tout t convenable, on a

p(t) < (0) exp [ Opul| o
Or, par hypothése on a ¢y = 0 sur [a,b], ce qui impliqgue p(0) = 0 et donc p(t) =0
pour tout t, et donc c(t,.) est nulle sur [a + at, b+ [St].

Définition 2.4 ([7]) Soit ¢y € L®(R). on dit qu’'une fonction ¢ € L*(R x [0,400]) est
solution faible du probléeme (2.3) si et seulement si on a

/OOO/RC(@SO + Oy (u(z, t)p))dzdt + /ch(a:)@(gg, 0)dz =0,

pour toute fonction ¢ € C° (R x [0, 400]).

-Bien noter que 'opérateur qui agit sur la fonction-test n’est pas le méme que celui
qui définit I’équation, Il s’agit de 'opérateur adjoint.

-Oa a la méme propriété que dans le cas précédant : toute solution réguliere bornée
du probléme est solution faible et toute solution faible qui, de plus, est réguliére est alors

solution au sens usuel.

Théoréme 2.5 Pour toute donnée initiale ¢y € L™(R), il existe une unique solution

faible du probléme (2.3) qui est donnée par :

c(z,t) = co(X(0,¢,x)). (2.5)

Exemple 2.1 ([3]) Cherchons les solutions de l’équation aux dérivées partielles sui-

vante :
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Oc Oc
{ E—i—x(l—aj)%—() sur 10, 1] x |0, oo

2.6
c(x,0) = co(x) sur 10, 1] (2:6)

au point (zo,1ty), la caractéristique qui passe par ce point est solution de :

—=X(1-X
g =¥
X(tg)=x,
on peut résoudre cette équation différentielle par séparation de variables :
dX
——=dt
X(1-X)
st on intégre on obtient :
X ds t
/ L / i
ty) S<]‘ - 8) to
ce qui donne :
1—-X 1-— Zo
—log| —— | +1o =1{—1
Bl | +log | 2 |=t—to

et l’expression pour la caractéristique :

Zo
X(t) =
(t) zo + (1 — xo) exp(ty — t)
la solution de (2.6) est alors :

To )
xo + (1 — xz9) expty

C(.CE(), to) = C()(

I’équation de transport conservative

On peut utiliser ce que l'on vient de faire pour résoudre un probléme différent bien

que similaire, sous forme conservative :

Oc 0
{a(:c,t) + %(uc)(x,t) =0, surz€la,b[,t >0 27)
c(x,0) = ¢o(x), x € a,b]

u(z,t) est la vitesse qui est donnée et vérifie u(a) = u(b) = 0 et ¢y est une fonction
donnée,

On va voir pourquoi on appelle cette équation conservative :

Proposition 2.5 ([3]) L’intégrale en = de la solution de l’équation (2.7) se conserve
dans le temps, c’est-a-dire :

b b
/c(a:,t)d:c:/co(x)dx vVt >0
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Preuve. Comme c est solution de (2.7) on a :

/ab (%(x, t)+ %(uc)(g;, t)) P

b a )
/ 8_ uc)(x,t) = [u(z, t)e(z,t)], =0

car u(a,t) = u(b,t) = 0.on conclut que :

—/ (x,t)dr =0 m

On remarquera que cette équation posséde un terme supplémentaire, par rapport a

on a :

., . ou . . .
I’équation de transport a—c et de ce fait on ne peut plus dire que la solution est
x

constante le long des caractéristiques.
Comme au paragraphe précédent, on cherche les caractéristiques; ce qui conduit a

résoudre I'équation différentielle

dx
{E(s, to, xo) = u(X(s,to, zo), S)

(2.8)
X(t07 th xO) = To

Afin d’assurer I'existence globale de solution pour (2.8), on suppose que la fonction u
lipschitzienne par rapport a
sa premiére variable. Soit alors X (¢, tg, zo) la valeur au temps ¢ de la solution de I’équation
(2.8) satisfaisant la condition initiale X (0, o, x¢) = xo

on pose D(s) = (X (s,to,x0), s), alors on obtient 1’équation différentielle

do ou

E(S) = —%(X(S, to, 7o), 8)P(s),

qui s’intégre en :
)
Yt > 0 O(t) = 0(0) exp { a“( (s, to, o), s)ds] .
x
D’ou finalement

Va € Ra Vt>0c (X(Satmxo)a 3) = CO(:E0> exp |: gu( (Svtﬂaxo)v S)dS

on peut & partir de cette formule déduire un résultat d’éxistence et d’unicité.

Théoréme 2.6 ([8]) soit cg € CY(R) et u € CY(R x RY) wvérifiant la condition de Lip-

schitz :
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AL > OVz,y € RVt > 0 | u(z,t) —u(y,t) [<K L|z—y]|.

Alors ’équation (2.7) admet une unique solution ¢ € C'(R x R*) donnée par :

c(x,t) = co(X(0,to, o)) exp {—/O %(X(s,to,xg),s)ds (2.9)

Preuve. 1-Unicité :
supposons qu'’il existe deux solutions régulieres p, et p, de (2.7) alors la différence

p = p,— py vérifie :
dp 0Op Ou

{ aJru a{B +%p=0,
p(0)=0

En multipliant I’équation précédente par p et en intégrant sur |a, b| on obtient, comme

u est nulle sur les bords

1d 1 (*0u
- t 2 - 2 dr =
2dt || p( ) HL2 +2 " 8I<p ) € O
Il vient
1d

10u
-° 2 <l 222 ] 2.
3 10 12221 550 el ) 125

et donc en utilisant le lemme de Gronwall, on obtiTent que :

100 321 s xexp ([ 1558 o s)

ce qui montre en particulier que p = 0 et donc I'unicité des solutions de 1’équation.

2-Existence :

vérifions que la formule proposée dans 1’énoncé vérifie bien 1’équation.

On commence par montrer que pour toute fonction f réguliére et tout s € R, on a :

(O + u0y) (f(X(s,t,2))) = (0: X (s, t, ) + 0X (s, t,x)u(z, )0 f(X(s,t,z) =0,

D’aprés la propriété 2 de la proposition (2.3)

Ainsi si on applique 'opérateur (0; + ud) a la formule (2.9), on voit que le terme qui
va concrner ¢ va s’annuler, de méme que le terme de dérivation a I'intérieur de 'intégrale
qui est dans ’exponentielle. Ainsi, il reste

ou

Oup + u(z,8)0p = —2—p

Le fait que p(x,0) = 0 est clair. ®
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La méthode des caractéristiques présentée ci-dessus ne peut fonctionner que si la
vitesse u et la donnée initiale ¢y sont suffisamment réguliéres (au moins liptchiziennes).
on obtient alors des solutions au sens classique de 1’équation de transport.

Neéamoins, dans beaucoup d’applications les données initiales ne sont pas réguliéres.
Par ailleurs, la vitesse peut lui aussi ne pas étre réguliere.

on est donc amenés & s’intéresser a la notion de solution faible de I’équation de transport.

Définition 2.5 soient I un ouvert borné de R, co € L>®(I) et uw € L*(]0,T[, L*(I)), on
dit qu’une fonction ¢ € L>(]0,T[ x I) est solution faible de (2.7) si pour toute fonction
test o € C1([0,T] x I) telle que o(t) =0 on a :

T Op Op
/0 /1 ('OE +u8_:1:> dxdt%—/lpogp(.,O)dx = 0.

Existence dans le cas général En régularisant les données et en utilisant la méthode
des caractéristiques introduites précédemment, il est assez aisé de construire des solutions

faibles de I’équation de transport. Plus précisément on a le résultat suivant.

Théoréme 2.7 Pour toute données I, cy, u vérifiant les hypothéses de la définition ci-
dessus il existe au moins une solution faible ¢ € L*(]0,T[ x I) de l’équation de transport
(2.7)

Preuve. On peut montrer que l’ensemble des vitesses de classe C'*° par rapport &
(z,t) a support compact est dense dans l’ensemble des vitesses de L*(]0, T[, L*(I)) et tels
que u(a,t) = u(b,t) = 0 sur le bord. il existe donc une suite de vitesses réguliéres (uy),
vérifiant les conditions aux limites, qui converge vers u dans L' et tel que Ou,, converge
vers Ou dans L' supposant borné.

De la méme fagon, par densité, il existe une suite de fonctions (p{)n dans D(I),
bornée dans L>=(I) et qui converge vers p, dans tous les espaces LP(I) avec p < +oo et
dans L*(1I) faible*.

On peut alors utiliser la proposition === qui montre, pour tout n, l’existence d’une

solution classique p" de l’équation de transport pour les données u,, et pj. Par ailleurs,
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d’aprés cette proposition on a :

n n ou
o™ [z go.rtee () < 195 2o 1y exp |5

;HLl(I) <C.

Il existe donc une fonction p € L*(]0,T[ x I) et une sous-suite (toujours notée (p™),
pour simplifier les notations ) telle que :

p" — p quand n — +oo, dans L>(]0,T[ x I) faible*.

Par ailleurs, comme p",u, sont réqulieres et vérifient I’équation de transport au sens
classique ainsi que la condition au bord u,(a) = u,(b) = 0, ce sont aussi des solutions
faibles. il vient donc pour toute fonction test ¢

fOT [; p”(aa—f + vng—(’;)dtdx + [, pie(0, .)dz = 0.

Par construction (py), converge vers p, dans L'(I) par exemple ce qui permet de
passer a la limite dans le second terme. Pour le premier terme, la converge faible* de
(p™), dans L* et la convergence forte de (uy),,dans L' permettent de passer également

a la limite. ceci montre que la fonction limite p est bien une solution faible de [’équation

de transport attendue. m

Le cas d’un champ régulier On a vu que si p,, v sont réguliers alors il ya une une
unique solution réguliére & notre probléme donnée par (==). cette solution réguliére est

alors également une solution faible du probléme.

Proposition 2.6 ([5]) On se donne p, € L>(I), et on suppose que v et ¢ sont réguliers.
Alors, la formule
pl.1) = polX(0,£,2)) x exp(— fi 24(x (s, 1,2))ds)
définit une fonction p € L*>(]0,T[ x I) qui 'unique solution faible de l’équation de
transport.
Preuve. On approche la donnée p, par une suite de fonctions réguliéres (p§), qui

converge dans L™ faible=== et dans tous les L? vers p,. La solution p™(x,t) = pj(X(0,¢,x)) exp
ou
t

~h o,
également faible* vers la solution p du probléme limite. il reste donc a identifier cette

(X (s,t,7),s)dsde l'équation de transport associée & ces données converge alors

limite p.
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Soit o € C(]0,T[ x I), on a par changement de variables en x pour tout t

Jo Jy o8 (X0, 8, 2) o, t)dtdz = [} pi(w)([y ©(X(£,0,y),1)J(t y)dt)dy.

L’intégrale en temps est une fonction dey dans L'(Q), on peut donc passer a la limite
en n. On obtient

S L, ROX Ot )l )dtdn — [, oo (T (X (1,0,9), ) (E, y)dt)dy.

= [ [, po(X(0,t,2))p(x, t)dtdz

en utilisant a nouveau le théoréme de Fubini et un changement de variables inverse.

1l reste a démontrer l'unicité. cette propriété, duale de celle de [’existence, se démontre
grace & la remarque ==== .En effet, si 1 est une fonction réguliére sur]0,T|[x I, il existe
une fonction ¢ réguliére telle que (T) = 0 et Oy + udp + (Ov — ¢)p = 1.

Ainsi, si p est n’importe quelle solution faible pour la donnée initiale py = 0, on met
cette fonction ¢ dans la formulation faible et il vient

[ [, pdtdz = 0,

ceci étant vrar pour tout ¢ régulier, on trouve bien p = 0.
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2.2 L’équation de transport-diffusion

Nous donnons une formulation variationnelle afin de prouver I'existance et 'unicité

de la solution

2.2.1 Position du probléme

soient |a,b[ un ouvert de R ,et [0,T] un intervale de temps, avec 7' > 0.

I’équation de convection-diffusion est de la forme :

dc  O(uc) 0 (k dc) .
ot Tor o ap 0 danslablx o, Tl (2.11)

on rappelle que ¢ (x,t)est la concentration de la fumée ,
u est la vitesse du vent.
k est le coefficient de diffusion, il est strictement positif.

on introduit les conditions initiales et les conditions aux limites suivantes :

c(x,0)=co(xr) Vr€lab|,

(2.12)
(a,1) = clb,1) = g(t).
le probléme d’évolution que nous allons étudier dans la suite est :
Oc  O(uc) 9 (k Oc)
- - = b T
5 + Ep e 0 dans Ja,b[ x [0,T]
c(x,0) = co(2) V€ a,b] (2.13)
C(CL, t) = C<b7 t) = g(t> sur ]07 T [ )

10u
avec ¢ et g,co sont des fonctions assez réguliéres;avec : ——(z,t) > A > 0.A\réel

2 0x
positif.
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2.2.2 Notation et cadre fonctionnel

On notel = |a,blet I7 = Ja,b] x [0,T] pour donner une formulation variationnelle du

probléme (2.13), nous allons utiliser les espaces de Sobolev suivants :
L*(R) = {¢ mesurable : [, |c|* dz < oo}, D'espace des fonctions définies sur R et de

carré intégrable pour la mesure de Lebesgue dx. On le munit du produit scalaire :

(c,v) = /cvdx,Vc,v c L*(I);
I

et de la norme :

1
2
ol ( / \vmx) o € L2(1);

soit D(I) l'espace des fonctions indéfiniment dérivables et & support compact dans I.

on note par H'(I) I’espace des fonctions L?(I) dont la dérivée au sens des distribution

est aussi dans L?(I) :

HY(I) = { € L2u>/§—; e L2(I)} ;

qu’on munit de la norme :

2

v

ox

=

)25

2
ol = (el + ]
L2(1)

alors H'(I) est un espace de Hilbert .
on désigne par H}(I) Padhérence de D(I) dans H*(I) :

Hy(I) = {v € H'(Iv(a) = v(b) = 0};

munit de la norme :
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o
O || rorm

L2(I)

ol = |

nous définissions ’espace de sobolev suivant :

H*(I) = {v € LQ(I)/% e L*(I), % € LQ(I)}

1
2 2
L2(1)>

pour formuler les problémes évolutifs , nous utilisons les éspaces :

muni de la norme :

0%

da?

2
me—<wmm+'

L?(0,T; Hi(I))'espace des fonctions de carré intégrable a valeurs dans Hj () muni

de la norme :

T 2 1
lell 2023y = (o Ne@ g dt)2
est un espace de banach pour cette norme .
c(0,T ; L*(I)),l’espace des fonctions continues dans [0, 7] & valeurs dans L?*(I), qui

est aussi un espace de Banach pour la norme :

||CHC(0,T;L2(1)) = tg[l(f"}T(] ||C<t>||L2(I)'

Lemme 2.2 (de Granwall[2]) soient f et g € C([0,T] x R) ou T > 0 on suppose de

plus la fonction f & valeurs positives, si c € C([0 T|;R)satisfait :

c(t) < g(t) + /Otf(s)c(s)ds vVt € [0,T]

alors :

t s
{0 < 9(0)+ [ 1)) el [ f(rdrs
0 0
Lemme 2.3 (formule de green ) soit Q C R de frontiere T',pour toute fonction

c € H*(Q)et toute fonction v € H'(Q),on a la formule de Green suivante :
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—/(Ac)vdx:/Vchdm—/&vda
Q Q r on

Lemme 2.4 (Inégalité de Poincaré) soitQ un ouvert borné de R" de frontiére I',alors

il existe une constante cq > 0 telle que :

/Q lu(z)]? dz < cq /Q \Vo(z)|? do Yo € Hy(Q);

Définition 2.6 af(.,.) est continue s’il existe une constante v > 0 telle que :

ae,v) <vllelly [lolly Yo e V;

Définition 2.7 soit V' un espace vectoriel normé de |||\, une forme bilinéaire a (.,.) est

dite V-elliptique (coercive) s’il existe une constante o > 0 telle que :
a(v,v) > « ||UH%/VU ev;

2.2.3 Formulation variationnelle pour ’équation de transport-

diffusion

pour simplifier on va étudier le probléeme (2.13) pour des conditions de Direchlet
homogene c’est a dire lorsque g = 0

rappelons le probléme a étudier

Jc N I(uc) 0 k@c

E o a_l‘< a—x) =0 dans [O T] x I
cla,t) =¢(b,t) =0 pour tout ¢ € ]0 T7. (2.14)
c(x,0) = co(x) pour tout z € Ja b]

pour obtenir une formulation variationnelle , nous multiplions d’abord 1’équation
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(2.14) par une fonction test v € Hj(I),puis nous intégrons sur [ :

o oluc) 9

en utilisant la formule de Green; et ayantv|, = v|, =0 on a :

/I%vdx = —/Iuc(v)/d:p

et :

/—vdaz = —k/—fu/dx

léquation (2.14) se rameéne & :

/—vd:c — /uc(v)/dm + k/@vldx =0 (2.15)
T ox

en remarquant qu’on a au sens des distributions :

—de = —/cvda:

I’équation (2.15) devient pour tout v € Hi () :

—/cvdx—/uc /dx—l—k‘/—vldx—o

ainsi si ¢ € H*(I) est solution du probléme variationnel suivant :

soit ¢g € L*(1) :

trouver ¢ € L*(0,T; Hi(I)) N C(0,T; L*(I)) telque :
%(c( t),v) + a(c(t),v) = 0;Vo € Hy (). (2.16)
c(0) = ¢
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ou :

(c(t), v) = / (@, o(x)da; alc(t), v) = — / (ue) (, )or()da + /I %(1‘, Dor(a)da

I 1

Remarque 2.1 ([2]) la formulation (2.16) est appelé la forme faible du probléme (2.14).

supposons maintenant que ¢ est solution de (2.16), on souhaite bien str que ¢ soit
également solution du probléme de départ , or si ¢ € L*(0,T; Hy(I1)) NC(0,T; L*(I)) est

solution de

% [c(x,t)v(x)dx - /I(uc)(x,t)v/(x)dx + k/j%(x,t)vl(x)dx = 0;Yv € Hy(I).

2
et si ¢ est suffisamment réguliére pour que 922 (afin de ne pas condenser I’écriture on va
x

écrire dans ce qui suit ¢(x,t) = ¢(t) = c et v(x) = v ¢'il n’y a pas d’ambigiiité) soit défini
au sens classique , on peut réutiliser la formule de Green et le fait que ¢(a,t) = ¢(b,t) =0

pour obtenir :

ot ox ox?
d%c

C — —
"0z’ Ox?

2
/(ac + Ouc) _ kzﬁ)vdx =0;Yv € Hy(I).
I

comme on suppose que : sont continues , I'intégrale est nulle Vv € H} ()

.seulement si :

dc  O(uc) Oc
ot Tor Fam Y

il en découle donc avec la condition initiale ¢(z,0) = ¢o(x) que ¢ est également solution

du probléeme aux dérivées partielles (2.14) .
Lemme 2.5 ([13]) la forme a(.,.) définie dans H}(I) est bilinéaire et continue .

Preuve. étudions la continuité de la forme bilinéaire a(.,.) utilisant I'inégalité de

Cauchy-Schwarz dans L?(I),nous obtenons :
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||U/||L2([) =k ||C||H(}(I) ||U||H3(I) :

Oc
—ld
/Iaxv/ X

nous avons également :

dc
< kl|l—
- HOQS

L2(1)

/ (uc)(t)ordz

: < N[l oo 1y N L2y 1071 22y

puis par I'inégalité du Poincaré on trouve :

/(uc) (t)vrdx

1

< ||u<t)HL°°(I) Hc(t)”Hg(I) ||UHH3(I) .

d’ou :
la(c,v)| <~ Hc(t)HHg(I) H“”H&(I) '
avec 1y =k + Cr [[u(t)|| oo (ry- ™

Lemme 2.6 ([14]) la forme bilinéaire a(.,.) est Hy(I)-elliptique (coercive ) i.e qu’il

existe une constante o > 0 telleque :

2
a(v,v) = allolly ) -
Preuve. nous avons :

= ——(z,t)vd
alo.0) = lollyy + [ 550t 00t

. ou L.
nous remarquons que si —(x,t) > 0 presque partout a est élliptique car :a(v,v)

Ox

u
> ||UH§{6 .y a-t’il d’autre cas pour lesquels I'éllipticité est encore vraie? notons (—) la

Ju du Ju Ju
artie négative de —(c’est a dire (=) est la fonction définie par (—) (z,t) = —(x,t
pralng iv gx( ir (8x> nction nlpr(ax) (x,t) ax(x,)

si a—u(x, t) >0 et(a—u)_ = 0 sinon) on a en effet la minoration suivante :
x x
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ou.

1 2
a(v,v) = (1= 5Cr||(52) vl -
2 O Leo(I). Ha
ou e
qui montre que si (1 — —CI (=— F) ) ) > 0,alors la forme a est élliptique .
Ll Loo(1).

Théoréme 2.8 ([13]) Le probléme (2.16) posséde une solution et une seule c € L*(0,T; Hy(I))N
C(0,T; L*(I))

De plus % e L*0,T, H'(I)).

Preuve. Pour démontrer [’éxistence et 'unicité de la solution. On procéde en plu-
steurs étapes :

i) probléme en dimension finie :

On construit d’abord une suite de fonctions, solutions de problémes posés en dimension
finie.

Notons V- = H(I), V est un sous espace fermé de H'(I), c’est un espace de Hilbert
séparable.

Alors, soit {¢j}j21 une base orthonormale compléte dans V et soit VN [espace en-
gendré par les N premiéres fonctions de base, {1y, ...,y }.

Considérons le probléme approché :

pour tout t € [0,T] :

trouver ™ (t) € VN telle que :
%(CN(t) i) +a(cN(t), ;) =0,¥j=1,..,N; (2.17)
e(0) = e = Pr(eo) = 30 (o, ¥1)th;, Vi = 1, oo, N;
Ou Py est la projection orthogonale sur VY dans L*(I).
comme {¢;} j = 1,...,N est une base de VN, alors léquation (2.17) est satisfaite
pour tout ¥ € VN,

soit {bN (t)}i=1. n les cordonnées de c™(t) dans la base {1, }i=1.. N, alors ¢V (t) peut

.....

s’écrire :
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N
cN(t) = PR bY ()1);.
L’équation (2.17) est alors équivalente & résoudre le systéme linéaire d’équations dif-

férentielles

{M%bN(t) + AN (t) = 0; (2.18)
N (0) = b;
on
M = (My;) ot My; = (¥;,4); 4,5 =1,.., N
A= (A;j) ou A= a(zpj,wi); i,j=1,..,N
M étant une matrice définie positive, le systéme (2.18) admet une solution unique
vN € HY(0,T) i,e N € HY(0,T,V).
i1) convergence :

choisissons ¢ (t) comme étant une fonction test dans (2.17) , nous avons :

1

T q N ) T N )
5/0 e (t)||L2(,)dt+a/0 1N (1) 121yt < 0;

ceci est équivalent a :

1 T
SN Dy = ¥ O 2] + / e Ol ndt < 0;

d’ot

1 a [T 1
SOl +5 [ 1Ol < 51Ol

ce qui implique que :

T
1
[ 1 Ot < 21O

Alors la suite ™ est bornée dans L>(0,T; L2(1))NL%(0,T;V). On peut alors extraire
une sous-suite qu’on notera aussi ¢ qui converge faiblement dans L*°(0,T; L*(I)) et

dans L*(0,T;V),
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Alors, il existe c € L*>(0,T; L>(I))NL*(0,T; V) tel que pour tout 2y € L*(0,T; L*(I))

/( dt—>/ t))dt quand N — oo.
0
Et on a pour tout : ¢ € L*(0,T;V)

T o
))dt — —c ))dt quand N — oc.
(91:

Pour passer a la limite dans (2.17) prenant & € C' ([0, T]) avec £(T) = 0, multiplions
(2.17) par & et intégrons par partz'es sur [0, T], nous trouvons pour le premier terme
T d d
S o0y ety = — (N (0).0,) Seat — (. 0,)60)
Comme cl converge vers cy dans L2(I ), alors choisissons Ny arbitraire et passons a

la limite dans (2.17), nous obtenons finalement :

{= [ o) Feoa oo [ aco.v)e0i =0, vi= 1,8,

comme la combinaison linéaire de v, est dense dans V', on peut écrire l’équation
précédente pour tout v € V.

En plus, pour £ € D(0,T), l’équation n’est autre que (2.16).

Ainsi, nous avons construit une solution c € L>(0,T; L*(I))NL*(0,T; V) du probléme
(2.16) .

iii) continuité avec les données initiales :

Il reste a montrer que c(0) = co et g—i e L*(0,T;V"), avec V' = H (I) le dual de
H(I).

Montrons que ¢(0) = co.

Premierement, on a (c(t),v) € HY(0,T), multiplions (2.16) par ¢ € C*([0,T]) avec

£(0) =1, et £&(T') = 0, aprés, intégration par parties, nous avons :

d

{— / (elt).0) Ze(t) — (c(0), 0)E(0) + / a(e(t), B)EW) =0, VeV

dt (2.19)
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ayant £(0) =1 on a, (¢(0) — co,v0) =0, Vip € V 4,e, ¢(0) = ¢p.

0
Il reste a montrer que a—; e L*0,T;V").

0
D’aprés (2.16) on : 8_§ + Le = 0 au sens des distributions et comme Lc € L*(0,T; V")

Jc
lors — € L*(0,T;V").
alors — ( )
iv) Unicité de la solution :
Il nous reste maintenant a démontrer ['unicité de la solution.
Supposons qu’il existe deuz solutions cy,co € L*(0,T; Hy(I)) NC(0,T; L*(1)).

Posons & = ¢1 — co alors equation devient :

0
(5 -) + (6, ¥) =0
£(0)=0
avec a(&, ) = f[ 85 0¢ z+ [ %(uﬁ)zﬂdaﬁ.
Posons ¢ =&, on a alors : (%,f) +a(&, &) =0.
or
23
&6 = L1 B
d’ou,

Ny +al6,€) =0

comme a(.,.) est coercive, alors il existe o > 0 tel que : a(§, &) > a||€||§{é(1)

D’ow

1d
5@“5@)“%2(1) + 04||§||§101(1) <0

1 (td !
+ 22 21 < 0:
2/0 —dSHf(S)HL (I) +04/0 ||§||H0(1) =Y

Alors, d’aprés le lemme de Gronwall nous avons que :

1,€
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1 1 t
§||€(t)||%2(z) - §||5(0)||%2(1) + 04/0 1€ 17531y ds < 0;

alors : Hg(t)”@m = 0 ce qui implique que : £(t) = 0 pour presque tout t € |0 T dans

L3(I),ceci veut dire que ¢, = co,donc la solution quand elle existe elle est unique . ®

Ainsi on a prouvé 'existence et I'unicité de la solution du probléme (2.16).
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Chapitre 3

Appoximation numérique de

I’équation de transport par D.F :

3.1 Introduction :

En analyse numérique, la méthode des différences finies est une technique courante

de recherche de solutions approchées d’équations aux dérivées partielles qui consiste a
résoudre un systéme de relations (schéma numeérique) liant les valeurs des fonctions in-
connues en certains points suffisamment proches les uns des autres.

En apparence, cette méthode apparait comme étant la plus simple & mettre en oeuvre
car elle procede en deux étapes :

d’une part la discrétisation par différences finies des opérateurs de dérivation/différentiation,
d’autre part la convergence du schéma numérique ainsi obtenu lorsque la distance entre

les points diminue.

3.2 la méthode des différences finies.

Maillage.
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Pour la méthode des différences finies, un maillage est un ensemble de points isolés
( appelés noeudx) situeés dans le domaine de définition des fonctions assujettes aux équa-
tions aux deérivees partielles. Une grille sur les seuls noeuds de laquelle sont définies les
inconnus correspondant aux valeurs approximatives de ces fonctions.

Le maillage comprend également des noeuds situés sur la frontiére du domaine ( ou
au moins" proche" de cette frontiére) afin de pouvoir imposer les conditions aux limites
et / ou la condition initiale avec une précision suffisante.

La consistance

On appelle « erreur de troncature » la quantité |R?|,c’est-a-dire concrétement la
différence entre le schéma discrétisé et I’équation d’origine,

dans notre modele |R?| < C(Az+At) jnotre shéma est dit consistant si |R'| — 0

quand Az — 0 et At — 0.

La stabilité
Cette notion concerne les résolutions des systémes d’équations pour lesquels on est
souvent amené a mettre en oeuvre des algorithmes itératifs. La stabilité peut se résumer
a dire qu'une erreur d’arrondi (ou une perturbation numérique) ne doit pas s’amplifier

au cours des calculs.

La convergence

Le théoreme de Lax dit que s’il y a consistance et stabilité, alors il y a convergence.

Autrement dit, un schéma de discrétisation consistant et une méthode de résolution
stable conduisent a une solution qui est une bonne image de la solution recherchée.

Remarque

Dans la méthode des différences finies, les discrétisations vues jusqu’a maintenant
(les plus classiques) sont consistantes. Aussi, on s’attachera a préciser uniquement les

conditions de stabilité pour vérifier la convergence.

Shémas des D.F
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La construction des schémas par la méthodes des différences finies repose sur 'utilisa-
tion de développements de Taylor , ce qui suppose (implicitement) que la solution exacte
est réguliére. néanmoins les schémas peuvent étre utilisés sur des cas non réguliérs aussi
avec des conditions.

On se donne donc un pas de discrétisation spatiale Az (qu’on note trés souvent h)
et un pas de discrétisation temporelle At (aussi souvent noter k ). ces deux pas de
discritisation étant fixés ,on considere la famille de points (r; = iAx) ;ezdiscrétisent le
domaine spatiale R et la famille de points (t, = n At),eny qui discrétisent la variable
temporelle.ceci étant fait,on peut maintenant espérer représenter dans un ordinateur(
dénombrable!) 'ensemble des valeurs (¢( x;,t,)) icz snen

si on trouve une méthode pour calculer de facon exacte ces valeurs nous avons bien
entendu completement résolu le probléme. malheureusement il est impossible de rem-
placer toute I'information contenu 'EDP (qui est valable en tout instant ¢ est en tout
point z) par un nombe dénombrable de relation concernant seulement un échantillon de
la solution.

Il faut donc trouver un moyen de traduire sur les valeurs discrétes I’équation aux dé-
rivées partielle a laquelle on s’interésse La méthode des différence finies consiste a remar-
quer que, si la fonction est suffisament réguliére, alors on peut construire des quotients
différentiels & partir des valeurs échantillonnées qui ne sont pas trop loin des dérivées
partielles de la fonction en un point (x;,¢,)de la discrétisation

.ainsi nous avons par exemple
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c(Tiy1,tn) — (i tn)

— ~ Oge(xy,ty).
c(:UHhtn)Qg;(:Eilatn) ~ Opc(xi,tn)
Al Zot) o defent)
c(l‘i,tn+1)A; irtn) o pe(n 1)
c(xi, ty,) _Act(xi’t”—l) ~ Owc(zi,ty)

o(z; ,tn+1)2;tc( Tobo1) o gl ty)

il y a d ’autres schemas aussi.
comme la fonction ¢ que ’on cherche est solution de I’équation aux dérivées partielles
au point (x;,t,),on obtient (en choisissant I'une des possibilités de combinaison des

formules ci-dessus ) le résultat suivant :

c(z; ,t,) —c( iy ty—1) N c(wig1,tn) — (x4, ty)
U
At Ax

~ Ope(xi, ty,) + u Ope(xy, t,) = 0

Si ce terme était exactement nul, alors on aurait trouvé des relations liant unique-
ment les valeurs de ¢ aux points de discrétisation et alors on a trouvé le bon résultat.
malheureusement , sauf dans des cas trés particuliérs ,ce calcul ne donne pas exactement
0.il donne un résultat petit (c’est a dire grosso modo de la taille des pas At et Az ) que
I’on appel l'erreur de consistance.

a ce stade, nous n’avons pas écrit de shéma numérique !

écrire un shéma numérique par la méthode des différence finies consiste a dire :I’erreur
de consistance n’est pas nulle mais est-ce que je peux trouver une famille de nombres réels

notée (') dont on espére qu’ils seront proches des vraies valeurs inconnues (c(z;, t,,)) qui
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satisfont exactement la relation discréte ci-dessus c’est- a-dire dans I'exemple choisi :

-t o, =t
g T ’“Ax L=0 (3.1)

Bien entendu , la donnée initale du probléme doit intervenir quelque part. elle intervient
tout simplement en disant que ,puisque on connais toutes les valeurs de ¢ & I'instant 0
(c’est la fonction donnée ¢;!), on va demander & ce que les ¢! soient donnés exactement
par les valeurs de la donnée initiale.

&< = c(z;,0) = co(z;) ,V; € Z.

(3.2)

Aprés avoir écrire un schéma numérique , on cherche a répondre & ces questions :

- schéma bien posé : la famille d’équation (3.1)) assorti des conditions initiales (3.2)
admet-il solution ? est-elle unique ? sous quelle condition sur les données

du probléme et/ou sur les parameétres de discrétisation 7

- consistance : quel est le sens exact des signes ~ 0 dans les formules de

dérivées numériques plus haut ?

- borne-stabilité : supposons que la solution du schéma existe et est unique.celle-
ci dépend bien entendu des parameétres de discrétisation At et Az .est-ce
que la solution discréte obtenue est borné quand At et Ax tendent vers

0?7 pour quelle norme ?

- convergence :a-t’on convergence de la solution approchée? autrement dit
a-t’on claussi proche que l'on veut de c(z;,t,) si At et Ax sont assez
petits 7 sous quelles conditions sur At et Ax?

-estimation de l’erreur : peut-on estimer a priori ’erreur de convergence

c’est a dire la taille des nombres (u —u(z;, t,));n» en fonction de At et Az ?
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3.3 L’ équation de transport sans diffusion

3.3.1 Cas ot la vitesse du vent est constante

Ce paragraphe est consacré a la discretisation de 1 * équation linéaire a coefficients
constants avec une vitesse © > 0 ( le cas u = 0 est peu intérésent ; le signe de la vitesse
joue un role dans ce qui suit mais le cas u < 0 se traite de facon symetrique).

— 1. Soit le probléme suivant :( équation de transport)

oc dc
E(xaw + U%(ﬂf,t)

c(x,0) = ¢o(x) reR

0, reR,t>0.

(3.3)
Le schéma diamant :
Nous présentons le schéma diamant (ou en croix), di a Carlson , qui est un schéma
centré ayant 'avantage d’étre précis a I’ordre 2 et inconditionnellement stable , ce schéma
est un peu plus compliqué que les autres car il utilise les inconnus intérmidiaires c;lill //22

qui sont des approximations de la solution au temps t,1/2 = (n + 1/2)At et au point

Tip12 = (j +1/2) Ax il sécrit :

n+1 n n+1/2 n+1/2

c crooc, —c,
J J Jj+1/2 j-1/2
{ At +u A.I =0
n+1 n __ n+l/2 n+1/2 (34)
GG =Cye T )

la premiére ligne de(3.4)discrétise de maniére centrée I’équation de transport (1.1)
tandis que la deuxiéme ligne est purement algébrique .cette deuxiéme relation de (1.1) est

: nJ; noy : . ntl n ntl/2 nt1/2
dite "diamant" & cause de la figure obtenue en reliant les points (¢}, 7, Cit1)2sCiy /2)

J
sur un maillage espace-temps
les relations (3.4) sont valables pour les indices 1 < j < N et on les compléte par la
condition aux limites :

cg = g(t,) pour n >0 (3.5)
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. +1/2 +1/2
pour calculer la solution de (3..4) , on élimine I'inconnue c”Jrl ;L 1 //2 +c ;L 1 //2 -

pour se ramener au schéma,a priori implicite ,

At)+c“4”u Bty gen (3.6)

n+1/2
(1 tu A j—1/2 A$> J

]+1/2

qui permet de calculer les valeurs (czfll //22

calcule ensuite facilement les valeurs (c;‘+1

); en fonction des valeurs précédentes (c7);.on
); avec la relation diamant , deuxiéme ligne
de (3.4).1a relation (3.6) est valable pour les indices 0 < j < N et on la compléte par la

condition aux limites(obtenue en injectant (3.5) dans la relation diamant)

n 2 n 2
T = = g(ta) + gltar). (3.7

qui conduit a

e () (L4 uRh) — g(tan)(1 - ukt)
L2 e , (3.8)

bien que le schéma (3.6)semble étre implicite .il n’en est rien car il est possible de

n+1/2

i1/2 €N allant dans le sens des j croissants

calculer de proche en proche les valeurs c;
(car la vitesse est positive u > 0; c’est I’équivalent discret de la méthode des caractéris-
tiques).autrement dit , la résolution du systéme linéaire associé a (3.6) est immédiate car

la matrice correspondante A est triangulaire

1+d 0 0
l—d 1+d 0 : At
A= avec d = u— (3.9)
0 o 1—d 1+d

autrement dit , le schéma diamant (3.4) est quasiment explicite alors qu’il va hériter
des propriétés usuelles des schémas implicites (stabilité inconditionnelle ).pour montrer
la stabilité de ce schéma nous allons utiliser la méthode d’inégalité d’énergie et pour

commencer nous établissons cette inégalité pour I’équation de transport (3.3) .
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Lemme 3.1 (3.1[1]) la solution réguliére de (3.3) vérifie

1 1 T
/|c(m,T)|2dm</ |co(a:)|2dx+/ wlg(t)? dt
0 0 0

Preuve. on multiplie (3.8) par ¢ et on intégre en espace

L[ e + e, ~ 0,0 =0
—— c(x —(le — |u =
2dt ), " g As ’
on remplace ¢(t,0) par la condition auz limites g(t) ,on minore par zéro le terme de bord
en x = let on intégre en temps pour obtenir
T
0

1 1
/|c(x,T)|2dx—/ |c(x,0)|2dx—u/ (1) dt < 0.
0 0

qui est linégalité d’énergie recherchée.

Lemme 3.2 (3.2[1]) le schéma diamant (3.4) est inconditionnellement stable en norme
L2

Preuve. on va reproduire 'argument de la preuve du lemme 3.1 mais adapté au cas
discret , c’est a dire en remplacant
les intégrations par des réarrangements de sommes discrétes .pour cela on multiplie la
premiére équation de (3.4) par (cg”rl +c}) et on utilise la deuzieme équation de (3.4)
pour le deuxiéme terme , ce qui donne

n n n+1/2 n+1/2

(2= () | () = ()

C. .
J J j+1/2 j—1/2
= 1
N, +u o 0 (3.10)

en sommant sur j les termes en (j + 1/2) s’éliminent deuzx & deuz (sauf les extrémes
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pour lesquels on utilise la condition aux limites ) on obtient

N N

> Ax(e =Y Awn(c))? — ubt(c]),?)? <0, (3.11)

Jj=1 J=1

on somme alors n pour en déduire

N
E:Ax’”1 <Y Ax(d) +u§:At?Eﬂ : (3.12)
7j=1

la condition aux limites (1.5 )nous dit que

/2 g(tn) +9(tns1) | g(tn) — g(tni1)

C1/2 = 9 + QuAt (3.13)
Nz
Az 9 9
= 9(Ur12) = 59 (turryz + o((B8)° + (At) Ax),

ce qui implique que la derniére somme dans (3.12) est une approximation consistante
de fo lg(t)|? dt et donc que (3.12) est bien une inégalité de stabilité en normel.? valable

pour tout choix des pas de temps et d’espace . m

Lemme 3.3 (3.3) le schéma diamant(3.4) (avec condition aux limites de périodicité )

vérifie la condition nécessaire de stabilité en norme 1.2 de Von Neumann.

Lemme 3.4 (3.4) le schéma diamant(3.4) est consistant avec l'equation de transport
(8.3), précis lordre 2 en espace et temps .

Preuve. on calcule les erreurs de troncature des deux relations du schéma

oo c(xj,tns1) — c(zj, tn) (4172, tnr12) — c(Tj—1/2, tny1y2)
L At T Az
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et

By = c(wj,thy1) + ez, 1) — c(@j51/2, tagry2) — c(Tj—1/2, tnt1/2)

pour trowver , en faisant un développement de Taylor autour du point (t,i1/2,7;)

O ) (@ taerja) + ol (AP + (B2)?)

Er= (E ox

et
Ey = o((A)? + (Ax)?)

ce qui prouve que le schéma diamant est consistant d’ordre 2. m

puisque le schéma diamant (3.4) est stable et consistant , il est automatiquement
convergent par application du théoréme de Lax .néanmoins nous allons redémontrer ce
résultat(en suivant exactement la méme méthode ) car le lecteur attentif aura remarqué
que la définition du schéma diamant n’est pas standard puisqu’elle comprend deux rela-
tions dont une la deuxiéme est purement algébrique .la démonstration que nous avons
donnée du théoréme de Lax ne s’applique pas au schéma diamant qui est a trois niveaux
(n,n + 1/2,n + 1).par ailleurs , la définition de la stabilité du schéma dans le lemme
(2.2.2) tient compte, non seulement de la donnée initiale , mais aussi de la condition
aux limites .de méme, dans la démonstration du lemme (3.4) sur la précision du schéma
on peut se demander s’il ne fallait pas diviser la deuxiéme relation de (3.4) par At ou

Az .pour clarifier ces points nous allons donc démontrer le résultat suivant .

Lemme 3.5 (3.5) le schéma diamant (3.4) est convergent en norme IL2.
Preuve. comme dans la démnstration du théoréme de Lax nous introduisons la no-

tation & = c(tn,x;)otu ¢ est la solution eracte de(3.3) et on définit lerreur e = c}f —
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c(ty, xj).comme le schéma est précis a l'ordre 2,0on a

gl _ an gLz _ )2
A b SRR o) o ()
{ t +1/2 : +1/2 (3.14)
antl | an _ an ~n
ET =8, T8 )y Ho((At)? + (Ax)?)
par soustraction avec (1.2)on en déduit
- - ~n+1/2 ~n+1/2
G -8 G2 T G-z,
+u =g’
{ At A ' (3.15)
n+1 n ”+1/2 n+1/2 n
e el = el ey 5
avec
7] <0 et |nf| <0 oud =o((At) + (Ax)?), (3.16)

nous suivons alors la démonstration du lemme (3.2) sur la stabilité , c’est a dire que nous

multiplions la premiére relation de (3.15)par e”:_rll //22 + e;L+11 //22 ,que nous sommons en j et

que nous utilisons la deuxiéme relation pour obtenir

N N
n n n+1/2 n+1/2 n(_n n n(.n n n,
Ay (€)= (en)?)+ulst((en o) —(157)?) = Ax Y " (Ateh (el el )i (e —el) = Ately
j=1

J=1

(3.17)

puis on somme enn, en se rappelant que Uerreur initiale est nulle ,e° = 0, en introduisant

. . . . n+ .
la norme L2discrete et en minorant par zéro le terme( €}y, +1/ /2) pour obtenir

no—1 N nofl
na 112 n+1/2 n( . n n ni.n n n,_n
le™ |5 < ulst Z(elf2 / )2+ A:vz Z(Atsj (ej+1 +e) + )} (ej+1 —e}) — Ateiny)
n=0 j=1 n=0

(3.18)
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on réarrange la somme suivante

nofl ng
Yot —eny =Y et =), (3.19)
n=0 n=0

puis on magjore tous les termes du membre de droite de (3.19) ,remarquons que n; est

une erreur de trancature et que , si on avait pour suivi le développement de taylor dans

la démonstration du lemme de la consistance , on aurait aisément vu que

0yt =t = Ato((At)? + (Ax)?). ]
Preuve. en utilisant la condition aux limites d’entrée (3.5), il est facle de voir

par un dévéloppement de taylor que l'on

n+1/2
€12

<d ot §= o((At)? + (Ax)?).

par conséquent , on en déduit :

N ng—1
le™o]3 < ultngd® + AtAz Y Y " (6(|ef™ | + |ef]) + 6 |ep| + 6%) (3.20)
j=1 n=0
pour un temps final T = npAt,on choisit ng qui donne Uerreur maximale , |||, =

maxi<n<n, ||€"||y, ce qui permet de majorer encore (1.17).

N
leo |l < (u+1)T6% + 3T Azd Y |efe (3.21 )

J=1

comme Ax Zjvzl < 1,par Cauchy-Schwarz on a
N
Ax iy le] < e,

et (3.21) conduit a
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(07" [lemly)* < C (7" [lem |l + 1),
d’ot ,l’on déduit 'existence d’une constante C' ,indépendante de At et Az , telle que|le™||, =
maxXi<p<n, ||€"||y < Cd.le schéma diamant est donc convergent et sa vitesse de conver-

gence est bien d’ordre 2.

Remarque 3.1 (3.1) le seul inconvénient du schéma diamant est qu’il n’est pas positif
en général, c’est a dire qu’il peut produire des valeurs négatives de la solution méme si
la donné initiale (et éventuellement la condition auz limites )est positive .c’est bien sir

contraire au principe du maximum pour l'equation de transport(3.3) .

Un exemple dans lequel le schéma décentre est stable si |\ = |ug| k/h < 1 ie si

k< h/ |u|
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stabilité de shéma
1 .5 T T T T T T

0.5F .

X 05} -
o

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

fig : 3.3

schéma stable limda < 1.

un exemple dans lequel le schéma décendre est instable si  |A| = |up| k/h > 1 i

esik>h/|ul
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instabilité de shéma
1.5 .

0.5

)

(@)

T
N\

o

10 12
X

fig : 3.4

schéma instable limda > 1

Le schéma décentré amont :
DAy T
——+ (e —
YAN Az !
n+1 n
. —
‘ A =+ A—x(cHl —c) =0 sinon.

0,siu>0
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Pour n € {0, ..., N},i € Z. on verra que ce shéma est d’ordre un et stable également

sous des conditions de type CFL

Proposition 3.1 (3.1[11]) On suppose que cq est une fonction de classe C*(R) a sup-
port compact :

Le schéma (SDA) est d’ordre un en espace et temps

Preuve. on remarque en effectuant des développements limites de ¢ au voisinage du

point (z;,t,) que :

G —d _ 0 ot + 2P0 1),
At ot 2 Ot?
% - %(mi,tn) —~ A; g:(xwtn)
R = g—j(xz,tn) + u%(%t )
Rr — %’(mi,tn)+u%(xi,tn) A;Z_j;;( tn) +u%§—;§(% n)

IRP| < C(Azx + At)

ot ¢ ne dépend que des bornes des dérivées de c.

Proposition 3.2 (3.2[11]) 1-Le schéma (SDA) est stable au sens de Von Neuman sous
la condition de CFL : |u| £ < 1.

2-ce schéma est L™ stable sous la condition de CFL |u| At <1
3- ce schéma est L*? stable sous la condition de CFL |u] At <1

on a méme mieuz, pour toute donnée cy € L*(R) et pour tout N > 0

Yl ) < Yiea(e)?
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Preuve. on suppose que u > 0, la démonstration dans le cas u < 0 est analogue,
1-on vérifie que o, =1 — u%(l — i),

Par conséquent, |a,| < 1 pour tout p si la condition de CFL est satisfaite
2-stabilité L>°.on récrit le schéma sous la forme :

At = (1 —ufb)er + ugter

LL<,

on voit alors que sous la condition de CFL ux

't est un barycentre o coefficients positifs des points ¢, c? | et par suite
infiez () < ¢t <sup,_ (), Vn € N,Vi € Z.

3-stabilité L?, L’estimation L* de la solution du probléeme discret s’obtient comme
celle du probléme continu. on multiplie le schéma par c' et on somme sur les indices i et
n. Uestimation L? s’obtient alors en effectuant des intégrations par parties discrétes. on
remarque que :

2 Zg:o ZieZ(CzﬂJrl — ) == il f)? + >iezlc NH) ZnN:o Ziez(C?H — )’

et

2251\[:0 > ezl — ) = QZn 0 2ien(ci — ci)?

on trouve alors utilisant le schéma :

Ezez(cva)Q — D ien(@)? = “ﬁ;(uﬁi - 1) Zgzo Dien(cl —c)? <0.

sous la condition de CFL u% <l m

3.3.2 cas ou la vitesse du vent est variable :

L’équation de transport non concervative :

On s’intéresse maintenat a trouver une solution approchée au probleme

suivant
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Jc Oc
E(w,t) + u(a:,t)%(x,t) =0, Vaé€lab ,Vt>D0.

c(x,0) = co(x) V oz €la,b
(3.22)

Afin de construire une approximation du probléme (3.22), on se donne deux nombres
réels positifs 7 et h et on définit :
x; =1th, 1 € Z,
t" =n1,neN.
On outre, on désigne pour i € Z, n € N, par ¢! 'approximation de ¢(x;, ") donnée

par le schéma :

n+1 n n n n n
G G — G _CG1 TG

{—Z . g (gt = () =0i€ZneEN,
C

(3.23)
(Z-J = Co([L'i) 1€ 7L,

ou
ul' = u(w;, t),
d™ = max(d,0) = 1(d+ | d ),
d~ = —min(d,0) = 1(| d | —d).
Il est clair que le schéma (3.23) est explicite. En effet, on peut écrire en notant A = T,

h
it = = Auf) (e — )+ Mup) (g — o).

Théoréme 3.1 (3.1[6]) Le schéma (3.23) est consistant & l'ordre un en espace et en
temps.
Preuve. On définit lerreur de troncature du schéma (3.23) par :
c(x;, t" ) — c(a;, t7 c(x, t") — c(wi_q,t" c(wipr,t") — c(w;, t"
€?+1 _ ( ) ( )+(U?)+ ( ) ( 1 )—(u?)_ ( +1 ) ( )
T h h
on montre alors, en supposant que la fonction c est de classe C?, que

[ < Ch+ 7).

62



Nous nous intéressons maintenant & la stabilité et la monotonie du schéma (3.23). m

Théoréme 3.2 (3.2[6]) Soit N > 0. On suppose que

sup | u(z,t) | T« (3.24)
(z,t)eRxRF h
Alors on a l'inégalité :
sup | ¢ |<sup | co(x) | pour tout i € Z. (3.25)
0<n<N zeR

De plus st on suppose la fonction cq non négative, on a

ad >0 i€ZneN. (3.26)

Preuve. Fizonsn € {0,...,N} et soit j € Z. on a :
it = = Au) (el = cy) + M) (e — o)
= (1= M) + (u)7)ei = M) ey + (uf)7)eia)
= (L= A e+ A(uf) ey + (uf')~cl)
Donc par lhypothése (3.24) :
[ S (L= A ) supsez | ¢ | +A | ! | supses | ] |
On en déduit que pour tout j € Z :
|Gt < Sup;ez | €} |
< supjez | ¢ |
< sup,eg | co(2) | -
L’inégalité (3.25) est ainsi démontré.
Supposons maintenant c¢o > 0 et raisonnons par récurrence sur n. Supposons que
cf > 0 pour tout © € Z. L’égalité
G = (L= A )l + ARy e + () ey,

et Uhypothése (3.24) impliquent ¢} > 0. m

Remarque 3.2 (3.3) la condition (3.24) est donc une condition de stabilité appelée
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condition de Courant-Friedrichs-Levy ou condition CFL. Elle exprime le fait que la vi-
tesse de propagation numérique doit étre supérieure ou égale a la vitesse de propagation

physique.
Nous pouvons maintenant montrer la convergence de ce schéma.

Théoréme 3.3 on suppose que la solution ¢ du probléme (3.23) est dans CZ(R x R") et
que la condition CFL (3.24) est satisfaite. alors il existe une constante C indépendante

de h et de T telle que :

sup |c(zi, t,) — | < C(h+ 1)
i€Z,0<n<N

Preuve. c’est une conséquence du théoremes 3.1 et 3.2.
Notons e} = c(x;,t,) — ! pouri € Z,n € N. on a en utilisant la définition de ’érreur
de troncature :
L et —en er — el
et = S8 (=
T h
Vutilisation du théoréme 3.1 et de l'inégalité (3.25) permet de conclure.

3.4 présentation d’un schéma numérique pour 1I’équa-
tion de transport a vitesse variable :

nous proposons dans la suite le schéma de Lax-Friedrichs qui est un schéma centré
auquel on rajouté un terme de stabilisation pour simplifier I’écriture de ce schéma , nous
moterorf1 g;' =ujcy
n _.n  _.n
26 “CGnT ix(gﬁrl ) =0 pour 7 =0....N,i € Z.

2\t 2
avec la donnée initiale

& = co(z;)

le schéma se réecrit sous forme explicite comme suit :

64



1 At At
(1 - Eu?+1>c?+1 +(1+ Eu?,l)c?,l] pour n =0.....N,i € Z.

on verra dans la suite que ce schéma est conditionnellement convergent .

Proposition 3.3 le schéma de Lax-friedrichs est consistant avec l’équation de transport

At
(222), précis a l'ordre 1 en espace est en temps pour un rapport de CFL X\ = . fixé.
x

Preuve. supposons que ¢ est une fonction de classe C% également pour g,on re-
marque en effectuant des développement de Taylor limités de ¢ et g au voisinage du

point (z; t,)que :
dc dg At &%c (Ax)? 9%g

R} = E(l’i,tn) + 8_I(Ii7t") + 7@(%,%) YN, @(%‘,tn)

A 2
d’ou|R}| < C’(( A? + At).ou C ne dépend que des bornes des dérivées de c et g. m

Proposition 3.4 le schéma de Lax-Friedrichs est stable au sens de Von Neuman sous

At
la condition de CFL|u}| N <1
T

At
il est L>°—stable sous la condition de CFL |ul| N <1
T

3.5 L’équation de transport-diffusion

une approximation en différences finis est proposée pour donner une solution nu-

mérique & ce probléme.

definition :
En analyse numeérique , la methode en différence fini est une technique courante

de recherche de solutions approchees d ’ equation aux dérivées partielles qui consiste
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a résoudre un systeme de relation ( schéma numérique) liant les valeures inconnues en
certains points suffisamment proches les uns des autres.

En apparence , cette méthode apparait comme étant la plus simple & mettre en
oeuvre car elle procede en deux etapes, d 'une part la discretisation par differences finies
des opérateurs de dérivations/ différentiations , d autre part la convergence du schéma
numeérique ainsi obtenu lorsque la distance entre les points diminue.

Approzimation des operateurs par formules de taylor

Une discretisation des opérateurs differentieles( derivées premiéres , dérivees secondes
, partielles ou non ect...) peut etre obtenue par la formule de taylor.

nota :

la formule de taylor-yong est préférable dans son utilisation simple , la formulation
de taylor avec reste integral de la place permet de meésurer les erreurs.

exemple :

en un point x et pour une valeur h du pas de discretisation tels que v € c*surl

‘intervalle [z —h ,x + h]

u( +h) = u(x) + D3 Bl (2) + B3¢, (x,h) (1)
u(z —h) =u(z) + 3, S (@) + W3y (a,h) (2)

n!

ou les 2 fonctions ¢, (z, h) convergent vers ( avec h. par consequent
x ul\xr 2
% u'(2)+5u’ (2) + 5ru® (@) + h2¢ (2, h)
M =-u (z)+5u" (z) — h—2u( )(x) + h%¢,(x, h) correspondent & deux approxi-
mations de u (x)du 1orde en h.

en soustrayant les développements précedents. on obtient :

u(z+h)—u(x—h) _

o ' () + 5 u® (2)+h2E5 (2, h) qui est une approximation de u'(z)du2“*ordre

en h.
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Chapitre 4

Approximations Numériques par La

méthode des volumes finis

4.1 Introduction

La méthode des Volumes Finis consiste a intégrer, sur des volumes élémentaires, les
équations écrites sous forme intégrale. C’est une méthode particuliérement bien adaptée
a la discrétisation

spatiale des lois de conservation, contrairement aux Eléments Finis, et est ainsi tres
utilisée en mécanique des fuides.

Sa mise en oeuvre est simple si les volumes élémentaires ou "volumes de controle"
sont des rectangles en 2D ou des parallélépipedes en 3D. Cependant, la méthode des
Volumes Finis permet d’utiliser des volumes de forme quelconque et donc de traiter des
géométries complexes, contrairement aux Différences Finies

On s’intéresse dans ce travail a des techniques d’analyse numérique appliquée aux
équations aux dérivées partielles. Spécialement aux techniques volumes finis, différences

finies appliquées & notre probléme dans les deux cas.
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4.2 Schéma Volumes finis sur maillages admissibles

On définit tout d’abord un maillage VF admissible (voir [35]).

Définition (Maillage admissible). Soit € un ouvert polygonal borné de R2.

Un maillage 7 admissible de {2 au sens des volumes finis est donné par :

1. un ensembleM d’ouverts polygonaux convexes disjoints 2 & 2, appelés volumes de
controle K, tels

que U,=.0n note 0 M I’ensemble des bords de volume de controle de M inclus dans
OM qui sont

considérés comme des volumes de controle dégénérés.

2. Pour tous les volumes de controle voisins K et L, on suppose que §K\0L est un
coté de chaque

volume de controle, et il est appelé aréte o du maillage 7', notée = k/I. On note ¢
I’ensemble de

ces arétes

3. A chaque volume de controle K € M, on associe un point x;, € k et a chaque
volume de controle du

bord K € M , on associe un pointz;, xK tel que x; xK soit un point de la maille du
bord K. On impose

pour o = k/I que la ligne joignant x; & x; est orthogonale a l'aréte o = k/I (figure
4.2) et pour

o € 02Nk que la ligne joignant z; & x,x est orthogonale & laréte o.

Notations :

Pour un volume de controle K € M, on définit :
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| arétes non
) / autorisees
afk
b
I
:
A D
4
L 3 |

— my, la mesure du volume de controle K,
— ¢;EK I'ensemble des arétes de K € M,
— 1, la normale extérieure a K,

— dj, le diametre de K.

— m, la longueur de l'aréte o, dy, ; la distance entrexy, et , o , dy, = d(zy; 2;).

- 1,0 K la normale a osortant de K,

— “7la tangente a o.

La méthode des volumes finis associe, & chaque volume de controle K € M , une

inconnue uK et & chaque

o € 0M , une inconnue u, , ou u est une “bonne” approximation de u(xy).

Remarque 1 : Pour un maillage admissible, di; = dj,» +.d; »
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a =k

4.3 Meéthode Mixte des Volumes Finis-Différences

Finies

4.3.1 Cas onu la vitesse du vent est constante :
On considére le probléme suivant :

( Oc Oc

E(x,t)—l—u%(m,t):O, re|0,1],t>0.
c(x,0) = co(x) z €0, 1] (4.1)
c(0, t) = go(t) t [0, T]
\ c(1,t) = g1(t) te |0, T]

ot la solution faible ¢(x, t) est définie sur [0, 1] x [0, T7].

Tit+1+%;

On consideére une subdivision (7;),.y de [0, 1] et on note x;41/ = =5

On définit ensuite les volumes de controle K; = [Ii_1 /25 Tit /2] avech; = X 12— Ti_1/2 54
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largeur. La réunion des volumes K; est [0, 1].

De méme, on partitionne [0, 7] en intervalles [t,,, ¢,+1] dont la réunion constitue [0, T].

On pose t, =nAt, n > 0 entier et At > 0.

On fait une discrétisation par la méthode d’Euler explicite en ¢ des différences finies

de(z, t,) oz, tua) — c(x, tn)
ETE A7 + Ri(At)

ou

Rl(At) S ClAt
A Dinstant ¢, equation (4.1) sera

oc(x, t,,) oc(x, t,)
= 1
5 +u o 0 x € [0, 1]

qu’on l'approxime par

C((E, tn+1) _ C(l’, tn)
At

Oc(x, t,)
Ox

+ Ri(At) +u =0, z€][0,1]

On intégre 1’équation (4.1) sur [ZL’i_l /2, Tig1 /2} afin d’obtenir

(é/c(x, tni1) — c(z, t,)dx) + /Rl(At)d:c +u(e(Tis1ja, tn) — c(Tis1/2, ta)) =0

K;

=

=7

t C({L‘, tn—i—l) - C(:L’,

7

>=
> —

1 1
= (hiAt (@, tns1) — e, ty)dr) + h_lu(c(iﬂiﬂ/% tn) — c(@ic1ya, tn)) = —Ri(Al)
K;
on pose

1
ci(s) = ™ c(x, s)dx
7 %

la valeur moyenne de ¢ sur K;
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donc on aura :

Ait(ci(tnﬂ) —¢i(tn)) + %U(C(JJM/% tn) = c(Tiz1y2, tn)) = —Ra(AL)  (4.2)

(2

on fait 'approche suivant :

(@i, tn) — (i1, tn)
hi—1/2

c
c(Tir1y2, tn) — (Tiy1ya, tn) = + hiRy(hi—1/2)

ou

R2(hi71/2) < Cth71/2

et on remplace dans (4.2), alors

L () — (1)) +

E(Cz( hi71/2u(C(ZEi, tn) — C(IL‘i_l, tn)) = _URQ(hi_l/z) — Rl(At)

(4.3)

Suppossons z; le centre de K; on a

lei(tn) — c(xy, ty)] < ch?

et on considére une suite (h;); de pas de discrétisation telle que h; — 0 quand i —

0o.qui nous donne —uRy(h;_1/2) — Ri(At) — 0

alors on obtient une approximation par des valeurs moyennes de ¢ dans chaque volume

de controle K; a l'instant t,,. D’ou

1

A_t(ci<tn+1> —¢i(tn)) +

w(ei(tn) — cioa(ta)) =0 (4.4)

On pose
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donc on obtient une approximation

1

n+l _ n

E(Ci )+

Le schéma numérique explicite est

(e =)+ Aile] —ciy) =0

ou

At
)\i = u

hi—1/2

avec des conditions initiales et aux limites

p
e = co(tn)
Cn = gl(tn)

L C? go(;)

Théoréme 4.1 (Stabilité) On a
e

oty C1 wérifie

n+1 n n n
G =+ (e =)

0,

Preuve. On a

n+1 n n n _
¢ — ¢+ Ai(ef — ¢ y) =0,

= c?*l =(1—=N) "+ Ncl 4,
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1=1,.., N et n=0,.., M

=1, ..., N

n=20,.. M

n=20,.., M

1=1, ..., N
<Cm

1=1,... N e n=0,.. M.

i=1,.,N e n=0,.. M.

1=1,... N et n=0, ..

(4.6)



On choisit At en fonction de h;_;/; de telle sorte que \; < 1, pour avoir une combinison
convexe.

Soit |?] < C'm. On démontre par récurrence que
7] < Om

Donc

}c?+1| < (1= X) e+ N }c?_l‘ <(1—=X)Cm+ X\Cm < Cm.

Théoréme 4.2 (Estimation d’erreur) Posons

el = (' —c(z4,t,)) pour i=1,.., N et n=0,..,. M

7

ey =ep =€) =0 pour =1, ..., N et n=0,.. M.
Alors

hT
lel"] < caMu(h)? + -

Preuve. Posons

el = (! —c(xy, t,)) pour i=1,..., N et n=0,.., M
et

ey =eni=¢e) =0 pour i=1,.., N et n=0, .., M,

et

L (@ltnn) — (1) +

AL u(e(@i, tn) = c(@i, tn)) = —uRa(hiays) = Ra(AL) (%)

hi—1/2
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1
@ =d)+

S
N

hi—1)2

(**)-(*) on obtient :

u
; (eff —eiy) = uRy(hi1/2) + Ri(At)
i—1/2
hi_
(€7 — € ) = hi_1pRa(hiy2) + 1/ 2 Ry (At)
hi—l/ZAt

}(6? - 6?—1)| < 02(hz’—1/2)2 +c

hi_1/90t
e — |ery] < [(er = e )| < ealhy1y2)? + 1 ——L2=

hi—1/2At

hi—1/2At
u

ler] < lef | + calhiy2)® +
lef'| < |e?71{ +n <02(hi—1/2)2 +a

hi_1/9\t
lel| < |e?,1{ + M <02(h)2 + 011—/2)

u

Alors, il en résulte

h’T
lei'] < M (h)* + 017

4.3.2 Cas ou la vitesse du vent n’est pas constante :

On considére le probléme suivant :

( gj@ D+ ulz, t) ) =
c(r,0) = 00(95) z €0, 1]
c(0, t) = go(t) tel0,T]
\ c(1,t) = gi(t) tel0,T]

)

e [0, 1],t > 0.



ou la solution faible ¢(x, t) est définie sur [0, 1] x [0, T7.

Tit11+T4

On consideére une subdivision (x;);.y de [0, 1] et on note x;41/, = =45

On définit ensuite les volumes de controle K; = [:Jcl-,l /25 Tit1 /2] avec h; = Tjy1/2— Ti—1/2 Sa
largeur. La réunion des volumes K; est [0, 1].

De méme, on partitionne [0, 7] en intervalles [t,,, t,+1] dont la réunion constitue [0, 7).

On pose t, =nAt, n > 0 entier et At > 0.

On fait une discrétisation par la méthode d’Euler explicite en ¢ des différences finies

oc(x, t,)  clz, ther) — c(x, t,)
N ~ At + Ri(At)

ou

Ri(At) < e At
A Vinstant ¢,, 'equation (4.1) sera

oc(x, t,) oc(z, ty)

5+ u(x,t,) o 0 z €0, 1]
qu’on 'approxime par
c(x, thyr) — c(z, ty,) dc(x, t,)
A7 + R1(At) + u(x, t,) S 0, =x€l0,1]

On intégre 1’équation (4.1) sur [mi_l /2y Tit1 /2] afin d’obtenir

1 1 Oca, ta) | _
K;

7

on supose qu'il exist une constante L et une fonction &(t) telque :

1 dc(x, 1 dc(z,
h—z/u(x, s)%s)dx = h—iLﬁ(s) /#dm

K; K;
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donc(4.7) on peut recrire :

1 LE(t,) [, t,
i / c(@, top1) — cla, tn)dz) + 5/53) C(g; )i = —Ry(A1)

K; K

.

se qui donne :

E(Ci(tn+1> — Cz(tn)) + }Ezn) (C($i+1/2, tn) - C(Z’Z‘_l/Q, tn)) = —R1<At) (48)

ol

1
ci(s) = h—/c(m7 s)dx
7 %
la valeur moyenne de ¢ sur K;

on fait 'approche suivant :

(@i, t) — (i1, tn)
hi1/2

c
c(Tiv1y2, tn) — c(Tiy1ya, tn) = Dy + hiRo(hi—1/2)

ou

Ry(hi—1/2) < cohi_yy2

et on remplace dans (4.2), alors

1
A

< (ci(tnir) —ci(tn)) +

LE(tn)
hi—1/2

(@i, tn) — (i1, 1y)) = —LE(tn) Ra(hi—12) — B1(Al)
(4.9)

t

Suppossons z; le centre de K; on a

lei(tn) — c(xy, tn)| < ch?

alors on obtient une approximation par des valeurs moyennes de ¢ dans chaque volume

7



de controle K; a l'instant t,,. D’ou

1 LE(t,
= L ettan) —a(t) + Z (o 1) — e, ) =0 (410)
At hi—1/2
On pose
ci(tn) =,
donc on obtient une approximation
1 L¢(tn)
(et ey A n e Y — ) 4.1
At (Cz G ) + hi—1/2 (Cz cz—l) ( )
Le schéma numérique explicite est
(T — )+ A (=) =0 i=1,..,N et n=0,.., M (4.6)
ou
AtLE(t,
A;l:ﬁ i=1, .., N
hi—1/2
avec des conditions initiales et aux limites
(
et = co(ty) n=0,..,. M

Théoréme 4.3 (Stabilité) Pour At < 15, ou ¥ = 1};151(5(15,1))
on a

’c?“‘ <Cm
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n+1

ot ¢ vérifie

artt — i + A (cf —ciy) =0, i=1 ., N et n=0 ..M

(2

Preuve. On a

T — e NP — ) =0, i=1,.,N et n=0,.. M.
== (1= A+ AP, i=1,.,N et n=0,.. M.
ALLE(tn)

On choisit At en fonction de h;_y/, de telle sorte que A} < 1.( < 1),pour avoir

hi_1/2
une combinaison convexe.

Soit |¢¥| < em. On démontre par récurrence que

A< em
| <

Donc

| < (= A [P+ AT |y | < (1= A7) Cm+ ACm < Cm.

Théoréme 4.4 (Estimation d’erreur) Posons

el = (' —c(xy,ty)) pour i=1, .., N et n=0,., M

7

et
egzeﬁ,ﬂze?:() pour 1=1,...., N et n=0, .., M.
Alors
hT
< o M(B)2 -
7] < M (h + a7
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Preuve. Posons

el = (¢ —e(x, t,)) pour i=1,.., N et n=0,... M

et
ey =ehy =€) = pour i=1,.., N et n=0, .., M,
et
aeilte) = et + 2 e 1) — e, 1) = ~ L€ Ra(h o) — a1
i—1/2
. #)
ol =+ B gy =g (##)

At

(##)-(#) on obtient :

hi—1)2

L tn n n
e ) = L0 Ralhics ) + Br(A1)
i—1/2
hi_
= (e = ei) = hicapRa(hioays) + Lo Ra(AY)
hi—1 /2t
n_ e V< eo(hi Jiz12mn
= }(61 ez—l)| —02( i 1/2) €1 Lf(tn)
hi—1/2At
nlen L < (e — e N < eolho i) & o Lim220
= |€z| ‘ez—l} — }(61 ez—l)l — 02( 2 1/2) _I_Cl Lf(tn)
hi—1/2At
n< e 1y2)’ o ———
= ’61’ < |€Z_1| +62(h1,1/2) + 1 Lé(tn)
hi—1/2At
nl < |l R 10)? i it
= lel'| < |ezl{+n<02( i—1/2)" + 1 Te(t) )
hi—1/2At
nl < el M ( ca(h)? + 1 ——t—
= el < |ez,1{+ <02( )+ Te(t,) )
Alors, il en résulte
T
|€?| S CQM(h)z + ClL_ﬁ
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Exemple de schéma ( fig 4.3) stable avec lemda < 1 et schéema( fig 4.4) instable

avec lemda > 1

stabilité de shéma ¢ instabilité de shéma

c(x)
S
o

c(x)

25 | | | | | 1 2 | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 0 2 4 6 8 10

fig 4.3 fig 4.4

Conclusion

La réalisation de ce travail nous a permis de traiter les aspects théoriques,

Une modélisation simple de la propagation d’un nuage de fumée se représente comme
un probléme de transport dans R. On montre existence et I'unicité de la solution du
probléme sans diffusion a ’aide de la méthode des caractérastiques, et numérique du phé-
nomeéne par deux méthodes, la premiére méthode c’est la méthode des differences finies
qui consiste & remplacer les dérivées partielles par des différences divisées ou combinai-
sons de valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre fini de points discrets ou noeuds
du maillage,avec grande simplicité d’écriture et faible cotit de calcul. Mais maleuresement
elle est limitée & des géométries simples, difficultés de prise en compte des conditions aux
limites de type Neumann,et la seconde, la méthode de volumes finis qui s’intégre, sur des

volumes élémentaires de forme simple, les équations écrites sous forme de loi de conser-
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vation. Elle fournit ainsi de maniére naturelle des approximations discrétes conservatives
,et, est particulierement bien adaptée aux équations de la mécanique des fuides. Sa mise
en oeuvre est simple avec des volumes élémentaires rectangles. et qui permet de traiter
des géométries complexes avec des volumes de forme quelconque, détermination, plus
naturelle des conditions aux limites de type Neumann, mais peu de résultats théoriques
de convergence.

Chaque méthode sur notre probléme donne une preuve de la stabilité et de la conver-

gence ,et on illustre par des cas tests numériques
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Résumé :

Le but de cette theése est d’etudier numériquement par deux méthodes, la méthode de
différences finies et la méthode de volumes finis qui s’applique a I’équation d’advection-
diffusion , représentée, comme un probléme de transport dans R.

Une modélisation simple de la propagation d’un nuage de fumée , On montre 1’exis-
tence et I'unicité de la solution du probléme sans diffusion & ’aide de la méthode des
caractéristiques.

La méthode des différences finies est tout d’abord appliquée au probléme. Ensuite,
on l'a traité avec la méthode des volumes finis et on donne une preuve de la stabilité et
de la convergence.

[’étude numérique par deux méthodes est illustrée par des cas tests numériques sur
Maillage admissible.

Abstract :

The purpose of this thesis is to study numerically by two methods, the method of finite
differences and finite volume method that applies to the advection-diffusion equation,
represented as a transportation problem in R A simple modeling of the propagation of a
cloud of smoke, we show the existence and uniqueness of the solution without diffusion
using the method of characteristics. The finite difference method is first applied to the
problem. Then he was treated with the finite volume method and we give a proof of the
stability and convergence. The numerical study of two methods is illustrated by numerical

tests on cases eligible Mesh.

Mots Clefs :
Modélisation mathématique; Equation de Transport; Lois de Conservation.; Diffé-
rences Finies; Volumes Finis; Approches Algorithmiques ; Estimations d’erreur; Vitesse

de convergence ; Simulations numériques.
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Theme: Approaches digital finite volume of atransport equation.

ABSTRACT

The purpose of this thesis is to study numdsidal two methods, the method of .finite
Differences and finite volume method that appleethe advection-diffusion equation,
Represented as a transportation problem in R.

A simple modeling of the propagation of a clmigmoke, we show the existence and
Uniqueness of the solution without diffusion usthg method of characteristics.

The finite difference method is first appliedti@ problem. Then he was treated with
the finite volume method and we give a proof of sheility and convergence.

The study by two numerical methods are illustiaty numerical tests on cases eli-
gible Mesh.

Key Words:

Mathematical modeling; Transport Equation; for Conservation Laws; Finite
Difference, Finite Volume, Algorithmic approaches, error estimates, convergence
speed, numerical simulations



Theme : Approches numériques par des volumes fintbune équation de
transport.

Résumeé :

Le but de cette thése est d’étudier numériquémendeux méthodes, la méthode de Différences
finies et la méthode de volumes finis qui s’appigul’équation d’advection-Diffusion,
représentée, comme un probleme de transport dans R.

Une modélisation simple de la propagation d’'uage de fumée, On montre I'existence et
I'unicité de la solution du probleme sans diffuséohaide de la méthode des caractéristiques.

La méthode des différences finies est tout ddlappliquée au probléme. Ensuite, on I'a traité
avec la méthode des volumes finis et on donne tee/p de la stabilité et de la convergence.

L’étude numérique par deux méthodes est illegba des cas tests numériques sur
Maillage admissible.

Mots Clefs :

Modélisation mathématique ; Equation de Transport ; Lois de Conservation ;
Différences Finies ; Volumes Finis ; Approches Algorithmiques ; Estimations d’erreur
; Vitesse de convergence ; Simulations numériques
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