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Introduction

En analyse de survie, on est souvent amené à modéliser le lien entre la fonction de
survie et un certain nombre de facteurs appelés variables explicatives. Dans le cadre
de l’analyse d’un essai clinique, par exemple, on peut être amené à étudier des données
dites "censurées". Ce sont des données concernant des événements qui, lorsqu’ils se
produisent, n’apparaissent qu’une seule fois au cours de l’essai, comme par exemple :
décès, guérison, première rechute, première apparition d’un événement indésirable,· · ·

Les méthodes d’analyse de survie permettent d’associer la fréquence et le délai de
survenue de l’événement étudié. Ces méthodes doivent leur qualificatif au fait qu’elles
ont été utilisées entre autre pour certaines maladies, où le temps s’écoulant entre le
début du traitement et la survenue du décès, appelé temps de survie, était un des
critères d’efficacité du traitement.

Parfois, il est intèressant de savoir comment le temps de survie est influencé par
l’âge des personnes fumeurs. Les fumeurs sont par exemple suivis pendant une certaine
période de temps. Lorsqu’un fumeur décède avant le début de l’étude est exclu de
l’échantillon et entraine ce qu’on appelle une observation tronquée à gauche. Par contre,
un fumeur non décèdé avant la fin de l’étude entraine ce qu’on appelle une observation
censurée à droite.

Dans certains échantillons de données de survie, il arrive que les données à traiter
ne soient pas complètes, par conséquent les méthodes classiques ne s’appliquent pas
correctement. L’objet de ce travail porte essentiellement sur la troncature à gauche,
qui à l’origine est apparu en astronomie et ensuite étendu dans plusieurs domaines tels
que : la médecine, l’épidémiologie, la biométrie et l’économie. La troncature à gauche
survient lorsque le temps d’origine de la durée de vie précède le temps d’origine de
l’étude. Dans ce cas, nous n’observons que les durées de vie Y pour lesquelles {Y > T},
où T est la variable de troncature. Il est clair que nous disposons d’un échantillon de
taille n de variables observées extrait d’un échantillon de taille plus grande N inconnue.

Notre travail consiste dans un premier temps à faire une synthèse des résultats de la
thèse de Doctorat de Yahia Djabrane (2010) et qui portent sur l’étude asymptotique de
l’estimation à noyau du quantile conditionnel, lorsque la variable d’intérêt est soumise
à une troncature aléatoire à gauche. Il s’agit ensuite d’appliquer ces résultats pour
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construires un intervalle de confiance pour le quantile et de faire de la prédiction en
séries temporelles. Ce mèmoire est composé de six chapitres.

Le premier chapitre porte une introduction aux données incomplètes avec un rappel
de quelques notions de base sur l’estimation non paramétrique.

Le deuxième chapitre est consacré aux rappels des notions de données dépendantes.

Le troisième chapitre porte sur le quantile et le quantile conditionnel avec leurs
propriétés.

Le quatrième chapitre est consacré à la convergence uniforme de l’estimateur à
noyau du quantile conditionnel pour des données tronquées à gauche et dépendantes.

Le cinquième chapitre porte sur la normalité asymptotique de l’estimateur à noyau
du quantile conditionnel pour des données tronquées à gauche et dépendantes.

Le dernier chapitre est consacré à l’application des résultats asymptotiques pour
construire un intervalle de confiance et faire de la prédiction en séries temporelles
illustré par une étude numérique par simulation.
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Chapitre 1

Introduction aux Données Incomplètes

L’analyse de survie est un domaine des statistiques qui trouve sa place dans tous
les champs d’application où l’on étudie la survenue d’un évènement. L’objectif de cette
analyse réside dans l’analyse du délai de survenue d’un évènement dans un ou plusieurs
groupes d’individus. Dans le domaine biomédical, par exemple, plusieurs évènements
sont intéressants à étudier : le développement d’une maladie, la réponse à un traitement
donné, la rechute d’une maladie ou le décés.

Une des caractéristiques des données de survie est l’existence d’observations incom-
plètes. En effet, dans les enquêtes épidémiologiques, les données sont souvent recueillies
de façons incomplètes. La censure et la troncature font partie de processus générant ce
type de données.

Dans ce chapitre nous allons rappeler quelques notions de base dans l’analyse de
survie pour rendre la lecture plus facile

1.1 Définitions et Notations

1.1.1 La durée de survie et la date d’origine

La durée de survie, notée par T, définie comme le délai écoulé entre deux états
(états 0 et1). Pour définir ce délai il est nécessaire de définir une date d’origine qui est
la date de début du phénomène étudié. Par exemple, dans l’étude de l’évolution d’une
maladie, la date d’origine T0 est la date de début de la maladie et si on s’intéresse à
l’âge du sujet à la survenue de l’évènement, la date d’origine sera la date de naissance
du sujet T0 = 0. Chaque individu peut avoir une date d’origine différente.

1.1.2 Censure et troncature

Comme nous avons mentionné plus tôt, en analyse de survie, les données recueillies
sont la plupart du temps incomplètes : la censure et la troncature sont des mécanismes
inhérents des données de survie. Dans la suite la variable durée de survie T est définie
comme le délai écoulé entre la date d’origine T0 et la date de survenue de l’événement.
Dans le cas de données de survie censurées, la durée de survie T n’est pas observée pour
tous les sujets et on définit alors l’évènement par le couple (X, δ), δ étant l’indicatrice
d’observation de l’évènement (indicateur de censure), et X le temps correspondant à
l’information connue(le temps d’évènement ou le temps de censure).
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Censure à droite

Une durée de survie est dite censurée à droite si l’individu n’a pas connu
l’évènement d’intérêt à sa dernière visite. La censure à droite est l’exemple le plus
fréquent d’observation incomplète en analyse de survie, et a largement été décrit dans
la littérature (Anderson, Borgan et Keiding (1993)). Formellement, la durée de survie
d’un évènement est définie par le couple (X, δ) où

X = inf(T,C)

et
δ =

{
1 si T 6 C
0 si T > C

Avec la durée de vie T et le temps de censure supposés indépendants. C’est-à-dire, on
observe le véritable temps de survie que s’il est inférieur à C. Dans ce cas la donnée
n’est pas censurée et δ = 1. Si δ = 0, la donnée est dite censurée à droite : au lieu
d’observer T, on observe une valeur C avec pour seule information le fait que T soit
supérieur à C. C’est la censure de type 1.
Censure de type 2 : attente. On décide d’observer les durées de survie des n

patients jusqu’à ce que r d’entre eux soient décédés et d’arrêter l’étude à ce
moment-là. La date de fin d’expérience devient alors aléatoire, le nombre d’évè-
nement étant, quand à lui, non aléatoire. Ce modèle est souvent utilisé dans les
études de fiabilité.

Censure de type 3 : aléatoire. C’est typiquement ce modèle qui est utilisé pour les
essais thérapeutiques. Dans ce type d’expérience, la date d’inclusion du patient
dans l’étude est fixé, mais la date de fin d’observation est inconnue (celle-ci cor-
respond, par exemple, à la durée d’hospitalisation du patient). Ici, le nombre
d’événement observés et la durée totale de l’expérience sont aléatoires.

Exemple 1.1. On s’intéresse au temps de survie de personnes atteintes d’une maladie.
On fixe le temps d’étude et à la fin de ce temps certaines personnes sont encore vivantes.
Pour ces personnes, tout ce que l’on sait est que leur temps de survie dépasse le temps
observé, ce sont des données à droite de type 1.

Censure à gauche

Une durée de survie est dite censurée à gauche si l’individu a déjà connu l’évènement
d’intérêt avant l’entrée dans l’étude. Formellement, la durée de survie pour un individu
est définie par le couple (X, δ) où

X = max(T,C)

et
δ =

{
1 si T > C
0 si T 6 C

Avec la durée de vie et le temps de censure C supposés indépendants. Si δ = 1, le sujet
subit l’évènement et est observé. Si δ = 0, le sujet est dit censuré à gauche : au lieu
d’observer T, on observe une valeur C avec pour seule information le fait que T soit
inférieur à C.
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Exemple 1.2. Sur le même (exemple 1.1) que précédemment, on ne peut pas toujours
savoir le moment exact du déclenchement de la maladie, pour certaines personnes, on
sait seulement que leur âge est inférieur à leur âge au moment de l’étude. Ces données
sont censurées à gauche.

Remarque 1.1. On notera
a ∧ b = inf(a, b)

et
a ∨ b = sup(a, b)

Remarque 1.2. Les deux cas peuvent être combinés. On dispose alors de deux
censures C1 et C2, l’une à gauche et l’autre à droite, avec C1 < C2. On observe alors
le triplet (X, δ1, δ2) avec 

X = C1 si T 6 C1

X = T si C1 < T 6 C2

X = C2 si C2 < T

Remarque 1.3. Les variables de censures peuvent être dégénérées, i.e. constantes : en
ce cas, on parle de censure fixe.

Exemple 1.3. Dans les centres d’apprentissage des petits enfants, les intérêts se
concentrent souvent de faire des tests à l’essai de déterminer quand un enfant apprend
à accomplir certaines tâches spécifiques.

L’âge auquel un enfant apprend la tâche est considéré comme le temps de
l’évènement. Souvent, certains enfants peuvent déjà accomplir la tâche quand ils com-
mencent l’étude. Un tel évènement est considéré comme censuré à gauche. Certains
enfants ne peuvent apprendre la tâche au cours de la période de l’étude ; Dans cette
situation, les enfants sont considérés comme censurés à droite. En couplant avec les
observations censurées à gauche discutées précédemment, cet échantillon aurait égale-
ment contenus des données doublement censurés.

Censure par intervalle

Une situation plus générale de la censure se produit lorsque la durée de survie n’est
pas connue mais on sait seulement qu’il appartient à un certain intervalle. Ceci est le
cas lorsque les patients dans les essais cliniques ont des suivis périodiques, par exemple
chaque six mois, si une maladie surgit, on sait seulement qu’elle est produite dans
l’intervalle de temps séparant deux visites.

Ce type de censure peut aussi apparaitre dans les expériences industrielles où il y
a des inspections périodiques des machines.

Troncature

Une observation est dite tronquée si elle est conditionnelle à un autre événement.
On dit que la variable T de durée de vie est tronquée si T n’est observable que sous une
certaine condition dépendante de la valeur de T. Plus précisément, la durée de vie T est
tronquée à droite (respectivement à gauche) si T n’est observée que conditionnellement
au fait que T < U (respectivement T > U). La variable U, appelée variable de tronca-
ture droite (ou gauche), est supposée indépendante de la variable T. Il est également
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possible d’avoir la combinaison des deux mécanismes, on parle alors de troncature par
intervalle.

De nombreux travaux ont été effectués sur l’analyse de données tronquées (Klein et
Moeschberger,1997).

Exemple 1.4. Lagakos en (1998)(voir Klein et Moeschberger (1997)) présentent des
données sur les temps d’infection et l’induction pour 258 adultes et 37 enfants qui ont
été infectés par le virus de SIDA. Ici, le nombre de personnes infectés est inconnu et
l’information est disponible seulement pour ceux qui ont été infectés et développés le
SIDA dans un certain laps de temps. Ainsi, les personnes qui n’ont pas encore développé
le SIDA ne sont pas connues à l’enquêteur et ne sont pas inclus dans l’échantillon. C’est
le cas de troncature à droite.

Exemple 1.5. On souhaite étudier combien de temps les gens qui ont été hospitalisés
pour une crise cardiaque survivent en prenant certains traitements domiciles. L’heure
de début est prise à l’époque de la crise cardiaque. Seuls les gens qui survivent
pendant leur séjour à l’hôpital sont susceptibles d’être inclus dans l’éude. C’est le cas
de troncature à gauche.

1.2 Fonctions de base en analyse de survie
Dans cette partie, nous allons définir des fonctions jouant un rôle très important en

analyse de survie et nous allons voir comment elles sont interdépendantes.
Soit T une variable aléatoire non négative et continue qui représente la durée de

survie d’un sujet dans une expérience. Plusieurs fonctions caractérisent la distribution
de T.

1.2.1 La fonction de densité

On note f(t) la fonction de densité de T à valeurs dans R+ définie par

f(t) = lim
dt→0

P(t 6 T < t+ dt)

dt

f(t)dt est la probabilité de décéder entre t et t+ dt pour un sujet.

1.2.2 La fonction de répartition

La fonction de répartition F(t) mesure la probabilité de décéder entre 0 et t :

F(t) = P(T 6 t) =

∫ t

0

f(v)dv

La fonction de répartition est croissante

lim
t→0+

F(t) = 0

lim
t→∞

F(t) = 1
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1.2.3 La fonction de survie

La fonction de survie, notée par S(t) est définie comme :

S(t) = P(un individu survit au-delà du temps t)
= P(T > t)

A partir de la définition de fonction de répartition F(t) de T

S(t) = 1− P(un individu décéde entre 0 et t)
= 1− F(t)

Ici S(t) est une fonction monotone décroissante avec les propriétés :

lim
t→0

S(t) = 1

lim
t→∞

S(t) = 0

1.2.4 Taux de hasard

Cette fonction est aussi appelée fonction de risque instantané de décés. Le taux de
hasard, noté λ, qui est la probabilité pour un sujet décéde au temps t sachant que ce
sujet est encore vivant juste avant t est définie par :

λ(t) =

{
0 si S(t) = 0
f(t)
S(t)

si S(t) 6= 0

La terminologie de taux de hasard se justifie par le fait que si f est continue, alors
pour t > 0 tel que P(T > t) > 0, on a

λ(t) = lim
h→0

h−1P[t < T 6 t+ h/T > t]

En effet

P[t < T 6 t+ h/T > t] =
P[t < T 6 t+ h]

S(t)

lim
h→0

h−1P[t < T 6 t+ h/T > t] = lim
h→0

h−1 P[t < T 6 t+ h]

S(t)

= lim
h→0

h−1 (F(t+ h)− F(t))

S(t)

=
F′(t)

S(t)

=
f(t)

S(t)
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1.2.5 La fonction de hasard cumulée

Supposons que λ est intégrable sur tout compact (ce qui est le cas si f est continue),
on définit la fonction de hasard cumulée, notée Λ, en posant Λ(t) =

∫ t
0
λ(v)dv.

Toutes les fonctions (f,F, S, λ,Λ) permettent de décrire la distribution de la durée
de survie T. La fonction "taux de hasard" est une des fonctions les plus intéressantes
car elle donne une version probabiliste du futur d’un sujet n’ayant pas encore connu
l’évènement d’intérêt. La fonction de risque instantanée a également l’avantage de
refléter des différences entre les modèles souvent moins lisibles sur les fonctions de
répartition ou les fonctions de survie.

Si on connait une de ces fonctions, les autres peuvent être déterminées uniquement
comme on va voir dans la proposition suivante :

Proposition 1.1.
Supposons que T admette une densité f qui soit une fonction continue sur R+, et

soit A = {t > 0; S(t) 6= 0}, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. ∀t ∈ A, λ(t) = f(t)/S(t).

2. ∀t ∈ A, λ(t) = (− log S(t))′.

3. ∀t ∈ A, S(t) = exp(−Λ(t)).

4. ∀t ∈ A, f(t) = λ(t) exp(−Λ(t)).

Démonstration.

1)⇒ 2)

λ(t) =
f(t)

S(t)

=
F′(t)

S(t)

=
−S′(t)

S(t)

= (− log S(t))′.

2)⇒ 3)

λ(t) = (− log S(t))′

=
−S′(t)

S(t)

⇒ S(t) = exp

(
−
∫ t

0

λ(u)du

)
= exp(−Λ(t)).
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3)⇒ 4)

On a

S(t) = exp(−Λ(t)),

par ailleurs

λ(t) =
f(t)

S(t)
,

d’où

f(t) = λ(t)S(t)

= λ(t) exp(−Λ(t)).

4)⇒ 1)

On a

f(t) = λ(t) exp(−Λ(t))

⇒ λ(t) =
f(t)

exp(−Λ(t))
.

Par ailleurs

S(t) = 1− F(t)

= 1−
∫ t

0

f(u)du

=

∫ +∞

t

f(u)du.

D’après 4), on a

S(t) =

∫ +∞

t

λ(u) exp(−Λ(u))du

= − exp(−Λ(u))|+∞t ,

comme

Λ(t) = − log(S(t))

= − log[1− F(t)],

par ailleurs
F(t)→ 1, quand t→ +∞.
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Ainsi
log[1− F(t)]→ −∞ et donc Λ(t)→ +∞, quand t→ +∞.

D’où
exp(−Λ(u))→ 0, quand t→ +∞.

Donc
S(t) = exp(−Λ(t)).

1.3 Estimation des fonctions de base
La distribution du temps de survie que l’on cherche à modéliser est généralement

inconnue. Deux approches sont possibles pour estimer cette distribution : l’inférence
paramétrique et l’inférence non paramétrique. On s’intéresse, dans notre mémoire, aux
méthodes non paramétriques.

De nombreux estimateurs ont été développés afin de considérer les mécanismes de
censure et troncature. Les plus connus sont l’estimateur de la fonction de survie de
(Kaplan-Meier,1958) et celui de la fonction de risque de Nelson-Aalen(Nelson, 1972 ;
Aalen,1975) pour traiter des données censurées à droite.

1.3.1 Estimateur de Kaplan-Meier

Cet estimateur est aussi appelé P-L (Produit-Limite) car il s’obtient comme la
limite d’un produit. Il est fondé sur la remarque suivante : Si t′ < t, la probabilité de
survivre au-delà de l’instant t est égale au produit suivant :

S(t) = P(T > t)

= P(T > t/T > t′)S(t′)

Si l’on renouvelle l’opération en choisissant une date t′′ antérieure à t′ on aura de même

S(t′) = P(T > t′)

= P(T > t′/T > t′′)S(t′′)

et ainsi de suite. Donc, si on a t0 < t1 < · · · < tn < t, on obtient

S(t) = P(T > t/T > tn)P(T > tn/T > tn−1) · · ·P(T > t1/T > t0)P(T > t0)

.
Si l’on choisit pour les dates où l’on conditionne celles où il s’est produit un événement,
qu’il s’agisse d’une mort ou d’une censure, on aura seulement à estimer des quantités
de la forme :

P(T > X(i)/T > X(i−1)) = pi

14



Or pi est la probabilité de survivre au-delà de l’intervalle de temps Ii = [X(i−1); X(i)[
sachant qu’était vivant au début de l’intervalle.
Notons Ri le nombre des sujets qui sont vivants(donc "à risque" de mourir) juste avant
l’instant X(i) et Mi le nombre des morts à l’instant X(i).
On pose qi = 1 − pi. qi est la probabilité de mourir durant l’intervalle Ii sachant que
l’individu était vivant au début de cet intervalle. Alors l’estimateur naturel de qi est

q̂i =
Mi

Ri

.

Alors l’estimateur de Kaplan-Meier est donné par

Ŝ(t) =
∏

X(i)6t

(
1− Mi

Ri

)
.

Supposons qu’il n’y ait pas d’ex-æquo. Soit δ(i) l’indicateur de censure associée à X(i),
si δ(i) = 1, c’est qu’il y a eu un mort en X(i) et donc Mi = 1. Si δ(i) = 0, c’est qu’il y a
eu une censure en X(i) et donc Mi = 0.
Par suite

p̂i =

{
1− 1

Ri
en cas de mort en X(i)

1 en cas de censure

Comme
Ri = n− i+ 1,

l’estimateur de Kaplan-Meier est dans ce cas donné par :

Ŝ(t) =
∏

X(i)6t

(
1− 1

n− i+ 1

)δ(i)
.

1.3.2 Estimateur de Nelson-Aalen

Soit T1, · · · ,Tn, n variables aléatoires d’intérêt indépendantes et identiquement
distribuées positives de fonction de répartition F et de fonction de survie S et soit
indépendamment, les variables C1, · · · ,Cn, n variables aléatoires de censure indépen-
dantes et identiquement distribuées positives de fonction de répartition G et de fonction
de survie H.
Nous observons Xi = Ti ∧ Ci et δi = 1{Ti6Ci}.
Introduisons les processus empiriques suivants :

Yn(t) =
1

n

n∑
i=1

1{Xi>t},

un indicateur de présence à risque à l’instant t,
et

Nn(t) =
1

n

n∑
i=1

1{Xi6t,δi=1},
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un processus ponctuel.
On a

E(Nn(t)) = P(Xi 6 t, δi = 1)

= P(Xi 6 t,Ti 6 Ci)

=

∫ t

0

∫ ∞
x

dP(T,C)(x, y)

=

∫ t

0

H(x−)dF(x),

et

E(Yn)(t) = P(Xi > t)

= P(Ti ∧ Ci > t)

= P(Ti > t)P(Ci > t).

= S(t−)H(t−)

On a ∫
dE(Nn(t))

E(Yn(t))
=

∫
H(t−)dF(t)

S(t−)H(t−)

=

∫
dF(t)

S(t−)

= Λ(t).

Cela suggére d’estimer Λ(t) par

Λ̂n(t) =

∫ t

0

dNn(t)

Yn(t)

a appelé estimateur de Nelson-Aalen.

1.3.3 Estimation non paramétrique d’une densité

Supposons que nous observons n variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées X1, · · · ,Xn de densité de probabilité par rapport à la mesure
de Lebesgue une fonction inconnue f de R dans R+.
Rappelons que F(x) = P(X1 6 x) la fonction de répartition de la loi de X1.
Un bon estimateur de F est la fonction de répartition empirique, notée F̂n définie par :

F̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

1{Xi6x},∀x ∈ R.

La loi forte des grands nombres permet d’affirmer que F̂n est un consistant de F.
Il est même possible d’obtenir des intervalles de confiance et de tester l’adéquation des
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données à différentes lois. Néanmoins, il n’est pas évident d’utiliser F̂n pour estimer f .
Une des premières tentatives est de considérer pour h > 0 petit

f̂n(x) =
F̂n(x+ h)− F̂n(x− h)

2h

=
1

2hn

n∑
i=1

1{−h6Xi−x6h}

Cet estimateur, appelé estimateur de Rosenbelt(1956) [38].
Parzen en 1962 a généralisé cet estimateur en remarquant :

f̂n(x) =
1

hn

n∑
i=1

K0

(
Xi − x
h

)
,

où
K0(u) =

1

2
1{−16u61}

Il pose l’estimateur

f̂n(x) =
1

hnn

n∑
i=1

K

(
Xi − x
h

)
,

où K une fonction définie de R dans R et intégrable telle que
∫

K(u)du = 1 appelé
noyau (The kernal function) et hn appelé fenêtre (The window width) vérifie la condi-
tion limn→+∞ hn = 0.

Le choix du noyau K n’influe pas beaucoup sur la performance de l’estimateur. Par
contre, le choix de la fenêtre hn a une influence significative sur celle-ci.

Exemples de noyaux

Voici quelques exemples de noyaux les plus communément utilisés :

1. K(u) = 1
2
1{−16u61} (noyau rectangulaire).

2. K(u) = 3
4
(1− u2)1{−16u61} (noyau d’Epanechnikov).

3. K(u) = 1√
2π

(exp(−u
2

2
))(noyau Gaussien).

1.4 Estimation sous le modèle de troncature à gauche

1.4.1 Modèle de troncature à gauche

considérons une suite de variables aléatoires indépendantes Y1, · · · ,YN de même
fonction de répartition F inconnue. Ces variables aléatoires sont regardées comme les
durées de vie des sujets étudiés. La troncature aléatoire à gauche peut notamment avoir
lieu si le temps d’origine de la durée de vie étudiée précéde le temps d’origine de l’étude.
Ce modèle peut survenir dans différents champs d’applications comme l’astronomie et
les études médicales.
Soit T1, · · · ,TN une suite de variables aléatoires indépendantes de même fonction de
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répartition G inconnue.
On suppose aussi que ces variables sont indépendantes des Yi. La taille de l’échantillon
N est déterministe mais inconnue Dans le modèle de troncature à gauche, (Yi,Ti) est
observé lorsque Yi > Ti, si non rien n’est observé.
Pour éviter la confusion, on note {(Yi,Ti), i = 1, · · ·n} (n 6 N) l’échantillon observé
(i.e Yi > Ti). Une conséquence de la troncature, la taille de l’échantillon vraiment
observé n est une variable aléatoire distribuée selon la loi Binomiale de paramètre N
et µ où µ = P(Y > T). Il est clair que si µ = 0, aucune donnée peut observer. Pour
cela, nous supposons, dorénavant, que µ 6= 0
Par la loi forte des grands nombres on a, lorsque N tend vers ∞

µ̂n :=
n

N
→ µ,P− p.s (1.1)

Lemdani et Ould-Said (2007) ont prouvé que la propriété i.i.d de l’échantillon observé
de taille n est déduite de celle de l’échantillon de taille N.

Sous le modèle de troncature à gauche la distribution conjointe conditionnelle (Stute
(1993), et Zhou (1996) d’un (Y,T) observé devient

J∗(y, t) = P(Y 6 y,T 6 t)

= P(Y 6 y,T 6 t/Y > T)

=
P(Y 6 y,T 6 t,Y > T)

P(Y > T)

=
P(Y 6 y,T 6 t,T 6 y)

P(Y > T)

= µ−1

∫ y

−∞
G(t ∧ u)dF(u),

où t ∧ u := min(t, u). Les distributions marginales sont donc définies par

F∗(y) = J∗(y,∞)

= µ−1

∫ y

−∞
G(u)dF(u),

et

G∗(t) = J∗(∞, t)

= µ−1

∫ ∞
−∞

G(t ∧ u)dF(u)

= µ−1

∫ ∞
−∞

∫ t∧u

−∞
dG(v)dF(u)

= µ−1

∫ t

−∞
dG(v)

∫ ∞
v

dF(u)

= µ−1

∫ t

−∞
(1− F(v))dG(v),

qui peuvent être estimés respectivement par F∗n(y) = n−1
∑n

i=1 1{Yi6y} et
G∗n(t) = n−1

∑n
i=1 1{Ti6t}.
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Soit la fonction C(.) définie par

C(y) = P(T 6 y 6 Y/Y > T)

:= G∗(y)− F∗(y)

=
P(T 6 y 6 Y,Y > T)

P(Y > T)

=
P(T 6 y 6 Y)

P(Y > T)

= µ−1P(T 6 y)P(Y > y)

= µ−1G(y)(1− F(y))

qui peut être estimé par

Cn(y) = G∗n(y)− F∗n(y−)

= n−1

n∑
i=1

1{Ti6y6Yi}

Lynden-Bell (1971) introduit les estimateurs de maximum de vraisemblance non
paramétriques de F et G donnés par les estimateurs produit-limite suivants

Fn(y) = 1−
∏

i/Yi6y

[
nCn(Yi)− 1

nCn(Yi)

]
et Gn(y) =

∏
i/Ti>y

[
nCn(Ti)− 1

nCn(Ti)

]
. (1.2)

Woodroofe (1985) établit la convergence presque sûre des estimateurs de Lynden-
Bell et ainsi que les conditions d’identifabilité du modèle et a remarqué que F et G
peuvent être estimés complétement seulement si
aG 6 aF, bG 6 bF et

∫∞
aF

dF
G
< ∞, (où aG, bG et aF, bF désignent les points finaux

de G et F respectivement).

1.4.2 Estimation de la densité de la covariable

Maintenant, en plus de deux variables considérées auparavant Y et T, nous
considérons un vecteur aléatoire X ∈ Rd de covariables, supposé absolument continu de
fonction de répartition V(.) et une densité continue v(.). On note (Xi,Yi,Ti); 1 6 i 6 n
l’échantillon observé (i.e Yi 6 Ti). Dorénavant, on suppose que T est indépendante de
(X,Y).
Dans que se suit, nous allons construire les estimateurs de V(.) et v(.). Premièrement,
l’estimateur à noyau naturel de la densité de la covariable v(.) est donné par

vN(x) =
1

NhdN

N∑
i=1

Kd

(
x−Xi

hN

)
,

où Kd : Rd → R est un noyau fixé avec
∫
Rd Kd = 1 et (hN)N>1 un suite non négative

tend vers zéro lorsque N tend vers l’infini. Comme N est inconnu, on ne peut pas alors
utiliser le dernier estimateur. On a,

v∗n(x) =
1

nhdn

n∑
i=1

Kd

(
x− Xi

hn

)
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un estimateur de la densité conditionnelle v∗(.) (i.e Y > T). Pour surmonter cette
difficulté, nous considérons d’abord la distribution jointe conditionnelle H∗ de (X,Y,T)
suivante :

H∗ = P(X 6 x,Y 6 y,T 6 t)

= P(X 6 x,Y 6 y,T 6 t/Y > T)

=
P(X 6 x,Y 6 y,T 6 t,Y > T)

P(Y > T)

= µ−1

∫ y

aG

∫ x

−∞
G(t ∧ u)dF(u, v),

où F(.,.) est la distribution jointe de (X,Y). Prenant t = +∞, le couple observé donc
a la distibution F∗(., .) suivante :

F∗(x, y) = H∗(x, y,+∞)

= µ−1

∫ y

aG

∫ x

−∞
G(u)dF(u, v). (1.3)

Par différentiation (1.3), on obtient

F(dx, dy) =
1

µ−1G(y)
F∗(dx, dy), pour y > aG. (1.4)

D’où
f(x, y) =

1

µ−1G(y)
f∗(x, y) (1.5)

En intégrant la fonction f(x, y) précédente par rapport à y, on obtient la distribution
de X :

V(x) = µ

∫ y

aG

∫ x

−∞

1

G(u)
dF∗(du, dv).

Un estimateur naturel de V(x) est donné par

Vn(x) =
µn
n

n∑
i=1

1

Gn(Yi)
1{Xi6x}. (1.6)

Notons que dans (1.6) la somme est sur i telle que Gn(Yi) 6= 0. Finalement (1.6) donne
l’estimateur de la densité de X de la forme

vn(x) =
1

hdn

∫
Rd

Kd

(
x− u
hn

)
Vndu

=
µn
hdnn

n∑
i=1

1

Gn(Yi)
Kd

(
x− Xi

hn

)
(1.7)

Par une méthode analogue, on peut obtenir un estimateur de F(x, y) comme suit

Fn(x, y) =
µn
n

n∑
i=1

1

Gn(Yi)
1{Xi6x,Yi6y}
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et on peut définir l’estimateur à noyau de la densité de probabilité jointe f(x,y) comme
suit

fn(x, y) =
1

hdnln

∫
Rd×R

Kd

(
x− u
hn

)
K0

(
y − v
ln

)
Fn(du, dv)

=
µn

lnhdnn

n∑
i=1

1

Gn(Yi)
Kd

(
x− Xi

hn

)
K0

(
y − Yi

ln

)
, (1.8)

où K0 : R→ R est un noyau fixé avec
∫
R K0 = 1 et (ln)n>1 est défini de la même forme

que (hn)n>1 ci-dessus.
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Chapitre 2

Données Dépendantes

Le fait de supposer que les données étudiées sont toujours indépendantes est peu
réaliste, c’est pour cela, depuis quelques années, plusieurs auteurs ont concentrés leurs
études sur un autre type de données, qui sont les données dépendantes. Dans leurs
études, les statisticiens et les probabilistes considèrent en général des conditions de
dépendance faible appelées conditions de mélanges. Dans ce chapitre nous allons voir
que la notion de dépendance faible est donnée sous forme de coefficients de dépendances
entre les tribus engendrées par des variables de la suite avant un instant t et les tribus
engendrées par des variables de la suite après l’instant (t + n). Ces coefficients sont
nuls si ces tribus sont indépendantes.

Nous allons organiser ce chapitre comme se suit ; premièrement nous allons donner
les définitions des classes de mélanges les plus utiles, présenter leurs propriétés et enfin
nous allons présenter le comportement du modèle lorsqu’il est soumis à un certain type
de mélange fort.

2.1 Définitions et Propriétés
Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité, prenant A et B deux sous σ-algébres de F .

Plusieurs mesures de dépendance entre A et B sont définis comme suit :
Le coefficient de mélange fort

α(A,B) := sup{|P(A ∩ B)− P(A)P(B)|; A ∈ A,B ∈ B}.

Le coefficient de régularité absolue

β(A,B) := sup{1

2

I∑
i=1

J∑
j=1

|P(Ai ∩ Bj)− P(Ai)P(Bj)|},

où le sup est pris sur toutes les partitions (Ai), (Bj) de Ω telles que Ai ∈ A et
Bj ∈ B.

Le coefficient mélange uniforme

φ(A,B) := sup{|P(B/A)− P(B)|; A ∈ A,B ∈ B et P(A) 6= 0}

= sup

{∣∣∣∣P(B ∩ A)

P(A)
− P(B)

∣∣∣∣ ; A ∈ A,B ∈ B,P(A) 6= 0

}
.
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Le coefficient Ψ-mélangeant

Ψ(A,B) := sup

{∣∣∣∣1− P(B ∩ A)

P(A)P(B)

∣∣∣∣ ; A ∈ A,P(A) 6= 0,B ∈ B,P(B) 6= 0

}
.

Le coefficient ρ-mélangeant

ρ(A,B) := sup{|Corr(X,Y)|,X ∈ L2(A),Y ∈ L2(B)},

où L2(A) est l’espace des variables aléatoires de carré intégrable et A-mesurables.

Remarques

Remarque 2.1. On a les inégalités suivantes des mesures de dépendance mentionnées
précédemment

0 6 α(A,B) 6
1

4
, 0 6 φ(A,B) 6 1,

0 6 Ψ(A,B) 6∞, 0 6 ρ(A,B) 6 1,

0 6 β(A,B) 6 1.

Remarque 2.2. Si les tribus (A) et (B) sont indépendantes, alors, on a

α(A,B) = 0, φ(A,B) = 0, Ψ(A,B) = 0 ρ(A,B) = 0 et β(A,B) = 0

Proposition 2.1.
Les mesures de dépendances satisfont les inégalités

i) 2α(A,B) 6 β(A,B) 6 φ(A,B) 6 (1/2)Ψ(A,B)

ii) 4α(A,B) 6 ρ(A,B) 6 Ψ(A,B)

iii) ρ(A,B) 6 2 [φ(A,B)]1/2 [φ(B,A)]1/2 6 2 [φ(A,B)]1/2 .

Démonstration.
Voir Paul Doukhan (1995) et Rio (2000).

2.2 Les conditons de mélange fort
Supposons X := (Xk, k ∈ Z) est un (pas nécessairement stationnaire) processus de

variables aléatoires. Pour −∞ 6 J 6 L 6∞, nous définissons la σ-tribu

FL
J := σ(Xk, J 6 k 6 L (k ∈ Z)),

où σ(· · ·) est la σ-tribu ⊂ F engendrée par (· · ·).
Pour tout n > 1, on définit les coefficients de dépendance suivants :

α(n) := sup
j∈Z

α(F j−∞,F∞j+n);

φ(n) =: sup
j∈Z

φ(F j−∞,F∞j+n);
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Ψ(n) := sup
j∈Z

Ψ(F j−∞,F∞j+n);

β(n) := sup
j∈Z

β(F j−∞,F∞j+n);

ρ(n) := sup
j∈Z

ρ(F j−∞,F∞j+n);

Le processus aléatoire X est dit :
α-mélangeant si α(n)→ 0 lorsque n→∞,
β-mélangeant si β(n)→ 0 lorsque n→∞,
φ-mélangeant si φ(n)→ 0 lorsque n→∞,
Ψ-mélangeant si Ψ(n)→ 0 lorsque n→∞,
ρ-mélangeant si ρ(n)→ 0 lorsque n→∞.
La condition de mélange fort est introduite par Rosenblatt(1956). La condition
φ-mélangeante est introduite par Ibragimov (1959), et aussi étudiée par Cogburn
(1960). La condition Ψ-mélangeante a eu son origine dans un article de Blum, Hanson
et Koopmons (1963), et prenée sa forme dans un article de Philipp (1969).
La condition ρ-mélangeante a été étudiée par Kolmogorov et Rozanov (1960) et la
condition de régularité absolue est introduise par Volkonski et Rozanov (1959-1961).
Voir Richard.C.Bradley (2005).

Remarque 2.3. Lorsque le processus X est strictement stationnaire, on peut définir
les coefficients de dépendance par

α(n) := α(F0
−∞,F∞n );

et la même chose pour les autres coefficients.

Remarque 2.4. On a les implications suivantes

Ψ−mélangeant⇒ φ−mélangeant⇒
{
β −mélangeant
ρ−mélangeant

}
⇒ α−mélangeant.

2.3 Le comportement asymptotique du modèle de tron-
cature à gauche sous la condition de mélange fort

Pour chaque fonction de distribution L on note les points gauche et droit finaux de
son support respectivement par
aL =: inf{x : L(x) > 0} et bL =: sup{x : L(x) < 1}, respectivement. µ est identifiable
seulement si aG 6 aF et bG 6 bF. Notons qu’on ne peut pas calculer l’estimateur
µ̂n = n

N
défini dans l’équation (1.1) car N est inconnue, ça nous oblige de définir un

autre estimateur. Prenant la formule de la fonction C(.), en remplaçant F et G par
les estimateurs de maximum de vraisemblance non paramétrique, on obtient un autre
estimateur défini par

µn =
Gn(y)[1− Fn(y−)]

Cn(y)
, (2.1)

où Fn(y−) est la limite à gauche de Fn(y) on y. He et Yang (1998) ont prouvé que µn
ne dépend pas de y et sa valeur peut donc être obtenue pour tout y tel que Cn(y) 6= 0.
Le fait que µn a une forme plus simple que µ̂n, nous aide à construire des nouveaux
estimateurs comme nous allons le voir ultérieurement.
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Lemme 2.1. (Liang, Li et Oi (2009)).
Soit {Yi, i > 1} un processus stationnaire et α-mélangeant de variables aléatoires

avec un coefficient de mélange α(n) = O(n−ν) pour ν > 3. Alors

sup
y
|Cn(y)− C(y)| = O((log log n/n)1/2), p.s (2.2)

sup
y
|Fn(y)− F(y)| = O((log log n/n)1/2), p.s (2.3)

sup
y
|Gn(y)−G(y)| = O((log log n/n)1/2), p.s (2.4)

sup
y
|µn − µ| = O((log log n/n)1/2), p.s (2.5)

La preuve du lemme (2.1) a besoin d’un autre lemme.

Lemme 2.2. (Cai et Roussas (1992)).
Soit {ξi, i > 1} un processus stationnaire et α-mélangeant de variables aléatoires

de fonction de distribution F et un coefficient de mélange α(n) = O(n−ν) pour ν > 3.
Soit Fn la fonction de distribution empirique basée sur ξ1 · · · ξn. Alors

lim sup
n→∞

{(
n

2 log log n

)1/2

sup
x∈R
|Fn(x)−F(x)|

}
p.s.

Posons

Λ(y) =

∫ y

0

dF∗(u)

C(u)
,Λn(y) =

∫ y

0

dF∗n(u)

Cn(u)
, Λ̃(y) =

∫ ∞
y

dG∗(u)

C(u)
, Λ̃n(y) =

∫ ∞
y

dG∗n(u)

Cn(u)
.

Il est clair que

Λn(y) =
n∑
i=1

1{Yi6y}
nCn(Yi)

, Λ̃n(y) =
n∑
i=1

1{Ti>y}
nCn(Ti)

Démonstration. du lemme 2.1
En appliquant le lemme (2.2) on a

sup
y
|G∗n(y)−G∗(y)| = O((log log n/n)1/2), p.s et sup

y
|F∗n(y)−F∗(y)| = O((log log n/n)1/2), p.s

(2.6)
Montrant maintenant la propriété (2.2). Comme

C(y) = G∗(y)− F∗(y) et Cn(y) = G∗n(y)− F∗n(y−),

nous obtenons le résultat d’après (2.6)
Montrons maintenant (2.3), pour celà on a besoin d’une fonction F̄n(y) définie par

F̄n(y) = 1−
∏

i/Yi6y

[
1− 1

nCn(Yi) + 1

]
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En utilisant l’inégalité |e−x−e−y| 6 |x−y|, pour x, y > 0 et en développant ln(1− F̄n),
nous obtenons

|1− F̄n(y)− e−Λn(y)| 6 | ln(1− F̄n) + Λn(y)|

=

∣∣∣∣∣∣
∑
i/Yi6y

1

nCn(Yi)
−
∑
i/Yi6y

∑
k>1

1

k[nCn(Yi) + 1]k

∣∣∣∣∣∣
6

3

2

∑
i/Yi6y

1

nCn(Yi)[nCn(Yi) + 1]

6
3

2

∑
i/Yi6y

1

n2C2
n(Yi)

=
3

2n

n∑
i=1

1{Yi6y}
nC2

n(Yi)

=
3

2n

∫ y

0

dF∗n(u)

C2
n(u)

. (2.7)

Comme ∣∣∣∣∣
n∏
i=1

ai −
n∏
i=1

bi

∣∣∣∣∣ 6
n∑
i=1

|ai − bi| pour|ai|, |bi| 6 1,

on a

|Fn(y)− F̄n(y)| = |(1− Fn(y))− (1− F̄n(y))|

=

∣∣∣∣∣∣
∏

i/Yi6y

(
1− 1

nCn(Yi)

)
−
∏

i/Yi6y

(
1− 1

nCn(Yi) + 1

)∣∣∣∣∣∣
6

n∑
i=1

∣∣∣∣− 1

nCn(Yi)
+

1

nCn(Yi) + 1

∣∣∣∣
=

n∑
i=1

∣∣∣∣−nCn(Yi)− 1 + nCn(Yi)

[nCn(Yi)][nCn(Yi) + 1]

∣∣∣∣
6

1

n

∫ y

0

dF∗n(u)

C2
n(u)

. (2.8)

Notons que d’après (2.7) et (2.8), on a

1− Fn(y)− e−Λn(y) = O(n−1)

∫ y

0

dF∗n(u)

C2
n(u)

(2.9)

en remplaçant F∗(u) et C(u) par leurs expressions, on a :

Λ(y) =

∫ y

0

dF∗(u)

C(u)

=

∫ y

0

µ−1G(u)dF(u)

µ−1G(u)(1− F(u))
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=

∫ y

0

dF(u)

1− F(u)

= − ln(1− F(y)).

Ainsi 1− F(y) = e−Λ(y), et
|Fn(y)− F(y)− [1− F(y)][Λn(y)− Λ(y)]|

= |[e−Λ(y) − e−Λn(y)]− e−Λ(y)[Λn(y)− Λ(y)]− 1− Fn(y)− e−Λn(y)|
6 e−ξ2n(y)[Λn(y)− Λ(y)]2 + |1− Fn(y)− e−Λn(y)|, (2.10)

où ξ2n(y) est entre ξ1n(y) et Λ(y), et ξ1n(y) est entre Λn(y) et Λ(y).
Notons que

Λn(y)− Λ(y) =

∫ y

0

dF∗n(u)

Cn(u)
−
∫ y

0

dF∗(u)

C(u)

=

∫ y

0

(
1

C(u)
− 1

Cn(u)

)
dF∗n(u) +

∫ y

0

d(F∗n(u)− F∗(u))

C(u)

=

∫ y

0

C(u)− Cn(u)

C(u)Cn(u)
dF∗n +

F∗n(y)− F∗(y)

C(y)
+

∫ y

0

F∗n(u)− F∗(u)

C2(u)
dC(u).

En appliquant (2.2) et (2.6) sur la dernière expression, on obtient

sup
y
|Λn(y)− Λ(y)| = O((log log n/n)1/2), p.s (2.11)

D’après (2.9)-(2.11) nous concluons (2.3)
Pour montrer (2.4) on va suivre les mêmes étapes que celles de la démonstrartion de
la relation (2.3).
On définit

Ḡn(y) = 1−
∏

i/Ti>y

[
1− 1

nCn(Ti) + 1

]
.

On a

|Gn(y)− e−Λ̃n(y)| 6 |Ḡn(y)− e−Λ̃n(y)|+ |Gn(y)− Ḡn(y)|
6 | ln(Ḡn(y)) + Λ̃n(y)|+ |Gn(y)− Ḡn(y)|

6
3

2

∑
i/Ti>y

1

nCn(Ti)[nCn(Ti) + 1]
+
∑
i/Ti>y

1

nCn(Ti)[nCn(Ti) + 1]

= O(n−1)

∫ ∞
y

dG∗n(u)

C2
n(u)

. (2.12)

Notons que

Λ̃(y) =

∫ ∞
y

dG∗(u)

C(u)
=

∫ ∞
y

dG(u)

G(u)
= − ln(G(y)),
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qui implique G(y) = e−Λ̃(y).
Alors on a
|(Gn(y)−G(y)) + G(y)(Λ̃n(y)− Λ̃(y)|

6 |Gn(y)− e−Λ̃n(y)|+ |(e−Λ̃(y) − e−Λ̃n(y))− e−Λ̃(y)(Λ̃n(y)− Λ̃(y))|
6 |Gn(y)− e−Λ̃n(y)|+ eξ4n(y)|Λ̃n(y)− Λ̃(y)|ξ3n(y)− Λ̃(y)|, (2.13)

où ξ4n(y) est entre ξ3n(y) et Λ̃(y), et ξ3n(y) est entre Λ̃n(y) et Λ̃(y).
Par ailleurs

Λ̃n(y)− Λ̃(y) =

∫ ∞
y

dG∗n(u)

Cn(u)
−
∫ ∞
y

dG∗(u)

C(u)

=

∫ ∞
y

(
1

C(u)
− 1

Cn(u)

)
dG∗n(u) +

∫ ∞
y

d(G∗n(u)−G∗(u))

C(u)

=

∫ ∞
y

C(u)− Cn(u)

C(u)Cn(u)
dG∗n +

G∗n(y)−G∗(y)

C(y)

+

∫ ∞
y

G∗n(u)−G∗(u)

C2(u)
dC(u). (2.14)

Par conséquent, d’après (2.2), (2.6) et (2.12)-(2.14), nous concluons (2.4),qui est

sup
y
|Gn(y)−G(y)| = O((log log n/n)1/2), p.s

Montrons la relation (2.5). Remarquons que

µn − µ =
Gn(y)[1− Fn(y−)]

Cn(y)
− G(y)[1− F(y−)]

C(y)

=
1

Cn(y)C(y)
{C(y)[1− Fn(y−)][Gn(y)−G(y)]

+ C(y)G(y)[F(y)− Fn(y−)]− [Cn(y)− C(y)]G(y)[1− F(y−)].}

D’où, d’après la continuité de F et les équations (2.2), (2.3) et (2.4) on obtient (2.5).
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Chapitre 3

Quantile et Quantile Conditionnel

Les quantiles, conditionnels où non conditionnels, sont fréquemment utilisés en
statistique. Par exemple, la médiane est un indicateur robuste de la tendance centrale
d’une population, l’intervalle interquartile est un bon indicateur de sa dispersion.
Dans la pratique, les domaines d’utilisation des quantiles sont assez variés. En biologie,
Gannoun (Trois méthodes non paramétriques pour l’estimation de courbes de
référence (2002)) utilisent les quantiles conditionnels pour estimer des courbes de réfé-
rence permettant d’analyser certaines propriétés biophysiques de la peau.
Les quantiles représentent également un moyen robuste de prévision. En pratique, ces
quantiles sont calculés suivant un critère d’ordre sur l’observations.
Pour mieux apprendre les quantiles et quantiles conditionnels, on va organiser ce
chapitre comme suit : nous allons définir les quantiles et les quantiles conditionnels
des variables aléatoires réelles, donner quelques caractérisations et propriétés asymp-
totiques, puis nous allons approfondir cette étude au cas de donnés aléatoirement
tronquées à gauche.

3.1 Les quantiles
Pour une variable Y, la fonction quantile se définit à partir de l’inverse de sa fonc-

tion de répartition. Quand cette fonction de répartition est strictement croissante, son
inverse est défini sans ambiguïté. Mais une fonction de répartition reste constante sur
tout intervalle dans lequel la variable aléatoire ne peut pas prendre de valeurs. De
manière générale, soit F(.) la fonction de répartition de la variable Y.

Définition 3.1.
On appelle fonction quantile d’ordre p de Y la fonction qui, à p ∈]0, 1[, associe

QF(p) = F−1(p) = inf{y : F(y) > p}, (3.1)

où F−1(.) est souvent appelée l’inverse généralisé de F(.).

Remarque 3.1.
Pour certaines valeurs de p, on donne un nom particulier aux quantiles ; par exemple,

pour p = 0.5 le quantile appelé médiane, pour p = 0.25, 0.75 le quantile appelé quartile,
pour p = 0.1, · · · 0.9 le quantile appelé décile et pour p = 0.01, · · · 0.09 le quantile appelé
centile,..., etc.
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3.1.1 Caractérisation du quantile

Le quantile en tant que racine d’une équation

Soit p ∈]0, 1[, posons u = 2p− 1. On introduit une nouvelle fonction quantile notée
Q(.) définie sur l’intervalle ]-1,1[ par :

Q(u) = F−1

(
1 + u

2

)
avec − 1 < u < 1. (3.2)

Nous remarquons que, contrairement à la définition donnée par (3.1), le quantile est
indexé par u ∈]− 1, 1[. La définition de la fonction quantile Q(.) donnée par (3.2) nous
donne, à l’aide du signe(resp. la valeur absolue) de u, une idée sur l’orientation(resp.
l’ordre) du quantile par rapport à la médiane. En effet :

– pour u = 0,Q(0) est la médiane (le quantile d’ordre p = 1/2),
– si u est négatif (resp. positif), le quantile d’ordre u est à gauche (resp. à droite)

de la médiane,
– si |u| est proche de 0, le quantile correspondant est proche de la médiane,
– si |u| est proche de 1, le quantile correspondant est un quantile "extrême"(quantile

d’ordre p est proche de 0 ou de 1).

Remarque 3.2.
Il est facile de montrer que QF(p) = Q(u), pour u = 2p − 1, est une solution de

l’équation suivante dont l’inconnu est θ

E(S(θ − Y))− u = 0, (3.3)

où S désigne la fonction "signe" définie par

S(θ − Y) =

{
1, si θ − Y > 0;
−1, si θ − Y < 0.

Par convention, on pose S(0) = 0.

Démonstration. Soit F la fonction de répartition de la variable aléatoire Y, on a

F(F−1(p))− p = P(Y 6 F−1(p))− p
= E(1{Y6F−1(p)})− p,

comme u = 2p− 1 ou encore p = u+1
p
, on a

F(F−1(p))− p = E(1{Y6Q(u)})− p

= E
(

1{Q(u)−Y>0} −
1 + u

2

)
=

1

2
E([21{Q(u)−Y>0} − 1]− u)

=
1

2
E[S(θ − Y)− u].

Comme F(F−1(p))− p = 0, on en déduit que, pour un u fixé, le quantile QF(p) = Q(u)
est bien la solution de l’équation (3.3).
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Le quantile en tant que solution d’un problème de minimisation

Le quantile peut être aussi considérer comme une solution de certains problèmes de
minimisation.
Pour motiver le problème de minimisation, nous considérons la médiane m. Nous pou-
vons mesurer la distance entre une variable donnée Y et une valeur m en utilisant la
distance absolue moyenne E|Y −m|.

Remarque 3.3. La valeur de m minimisant la distance absolue moyenne E|Y − m|
est obtenue avec la médiane m telle que F(m) = 1

2
où F est la fonction de répartition

de Y.

Démonstration. Supposons que la fonction de répartition F de la variable aléatoire Y
ayant pour densité de probabiltié f .
On a

E|Y −m| =

∫ ∞
−∞
|y −m|f(y)dy

=

∫ m

−∞
|y −m|f(y)dy +

∫ ∞
m

|y −m|f(y)dy

=

∫ m

−∞
(m− y)f(y)dy +

∫ ∞
m

(y −m)f(y)dy.

Cherchons le minimum en annulant la dérivée de E|Y −m| par rapport à m.
Soit Ψ(y) une primitive de la fonction yf(y), (ou encore d

dy
Ψ(y) = yf(y)).

On a ∫ m

−∞
(m− y)f(y)dy =

∫ m

−∞
mf(y)dy −

∫ m

−∞
yf(y)dy

= mF(m)− [Ψ(y)−Ψ(−∞)].

=⇒ ∂

∂m

[∫ m

−∞
(m− y)f(y)dy

]
=

∂

∂m
{mF(m)− [Ψ(y)−Ψ(−∞)]}

= F(m) +m
∂

∂m
F(m)− ∂

∂m
Ψ(m)

= F(m) +mf(m)−mf(m)

= F(m),

et ∫ +∞

m

(y −m)f(y)dy =

∫ +∞

m

yf(y)dy −
∫ +∞

m

mf(y)dy

= [Ψ(+∞)−Ψ(m)]−m[1− F(m)]

=⇒ ∂

∂m

[∫ +∞

m

(y −m)f(y)dy

]
= − ∂

∂m
Ψ(m)− 1 +

∂

∂m
mF(m)

= −mf(m)− 1 + F(m) +mf(m)

= −[1− F(m)].
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Ainsi
∂

∂m

∫ +∞

−∞
(y −m)f(y)dy = F(m)− [1− F(m)] = 2F(m)− 1.

En posant cette dérivée égale à zéro, on obtient

2F(m)− 1 = 0⇐⇒ F(m) =
1

2
.

Ainsi le minimum de E|Y −m| est obtenu pour la médiane m tel que F(m) = 1
2
.

Autres propriétés du quantile

La propriété de monotonie : Elle indique que si on applique une transformation
monotone h(par exemple, la fonction exponentielle ou logarithmique) à
une variable aléatoire, les quantiles sont obtenus en appliquant la même transfor-
mation sur la fonction quantile. En d’autre terme, si QF est le quantile d’ordre p
de Y, alors h(QF) est le quantile d’ordre p de h(Y).

L’insensibilité de la médiane : Contrairement à la moyenne qui est sensible aux
valeurs aberrantes, ces dernières n’ont aucune influence sur la médiane.
En effet, si on a un échantillon Y1, · · · ,Yn de médianem, on peut modifier l’échan-
tillon en changeant une donnée Yi qui est inférieure à m par une autre donnée
inférieure à m. Similairement, on peut changer une donnée de l’échantillon su-
périeure à m par une autre donnée supérieure à m. Cette modification sur les
données d’échantillon n’a aucune influence sur la médiane.

3.1.2 Propriété asymptotique du quantile

Estimation du quantile

On considère une suite de variables aléatoires réelles Y1, · · · ,Yn indépendantes et
identiquement distribuées (i.i.d) de fonction de répartition commune F.
Soit p ∈]0, 1[, on définit la fonction de répartition empirique associée à la fonction F.
Soit donc

F̂n(y) =
1

n

n∑
i=1

1{Yi6y},∀y ∈ R.

Soit QFn(p) l’estimateur de QF(p) associe à la fonction de répartition empirique F̂n
définit par la relation

QFn(p) = F̂−1
n (p) = inf{y : F̂n(y) > p} (3.4)

Remarque 3.4. Les propriétés de la monotonie et de l’insensibilité du médiane du
quantile reste valable pour le quantile empirique QFn.

Normalité asymptotique de l’estimateur du quantile

Il est important de savoir comment les quantiles se comportent dans les grands
échantillons. En fait QFn hérite d’un certain nombre de propriétés de la fonction de
répartition empirique F̂n comme le fait que la loi de la variable aléatoire nF̂n(y) soit
une Binomiale B(n,F(y)).
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Théorème 3.1.
Soit (Y1, · · · ,Yn) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identi-

quement distribuées de fonction de répartition commune F avec une densité continue
f . Alors si f(QF(p)) > 0, on a

√
n(QFn(p)−QF(p)) =

√
n(F̂−1

n (p)− F̂−1(p))
L−→ N (0, σ2),

où : σ2 = p(1− p)/f(QF(p))2

Démonstration.
Le théorème central limite pour les variables aléatoires i.i.d implique que pour tout

y dans le support de F on a :
√
n(F̂n(y)− F(y))

L−→ N (0, σ2),

où : σ2 = F(y)(1− F(y)).
Posant y = QF(p) = F−1(p), donc on obtient :
√
n(F̂n(QF(p))− F(QF(p))) =

√
n(F̂n(F−1(p))− F(F−1(p)))

L−→ N (0, p(1− p))

Ceci implique que
√
n(F̂n(F̂−1

n (p))− F(F̂−1
n (p)))

L−→ N (0, p(1− p)).
(Voir D. Andrews, (1996) Handbook of Econometrics (vol. 4)).
Alors

√
n(p− F(F̂−1

n (p)))
L−→ N (0, p(1− p)).

Un développement limité de Taylor donne

F(F̂−1
n (p)) = F(F−1(p)) + f(Q̃F(p))(F̂−1

n (p)− F−1(p)),

où Q̃F(p) est un point sur le segment entre QF(p) et QFn(p).
En reécrivant la dernière formule en supposant que f(Q̃F(p)) > 0, on obtient

√
n(F̂−1

n (p)− F−1(p)) = −
√
n

f(Q̃F(p))
(p− F(F̂−1

n (p))).

Lorsque QFn(p)→ QF(p) en probabilité Q̃F(p)→ QF(p) en probabilité.
Comme f est continue alors f(Q̃F(p))→ f(QF(p)) en probabilité.
Alors d’après Slutsky

√
n(F̂−1

n (p)− F−1(p))
L−→ N (0, σ2),

où : σ2 = p(1− p)/f(QF(p))2. D’où le résultat.

3.2 Quantile Conditionnel
Définition 3.2.

Considérons deux variables quantitatives continues : une variable Y, appelée variable
d’intérêt, et une variable X, appelée covariable. Soit p ∈]0, 1[.
Le quantile conditionnel d’ordre p de la variable Y sachant que X = x est défini de la
manière suivante :

Qp(x) = F−1(p/x) = inf{y : F(y/x) > p}, (3.5)

où F(./x) désigne la fonction de répartition conditionnelle de Y sachant que X = x,
avec F(y/x) = E[1{Y6y}/X = x].
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Plusieurs approches ont été développées pour l’estimation des quantiles condition-
nels. L’approche paramétrique peut parfois être mal adaptée à la réalité des données
en particulier biologiques. Une approche non paramétrique du problème a alors été
développée afin de pallier les problèmes d’hypothèses et de modélisation paramétriques.
De nombreux travaux récents ont été menés pour l’estimation non paramétrique des
quantiles conditionnels aussi bien dans un cadre théorique que sur le plan des applica-
tions. Ces méthodes ne nécessitent pas d’hypothèse sur la nature de la distribution.

3.2.1 Estimation non paramétrique des quantiles conditionnels
dans le cas des données complètes

Dans le cadre de l’approche non paramétrique, la plupart du temps l’estimation
consiste à estimer au préalable la fonction de répartition conditionnelle puis à
l’inverser pour obtenir un estimateur du quantile conditionnel.
Nous décrivons ici deux méthodes d’estimation non paramétrique des quantiles condi-
tionnels ; estimation par noyau et estimation par noyau produit.

Estimation par la méthode du noyau

On estime la fonction de répartition conditionnelle par :

F̂n(y/x) =
n∑
i=1

ωni(x)1{Yi6y} avec
n∑
i=1

ωni = 1.

Notons que si on prend ωni(x) = 1/n, on obtient l’expression classique de la fonction
de répartition empirique.
Collomb en 1980 a proposé d’estimer la fonction de répartition conditionnelle en posant

ωni(x) =
K(x−Xi

hn
)∑n

i=1 K(x−Xi
hn

)
,

où K est une densité de probabilité appelée "noyau" et hn un paramètre qui converge
vers zéro lorsque n tend vers l’infini. Il a par ailleurs démontré la convergence ponctuelle
et uniforme en x de son estimateur mais n’a pas démontré la convergence uniforme en
y. Il a également donné la normalité asymptotique de ces estimateurs.
Il est alors naturel d’estimer le quantile conditionnel Qp(x) par Qp,n(x) de la manière
suivante :

Qp,n(x) = F̂−1
n (p/x) = inf{y : F̂n(y/x) > p}. (3.6)

Estimation par la méthode du noyau produit

Une version plus "lisse" de l’estimateur de la fonction de répartition conditionnelle
F̂n définie précédemment peut être introduite dans le cas d’un processus (Xi,Yi) à
valeurs dans Rd × R. Elle consiste d’abord à remplacer la fonction indicatrice par une
nouvelle densité symétrique, puis estimer la fonction de densité marginale g(x) de X
et la fonction de densité conjointe f(x, y) du vecteur (X,Y). Cela revient à supposer
que le vecteur aléatoire (X,Y) admet une densité de probabilité f(., .) et que la densité
conditionnelle de Y sachant X = x admet une version régulière f(./x).
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L’estimateur de la densité conditionnelle étant définie par le rapport entre les estima-
teurs de la densité du couple f(x, y) et la densité marginale g(x), il en découle que
l’estimateur à noyau de la fonction de répartition conditionnelle :

F̂n(y/x) =

∫ y

−∞
f̂n(v/x)dv

=

∫ y
−∞ f̂n(x, v)dv

ĝn(x)

=
Ψ̂n(x, y)

ĝn(x)
, (3.7)

où

f̂n(x, y) =
1

nhd+1
n

n∑
i=1

Kd

(
x− Xi

hn

)
K0

(
y − Yi

ln

)

ĝn(x) =

∫
R

f̂n(x, y)dy =
1

nhd+1
n

n∑
i=1

Kd

(
x− Xi

hn

)

Ψ̂n(x, y) =
1

nhd+1
n

n∑
i=1

Kd

(
x− Xi

hn

)∫ y

−∞
K0

(
u− Yi

ln

)
du,

avec Kd : Rd → R et K0 : R→ R sont des fonctions noyau verifiant∫
Rd Kd(u)du = 1,

∫
R K0(u)du = 1 et (hn)n>1, (ln)n>1 sont des suites de nombre telles

que hn → 0 et hn → 0 quand n→∞ .
Il en découle naturellement un estimateur Qp,n(x) définie par

Qp,n(x) = F̂−1
n (p/x) = inf{y : F̂n(y/x) > p} (3.8)

Cette approche est attractive mais nécessite le choix de deux fenêtres ln et hn. Il
apparait en pratique que cet estimateur est extrêmement sensible au choix de ces deux
fenêtres. Une méthode empirique pour choisir ln et hn a été proposé par Yu et Jones
(1998)

Dans le cas des données complètes, de nombreux résultats ont été énoncés ; Roussas
(1969) a montré la convergence et la normalité asymptotique de l’estimateur du quantile
conditionnel sous des conditions de Markov. Gannoun (1989) a étudie les propriétés
de l’estimateur de Collomb dans le cas de données indépendantes et identiquement
distribuées puis α-mélangeantes. Stone (1977) a prouvé la consistance faible de l’esti-
mateur à noyau des variables aléatoires i.i.d. La consistance uniforme a été établie par
Schlee (1982) et Gannoun (1989). Samanta (1989) a énoncé des résultats sur la consis-
tance forte et de normalité asymptotique dans le cas des observations i.i.d. Berlinet,
Gannoun et Matzner (2001) étendent ces résultats aux données non indépendantes. Ils
considèrent le processus (Xi,Yi) stationnaire et α-mélangeant. Ils énoncent des théo-
rèmes qui établissent qu’un estimateur convergent du quantile construit à partir d’un
estimateur convenable de F(./x) est asymptotiquement normal.
Dans le modèle de troncature à gauche aléatoire Gürler, Stute et Wang (1993) ont
donné une représentation de type de Bahadur pour la fonction quantile et sa norma-
lité asymptotique. Son extension aux analyses de séries temporelles a été obtenue par
Lemdani, Ould-Saïd et Poulin (2005).

Passant maintenant à l’étude de l’estimateur à noyau du quantile conditionnel pour
des données tronquées à gauche et α-mélangeantes.
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3.2.2 Estimation non paramétrique du quantile conditionnel
dans le cas des données tronquées à gauche

Soit Y et T deux variables aléatoires réelles de fonctions de répartition inconnues
F et G respectivement. Soit X un vecteur aléatoire de covariable de dimension d de
fonction de répartition V(.) et une densité continue v(.). Soit (Xi,Yi,Ti), N copies i.i.d
de (X,Y,T) Sous le modèle aléatoire de troncature à gauche Y et T sont observées
seulement si {Y > T}. Pour éviter toute confusion, nous allons noter (Xi,Yi,Ti);
1 6 i 6 n, n < N, la sous suite observée (i.e Yi > Ti).

La troncature apparait fréquemment dans les études médicales, par exemple dans
l’étude de la durée de survie après la malade. Si Y représente le délai écoulé entre le
début de la maladie et la mort, et la période de suivi commence T unités de temps
après le début de la maladie alors, clairement, Y est tronquée à gauche par T. Aussi
peut apparaitre en astronomie, démographie, épidémiologie, l’économie et autre études
[plusieurs exemples et références dans ce sujet peuvent être trouver dans Woodroofe
(1985), Tsai, Jewell et Wang (A note on the product-limit estimator under right cen-
soring and left truncation (1987)), Anderson, Borgan et Keiding (1993).

La vraie taille n de l’échantillon observé est une variable aléatoire distribuée selon
la loi Binomiale de paramètre N et µ où µ = P(Y > T). Il est clair que si µ = 0,
aucune donnée n’est observée. Pour cela, nous supposons, dorénavant, que µ 6= 0
d’après la loi forte de grand nombres on a, lorsque N tend vers ∞,

µ̂n :=
n

N
→ µ,P− p.s. (3.9)

Considérons maintenant la fonction de répartition jointe F(.,.) du vecteur aléatoire
(Y, T) reliée à l’échantillon de taille N supposée de classe C1(Rd+1). Le fonction de
répartition conditionnelle de Y sachant X = x = (x1, · · · , xd) peut être écrite sous la
forme

F(./x) =
F1(x, .)

v(x)
, (3.10)

avec

F1(x, .) =
∂

∂x
F(x, .) :=

∂d

∂x1 · · · ∂xd
F(x, .).

Pour tout p ∈]0, 1[, le quantile conditionnel d’ordre p de Y sachant X = x est définie
par

Qp(x) = inf{y : F(y/x) > p}.
En utilisant les poids de Ould Saïd-Lemdani, nous obtenons l’estimateur de la fonction
de répartition de Y sachant X = x donné par

Fn(y/x) = µn

n∑
i=1

W̃i,n(x)
1

Gn(Yi)
H

(
y − Yi

hn

)

=

∑n
i=1

1
Gn(Yi)

Kd

(
x−Xi
hn

)
H
(
y−Yi
hn

)
∑n

i=1
1

Gn(Yi)
Kd

(
x−Xi
hn

)
=:

F1,n(x, y)

vn(x)
, (3.11)
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où H est une f.d.r définie sur R et

F1,n(x, y) =
µn
nhdn

n∑
i=1

1

Gn(Yi)
Kd

(
x− Xi

hn

)
H

(
y − Yi

hn

)
(3.12)

est un estimateur de F1(x, y). Les estimateurs (3.11) et (3.12) ont été déjà définie par
Lemdani, Ould-Saïd et Poulin (2009).
Alors, un estimateur naturel du quantile conditionnel d’ordre p est donné par

Qp,n(x) = inf{y : Fn(y/x) > p}. (3.13)

En plus de l’estimateur de la fonction de répartition conditionnelle , on peut aussi
donner l’estimateur à noyau de la densité conditionnelle de Y sachant X = x définie
par
f(y/.) = ∂F(y/.)

∂y
. Voir (2009) (Lemdani, Ould-Saïd et Poulin, remarque 4.1)

Cet estimateur est donné par

fn(y/x) =
f1,n(x, y)

vn(x)
, (3.14)

où

f1,n(x, y) =
µn

nhd+1
n

n∑
i=1

1

Gn(Yi)
Kd

(
x− Xi

hn

)
H(1)

(
y − Yi

hn

)
(3.15)

est l’estimateur de f(x, y) = ∂F1(x,y)
∂y

et H(1) est la dérivée de H.
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Chapitre 4

Convergence forte uniforme de
l’estimateur à noyau du quantile
conditionnel pour des données
tronquées à gauche et dépendantes

Dans ce chapitre nous allons réprendre les résultats obtenus par Ould-Saïd,
Djabrane et Abdelhakim Necir (2009), de convergence forte uniforme de l’estimateur
à noyau du quantile conditionnel pour des données tronquées à gauche défini dans le
chapitre précédent sous des conditions d’un certain type de dépendance .

4.1 Hypothèses et résultats
Dans que se suit, on s’intéresse au cas de covariable notée X univariée (i.e d = 1).

Supposons que 0 = aG < aF et bG < bF. Nous considérons deux nombres réels a et b
tels que aF < a < b < bF. Soit Ω un sous ensemble compact de Ω0 = {x ∈ R/v(x) > 0}
et γ := infx∈Ω v(x) > 0.
Considérons les hypothèses suivantes :

(K1) K est une densité de probabilité bornée, à valeur positive et continue au sens
de Hölder d’exposant β > 0 et satisfait

|u|K(u)→ 0 lorsque ‖u‖ → +∞.

(K2) H est une fonction de répartition de densité de probabilité H(1) de classe C1,
qui est positive, bornée et a un support compact. Elle est continue au sens de Hölder
d’exposant β.

(K3) i) H1 et K sont deux noyaux de second ordre,
ii)
∫

K2(r)dr <∞.
(M1) {(Xi,Yi), i > 1} est une suite de variables aléatoires stationnaires et

α-mélangeantes de coefficient α(n).
(M2) {Ti, i > 1} est une suite de variables de troncature i.i.d et indépendante de

{(Xi,Yi), i > 1} de fonction de répartition commune et continue G.
(M3) Il existe ν > 5 + 1/β pour β > 1/7 tel que α(n) = O(n−ν).
(D1) La densité conditionnelle v∗(.) est deux fois continument différentiable.
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(D2) La densité conditionnelle jointe v∗(., .) de (Xi,Xj) existe et satisfait

sup
r,s
|v∗(r, s)− v∗(r)v∗(s)| 6 C <∞,

telle que C est une constante ne dépendant pas de (i, j).
(D3) La densité conditionnelle jointe de (Xi,Yi,XjYj) et la densité conditionnelle

jointe de (Xi,Yi) notées respectivement par f ∗(., ., ., .) et f ∗i,i(., .) existent et satisfont
pour toute constante C

sup
r,s,t,u

|f ∗(r, s, t, u)− f ∗i,i(r, s)f ∗i,i(t, u)| 6 C <∞.

(D4) La densité jointe f(., .) est bornée et deux fois continument différentiable.
(D5) La densité marginale v(.) est localement Lipschitzienne sur Ω0.

La fenêtre hn := h satisfait :
(H1)

h ↓ 0,
log n

nh
→ 0 et h = o(1/ log n), lorsque n→∞.

(H2)
Cn

(3−ν)β
β(ν+1)+4β+1

+η < h < C′n
1

1−ν ,

où η satisfait

2

β(ν + 1) + 4β + 1
< η <

(ν − 3)β

β(ν + 1) + 4β + 1
+

1

1− ν

et β et ν vérifient la condition (M3).

Proposition 4.1. Sous les hypothèses (K), (M), (D) et (H), on a

sup
x∈Ω

sup
a6y6b

|Fn(y/x)− F(y/x)| = O

(
max

{√
log n

nh
, h2

})
, P− p.s. n→∞

Théorème 4.1. Sous les hypothèses (K), (M), (D) et (H) et pour tout p ∈ (0, 1) si la
fonction Qp satisfait pour ε > 0 donné il existe β > 0 tel que

∀ηp : Ω→ R, sup
x∈Ω
|Qp(x)− ηp(x)| > ε⇒ sup

x∈Ω
|F(Qp(x))− F(ηp(x))| > β, (4.1)

on a
lim
n→∞

sup
x∈Ω
|Qp,n(x)−Qp(x)| = 0, P− p.s.

De plus, on a

sup
x∈Ω
|Qp,n(x)−Qp(x)| = O

(
max

{√
log n

nh
, h2

})
P− p.s. n→∞
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4.2 Preuves
Pour montrer les résultats précédents, nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemme 4.1. Sous les hypothèses (K1), (K3), (M), (D1), (D2) et (H) on a

sup
x∈Ω
|v∗n(x)− v∗(x)| = O

(
max

{√
log n

nh
, h2

})
, P− p.s. n→∞

Démonstration. On a

sup
x∈Ω
|v∗n(x)− v∗(x)| 6 sup

x∈Ω
|v∗n(x)− E(v∗n(x))|+ sup

x∈Ω
|E(v∗n(x))− v∗(x)|

=: T1n + T2n.

(4.2)

Nous commençons par étudier le terme variance T1n. L’idée consiste à utiliser l’inégalité
exponentielle prenant en compte la structure α-mélangeante. L’ensemble compact Ω

peut être recouvert par un nombre fini d’intervalle ln de longueur ωn = (n−1h1+2β)
1
2β ,

où β est l’exposant de Hölder. On note Ik := I(xk, ωn); k = 1, · · · , ln, l’intervalle centré
en xk. Comme Ω est borné, alors il existe une constante C tel que ωnln 6 C. Pour tout
x dans Ω, il existe Ik qui contient x tel que |x− xk| 6 ωn.
Nous commençons par écrire

∆i(x) :=
1

nh

{
K

(
x− Xi

h

)
− E

[
K

(
x− Xi

h

)]}
.

On a
n∑
i=1

∆i(x) =
n∑
i=1

1

nh

{
K

(
x− Xi

h

)
− E

[
K

(
x− Xi

h

)]}
= v∗n(x)− E(v∗n(x))

= {(v∗n(x)− v∗n(xk))− (E[v∗n(x)]− E[v∗n(xk)])}+ (v∗n(xk)− E[v∗n(xk)])

=:
n∑
i=1

∆̃i(x) +
n∑
i=1

∆i(xk).

D’où

sup
x∈Ω

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∆i(x)

∣∣∣∣∣ 6 max
16k6ln

sup
x∈Ik

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∆̃i(x)

∣∣∣∣∣+ max
16k6ln

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∆i(xk)

∣∣∣∣∣
=: S1n + S2n. (4.3)

On a sous l’hypothèse (K1),

sup
x∈Ik

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∆̃i(x)

∣∣∣∣∣ =
1

nh

∣∣∣∣ n∑
i=1

{
K

(
x− Xi

h

)
−K

(
xk − Xi

h

)}
− 1

h

n∑
i=1

{
E
[
K

(
x− Xi

h

)
−K

(
xk − Xi

h

)]} ∣∣∣∣
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6
1

nh

n∑
i=1

∣∣∣∣K(x− Xi

h

)
−K

(
xk − Xi

h

)∣∣∣∣
+

1

h
E
[∣∣∣∣K(x− Xi

h

)
−K

(
xk − Xi

h

)∣∣∣∣]
6

2 supx∈Ik
|x− xk|β

h1+β

6 Cωβnh
−1−β

= O((nh)−1/2).

D’où, d’après (H1) et pour n suffisamment grand, on obtient S1n = oP(1). Etudons
maintenant le terme S2n dans (4.3). Sous (K1), les variables aléatoires Ui = nh∆i(xk)
sont centrées et bornées. L’utilisation de l’inégalité de Fuk-Nagaev (Voir Rio (2000)[for-
mule 6.19 b, page 87]), nous permet d’obtenir, pour tout ε > 0 et r > 1

P{ max
16k6ln

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∆i(xk)

∣∣∣∣∣ > ε} 6
ln∑
i=1

P

{∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∆i(xk)

∣∣∣∣∣ > ε

}

6 Cω−1
n

{
n

r

(
2r

εnh

)ν+1

+

(
1 +

ε2n2h2

rs2
n

)−r
2

}
=: T11n + T12n, (4.4)

où
s2
n =

∑
16i6n

∑
16j6n

|Cov(Ui,Uj)|.

Posons

r = (log n)1+δ, où δ > 0, et ε = ε0

√
log n

nh
, pour ε0 > 0, (4.5)

on a

T11n = Cω−1
n

n

r

( r

εnh

)ν+1

= C(n−1h1+2β)
−1
2β

 n

(log n)1+δ

 (log n)1+δ

nhε0

√
logn
nh

ν+1
= Cn1− ν+1

2
+ 1

2βh−( 1
2β

+1+ ν+1
2

)(log n)ν(1+δ)− ν+1
2 ε
−(ν+1)
0 .

Notons que sous (M3), il est facile de vérifier que l’hypothése modifiée suivante (H’2)
de (H2) est satisfaite,

Cn
(3−ν)β

β(ν+1)+4β+1
+η < h < C′n

1
1−ν , (4.6)

où η satisfait

2

β(ν + 1) + 2β + 1
< η <

(ν − 3)β

β(ν + 1) + 2β + 1
+

1

1− ν
(4.7)

et β et ν satisfont la condition (M3). Donc, d’après (4.6), on obtient

T11n 6 C′(log n)ν((1+δ)− ν+1
2 n−1− η

2β
(β(ν+1)+2β+1− 1

ν .
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D’où, pour tout η vérifiant (4.7), T1nn est bornée par le terme général d’une série finie.
Etudions maintenant le terme T12n, mais avant ça, nous allons étudier le comportement
asymptotique de s2

n. On a

s2
n =

n∑
i=1

Var(Ui) +
∑
i 6=j

|Cov(Ui,Uj)|

=: svarn + scovn .

Premièrement, d’après (K1),(K3), et (D1) et un changement de variable, nous obtenons

svarn =
n∑
i=1

Var(Ui)

= nVar(U1)

= n{E(U2
1)− E2(U1)}

= nE(U2
i )

= nE

{(
K

(
xk − X1

h

)
− E

[
K

(
xk − X1

h

)])2
}

= n

{
E
[
K2

(
xk − X1

h

)]
− E2

[
K

(
xk − X1

h

)]}
= n

{∫
K2

(
xk − t
h

)
v∗(t)dt−

(∫
K

(
xk − t
h

)
v∗(t)dt

)2
}

= n

{
h

∫
K2(z)v∗(xk − zh)dz −

(
h

∫
K(z)v∗(xk − zh)dz

)2
}

= n

{
h

∫
K2(z)v∗(xk)dz −

(
h

∫
K(z)v∗(xkdz

)2
}

6 Cnh− Cnh2

= O(nh)−O(nh2)

= O(nh) (4.8)

Quant au second terme, en faisant un changement de variable, (K1), (M1) et (D2)
entrainent,

|Cov(Ui,Uj)| = |E(UiUj)− E(Ui)E(Uj)|
= |E(UiUj)|

=

∣∣∣∣E [K(xk − Xi

h

)
K

(
xk − Xj

h

)]
− E

[
K

(
xk − Xi

h

)]
E
[
K

(
xk − Xj

h

)]∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ ∫ K

(
xk − r
h

)
K

(
xk − s
h

)
v∗(r, s)drds

−
∫ ∫

K

(
xk − r
h

)
v∗(r)dr

∫
K

(
xk − s
h

)
v∗(s)ds

∣∣∣∣
6

∫ ∫
K

(
xk − r
h

)
K

(
xk − s
h

)
|v∗(r, s)− v∗(r)v∗(s)|drds
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6 C

∫ ∫
K

(
xk − r
h

)
K

(
xk − s
h

)
drds

= Ch2

∫ ∫
K(z)K(z′)dzdz′

= O(h2). (4.9)

Notons aussi que ces covariances peuvent être controlées en utilisant l’inégalité de co-
variance de Davydov (voir Rio (2000)[formule 1.12a, page 10]) où (Bosq (1998)[formule
1.11,page 22]).
On a

∀i 6= j, |Cov(Ui,Uj)| 6 2α‖Ui‖∞‖Uj‖∞
6 Cα(|i− j|). (4.10)

Pour évaluer scovn , nous utilisons une théchnique développée dans Masry (1999).
Posons ϕn = d(n−1h)

−1
ν e (où d.e note le plus petit entier plus grand que l’argument),

on peut écrire

scovn =
∑

0<|i−j|6ϕn

|Cov(Ui,Uj)|+
∑

|i−j|>ϕn

|Cov(Ui,Uj)|. (4.11)

En utilisant la borne supérieure (4.9) sur le premier terme de covariance dans (4.11),
nous obtenons ∑

0<|i−j|6ϕn

|Cov(Ui,Uj)| 6 Cnh2ϕn. (4.12)

Pour le second terme, d’après (4.10) nous obtenons∑
|i−j|>ϕn

|Cov(Ui,Uj)| 6 C
∑

|i−j|>ϕn

α(|i− j|)

6 Cn2α(ϕn). (4.13)

D’après de (H’2) , en utilisant (M3),(4.12) et (4.13), nous obtenons

scovn = O(nh). (4.14)

Finalement en utilisant (4.8) et (4.14) nous concluons directement que s2
n = O(nh).

Ceci est suffisant pour étudier la quantité T12n. En effet pour tout ε et r le développe-
ment de Taylor de log(1 + x) donne

T12n = Cω−1
n

(
1 +

ε2n2h2

rs2
n

)−r
2

= Cω−1
n exp

{
−r
2

log

(
1 +

ε2n2h2

rs2
n

)}
= Cω−1

n exp

{
−r
2

log

(
1 +

ε2
0nh log n

rs2
n

)}
= C(n−1h1+2β)

−1
2β exp

{
−rε2

0nh log n

rs2
n2

}
6 Cn

1
2β
−C′ε20h−1(1+ 1

2β
)

= Cn
1
2β
−C′ε20h−

1
2β

(β(ν+1)+2β+1)h
ν+1
2 .
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En utilisant (H’2) et (M3), la dernière formule peut être considérée comme le terme
général d’une série convergente. Comme

∑
n>1(T11n + T12n) < ∞ et en utilisant le

lemme de Borel-Cantelli, nous avons

T1n = O

(√
log n

nh

)
, P− p.s lorsque n→∞.

Etudions maintenant le terme T2n. D’après (K3),(D1) et un développement de Taylor
(voir Lemdani, Ould-Saïd et Poulin (2009) [lemme 6.1])

E(v∗n(x))− v∗(x) = E

[
1

nh

n∑
i=1

K

(
x− Xi

h

)]
− v∗(x)

=
1

h

∫
K(
x− u
h

)v∗(u)du− v∗(x)

=
1

h

{
h

∫
K(z)v∗(x− zh)dz

}
− v∗(x)

=

∫
K(z)

(
v∗(x) + zhv′∗(x̃) +

(zh)2

2
v′′∗(x̃)

)
dz − v∗(x)

=
h2

2

∫
K(z)z2v′′∗(x̃)dz

= O(h2),

où x̃ ∈ [x− zh, x], et on déduit que

T2n = O(h2) P− p.s. n→∞

Remplaçant T1n et T2n dans (4.2) nous obtenons

sup
x∈Ω
|v∗n(x)− v∗(x)| = O

(√
log n

nh

)
+ O(h2)

= O

(
max

{√
log n

nh
, h2

})
, P− p.s. n→∞

Lemme 4.2. Sous les hypothèses (M), on a

sup
x∈Ω
|µn − µ| = O

(√
log log n

n

)
, P− p.s. n→∞

Démonstration. Voir Ould-Saïd et Tatachak (2009)

En adaptant (3.12),définissons

F̃1,n(x, y) =
µ

nh

n∑
i=1

1

G(Yi)
K

(
x− Xi

h

)
H

(
y − Yi

h

)
. (4.15)
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Lemme 4.3. Sous les conditions du lemme (4.1) et (K2), nous avons

sup
x∈Ω

sup
a6y6b

|F1,n(x, y)− F̃1,n(x, y)| = O

(√
log log n

n

)
, P− p.s. n→∞

Démonstration. Sous (K2), la f.d.d H est bornée par 1. Ainsi, on a

|F1,n(x, y)− F̃1,n(x, y)| =

∣∣∣∣ µnnh
n∑
i=1

1

Gn(Yi)
K

(
x− Xi

h

)
H

(
y − Yi

h

)
− µ

nh

n∑
i=1

1

G(Yi)
K

(
x− Xi

h

)
H

(
y − Yi

h

) ∣∣∣∣
6

1

nh

n∑
i=1

K

(
x− Xi

h

) ∣∣∣∣ µn
Gn(Yi)

− µ

G(Yi)

∣∣∣∣
6 v∗n(x)

∣∣∣∣ µn
Gn(aF)

− µ

G(aF)

∣∣∣∣
= v∗n(x)

∣∣∣∣ µn
Gn(aF)

− µ

G(aF)
− µ

Gn(aF)
+

µ

Gn(aF)

∣∣∣∣
6 v∗n(x)

{
|µn − µ|
Gn(aF)

+
µ supy>aF |Gn(y)−G(y)|

Gn(aF)G(aF)

}
.

En utilisant les lemmes (4.1), (4.2), le lemme (3.4) de Liang, Li et Oi (2009) et le fait
que
Gn(aF)→ G(aF) P− p.s. n→∞, nous obtenons le résultat.

Lemme 4.4. Sous les hypothèses (K), (M), (D3), (D4) et (H), on a

sup
x∈Ω

sup
a6y6b

|F̃1,n(x, y)− E[F̃1,n(x, y)]| = O

(√
log n

nh

)
, P− p.s. n→∞

Démonstration. La démonstration est analogue à celle du lemme (4.1)
Comme Ω et [a, b] sont des ensembles compacts, alors, il existe un recouvrement fini ln
et dn d’intervalles I1, · · · , Iln et J1, · · · , Jdn de longeurs ωn définis dans le lemme (4.1)
et λn = (n−1h2β)

1
2β et de centres x1, · · · , xln et y1, · · · , ydn respectivement. Comme Ω et

[a, b] sont bornés, ils existent deux constants C1 et C2 tels que lnωn 6 C1 et dnλn 6 C2.
Pour tout (x, y) ∈ Ω× [a, b] ils existent xk et yj tels que ‖x−xk‖ 6 ωn et ‖y−yj‖ 6 λn.
Ainsi on a la décomposition suivante

sup
x∈Ω

sup
a6y6b

|F̃1,n(x, y)− E[F̃1,n(x, y)]| 6 max
16k6ln

sup
x∈Ik

sup
y
|F̃1,n(x, y)− F̃1,n(xk, y)|

+ max
16k6ln

max
16j6dn

sup
y∈Jj

|F̃1,n(xk, y)− F̃1,n(xk, yj)|

+ max
16k6ln

max
16j6dn

|F̃1,n(xk, yj)− E[F̃1,n(xk, yj)]|

+ max
16k6ln

max
16j6dn

sup
y∈Jj

|E[F̃1,n(xk, yj)]− E[F̃1,n(xk, y)]|

+ max
16k6ln

sup
x∈Ik

sup
y
|E[F̃1,n(xk, y)]− E[F̃1,n(x, y)]|

=: J1n + J2n + J3n + J4n + J5n
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Commençons par étudier J1n. Les hypothèses (K1) et (K2) donnent

sup
x∈Ik

sup
y
|F̃1,n(x, y)− F̃1,n(xk, y)| =

∣∣∣∣ µnh
n∑
i=1

1

G(Yi)
K

(
x− Xi

h

)
H

(
y − Yi

h

)
− µ

nh

n∑
i=1

1

G(Yi)
K

(
xk − Xi

h

)
H

(
y − Yi

h

) ∣∣∣∣
=

∣∣∣∣H(y − Yi

h

)∣∣∣∣ ∣∣∣∣ µnh
n∑
i=1

1

G(Yi)

(
K

(
x− Xi

h

)
− K

(
xk − Xi

h

) )∣∣∣∣
6 sup

y

∣∣∣∣H(y − Yi

h

)∣∣∣∣ µ‖x− xk‖G(aF)h1+β

6 sup
y

∣∣∣∣H(y − Yi

h

)∣∣∣∣ µCωβn
G(aF)h1+β

6 C′h−1−β(n−1h1+2β)
β
2β

= O((nh)−1/2).

A partir de (H1), nous obtenons√
nh

log n
sup
x∈Ω

sup
a6y6b

|F̃1,n(x, y)− F̃1,n(xk, y)| = o(1). (4.16)

En utiliant les mêmes étapes, on peut montrer la même chose pour J5n. Etudions
maintenant le terme J2n

sup
y∈Jj

|F̃1,n(xk, y)− F̃1,n(xk, yj)| =

∣∣∣∣ µnh
n∑
i=1

1

G(Yi)
K

(
xk − Xi

h

)
H

(
y − Yi

h

)
− µ

nh

n∑
i=1

1

G(Yi)
K

(
xk − Xi

h

)
H

(
yj − Yi

h

) ∣∣∣∣
= K

(
xk − Xi

h

) ∣∣∣∣ µnh
n∑
i=1

1

G(Yi)

(
H

(
y − Yi

h

)
− H

(
yj − Yi

h

) )∣∣∣∣
6 K

(
xk − Xi

h

)
µ‖y − yj‖
G(aF)h1+β

6 K

(
xk − Xi

h

)
µCλβn

G(aF)h1+β

6 C′h−1−β(n−1h2β)
β
2β

= O((nh2)−1/2).

D’après (H1), nous obtenons
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√
nh

log n
sup
x∈Ω

sup
a6y6b

|F̃1,n(xk, y)− F̃1,n(xk, yj)| = o(1). (4.17)

En utilisant les mêmes étapes, on peut montrer la même chose pour J4n. Passons
maintenant au dernier terme J3n, pour tout ε > 0, on a

P{ max
16k6ln

max
16j6dn

|F̃1,n(xk, yj)−E[F̃1,n(xk, yj)]| > ε} 6 lndnP{|F̃1,n(xk, yj)−E[F̃1,n(xk, yj)]| > ε}.
(4.18)

Posons, pour tout i > 1

Ψn(xk, yj) =
µ

nh

{
1

G(Yi)
K

(
xk − Xi

h

)
H

(
yj − Yi

h

)
− E

[
1

G(Yi)
K

(
xk − Xi

h

)
H

(
yj − Yi

h

)] }
.

Sous (K1) et (K2), les variables aléatoires Vi = nhΨ(xk, yj) sont centrées et bornées
par 2µM0M1

G(aF
=: C < ∞. Alors, en appliquant l’inégalité de Fuck-Nagaev, nos obtenons

pour tout ε > 0 et r > 1

P

{
max

16k6ln
max

16j6dn

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Ψn(xk, yj)

∣∣∣∣∣ > ε

}
= P

{
max

16k6ln
max

16j6dn

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Vi

∣∣∣∣∣ > nhε

}

6 lndn

{
n

r

( r

εnh

)ν+1

+

(
1 +

ε2n2h2

rs2
n

)−r
2

}

6 C1C2(ωnλn)−1

{
n

r

( r

εnh

)ν+1

+

(
1 +

ε2n2h2

rs2
n

)−r
2

}

= C(n−1h1+2β)
−1
2β (n−1h2β)

−1
2β

{
n

r

( r

εnh

)ν+1

+

(
1 +

ε2n2h2

rs2
n

)−r
2
}

6 Cn
1
βh−( 1

2β
+2)n

r

( r

εnh

)ν+1

+ Cn
1
βh−( 1

2β
+2)

(
1 +

ε2n2h2

rs2
n

)−r
2

=: J31n + J32n, (4.19)

où
s2
n =

∑
16i6n

∑
16j6n

|Cov(Vi,Vj)|.

En posant

r = (log n)1+δ, où δ > 0, et ε = ε0

√
log n

nh
, pour ε0 > 0

On obtient

J31n = Cn
1
βh−( 1

2β
+2)n

r

( r

εnh

)ν+1
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= Cn
1
βh−( 1

2β
+2) n

(log n)1+δ

(
(log n)1+δ

√
nh

ε0

√
log nnh

)ν+1

= Cn
1
β

+1− ν+2
2 h−( 1

2β
+2)h−

ν+2
2 (log n)(1+δ)ν(log n)−

ν+2
2 ε
−(ν+1)
0

= Cε
−(ν+1)
0 n

1
β

+1− ν+2
2 (log n)(1+δ)ν− ν+2

2 h−
1
2β

(1+4β+β(1+ν).

Donc, en utilisant (H2) et (H1), nous obtenons

J31n 6 Cε
−(ν+1)
0 (log n)(1+δ)ν− ν+1

2 n1+ 1
β
− 1+ν

2 h−
1
2β

(1+4β+β(1+ν)).

D’où, sous les conditions sur β et η, J31n est le terme général d’une série finie.
Examinons maintenant le terme J32n. premièrement, on commence par calculer

s2
n = nVar(V1) +

∑
i 6=j

|Cov(Vi,Vj)|.

On a

Var(V1) = E[V2
1]− E2[V1]

= E[V2
1]

= E
[

µ2

G2(Y1)
K2

(
xk − X1

h

)
H2

(
yj − Y1

h

)]
− E2

[
µ

G(Y1)
K

(
xk − X1

h

)
H

(
yj − Y1

h

)]
=: W1 −W2.

On a

E
[

µ2

G2(Y1)
H2

(
yj − Y1

h

)
/X1

]
=

∫
µ2

G2(y1)
H2

(
yj − y1

h

)
f ∗(y1/X1)dy1

=

∫
µ

G(y1)
H2

(
yj − y1

h

)
f(y1/X1)dy1

= E
[

µ

G(Y1)
H2

(
yj − Y1

h

)]
.

Alors

W1 = E
[

µ2

G2(Y1)
K2

(
xk − X1

h

)
H2

(
yj − Y1

h

)]
= E

[
µ

G(Y1)
K2

(
xk − X1

h

)
H2

(
yj − Y1

h

)]
6

µ

G(aF)
E
[
K2

(
xk − X1

h

)]
=

µ

G(aF)

∫
K2

(
xk − t
h

)
v∗(t)dt

=
hµ

G(aF)

∫
K2(z)v∗(xk − zh)dz

=
hµ

G(aF)

∫
K2(z)v∗(xk)dz

6 Ch

= O(h)
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Un développement analogue donne que W2 = O(h2), qui implique que nVar(V1) =
O(nh). Pour |Cov(Vi,Vj)|, (M1),(K1), (K2), (D3) et un changement de variable donnent

|Cov(Vi,Vj)| = |E[ViVj]− E[Vi]E[Vj]| (4.20)
= |E[ViVj]|

=

∣∣∣∣ E [ µ2

G(Yi)G(Yj)
K

(
xk − Xi

h

)
H

(
yi − Yi

h

)
K

(
xk − Xj

h

)
H

(
yj − Yj

h

)]
− E

[
µ

G(Yi)
K

(
xk − Xi

h

)
H

(
yi − Yi

h

)]
E
[

µ

G(Yj)
K

(
xk − Xj

h

)
H

(
yi − Yj

h

)] ∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ ∫ ∫ ∫ µ2

G(r)G(t)
K

(
xk − u
h

)
H

(
yi − r
h

)
K

(
xk − s
h

)
H

(
yi − t
h

)
× f ∗(u, r, s, t)dudrdsdt−

∫ ∫
µ

G(r)
K

(
xk − u
h

)
H

(
yi − r
h

)
f ∗i,i(u, r)dudr

×
∫ ∫

K

(
xk − s
h

)
H

(
yi − t
h

)
f ∗i,i(s, t)dsdt

∣∣∣∣
6

µ2

G2(aF)

∫ ∫ ∫ ∫
K

(
xk − u
h

)
H

(
yi − r
h

)
K

(
xk − s
h

)
× H

(
yi − t
h

)
|f ∗(u, r, s, t)− f ∗i,i(u, r)f ∗i,i(s, t)|dudrdsdt

6 C

∫ ∫ ∫ ∫
K

(
xk − r
h

)
H

(
yi − r
h

)
K

(
xk − s
h

)
H

(
yi − t
h

)
dudrdsdt

= Ch4

∫ ∫ ∫ ∫
K(z)H(v)H(v′)K(z′)dzdvdz′dv′

= O(h4) (4.21)

A partir d’un résultat dans Bosq (1998) [p 22], on a

|Cov(Vi,Vj)| = O(α(|i− j|)). (4.22)

Donc, d’après (4.21) et (4.22) nous obtenons pour ϕn = d(n−1h)
−1
ν e (où d.e représente

le plus petit entier plus grand que l’argument)∑
i 6=j

|Cov(Vi,Vj)| =
∑

0<|i−j|6ϕn

|Cov(Vi,Vj)|+
∑

|i−j|>ϕn

|Cov(Vi,Vj)|.

6
∑

0<|i−j|6ϕn

Ch4 +
∑

|i−j|>ϕn

Cα(|i− j|)

6 Cnϕnh
4 + Cn2α(ϕn).

D’après (H2) et (M3), on a ∑
i 6=j

|Cov(Vi,Vj)| = O(nh)

Donc s2
n = O(nh)

Passant maintenant au terme J32n. En prenant r et ε habituelles, on voit que

J32n = Cn
1
βh−( 1

2β
+2)

(
1 +

ε2n2h2

rs2
n

)−r
2
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= Cn
1
βh−( 1

2β
+2) exp

{
−r
2

log

(
1 +

ε2n2h2

rs2
n

)}
= Cn

1
βh−( 1

2β
+2) exp

{
−r
2

ε2n2h2

rs2
n

}
6 Cn

1
βh−( 1

2β
+2) exp

{
−1

2
ε2

0 log n

}
= Cn

1
βh−( 1

2β
+2) exp{log n

−1
2
ε20}

= Cn
1
β
− 1

2
ε20h−( 1

2β
+2).

D’après (H2) et (M3), cette dernière peut être considérée comme un teme général
d’une série finie. Par conséquent

∑
n>1(J31n + J32n) <∞. Donc par le lemme de Borel-

Cantelli le premier terme de (4.19) tend vers 0 p.s et pour n suffisament grand, on a

J3n = O

(√
logn
nh

)
.

En regroupant les résultats de J1n, J2n, J3n, J4n et J5n, on complète la démonstration
du lemme.

Lemme 4.5. Sous les conditions (K3) et (D), on a

sup
x∈Ω

sup
a6y6b

|E[F̃1,n(x, y)]− F1(x, y)| = O(h2), P− p.s lorsque n→∞.

Démonstration. Voir lemme 6.2 dans Lemdani, Ould-Saïd et Poulin (2009).

Lemme 4.6. Sous les conditions du lemme (4.1) et la condition (D5) ; on a

sup
x∈Ω
|vn(x)− v(x)| = O

(
max

{√
log n

nh
, h2

})
, P− p.s. n→∞.

Démonstration. en adaptant (1.7), on définit

ṽn(x) =
µ

hn

n∑
i=1

1

G(Yi)
K

(
x− Xi

h

)
, (4.23)

on a

sup
x∈Ω
|vn(x)− v(x)| 6 sup

x∈Ω
|vn(x)− ṽn(x)|+ sup

x∈Ω
|ṽn(x)− E[ṽn(x)]|

+ sup
x∈Ω
|E[ṽn(x)]− v(x)|

=: L1n + L2n + L3n.

Commençons par le terme L1n. On a

sup
x∈Ω
|vn(x)− ṽn(x)| =

∣∣∣∣ µnhn
n∑
i=1

1

Gn(Yi)
K

(
x− Xi

h

)
− µ

hn

n∑
i=1

1

G(Yi)
K

(
x− Xi

h

) ∣∣∣∣
6

1

hn

n∑
i=1

K

(
x− Xi

h

) ∣∣∣∣ µn
Gn(aF)

− µ

G(aF)

∣∣∣∣
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= v∗n(x)

∣∣∣∣ µn
Gn(aF)

− µ

G(aF)
− µ

Gn(aF)
+

µ

Gn(aF)

∣∣∣∣
6 v∗n(x)

{
|µn − µ|
Gn(aF)

+
µ supy>aF |Gn(y)−G(y)|

Gn(aF)G(aF)

}

En utilisant les lemmes (4.1), (4.2), le lemme (3.4) de Liang, Li ei Oi (2009) et le fait
que
Gn(aF)→ G(aF) P− p.s. n→∞, nous obtenons

L1n = O

(√
log log n

n

)
, P− p.s. n→∞. (4.24)

Pour le terme L2n, on réprend les mêmes étapes de la preuve du terme T1n dans la
démonstration du lemme (4.1) et on montre que pour n suffisamment grand que

L2n = O

(√
log n

nh

)
, P− p.s. n→∞. (4.25)

Finalement, par un changement de variable, un développement de Taylor, les conditions
(K3) et (D5), on a

E[ṽn(x)]− v(x) = E

[
µ

nh

n∑
i=1

1

G(Yi)
K

(
x− Xi

h

)]
− v(x)

=
1

h

∫
K

(
x− u
h

)
v(u)du− v(x)

=
1

h

{
h

∫
K(z)v(x− zh)dz

}
− v(x)

=

∫
K(z)

(
v(x) + zhv′(x̃) +

(zh)2

2
v′′(x̃)

)
dz − v(x)

=
h2

2

∫
K(z)z2v′′(x̃)dz,

où x̃ ∈ [x− zh, x]. Alors, on obtient

L3n = O(h2) P− p.s. n→∞. (4.26)

En regroupant les résultats (4.24), (4.25) et (4.26), on conclut le résultat final.

Preuve de la proposition 4.1
On a

sup
x∈Ω

sup
a6y6b

|Fn(y/x)− F(y/x)| 6
1

β − supx∈Ω |vn(x))− v(x)|

{
sup
x∈Ωa

sup
a6y6b

|F1,n(x, y)− F1(x, y)|

+ γ−1 sup
x∈Ωa

sup
a6y6b

|F(y/x)| sup
x∈Ω
|vn(x))− v(x)|

}
.
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En plus, on a

sup
x∈Ω

sup
a6y6b

|F1,n(x, y)− F1(x, y)| 6 sup
x∈Ω

sup
a6y6b

|F1,n(x, y)− F̃1,n(x, y)|

+ sup
x∈Ω

sup
a6y6b

|F̃1,n(x, y)− E[F̃1,n(x, y)]|

+ sup
x∈Ω

sup
a6y6b

|E[F̃1,n(x, y)]− F1(x, y)|.

En utilisant avec les lemmes (4.1)-(4.6) nous concluons la preuve.

Preuve du théorème 4.1
Soit x ∈ Ω. Comme Fn(./x) et F(./x) sont continues, on a Fn(Qp,n(x)/x) = F((Qp(x)/x) =
p. Donc

|F(Qp,n(x)/x)− F((Qp(x)/x)| 6 |F(Qp,n(x)/x)− Fn((Qp,n(x)/x)|
+ |Fn((Qp,n(x)/x)− F((Qp(x)/x) (4.27)
6 |F(Qp,n(x)/x)− Fn((Qp,n(x)/x)|
6 sup

a6y6b
|Fn(y/x)− F(y/x)|. (4.28)

La consistance de (Qp,n(x) découle à partir de la proposition (4.1), à l’aide de l’inégalité∑
n

{sup
x∈Ω
|Qp,n(x)−Qp(x)| > ε} 6

∑
n

{sup
x∈Ω

sup
a6y6b

|Fn(y/x)− F(y/x)| > β}.

Pour la deuxième partie, un développement de taylor de F(./.) au voisinage de Qp

donne
F(Qp,n(x)/x) = F(Qp(x)/x) + f(Q̃p(x)/x)(Qp,n(x)−Qp(x)).

Ce qui entraine que

F(Qp,n(x)/x)− F(Qp(x)/x) = f(Q̃p(x)/x)(Qp,n(x)−Qp(x)), (4.29)

où Q̃p est un point dans le segment entre Qp,n et Qp(x) et f(./x) est la densité condition-
nelle de Y sachant X = x. A partir du comportement de F(Qp,n(x)/x) − F(Qp(x)/x)
lorsque n tend vers l’infini, à l’aide de la proposition (4.1) et la condition (D4), il
est facile d’obtenir les résultats asymptotiques pour (Qp,n(x)− Qp(x)) en remarquant
d’après (4.28) et (4.29), que

sup
x∈Ω
|f(Q̃p(x)/x)||(Qp,n(x)−Qp(x))| 6 sup

x∈Ω
sup
a6y6b

|Fn(y/x)− F(y/x)|.
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Chapitre 5

Normalité asymptotique de
l’estimateur à noyau du quantile
conditionnel pour des données
tronquées à gauche et dépendantes

Ce chapitre porte sur l’étude asymptotique de l’estimateur à noyau du quantile
conditionnel pour des données tronquées à gauche et dèpendantes. Plus précisement,
nous reprenons les résultats obtenus par Yahia Djabrane (2010) dans sa thèse de Doc-
torat, où il montre la normalitè asymptotique de cet estimateur.

5.1 Hypothèses et résultats
Dans tout ce chapitre, C est une constante pouvant prendre des valeurs différentes .

Supposons que 0 = aG < aF et bG < bF. Nous considérons deux nombres réels a et b tels
que aF < a < b < bF. Soit Ω un sous ensemble compact de Ω0 = {x ∈ Rd/v(x) > 0} et
γ := infx∈Ω v(x) > 0.
Consiérons les hypothèses suivantes.

(K1) Kd est une densité de probabilité bornée, à valeur positive et continue au sens
de Hölder d’exposant β > 0, satisfaisant

‖u‖dKd(u)→ 0 lorsque ‖u‖ → +∞.

(K2) H est une fonction de répartition de densité de probabilité H(1) de classe C1,
bornée et à support compact.

(K3) H1 et Kd sont deux noyaux de second ordre,
(M1) {(Xi,Yi), i > 1} une suite de variables aléatoires stationnaire et α-mélangeantes

de coefficient α(n).
(M2) {Ti, i > 1} est une suite de variables de troncature i.i.d et indépendante de

{(Xi,Yi), i > 1} de fonction de répartition commune et continue G.
(M3) Il existe ν > 5 + 1/β pour β > 1/7 tel que α(n) = O(n−ν).
(D1) La densité conditionnelle v∗(.) est deux fois continument différentiable.
(D2) La densité marginale v(.) est localement Lipschitzienne sur Ω0.
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(D3) La densité jointe f(., .) est bornée et deux fois continument différentiable.
(D4)Pour tout j > 1, La densité conditionnelle jointef ∗1,j+1(., .) de (X1,Xj+1), existe

et satisfait pour toute constante C

sup
r,s
|f ∗1,j+1(r, s)− v∗(r)v∗(s)| 6 C <∞,

telle que C est une constante ne dèpendant pas de (i, j).
La densité conditionnelle jointe de (X1,Xj+1Yj+1) et la densité conditionnelle jointe de
(X1,Y1,Xj+1Yj+1) sont notées respectivement par f ∗1,j+1,j+1(., ., .) et f ∗1,1,j+1,j+1(., ., ., .)

(H1) La fenêtre hn satisfait :
(a) : nh

d+1
n

logn
→∞, hn = o(1/ log n), lorsque n→∞.

(b) :hd+1
n < Cn

1
1−ν

(c) : hn > Cn
1
2

(3−ν)β
β(ν+1)+2β+1

+η < h < C′n
1

1−ν ,
où η satisfait

1

β(ν + 1) + 2β + 1
< η <

(ν − 3)β

β(ν + 1) + 2β + 1
+

1

1− ν
et β et ν sont définies comme dans (M3).

(H2) Il existe une suite (mn)n>1, 1 6 mn 6 n, telle que lorsque n→∞
(a) mn →∞, mnh→ 0
(b) :(1/hδ)

∑∞
l=mn

(α(l))δ → 0 , avec δ ∈ (0, 1).
(H3) Soient (Mn) et (Nn) deux sous suites de (n) tendant vers l’infini telles que :
(a) : Mn + Nn 6 n, rnMn

n
→ 1 et rnNn

n
→ 0,

(b) : Mn(nhn)−1/2 → 0,
(c) :rnα(Nn)→ 0, n→∞,
où rn est le plus grand entier positif pour que rn(Mn + Nn) 6 n.

Proposition 5.1. Sous les hypothèses (K), (M), (D) et (H1), on a

sup
x∈Ω

sup
a6y6b

|fn(y/x)− f(y/x)| = O

(
max

{√
log n

nhd+1
n

, h2
n

})
, P− p.s. n→∞.

Le résultat suivant porte sur la normalité asymptotique de l’estimateur de f.d.r
conditionnelle définie par la formule (3.11). Soit

Σ(x, y) =

(
Σ0(x, y) Σ1(x, y)
Σ1(x, y) Σ2(x)

)
,

où

Σk(x, y) =

∫ y

−∞
H2−k

(
y − s
h

)
f(x, s)

G(s)
ds pour k = 0, 1 et Σ2(x) =

∫
f(x, s)

G(s)
ds

Proposition 5.2. Sous les conditions (K), (M), (D) et (H), on a√
nhn(Fn(y/x)− F(y/x))

D−→ N (0, σ2(x, y)) n→∞,

où D−→ désigne la convergence en distribution et N (0, σ2(x, y)) est la distribution gaus-
sienne de moyenne nulle et de variance donnée par

σ2(x, y) = k
Σ0(x, y)v2(x) + Σ2(x)F2

1(x, y)− 2Σ1(x, y)F1(x, y)v(x)

µv4(x)

avec k =
∫

K(r)dr.

54



Théorème 5.1. Sous les hypothèses de la proposition (5.2), on a , pour tout p ∈ (0, 1)
et pour tout x ∈ Ω0 tel que fn(Qp(x)/x) 6= 0(

nhn
σ2

Q(x,Qp(x))

)1/2

(Qp,n(x)−Qp(x))
D−→ N (0, 1),

où
σ2

Q(x,Qp(x)) =
σ2(x,Qp(x))

f 2(Qp(x)/x)
.

5.2 Preuves
Nous avons besoin des lemmes techniques suivants pour prouver le théorème pré-

cédent. En adaptant (3.15), on définit

f̃1,n(x, y) =
µ

nhd+1
n

n∑
i=1

1

G(Yi)
Kd

(
x− Xi

hn

)
H(1)

(
y − Yi

hn

)
(5.1)

On a

Lemme 5.1. Sous les hypothèses (K), (M), (D1) et (H1 :a) on a

sup
x∈Ω

sup
a6y6b

|f1,n(x, y)− f̃1,n(x, y)| = O

(√
log log n

nh2
n

)
, P− p.s. n→∞

Démonstration. Voir chapitre 4 de la thèse de Doctorat de Yahia Djabrane (2010).

Lemme 5.2. Sous les hypothèses (K), (M), (D1), (D4) et (H1) on a

sup
x∈Ω

sup
a6y6b

|f̃1,n(x, y)− E[f̃1,n(x, y)]| = O

(√
log n

nhd+1
n

)
, P− p.s. n→∞

Démonstration. Voir chapitre 4 de la thèse de Doctorat de Yahia Djabrane (2010).

Lemme 5.3. Sous les hypothèses (K) et (D3) et pour n suffisament grand, on a

sup
x∈Ω

sup
a6y6b

|E[f̃1,n(x, y)]− f1(x, y)| = O(h2
n), P− p.s.

Démonstration. La preuve est analogue à celle du lemme (4.8) dans Lemdani, Ould-
Saïd et Poulin (2009).

Preuve de la proposition (5.1) On a

sup
x∈Ω

sup
a6y6b

|fn(y/x)− f(y/x)| 6
1

γ − supx∈Ω |vn(x))− v(x)|
{ sup
x∈Ωa

sup
a6y6b

|F1,n(x, y)− F1(x, y)|

+ γ−1 sup
x∈Ωa

sup
a6y6b

|f(y/x)| sup
x∈Ω
|vn(x))− v(x)|}.
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En plus, on a

sup
x∈Ω

sup
a6y6b

|f1,n(x, y)− f1(x, y)| 6 sup
x∈Ω

sup
a6y6b

|f1,n(x, y)− f̃1,n(x, y)|

+ sup
x∈Ωa

sup
a6y6b

|f̃1,n(x, y)− E[f̃1,n(x, y)]|

+ sup
x∈Ωa

sup
a6y6b

|E[f̃1,n(x, y)]− f1(x, y)|.

En utilisant les lemmes (5.1)-(5.3), on a le rèsultat de la proposition.
Nous allons maintenant prouver la normalité asymptotique de l’estimateur de la

fonction de répartition conditionnelle. En utilisant (3.11), on a

Fn(y/x) =
µ−1
n F1,n(x, y)

µ−1
n vn(x)

, (5.2)

où, d’après (1.7) et (3.12),

F1,n(x, y)

µn
=

1

nhdn

n∑
i=1

1

Gn(Yi)
Kd

(
x− Xi

hn

)
H

(
y − Yi

hn

)
et

vn(x)

µn
=

1

hdnn

n∑
i=1

1

Gn(Yi)
Kd

(
x− Xi

hn

)
Ould Saïd et Lemdani (2006) donnent une décomposition en trois termes de µ−1

n vn(x)−
µ−1v(x) ;

vn(x)

µn
− v(x)

µ
=

vn(x)

µn
− ṽn(x)

µ
+
ṽn(x)

µ
− E

[
ṽn(x)

µ

]
+ E

[
ṽn(x)

µ

]
− v(x)

µ
(5.3)

=: Γn1(x) + Γn2(x) + Γn3(x) (5.4)

De la même façon, Lemdani, Ould Saïd et Poulin (2006) donnent une décomposition
trois termes de µ−1

n F1,n(x, y)− µ−1F(x, y) ;

F1,n(x, y)

µn
− F(x, y)

µ
=

F1,n(x, y)

µn
− F̃1,n(x, y)

µ
+
F̃1,n(x, y)

µ
− E

[
F̃1,n(x, y)

µ

]

+ E

[
F̃1,n(x, y)

µ

]
− F(x, y)

µ

=: Λn1(x, y) + Λn2(x, y) + Λn3(x, y) (5.5)

Premièrement, nous considérons les termes négligeables dans (5.10) et (5.11).

Lemme 5.4. Sous les hypothèses (K), (M), (D1) et (H1 :a) et pour tout x et y les
deux termes

√
nhdnΓn1(x) et

√
nhdnΛn1(x, y) sont op(1) lorsque n→∞.

Démonstration. Voir chapitre 4 de la thèse de Doctorat de Yahia Djabrane (2010)
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Lemme 5.5. Sous les hypothèses (K), (D3), (D4) et (H1 :a), pour tout x et y les deux
termes

√
nhdnΓn3(x) et

√
nhdnΛn3(x, y) sont des op(1) lorsque n→∞.

Démonstration. Voir chapitre 4 de la thèse de Doctorat de Yahia Djabrane (2010)

Passons maintenant aux termes Γn2(x) et Λn2(x, y) et prouvons que√
nhdn(Λn2(x, y),Γn2(x))T D−→ N (0, σ2(x, y)).

Où la variance σ2(x, y) sera donnée explicitement ultérieurement. On suit les mêmes
étapes que Louani et Ould Saïd (1999) pour l’estimateur à noyau du mode conditionnel
où bien que dans Berlinet, Gannoun et Matzner-Lober(2001) pour l’estimateur du
quantile conditionnel dans le cas des données complètes. Soit c = (c1, c2)T un couple
de nombres réels satisfaisant c2

1 + c2
2 6= 0. Posons

√
nhdn(c2Λn2(x, y) + c1Γn2(x)) =:

√
nhdn

n∑
i=1

∆i(x, y),

où

∆i(x, y) =
c1

G(Yi)
Kd

(
x− Xi

hn

)
− c1E

[
1

G(Yi)
Kd

(
x− Xi

hn

)]
+

c2

G(Yi)
Kd

(
x− Xi

hn

)
H

(
y − Yi

hn

)
− c2E

[
1

G(Yi)
Kd

(
x− Xi

hn

)
H

(
y − Yi

hn

)]
=: c1∆1,i − c1E[∆1,i] + c2∆2,i − c2E[∆2,i]

Lemme 5.6. Soit (x, y) ∈ Rd × R, sous les hypothèses (K1), (K2), (D3), (D4) et
(H1 :a), on a lorsque n→∞

1

hdn
E[∆2

1(x, y)]→ µ−1kcTΣ(x, y)c, (5.6)

Où k et Σ(x, y) sont donnés dans la proposition (5.1).

|Cov[∆1,1,∆1,j+1]| = O(h2d
n ) (5.7)

|Cov[∆1,1,∆2,j+1]| = O(h2d
n ) (5.8)

et
|Cov[∆2,1,∆2,j+1]| = O(h2d

n ) (5.9)

Démonstration. Voir chapitre 4 de la thèse de Doctorat de Yahia Djabrane (2010).

Lemme 5.7. Soit (x, y) ∈ Rd×R, sous les hypothèses (K1), (K2), (D3), (D4)(H1 :a)
et (H2), on a

1

hdn

n∑
16i<j6n

|E[∆i(x, y)∆j(x, y)]| → 0, lorsque n→∞. (5.10)

Démonstration. Voir chapitre 4 de la thèse de Doctorat de Yahia Djabrane (2010).
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Lemme 5.8. Soit (x, y) ∈ Rd×R, sous les hypothèses (K1), (K2), (D3), (D4)(H1 :a)
et (H2), on a

nhdnVar(c1Γn2(x) + c2Λn2(x, y)) = µ−1kcTΣ(x, y)c, lorsque n→∞ (5.11)

Démonstration. Voir chapitre 4 de la thèse de Doctorat de Yahia Djabrane (2010).

Pour établir la normalité asymptotique pour les sommes des variables aléatoires
dépendantes, nous allons suivre la technique des petits blocs et grands blocs (voir,
Doob (1953) [pp, 228-232]). Cette technique consiste à partager

∑n
i=1 ∆i(x, y) comme

suit : Partager {1, · · · , n} en 2rn + 1 sous ensembles avec un grand bloc de taille Mn

et un petit bloc de taille Nn, où (Mn), (Nn) et (rn) sont trois suites de nombres entiers
donnés dans l’hypothèses (H3) et en posant

n∑
i=1

∆i(x, y) = Sn(x, y) + T1,n(x, y) + T2,n(x, y), (5.12)

où

Sn(x, y) =
rn∑
j=1

Lj(x, y),

T1,n(x, y) =
∑rn

j=1 L′j(x, y) et T2,n(x, y) =
∑n

j=(Mn+Nn)rn+1 ∆j(x, y)
avec

Lj(x, y) =

j(Mn+Nn)+Mn∑
i=j(Mn+Nn)+1

∆i(x, y), 0 6 j 6 rn − 1

et

L′j(x, y) =

(j+1)(Mn+Nn)∑
i=j(Mn+Nn)+Mn+1

∆i(x, y), 0 6 j 6 rn − 1.

Lemme 5.9. Soit (x, y) ∈ Rd×R, sous les hypothèses (K1), (K2), (D3), (D4)(H1 :a),(H2)
et (H3 :a), on a

(nhdn)−1/2(T1,n(x, y) + T2,n(x, y))
P−→ 0 lorsque n→∞ (5.13)

Démonstration. Voir chapitre 4 de la thèse de Doctorat de Yahia Djabrane (2010).

Lemme 5.10. Sous les hypothèses du lemme précédent, on a

1

nhdn

rn∑
j=1

Var(Lj(x, y)) = µ−1kcTΣ(x, y)c, lorsque n→∞. (5.14)

Démonstration. Voir chapitre 4 de la thèse de Doctorat de Yahia Djabrane (2010).

Lemme 5.11. Soit (x, y) ∈ Rd×R, sous les hypothèses (K1), (K2), (D3), (D4)(H1 :a),
(H2) et (H3), on a

(nhdn)−1/2Sn(x, y)
D−→ N (0, µ−1kcTΣ(x, y)c), lorsque n→∞. (5.15)

Démonstration. Voir chapitre 4 de la thèse de Doctorat de Yahia Djabrane (2010)
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Lemme 5.12. Soit (x, y) ∈ Rd×R, sous les hypothèses (K1), (K2), (D3), (D4)(H1 :a),
(H2) et (H3), on a√

nhdn(Λn2(x, y),Γn2(x))T D−→ N (0, µ−1kΣ(x, y))

Démonstration. En appliquant les lemmes (5.6)-(5.11) et le principe de Cramér-Wold,
on obtient le résultat.

Preuve de la proposition (5.2)
Considérons l’application définie par Θ(x, y) = x/y pour y 6= 0. Nous remarquons que

Fn(y/x)− F(y/x) =

(
µ−1
n

µ−1
n

F1,n(x, y)

vn(x)

)
−
(
µ−1

µ−1

F1(x, y)

v(x)

)
= Θ

(
F1,n(x, y)

µn
,
vn(x)

µn

)
−Θ

(
F1(x, y)

µ
,
v(x)

µ

)
.

D’après les lemmes (5.6)-(5.12) et le théorème de Mann-Wold, nous déduisons que√
nhdn(Fn(y/x)− F(y/x)) converge en loi vers N (0, µ−1k∇ΘTΣ(x, y)∇Θ),

où le gradient ∇Θ est évalué en µ(F1(x, y), v(x)) c-à-d

∇Θµ(F1(x, y), v(x)) =

(
1

v(x)

F1(x,y)
v2(x)

)

et
Σ(x, y) =

(
Σ0(x, y) Σ1(x, y)
Σ1(x, y) Σ2(x)

)
.

Des calculs simples donnent le résultat.
Preuve du théorème (5.1)
Un développement de Taylor de Fn(./.) dans un voisinage de Qp donne

Fn(Qp,n(x)/x) = Fn(Qp(x)/x) + fn(Q̃p(x)/x)(Qp,n(x)−Qp(x)).

Ce qui entraine

Qp,n(x)−Qp(x) =
Fn(Qp,n(x)/x)− Fn(Qp(x)/x)

fn(Q̃p(x)/x)

et comme Fn(Qp,n(x)/x) = p = F(Qp(x)/x), donc

Qp,n(x)−Qp(x) =
Fn(Qp(x)/x)− F(Qp(x)/x)

−fn(Q̃p(x)/x)
,

où Q̃F(p) est un point sur le segment entre QF(p) et QFn(p).
La continuité de f(./.), la convergence presque sûre de Qp,n(x) vers Qp(x) et la propo-
sition (5.1) impliquent la convergence en probabilité de fn(Q̃p(x)/x) vers fn(Qp(x)/x).
En utilisant la proposition (5.2) et le théorème de Slutsky, on obtient le résultat cherché.
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Chapitre 6

Application et Simulation

6.1 Application
Le but de cette partie est d’appliquer les résultats de la normalité asymptotique én-

noncés dans le chapitre précédent sur un processus (Ut)t∈N stationnaire et α-mélangeant
puis nous allons construire les intervalles de confiance à partir de ce processus.

Soit (εt)t∈N une suite indépendante de variables aléatoires réelles de loi normale
centrée et de variance σ2 > 0. Pour θ ∈ R, on définit le processus AR(1) (Ut)t∈N où
Ut = θUt−1 + εt pour tout t ∈ N∗, avec U0 = 0.
Si nous prenons |θ| < 1, le processus AR(1) est équivalent à Ut =

∑∞
i=0 θ

jεt−j. sous la
condition précédente le processus (Ut)t∈N est α-mélangeant de coefficient de mélange
α(n) = O(θλn) avec λ = δ(δ + 1)−1 pour δ > 0.

La prédiction basée sur l’espérance conditionnelle consiste prédire Um+1 sur la base
de l’observation de U(m) = (U1, · · · ,Um). La prévision basée sur la plus petite erreur
moyenne quadratique est Ũn+1 = E(Un+1/U(n)).
En effet
considérons g(U(n)) une fonction mesurable de U(n) = (U1, · · · ,Un) autre queE(Un+1/U(n))

E(Un+1 − g(U(n)))
2 = E(Un+1 − E(Un+1/U(n)) + E(Un+1/U(n))− g(U(n)))

2

= E(Un+1 − E(Un+1/U(n))
2 + E(E(Un+1/U(n))− g(U(n)))

2

+ 2E[Un+1 − E(Un+1/U(n)][E(Un+1/U(n))− g(U(n))]

Nous posons ηn = [Un+1 − E(Un+1/U(n))][E(Un+1/U(n))− g(U(n))]
Montrons que E[ηn] = 0.

En effet, on a
E[ηn] = E[E[ηn/U(n)]]

E[ηn/U(n)] = E[(Un+1 − E(Un+1/U(n))(E[Un+1/U(n)]− g(U(n)))/U(n)]

= (E[Un+1/U(n)]− g(U(n)))E[(Un+1 − E(Un+1/U(n))/U(n)]

= (E[Un+1/U(n)]− g(U(n)))
[
E[Un+1/U(n)]− E[Un+1/U(n)]

]
Par conséquent

min
g(U(n))

E(Un+1 − g(U(n)))
2 = minE(E(Un+1/U(n))− g(U(n)))

2
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Alors le minimum est réalisé pour

g(U(n)) = E(Un+1/U(n))

Nous concluons que le meilleur prédicteur au sens qu’il réalise le minimum de l’erreur
moyenne quadratique est

Ũn+1 = E(Un+1/U(n))

Comme l’espérance conditionnelle est sensible aux valeurs aberrantes et les distribu-
tions asymétriques, alors la médiane conditionnelle Q1/2(x) est une bonne alternative
de l’espérance conditionnelle comme prédicteur de la variable Un+1 sachant U(n).

Dans notre étude, nous posons Yi = Ui+d et Xi = (Ui, · · · ,Ui+d−1), i = 1, · · · , n où
n = m− d+ 1. L’estimateur du prédicteur de U(m+1) est donné par

Ûm+1 = Q1/2,n(Xn),

où
Q1/2,n(Xn) = F̂−1

n

(
1

2
/Xn

)
= inf{y : F̂n(y/Xn) > 1/2},

où
F̂n(y/x) =

F1,n(x, y)

vn(x)
,

avec

vn(x) =
µn
hdnn

n∑
i=1

1

Gn(Yi)
Kd

(
x− Xi

hn

)
,

et

F1,n(x, y) =
µn
nhdn

n∑
i=1

1

Gn(Yi)
Kd

(
x− Xi

hn

)
H

(
y − Yi

hn

)
.

A partir du théorème (5.1), on a le corollaire suivant.

Corollaire 6.1. Sous les conditions du théorème (5.1), on a(
nhn

σ2
Q(Xn,Q1/2(Xn))

)1/2

(Q1/2,n(Xn)−Q1/2(Xn))
D−→ N (0, 1).

Rappelons que la variance asymptotique est donnée par

σ2
Q(x,Q1/2(x)) =

σ2(x,Q1/2(x))

f 2(Q1/2(x)/x)
.

Nous pouvons obtenir un estimateur σ̂2
Q(x,Q1/2(x)) de σ2

Q(x,Q1/2(x)) en utilisant
F1,n(x, y), vn(x) définis précédemment et les estimateurs suivants

µn =
Gn(y)[1− Fn(y−)]

Cn(y)
,

et

f1,n(x, y) =
µn

nhd+1
n

n∑
i=1

1

Gn(Yi)
Kd

(
x− Xi

hn

)
H(1)

(
y − Yi

hn

)
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En plus des estimateurs de Σk(x, y), k = 0, 1 et Σ2(x) données par

Σ̂2(x) =
µn
nhdn

n∑
i=1

1

G2
n(Yi)

Kd

(
x− Xi

hn

)
,

Σ̂1(x, y) =
µn
nhdn

n∑
i=1

1{Yi6y}
G2
n(Yi)

Kd

(
x− Xi

hn

)
.

On a donc une conséquence immédiate du corollaire (6.1).

Corollaire 6.2. Sous les hypothèses du théorème (5.1), on a(
nhn

σ̂2
Q(x,Q1/2(x))

)1/2

(Q1/2,n(x)−Q1/2(x))
D−→ N (0, 1)

A partir de là, nous pouvons construire l’intervalle de confiance pour Q1/2(x), de
coefficient de confiance ζ.[

Q1/2,n(x)−
t1−ζ/2σ̂

2
Q(x,Q1/2(x))
√
nhn

,Q1/2,n(x) +
t1−ζ/2σ̂

2
Q(x,Q1/2(x))
√
nhn

]
,

où t1−ζ/2 représente le quantile d’ordre (1− ζ/2) de la distribution normale standard.

6.2 Etude de Simulation
La loi de l’estimateur du quantile conditionnel étant asymptotique, il s’agit dans

cette partie d’étudier la validité de cette loi pour des petites tailles d’échantillons.
On simule, dans un premier temps, N valeurs (Xi,Yi,Ti),i = 1, · · · ,N du triplet
de variables aléatoires (X,Y,T) avec T indépendante de (X,Y) et T une variable aléa-
toire de loin exponnentielle de paramètre λ.
En suite, on retient les observations (Xi,Yi,Ti),i = 1, · · · , n verifiant Yi > Ti. On
répète, ces simulations pour différentes valeurs de λ : 0.5, 3 et 5 et de la taille de
l’échantillon N=100, 200 et 500.
La variable X est réelle, c’est-à-dire d = 1. On sait que dans l’estimation non paramè-
trique, le choix du noyau n’influe pas sur la performance de l’estimateur, on prend le
noyau gaussien classique et le noyau de Picard.
Par contre, le choix de la fenêtre hn est important et on choisit la valeur
hn = C

(
logn
n

)1/5
.

Ainsi, pour chaque choix de N et λ, on calcule les quantités

Q̂n =
(
nhn(σ̂2

Q(x,Q1/2(x)))−1
)1/2

(Qp,n(x)−Qp(x)). (6.1)

Pour évaluer la densité de cette statistique, on utilise la méthode du noyau.
A travers, les résultats obtenus représentés graphiquement par les figures 6.1, 6.2 et
6.3, on voit clairement que pour N = 100, on obtient déjà une bonne approximation
pour une loi normale.
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Figure 6.1 – N=100 n=30,40,95 (resp)
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Figure 6.2 – N=200 n=45,72,185 (resp)
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Figure 6.3 – N=500 n=100,190,460 (resp)
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié les résultats de la convergence forte uniforme et de
la normalité asymptotique de l’estimateur à noyau du quantile conditionnel pour des
données α- mélangeantes et tronquées à gauche obtenus par Ould Saïd,E. Yahia,D ;
Necir, A (2009) et on a vu comment on peut utiliser cet estimateur pour construire
des intervalles de confiance et l’utiliser également pour faire de la prédiction en séries
temporelles.

Nous avons essayé d’appliquer le résultat de la normalité sur un processus α-
mélangeant ; AR(1) et nous avons obtenu des résultats qui s’améliorent lorsque n de-
vient grand.

Le modèle est étudié sous certaines conditions de dépendance pour assouplir la
condition des données indépendantes qui n’est pas toujours raisonnable en pratique.
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Notations et Abréviation

i.i.d indépendante et identiquement distribuée.

Y La variable aléatoire d’intérêt.

T La variable aléatoire de troncature.

X Le covariable aléatoire.

N Taille d’échantillon.

n Taille d’échantillon observé.

aL Point final gauche de la fonction de distribution L.

bL Point final droite de la fonction de distribution L.

µ La probabilité de troncature.

α(n) Le coefficient α-mélangeant.

QF(p) La fonction quantile d’ordre p.

F̂n Fonction de répartition empirique.

F̂−1
n Inverse généralisé de la fonction de répartition empirique.

QFn Estimateur de QF(p).

F(y/x) Fonction de répartition conditionnelle de Y sachant X = x.

Qp(x) Quantile conditionnel d’ordre p de Y sachant X = x.

F̂n(y/x) Estimateur de la fonction de répartition conditionnelle.

F̂−1
n (y/x) Inverse généralisé de l’estimateur de la fonction de répartition conditionnelle.

Qp,n(x) Estimateur du quantile conditionnel d’ordre p de Y sachant X = x.
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Résumé

Ce mémoire porte dans un premier temps la synthèse des résultats de la thèse de
Doctorat de Yahia Djabrane (2010) sur l’estimateur à noyau du quantile conditionnel,
lorsque la variable d’interêt est soumise à une troncature alèatoire à gauche.
Des résultats asymptotiques sont obtenus dans le cadre général, sous conditions de
régularité.
Ces résultats portent notamment sur la normalité asymptotique de l’estimateur à noyau
du quantile conditionnel sous les conditions de mélange et de troncation à gauche.
Il s’agit, ensuite d’appliquer ces résultats pour construire un intervalle de confiance
pour le quantile et de faire de la prédiction en séries temporelles.

Mots clés : Normalité asymptotique ; Quantile conditionnel ; Estimation à noyau ;
Mélange fort ; Convergence uniforme forte ; Données tronquées.

71



Abstract

This work relates firstly to the summary of the results of the thesis of th. D. of
Yahia Djabrane (2010) on the kernel conditional quantile estimator, when the interest
variable is subjected to left truncation. These results are obtained within the general
framework, under regularity conditions.
One of these results concern the normality asymptotic of the proposed estimator under
strong mixing condition and left truncation.
Then, we apply these results to build a confiance bands for the quantile and prediction
in time series.

Key words Asymptotic normality ; Conditional quantile ; Kernel estimate ; Strong
mixing ; Strong uniform consistency ; Truncated data
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