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Introduction

Le présent travail est à l�étude de la régularité maximale Lp pour une classe

d�opérateur non locale dans les espaces de Banach du type U.M.D.

Le travail est composé d�une introduction et de trois chapitres.

On commence tout d�abord au premier chapitre par une présentation des notions

utiliser tout ce travail, à savoir l�inégalité de Khinchine-Kahane, la décomposition

de Schader , R-bornitude , les Martingale, le multiplicateur de Fourier .

Le second chapitre est consacré à l�étude de les espaces U.M.D et quelque

propriété de ces espaces.

Le dernier chapitre est consacré à l�étude de la régularité maximale d�une classe

d�opérateur non locale dans les espaces U.M.D.
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CHAPITRE 1

Notions Preliminaires

Dans ce chapitre en bref certaine notions utiliser pour les martingales,la dé-

compositoion de Shauder et pour la R-bornitude.

Soit X; Y duex espaces de Banach.

1-1 L�esperance Conditionelle

Dans ce chapitre nous considérons 
 un ensemble quelconque.

Dé�nition 1.1. On dit que F � 
 est une algébre sur 
 si:

(i) 
:? 2 F:

(ii) 8E 2 F; {E
 2 F:

(iii) 8E1; E2 2 F; E1 [ E2 2 F:

Dé�nition 1.2. On dit que F � 
 est une ��algébre (tribu) sur 
 si

(i) 
:? 2 F:

(ii) 8E 2 F; {E
 2 F:

(iii) 8 (Ei) ; E1 [ E2 2 F; [
i2I
(Ei) 2 F; où I est un ensemble dénombrable

quelconque.

� Le couple (
; F ) est dit un espase mesurable.

Dé�nition 1.3. Soit (
; F ) un espase mesurable, on dit que la fonction � :

F ! R+ est une fonction mesure positive si: 8 (Ei)i2I ; E1 [ E2 2 F; avec
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Ei \ Ej = ; pour i 6= j; on a

�

�
[
i2I
Ei

�
=
X
i2I
�(Ei)

� Le triblet (
; F; �) est dit espace mesuré.

� Si � (
) = 1; le triblet (
; F; �) est appelé espace de probabilité, et dans

ce cas on le note par (
; F; P ) :

Dé�nition 1.4. Soient (
1; F1) et (
2; F2) deux espaces mesurables, on dit que

l�application f : 
1 ! 
2 est une fonction mesurable si:

8E2 2 F2; f�1 (E2) 2 F1

� Si (
1; F1; P1) et (
2; F2; P2) sont deux espaces de probabilité, alors f est

une variable aléatoire.

� si 
2 = R ,on dit que f est une variable aléatoire réelle.

soit E un espace de Banach et  =  (x) une fonction muserable.

Dé�nition 1.5. B Soit Lp; (
; E) l�espace des fonctions f : 
 ! E fortement

mesurables menu de la norme

kfk
;p; = kfkLp; = kfkLp;(
;E) =
�R
kf (x)kpE  (x) dx

� 1
p ; 1 � p <1:

I Pour  (x) = 1; l�espace Lp; (
; E) noté par Lp (
; E) et la norme de f

donné par

kfkp =
�R
kf (x)kpE dx

� 1
p ; 1 � p <1:

Dans la suite de ce paragraphe nous considérons F � 
 une algébre et B � F

une sous ��algébre de F:
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Dé�nition 1.6. Soient f 2 L1 (F;X) ; F � 
 une algébre et B � F une sous

��algébre de F: L�espérance conditionnelle de f par apport à B noté par

E (f=B) est une fonction g 2 L1 (B;X) qui satisfait

R
G
gdp =

R
G
fdp pour tout G � B:

Exemple 1.1. Soient f 2 L1 (F;X) et B � F une sous ��algébre, si f est une

fonction B�mesurable, alors E (f=B) = f:

Proposition 1.1. Soient (
; F; P ) une space de probabilité, f 2 L1 (F;X) et B �

F une sous ��algébre de l�algebre F: Alors

I L�operateur E (:=B) : L1 (F;X) ! L1 (B;X) dé�nie par f 7! E (f=B)

est linéaire.

I Si B1 � B2 � F; alors E (E (f=B1) =B2) = E (E (f=B2) =B1) :

Lemme 1.1. Pour f 2 L1 (F;X) et B � F une sous ��algébre de l �algebre F:

L�espérance conditionnelle de f par apport à B est E (f=B) qui est existe

telle que

jE (f=B)jX � E (jf jX =B) (P:P ) :

L�operateure E (:=B) est une projection contractive de L1 (F;X) dans L1 (B;X) :

Lemme 1.2 (Théorème de la convergence monotone). Soient (fn)
1
n=1 � L1 (F;X)

et B � F une sous ��algébre de l �algebre F: Si 0 � fn % f (P:P ) ; alors

0 � E (fn=B)% E (f=B) (P:P ) :
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Lemme 1.3 (Le lemme de Fatou). Soient (fn)
1
n=1 � L1 (F;X) et B � F une

sous ��algébre de l �algebre F: Si 0 � fn; alors

E
�
lim inf
n!1

fn=B
�
� lim inf

n!1
E (f=B) (P:P ) :

Lemme 1.4 (Théorème de la convergence doménie). Soient (fn)
1
n=1 � L1 (F;X)

et B � F une sous ��algébre de l �algebre F et g 2 L1 (F;X) : Si jfnj � g

et fn ! f (P:P ) ; alors quand n!1 on a

E (jfn � f j =B)! 0 (P:P ) :

De plus il résulte que E (fn=B)! E (f=B) (P:P ) :

Remarque 1.1. Le Lemme 1.4 peut être prolongé à un espace de Banach, c�est-

à-dire si jfnjX � g 2 L1 (F;X) et fn ! f (P:P ) quand n ! 1

(i.e; jfn � f jX ! 0 (P:P )) quand n ! 1 alors E (jfn � f jX =B) ! 0

(P:P ) :

De plus il résulte que E (fn=B)! E (f=B) (P:P ) :

Corollaire 1.1. Pour une sous ��algébre B � F; L�espérance conditionnelle est

une projection contractive de Lp (F;X) dans Lp (B;X) pour 1 � p � 1:

Lemme 1.5. Si g 2 L1 (B;B (X; Y )) ; p 2 (1;1) ; f 2 Lp (F;X) et B � F; alors

E (gf=B) = gE (f=B) :

1-2 Les Matigales
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Dé�nition 1.7. Une martingale est une suite f = (fk)
1
k=1 de variables aléatoires

sur l�espace de probabilité (
; F; P ) associée à une suite croissante (Fk)
1
k=1

de sous ��algébre de F telle que Fk % F et la di¤érence dé�nit par: �fk =

fk � fk�1 avec f0 = 0 satisfait la condition

E (�fk=Fk�1) = 0: (1.1)

telle que fk est Fk �mesurable:

Remarque 1.2. La condition (1.1) est equivalent à

fk�1 = E (fk=Fk�1) : (1.2)

Preuve. On a E (�fk=Fk�1) = 0; c�est-à-dire E (fk � fk�1=Fk�1) = 0:

D�aprés la linéarité de l�éspérance conditionnnelle on a

E (fk � fk�1=Fk�1) = E (fk=Fk�1)� E (fk�1=Fk�1) = 0:

L�exemple (1.1) nous donne

E (fk � fk�1=Fk�1) = E (fk=Fk�1)� fk�1 = 0:

D�ou

E (fk=Fk�1) = fk�1:

Exemple 1.2. Soient f 2 L1 (F;X) ; (
; F; P ) espace de probabilité et (Fk )1k=1

est une suite croissante d�une sous ��algébre de F; alors la suite (Fk)1k=0

dé�nit par

fk =

8>><>>:
0 si k = 0;

E (f=Fk) si k � 1;
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est une martingale.

Preuve.

E (�fk=Fk�1) = E (fk � fk�1=Fk�1)

= E (fk=Fk�1)� E (fk�1=Fk�1)

= E (E (f=Fk) =Fk�1)� E (E (f=Fk�1) =Fk�1)
D�aprés la proposition (1.2) on trouveE (�fk=Fk�1) = 0�

Corollaire 1.2 Si f = (fk)
1
k=1 2 L1 (
; X)

Z+ est une martingale ,et �: X ! R

une application continue convexe , telle que : � � fk est intégrable pour

k 2 Z;.Alors (� � fk)1k=1 2 L1 (
; X)
Z+ est une sous martingale.

Corollary 1

Remarque 1.3 Soit (fk)
1
k=1une martingale. Dans le cas ou � = j:jX , alors

(jfkjX)
1
k=1 est une sous -martingale non négative.

Corollaire 1.3 Si f = (fk)
1
k=1 2 Lp (
; X)

Z+ est une martingale sur X , et

	 2 B (X;Y ), Alors 	f = (	fk)
1
k=1 2 Lp (
; Y )

Z+est une martingale

sur Y:

Remark 2 Corollary 3

Lemme 1.6 Si H est une espace de Hilbert , f 2 L2 (F;H) ;et B � F une sous

-��algébre de F ,alors E (f=B) est la projection de f dans L2 (B;H) :

Corollaire 1.4 Si H est une espace de Hilbert , f = (fk)
1
k=1 2 L2 (
; H)

Z+ est

une martingale adaptée à (Fk)
1
k=1 ;alors les di¤erences �fk sont orthogonales:
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1-3 R-Norme

Dé�nition 1.8 soit (
; F; P ) un espace de probabilité, on dit que les variables

aléatoires : X1;X2;::::::Xn;dé�nit de 
 sur R sont indépendantes si:

P (X1 = x1; X2 = x2; :::::::; Xn = xn) = P (X1 = x1)P (X2 = x2) :::::::P (Xn = xn) :

Dé�nition 1.9 soit(
; F; P )un space de probabilité,les fonctions de Radmacher

(�k)k2Nsont des variables aléatoires indépendantes,identiquement,distribués

dé�nit sur 
 à valeurs dans f�1; 1g �k : 
! f�1; 1g :

et véri�ant :

(i) (�k)k2N sont des variables aléatoires réelles .

(ii) P (�k (!) = 1) = P (�k (!) = �1) = 1
2
:

(iii) P (�1 (!) ; �2 (!) ::::::�n (!))=P (�1 (!))P (�n (!)) ::::::P (�n (!)) :

Exemple 1.3 les fonctions

�k (!) = sign
�
sin
�
2k�!

��
; ! 2 [0; 1] ; k 2 N:

sont des fonctions de Radmacher:

Dé�nition 1.10 la norme aléatoire de x1; x2; ::::::xn 2 X est dé�nit par :�����
nX
k=1

�kxk

�����
LP (
;X)

=

24Z



�����
nX
k=1

�kxk

�����
p

X

dp (!)

35 1
p

:

Ou Xest un espace normé, (�k)k2Nest une suite des variables aléatoires

appelée fonctions de Radmacher ,xk 2 X et ! 2 
.

Exemple 1.4 (i) la norme d un element de X :
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De�nition 4 Example 5 j�xjLp(
;X) =

24Z



j�xjpX dp (!)

35 1
p

=

24������
X

�2f�1;1g

�x

������
p

X

p (�)

35
1
p

=

241
2

������
X

�2f�1;1g

�x

������
p

X

35
1
p

=
�
1
2
(jxjpX + j�xj

p
X)
� 1
p = (jxjpX)

1
p

= jxjX :
p

La norme aléatoire d �une seul element de X est la norme de cette élément

dans X

(ii) la norme de la somme de deux élément de X :�����
2X
k=1

�kxk

�����
LP (
;X)

=

24Z



�����
2X
k=1

�kxk

�����
p

X

dp (!)

35 1
p

=

24 X
�1 2f�1;1g

X
�2 2f�1;1g

j�1 x1 + �2 x2j
p
X p (�1) .p (�2)

35 1
p

=

24 1
22

X
�12f�1;1g

j�1 x1 � x2jpX + j�1 x1 + x2jpX

35 1
p

=
�
1
22
(j�x1 � x2jpX + j x1 � x2jpX + j� x1 + x2jpX + j x1 + x2jpX)

� 1
p

=
�
1
22
2 (j x1 � x2jpX + j x1 + x2jpX)

� 1
p

=
�
1
2
(j x1 � x2jpX + j x1 + x2jpX)

� 1
p

(iii) la norme de la somme de n élément de X :

De�nition 6
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�����
nX
k=1

�kxk

�����
LP (
;X)

=

24Z



�����
nX
k=1

�kxk

�����
p

X

dp (!)

35 1
p

=

24 X
�12f�1;1g

:::::
X

�n2f�1;1g

�����
nX
k=1

�kxk

�����
p

X

p (�1) :::::p (�n)

35 1
p

=

24 1
2n

X
�12 f�1;1g

:::::
X

�n2f�1;1g

�����
nX
k=1

�kxk

�����
p

X

35 1
p

=

24 1
2n

X
#2f�1;1g

�����
nX
k=1

#k xk

�����
p

X

35 1
p

;# 2 (#1::::#n)

Dé�nition 1.11 (L0ingalité de Khintchine�Kahane) :Pour p; q telle que 0 �

p; q � 1 ,il existe une constante Kp;q telle que dans chaque espace vectoriel

normé on a : �����
nX
k=1

�kxk

�����
LP (
;X)

� Kp;q

�����
nX
k=1

�kxk

�����
Lq(
;X)

:

Pour toute xk 2 X et fonction de Radmacher �k; k = 1:::::n:

Remarque 1.4 Si X un espace de Banach ,et la série
nX
k=1

�kxk converge dans l�un

des espaces LP (
; X), alors elle est converge dans chcun de ces espaces, et

L�inégalité précédante est vrair por n =1:

Remarque 1.5 L�inégalité de Khintchine � Kahaneresulteque si on prend X0

l�ensemble des familles �nies de X munit de la norme aléatoire, Alors obtient

un espace normé dont les normés aléatoires sont équivalentespour tout p,0 <

p <1:

1-4 La décompositionde shauder

Dé�nition 1.12 Soit (xn)
1
n=1 � X une suite dans l�espace normé X, On dit que
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la série
1X
n=1

xn est :

(i) converge vers x, si lim
n!1

�����
1X
n=1

xn � x
����� = 0, et on note :

1X
n=1

xn = x:

(ii) inconditionnellement convergente si la série
1X
n=1

x�(n)converge pour chaque

permutation des entiers natrurel � 2 SZ+ :

(iii) sommable vers x 2 X si pour tout " > 0 ilexiste un F0 � Z ,cardF0 <1

telle que pour tout F0 � F , cardF <1 ona :�����X
n2F
xn � x

�����
X

< ":

(iiii) Absolument convergente, si la série
1X
n=1

jxnjX est convergente:

Dans le cas générale , c�est -à-dire dans un espace normé quelconque il

n�existe aucune relation entre ces type de convergence , mais il�ya uniqement

quelques implications, si X un espace de Banach on résumée les relations

entre ces types de convergences dans le lemme suivant :

Lemme 1.7 Soit (xn)
1
n=1 � X une suite dans l�espace de Banach X , les asser-

tions suivantes sont equivalentes :

1-
1X
n=1

xn est inconditionnellement convergente :

2-
1X
n=1

xn est sommable:

3-
1X
n=1

xn satisfait les conditions de Cauchy (Schrinking) :

4-
1X
n=1

�nxn est convergente pour chaque suite bornée (�n)
1
n=1 � `1 (Z+) :

5-
1X
n=1

"nxn est convergente pour chaque suite bornée ("n)
1
n=1 2 f�1; 1g

Z+ :
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6-
1X
n=1

�nxn est convergente pour chaque suite bornée (�n)
1
n=1 2 f0; 1g

Z+ :

Dé�nition 1.13 Une décomposition de Shauder est suite de projecteurs D =

(Dn)
1
n=1 � B (X) telle que :

(i) DkDl = 0; k 6= l:

(ii) x =
1X
n=1

Dnx, pour tout x 2 X:

Les opérateures Pk =
kX
n=1

Dn sont dits sommes partielles des projecteurs cor-

respondants à D:

Exemple 1.5 Soient (
; F; P )un space de probabilité, X un espace de Banach,et

(Fk)
1
k=1 � F une suite croissante de sous -��algébres de F telle que Fk % F

.Alors f = (fk)
1
k=0 dé�nie par: (fk)

1
k=1 = (�E (:=Fk))

1
k=1 et f0 = 0 est une

décomposition de Shauder de Lp (F ;X),p 2 [1;1[.

Dé�nition 1.14 Une décomposition de Shauder est dite inconditionnelle si la

série dans la dé�nition correspondante est inconditionnellement convergente

pour chaque x 2 X:

Lemme 1.8 Si (Xk)
1
k=1est une famille de sous espaces vectoriels fermés d�un

espace de Banach X;si chaque x 2 X admet une unique représentation

x =
1X
k=1

xk, Xk � X (X = �Xk, est la somme directe de Xk) :Alors D =

(Dk)
1
k=1 dé�nie par : Dkx = xk est une décomposition de Shauder de X:

Lemme 1.9 Soit D = (Dk)
1
k=1décomposition de Shauder d�un espace de Banach
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X .Alors la nouvelle norme :

kxkX = sup
n 2 Z+

�����
1X
k=1

Dkx

�����
X

:

est equivalente à j:jX :

1-5 R-Bornitude

Dé�nition 1.14 Une famille d0opérateurs M � B (X;Y ) ;ou X et Y sont duex

espaces vectoriels normes est dite borée aléatoirement (R� born�ee) si pour

un certain p 2 [1;1); il existe une constante C �nie telle que pour tout

n 2 N et TK 2M , x 2 X, �k des fonctions de Radmacher; k = 1; 2:::::n ona

: �����
nX
k=1

�kTkxk

�����
LP (
;Y )

� C
�����
nX
k=1

�kxk

�����
LP (
;X)

(1.5.1)

Remarque 1.6 1- Le minorant de constante C noté par Rp (M) est dite R �

bornitude de M d�ordrs p:

2- La dé�nition de R � bornitude est indépendante de �lordre p ;d�aprés

l�inégalité de Khintchine�Kahane, mais Rp (M) dépend de cet ordre p,c�est

-à-dire si M non R � born�ee pour une seul p 2 [1;1) donc elle est non

R� born�ee pour tout les p 2 [1;1):

3- SoientM1 etM2 � B (X;Y ) duex famille R�born�ees, soient T 1K 2M1 et
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T 2k 2M 2 .Alors on a :�����
nX
k=1

�k (T
1
K + T

2
k )xk

�����
LP (
;Y )

�
�����
nX
k=1

�kT
1
Kxk

�����
LP (
;Y )

+

�����
nX
k=1

�kT
2
kxk

�����
LP (
;Y )

:

� (Rp (M1) +Rp (M2))

�����
nX
k=1

�kxk

�����
LP (
;X)

D�ou

Rp (M1 +M2) � Rp (M1) +Rp (M2) :

De meme maniere on puet facilement véri�er que:

Rp (�M) � j�jRp (M) :

4- Chaque ensemble contenant une suel opérateur linéaire bornée T 2 B (X;Y )est

R� born�ee;de plus ona :

Rp (fTg) = jT jB(X ;Y ) :

5- Chaque sous famille R� born�ee est R� born�ee:

6- Toute famille �nie d�operateurs linéaire bornées est R� born�ee:

7- D ans l�espace de Hilbert opérateur positive est R� born�ee:

8- Soient M;S � B (X;Y ) deux familles R� born�ees, Si 0 2M \ S, Alors

M [ S est une famille R� born�ee:

Lemme 1.10 Soiten X et Y sont duex espaces vectoriels normes. Alors pour

chaque famille d0opérateursM � B (X;Y )R�born�ee ona: Rp (M [ f0g) = Rp (M)
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- Maintenant on va donner des quelque condition nécéssaire et su¤santes pour

montrer qu�une famille est R� born�ee:

Lemme 1.11 Pour montrer la R�bornitude d�une familleM � B (X;Y ) ;il su¢ t

montrerl 0inégalité (1.5.1) pour touts siutes d�elements distincts TK 2M:Les

bonnes constantes sont les memes.

Corollaire 1.5 Pour montrer la R�bornitude d�une famille dénombrable d�opérateurs

M = (Tk)
1
k=1 � B (X;Y ), ilsu¢ t montrer l�inégalité (1.5.1) pour toutes

suitse de troncatures (Tk)
n
k=1 :

Dé�nition 1.15 Une suite (Mk)
1
k=1 de famille d�opérateurs Mk � B (X;Y ) est

dite relativement R�born�ee par rapport à une suite d�espaces fermés (Xk)
1
k=1de

X si �����
nX
k=1

�kTkxk

�����
LP (
;Y )

� C
�����
nX
k=1

�kxk

�����
LP (
;X)

:

pour tout n 2 Z+, �k des fonctions de Radmacher; Tk � Mk; xk 2 Xk et

K = 1; 2; ::::n:

Remarque 1.7 On remarque qu�une famille M est R� born�ee si et seulement si

toutes suites (Mk)
1
k=1; M k � M , sont relativement R � born�ee pour toutse

les espaces (Xk)
1
k=1 ; Xk � X:

1-6Multiplicateur de Foureir

De�nition 7 Remark 8 De�nition 9

1.6.1 La transformation de Foureir
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Dé�nition 1.16 Soit Xun espace de Banach et U 2 L1 (
;X), la transformation

:

F [U (�)] =
^
U (�) =

Z
R

U (t) exp (�i�t) dt ;� 2 R

est dite transformation de Fourier:

Dé�nition 1.17 L�inverse de la transformation de Fourier est dé�nit par

F�1 (�) = U (t) =

Z
R

^
U (t) exp (i�t) d� ;� 2 R:

1.6.2 Quelque notion

I On note par D (R;X) l�espace de toutes les fonctions f : R ! R indé�ne-

ment di¤érentiables et support compact

D (R;X) =
n
f 2 C1 (R;X) ; supp (f) = fx; f (x) 6= 0g

o
:

et on note D (R;X) = L (D (R;X) ;X) l espace de distributions :

I On dé�nit l�espace de Shwartz S (R;X)par:

S (R;X) =
�
f 2 C1 (R;X) ; t�D�f 2 L1 (R;X) ;�; � 2 N

	
:

et on note par S= (R;X) = L (S (R;X) ;X) est l�espace de distributions tempérées

I Soit F�1D (R;X) =

(
f 2 S (R;X) ;

^
f 2 D (R;X)

)
:

1.6.3 Multiplicateur de Foureir

Dé�nition 1.17 soient X et Y deux espaces de Banach, 1 < p < 1, une fonc-

tion M 2 C1 (R;L (X:;Y )) est un Multiplicateur de Fourier Lp (R:;X) �

Lp (R;Y ) s�il existe un opérateur:

T : (R:;X) ! Lp (R;Y )

Telle que pour tout f 2 F�1D (R;X) ona:
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Tf 2 S (R;X) et T f̂ (s) = M (s)
^
f (s) ; s 2 R:

Théoreme 1.1 (Théoreme de Weiss) : soientX et Y deux espaces de Banach,

une fonctionM 2 C1 (R;L (X:;Y )) telle que:fM (s) ; s 2 R� f0gg et
�
sM= (s) ; s 2 R� f0g

	
sont R� born�ees dans L (X:;Y ) :Alors;M est unMultiplicateur Lp (R:;X)�

Lp (R;Y ) pour: 1 < p <1:

Remarque 1.8 (i) Tout les espaces de Hilbert satisfait les conditions de Multi-

plicateur de Fourier:

(ii) Il existe des espaces de Banach qui sont pas des espaces de Hilbert,

mais satisfait les conditions de Multiplicateur de Fourier;par exemple les

espaces U:M:D�
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Remark 10

CHAPITRE 2

Espace U.M.D

Dans ce chapitre on va etudier les espaces U:M:D .On donne des dé�nition

équivalent de ces espaces et leurs principales propriétés .

Soient X un espace de Banach et (
; F; P ) espace de probabilité .

2-1 La propiété des matingales diférences inconditionnelles

Dé�nition 2.1 On dit que l�espace de Banach X admet la propiété des matin-

gales diférences inconditionnelles dans Lp, p 2 (1;1) ou bien U:M:D � p si

l�inégalité:�����
nX
k=1

�k�fk

�����
LP (
;X)

�Mp

�����
nX
k=1

�fk

�����
LP (
;X)

=Mp jfnjLP (
;X) : (2.1)

est satisfaite pour certain Mp par chaque martingale f = (fk)
1
k=1 2 Lp (
;X)

et chaque � 2 f�1; 1gZ+ :
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Remarque 2.1 La condition (2.1) est équivalent à la condition :�����
nX
k=1

�k�gk

�����
LP (
;X)

�Mp j~gjLP (
;X) ; pour gk = E (~g=Fk) (2.2)

Preuve. 1)(2.1))(2.2): comme (2; 1) est satisfait pour chque martingale f =

(fk)
1
k=1 2 Lp (
;X),et g = (gk)

1
k=1 = (E (~g=Fk))

1
k=1 est une martingale; alors

(2.1) est satisfait pour g = (gk)
1
k=1 :

donc

�����
nX
k=1

�k�gk

�����
LP (
;X)

�Mp

�����
nX
k=1

�gk

�����
LP (
;X)

=Mp jgnjLP (
;X)

=Mp jE (~g=Fn)jLP (
;X)

�Mp j~gnjLP (
;X) :

-On trouve la derniére inégalité d�aprés la contractive de L�espérance condition-

nelle.

2) (2.2))(2.1): on prend ~g = fn et on substitant dans (2.2):�����
nX
k=1

�k�gk

�����
LP (
;X)

=

�����
nX
k=1

�k (gk � gk�1)
�����
LP (
;X)

=

�����
nX
k=1

�k (E (~g=Fk)� E (~g=Fk�1))
�����
LP (
;X)

=

�����
nX
k=1

�k (E (fn=Fk)� E (fn=Fk�1))
�����
LP (
;X)

� Mp j~gnjLP (
;X) :
donc �����

nX
k=1

�k (E (fn=Fk)� E (fn=Fk�1))
�����
LP (
;X)

�Mp jfnjLP (
;X) (2.3)
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Remarque 2.2 Or f = (fk)
1
k=1 est une martingale,Alors

E (fn=Fk) = fk

pour chaque k � n:Ainsi l�inégalité (2.1) est prouver.

Lemme 2.1 1- Le plus petite constante Mp dans (2.1) pour un p donné, et

un espace de Banach notée par Mp (X) :

2- Si X ne posséde pas la propriété U:M:D � p, Alors; Mp (X) =1.

3- Mp (X) est indépendante de n, c�est -à-dire la propriété U:M:D � p

est vrais si l�inégalité (2.1) satisfaite pour tout n.

4- le plus petite constante pour que (2.1) soit vrais pour n �xé est notée

par Mn
p (X), alors on a:M

n
p
(X)%Mp,lorsque n!1:

Lemme 2.1. Les constantes Mn
p
(X) sont �nies de plus on a:

Mn
p (X) � 2n:

Preuve.

�����
nX
k=1

�k�fk

�����
LP (
;X)

=

�����
nX
k=1

�k (fk � fk�1)
�����
LP (
;X)

�
�����
nX
k=1

�kfk

�����
LP (
;X)

+

�����
nX
k=1

�kfk�1

�����
LP (
;X)

�
nX
k=1

jfkjLP (
;X) +
nX
k=1

jfk�1jLP (
;X)

=
nX
k=1

jE (fn=Fk)jLP (
;X) +
nX
k=1

jE (fn=Fk�1)jLP (
;X)

�
nX
k=1

jfnjLP (
;X) +
nX
k=1

jfnjLP (
;X)

= 2n jfnjLP (
;X)
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Remark 11 Proof.

D�ou

Mn
p (X) � 2n:

Exemple 2.1 Chaque espace de Hilbert admet la propriété U:M:D� p; pour p =

2:Soit H un espace de Hilbert donc tout les martingales di¤érences sont

orthogonales. Alors; d �apés le théoreme de phythagor on a:�����
nX
k=1

�k�fk

�����
L2(
;H)

nX
k=1

j�fkj2H

=

�����
nX
k=1

�fk

�����
L2(
;H)

:

- D�ou H posséde la propriété U:M:D � p de plus on a :

M2 (X) = 1:

2-2 La Transformation Martingale

Dé�nition 2.2 Soit f = (fk)
1
k=1 2 L1 (
;X)

Z+ une martingale adaptée à (Fk)
1
k=1.

Une suite: # = (#k)
1
k=1 2 `1 (Z+;L1 (
)), est dite (Fk)

1
k=1 -prédictable si

chaque #k est Fk�1 mesurable (et #1est F1mesurable). Pour de tels f et #,

on dé�nit la transformation martingale (f � #)1k=1 2 L1 (
;X)
Z+ par:

(f � #)k =
kX
{=1

#{�f{:

p
On dit que la transformation martingale est uniformement bornée, si:

j(f � #)kjLp(
;X) �M j#j`1(Z+;L1(
)) jfkjLp(
;X)
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Remarque 2.3 La tansformation martingale f � # = (f � #)1k = 1 2 L1 (
;X)
Z+

dé�nit aussi une martingale adaptée à (Fk)
1
k=1 :

En e¤et

E (� (f � #)k =Fk�1) = E

  
kX
{=1

#{�f{ �
k�1X
{=1

#{�f{

!
=Fk�1

!
= E (#k�fk =Fk�1)

= #kE (�fk =Fk�1)

= 0:

-Pour tout # 2 `1 (Z+;L1 (
)) ; cette condition est appelée la proprietéMT�

p; ou la transformation martingale d�ordre p:

Remarque 2.4 La proprieté U:M:D�p est une cas spéciale de la proprietéMT�p

;avec # = � = (�k)
1
k=1 2 f�1; 1g

Z+ :

p
Les conditions dans les dé�nitions de base U:M:D � p, et MT � p sont

satisfaites pour des martingales quelconques sur des espaces de probabilités

arbitraires.

Dans la siute on va étudier la relation entre la propriété U:M:D�p ouMT�p et la

siute de sous -��algèbre qui adaptée à la martingale, pour cela on rappeller

qu �une algèbre �nie est une ��algèbre.
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Lemme 2.2 la propriété U:M:D�p ouMT �p est satisfait si elle vrais pour tout

martingale adaptée à une sous algèbre �nie.

Pour continuer l�étude on va donner quelque notions concernant les algèbres

�nies.

Dé�nition 2.3 Une base d�une algèbre �nie F � 
 sur 
 est une partition de 


en des ensembles disjionts F{ 2 F ; { = 1; :::;m telle que chaque F 2 F est

de la forme: F = [
{2I
F{ pour certain I � f1:::::ng. et on note par bsF : les

éléments de la base F{ 2 F sont dite les atomes de F .

Remark 12 Remark 13

Remarque 2.5 Il facile de voir que la base d�une algèbre est �nié est unique.

Dé�nition 2.4 Une siute croissante d�algèbre �nies (�k)
n
k=1 est dite systeme de

Haar si �k admet une base constitué de (k + 1) ensemble de probabilité

strictement positive.

Lemme 2.3 Dans la dé�nition des espaces U:M:D � p ou M T � p il su¢ t de

considérer chaque martingale adaptée à un systeme de Haar.

Maintenant on s�intéresse à la relation entre la propriété U:M:D�p etM T�p;

plus on va démonttrer l équivalente entre les propriétés U:M:D � p et MT � p:

Proposition 2.1 les propriétés U:M:D � p et MT � p sont equivalentes avec le

meme constante.
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Preuve. d�aprés le lemme précédent il su¢ t démontrer le lemme pour les martin-

gales adaptées par des systemes de Haar:

On a deja voire que La proprieté U:M:D � p est une cas spéciale de la pro-

prietéMT � p; donc ilsu¢ t démontrer que La proprieté U:M:D� p implique

la proprieté MT � p:

Soit f = (fk)
n
k=1 2 Lp (
;X) une martingale adapteé à un ysteme deHaar (�k)

n
k=1

, et soit # = (#k)
n
k=1 une siute prédictable, alors #k�fk = �k�fk; pour un cer-

tain �k 2 R; telque: j�kj � j#kjL1(
) � 1;

Ainsi

�����
nX
k=1

#k�fk

�����
Lp(
;X)

=

�����
nX

k =1

�k�fk

�����
Lp(
;X)

� max
�2f�1;1gn

�����
nX
k=1

�k�fk

�����
Lp(
;X)

� Mp (X)

�����
nX
k=1

#k�fk

�����
Lp(
;X)

:

D�ou les propriétés U:M:D � p et M T � p sont equivalentes.

2-3 La propriété faible U.M.D-p

-On peut utiliser la notion de transformée martingale qui peut e^tre donnée

par la formule siuvante:

j(� � f)njLp(
;X) � Mp (X) jfnjLp(
;X) :

ce qui implique que

sup
n2Z

j(� � f)njLp(
;X) � Mp (X) sup
n2Z+

jfnjLp(
;X) :
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D�ou

j� � f j`1(Z+;Lp(
)) � Mp (X) jf j`1(Z+;Lp(
))

Inversement, si la derniere inégalité est vraie pour chaque martingale (fk)
1
k=1 ;

alors elle est vraie en particulier pour (fk)
n
k=1 :

Et comme

jfkjLp(
;X) = jE (fn=Fk)jLp(
;X) � jfnjLp(
;X) ; k � n

Alors d�ici résulte la premiére inégalité.

Maintenant on va donner une formulation du type faible dans L1:

Dé�nition 2.5 On dit qu�un espace de Banach X possède la propriété faible�

U:M:D si l�inégalité siuvante:

�P ((� � f)� > �) � Mj jf j`1(Z+;L1(
))

est satisfait pour une certaine constante Mj; pour toute martingale f 2

L1 (
;X)Z+ , et toute siute � = (�k)k2Z+ 2 f�1; 1g
Z+ :

De meme maniére similaire on dé�nit la propriété faible�MT ; au lieu de �

on prend la siute prédictable # = (#k)k2Z+ :

Proposition 2.2 Pour toute p 2 (1;1) la a propriété MT � p implique la pro-

priété faible�MT:

Théoreme 2.1 (Burkholder 1981) Dans un espace de Banach X les propriétés

siuvates sont equivalentes:
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1- X posséde la propriété U:M:D � p pour toute p 2 (1;1) :

2- X posséde la propriété MT � p pour toute p 2 (1;1) :

3- X posséde la propriété U:M:D � p pour tcertaine p 2 (1;1) :

4- X posséde la propriété MT � p pour tcertaine p 2 (1;1) :

5- X posséde la propriété faible� U:M:D:

6- X posséde la propriété faible�MT:

Preuve. d�apres la proposition 1, les propriété (1) et (2) sont equivalente

(1) () (2) :

(1) =) (3) :

Proof. (2) =) (4) :

(2) =) (6) (d�apres la proposiition 2).

(5) =) (1) (voir la siute ).

Dé�nition 2.6 un espace X possédant une ou toutes les propriétés du théoreme

précedant est appelé espace U:M:D.

Proposition 2.3 Si un espace X posséde la propriétés faible� U:M:D .Alors, il

posséde la propriété U:M:D � p pour toute p 2 (1;1) :

Exemple 2.2 Chaque espce de Hilbert est un espace U:M:D; par exemple C et

R sont des espaces U:M:D
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CHAPITRE 3

Régularité Maximale

Dans ce chapitre on prend l�étude d�une équation di¤érentielle opérationnnelle sur

[0; 1]à coé¢ nt opératoriele non borné dans un espace de Banach du type U.M.D.

La méthode détude basée sur le thoéréme de Weiss sur les multiplicateurs.

3-1 Position de Probleme :

On concéderer la probleme no locale à valeur sur [0; 1] pour équation di¤éren-

tielle opérationnnelle dégénèrer sur un espac+e de Banach E :

L�u = �a(x)u[2] (x) + A� (x)u (x) +B1 (x)u[1] (x) +B2 (x)u (x) = f: (3.1)

Lku = �ku
[mk] (0) + �ku

[mk] (1) +

NkX
j=1

�kju
[mk] (xkj) = 0: (3.2)

Telle que :

I u[i] (x) =
�
x d

dx

�i
u (x) ; 0 �  < 1:

I mk 2 f0; 1g ; �k; �k; �kj sont des nombres complexe et xkj 2 [0; 1] :

I A etBk généralement sont des opérateurs non bornée on E et A� =

A+ �I:
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Dé�nition 3-1 Soit u une fonction a partir de l�espace:

W
[2]
p; = W

[2]
p; (0; 1;E (A) ; E) =

�
u;u 2 Lp (0; 1;E (A)) ; u[2] 2 Lp (0; 1;E)

	
muni de la norme

juj
W

[2]
p;
= jAujLp;(0;1;E) +

��u[2]��
Lp(0;1;E)

<1:

�On dit que cette fonction u est une solution de l�équation (3; 1) c�est il

satisfais l�équation (3.1) sur [0; 1] :

Soit l�espace W 2
p; = W

2
p; (0; 1;E (A) ; E) qui dé�nit par:

W 2
p; =

�
u;u 2 Lp (0; 1;E (A)) ; u(2) 2 Lp (0; 1;E)

	
de la norme:

jujW 2
p;
= jAujLp;(0;1;E) +

��u(2)��
Lp(0;1;E)

<1:

Remarque :3-1 On pose le changement siuvante :

y = (1� )�1 x1�: (3.3)

Résultat :3-1 D�aprés le changement précedent on a:

(i) L�espace Lp (0; 1;E)est isomorphisme avec l�espaceLp;1 (0; 1;E) :

(ii) L�espaceW [2]
p (0; 1;E (A) ; E)est isomorphisme avec l�espaceW 2

p;1
(0; 1;E (A) ; E) :
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Preuve. Pour montrer les résultats précedent on va calculer premiérement

: x et dx:

on a:y = (1� )�1 x1�

) (1� ) y = x1�:

log (1� ) y = (1� ) log x

(1� )�1 log (1� ) y = log x

log [(1� ) y](1�)
�1
= log x

D�ou

x = [(1� ) y](1�)
�1

Donc

dx = (1� )�1 (1� )(1�)
�1
y(1�)

�1�1dy:

dx = [(1� ) y](1�)
�1�1 dy:

dx = [(1� ) y]


1� dy:

Ainsi

dx = xdy:

Alaide de la changement (3.3)on a:8>><>>:
y = 0 ; si x = 0

y = (1� )�1 = b ; si x = 1

;et on prend 1 (y) = x
:

(i) Soitf 2 Lp (0; 1;E)
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donc

kfkLp(0;1;E) =

0@ 1Z
0

kf (x)kpE dx

1A
1
p

<1:

kfkLp(0;1;E) =

0@ bZ
0

kf (y)kpE 1 (y) dy

1A
1
p

<1

= kfkLp;1 (0;1;E) :

=) f 2 Lp;1
(0; 1;E)

Ainsi Lp (0; 1;E) � Lp;1
(0; 1;E) :

Inversement:soit f 2 Lp;1
(0; 1;E)

donc

kfkLp;1 (0;1;E) =

0@ bZ
0

kf (y)kpE 1 (y) dy

1A
1
p

<1

kfkLp;1 (0;1;E) =

0@ 1Z
0

kf (x)kpE dx

1A
1
p

<1:

= kfkLp(0;1;E)

D0ou f 2 Lp (0; 1;E)

Ainsi Lp;1
(0; 1;E) � Lp (0; 1;E) :

Ce qui impàlique Lp;1
(0; 1;E) = Lp (0; 1;E) :

(ii) Pour montrer que l�espace W [2]
p (0; 1;E (A) ; E) est isomorphisme avec

l�espaceW 2
p;1

(0; 1;E (A) ; E) ; on va calculer: u[2] (x) :
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On a u[2] (x) =
�
x d

dx

�2
u (x) =

�
x d

xdy

�2
u (y) =

�
d
dy

�2
u (y) :

Dou

u[2] (x) = u(2) (y)

Maintenent soit u 2 W [2]
p (0; 1;E (A) ; E)

Donc 8>>>>>><>>>>>>:
u[2] 2 Lp (0; 1;E)

u 2 Lp (0; 1;E (A))

juj
W

[2]
p
= jAujLp(0;1;E) +

��u[2]��
Lp(0;1;E)

<1

Comme l�espaceLp (0; 1;E)est isomorphisme avec l�espaceLp;1 (0; 1;E) ;on

trouve:8>>>>>><>>>>>>:
u[2] (x) = u(2) (y) 2 Lp;1 (0; b;E)

u 2 Lp;1 (0; b;E (A))

juj
W

[2]
p
= jAu (y)jLp;1 (0;b;E) +

��u[2] (y)��
Lp;1 (0;b;E)

= jujW 2
p;1

<1

Ce qui implique u 2 W 2
p;1

(0; b;E (A) ; E) :

Ainsi

W [2]
p (0; 1;E (A) ; E) � W 2

p;1
(0; b;E (A) ; E) :

Inversement: soit u 2 W 2
p;1

(0; b;E (A) ; E)

Donc 8>>>>>><>>>>>>:
u(2) 2 Lp;1 (0; b;E)

u 2 Lp;1 (0; b;E)

jujW 2
p;1

= jAujLp;1 (0;b;E) +
��u(2)��

Lp;1 (0;b;E)
<1:

Comme l�espaceLp (0; 1;E)est isomorphisme avec l�espaceLp;1 (0; 1;E) ;on

trouve:
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8>>>>>><>>>>>>:
u(2) (y) = u[2] (x) 2 Lp (0; 1;E)

u (y) = u (y) 2 Lp (0; 1;E (A))

jujW 2
p;1

= jAu (x)jLp(0;1;E) +
��u[2] (x)��

Lp(0;1;E)
= juj

W
[2]
p
<1:

Ce qui implique u 2 W [2]
p (0; 1;E (A) ; E) :

D�ou

W 2
p;1

(0; b;E (A) ; E) � W [2]
p (0; 1;E (A) ; E) :

Ainsi l�espaceW [2]
p (0; 1;E (A) ; E)est isomorphisme avec l�espaceW 2

p;1
(0; 1;E (A) ; E) :

Le probleme (3.1) - (3.2) on peu transformé à la probleme siuvante :

L�u = �a(y)u(2) (y) + A� (y)u (y) +B1 (y)u(1) (y) +B2 (y)u (y) = f:

(3.4)

Lku = �ku
(mk) (0) + �ku

(mk) (b) +

NkX
j=1

�kju
(mk) (ykj) = 0 ; k = 1; 2; ykj 2 [0; b] :

(3.5)

Pour montrer cette transformation il faut calculer :

u[1] (x) ; u[2] (x) ; u[mk] (0) ;u[mk] (1) :

On a: u[i] (x) =
�
x d

dx

�i
u (x)

Donc
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H u[1] (x) =
�
x d

dx

�1
u (x) =

�
x d

xdy

�1
u (y) =

�
d
dy

�1
u (y) :

u[1] (x) = u(1) (y) :

H u[2] (x) =
�
x d

dx

�2
u (x) =

�
x d

xdy

�2
u (y) =

�
d
dy

�2
u (y) :

u[2] (x) = u(2) (y) :

Alaide de ces resultats; on trouve:

u[mk] (0) = u(mk) (0) et u[mk] (1) = u(mk) (b) :

Maintenent le probleme (3.1) - (3.2) :

L�u = �a(x)u[2] (x) + A� (x)u (x) +B1 (x)u[1] (x) +B2 (x)u (x) = f:

(3.1)

Lku = �ku
[mk] (0) + �ku

[mk] (1) +

NkX
j=1

�kju
[mk] (xkj) = 0: (3.2)

Il devient

L�u = �a(y)u(2) (y) + A� (y)u (y) +B1 (y)u(1) (y) +B2 (y)u (y) = f: (3.4)

Lku = �ku
(mk) (0) + �ku

(mk) (b) +

NkX
j=1

�kju
(mk) (ykj) = 0 ; k = 1; 2; ykj 2 [0; b] :

(3.5)
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3-2 Equation Homogéne

On considére le probleme no locale avec des coé¢ cients constantes sur l�espaceLp;1 (0; 1;E) :

L0u = �au(2) (y) + A�u (y) = 0:

Lku = �ku
(mk) (0) + �ku

(mk) (b) +

NkX
j=1

�kju
(mk) (ykj) = fk:

k = 1; 2; ykj 2 [0; b] (3.6)

Telle que :

I a est un nombre réal, � un nombre complexe.

I fk 2 Ek = (E (A) ;E)�k;p; ou �k =
mk

2
+ 1

2
et Ek sont des �espaces

d�interpolation.

Condition 3-1

(i) A un opérateur positife sur l�espace E de Banach pour' 2 (0; �]et a > 0:

(ii) �k; �k; �kj; sont des nombres complexes; �k =
mk

2
+ 1

p2
:

(iii) � = (�1)m1 �1�2 � (�1)
m2 �2�1 6= 0; p 2 (1;1)

Théoreme 3-1 Soit le condition (3.1) est satisfaite.Alors, pour fk 2 Eket

jarg �j � � � ' et j�j grand su¢ sante le probleme (3.6) admet une

solution unique u 2 W 2
p (0; b;E (A) ; E)et on a:

2X
i=0

j�j1�
i
2

u(i)
p
+ kAukp � M

2X
k=1

h
kfkkEk + j�j

1��k kfkkE
i
:

(3.7)
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La démonstration de ce théoreme est basée sur les notions, et les resul-

tats siuvants:

Dé�nition 3-1 SoitE un espace de Banach,une famille T (t) d�opérateurs

linéare bornée deE dansE; 0 � t <1; est dite semi groupe d�opérateurs

linéare bornée si:

(i) T (0) = I (I est l�opérateur d�identité en E) :

(ii) T (t+ s) = T (t) + T (s) :

p
Un semi groupe d�opérateurs linéare bornée T (t) ;est uniformement

continu si:

lim
t#0
kT (t)� Ik = 0:

p
Un semi groupe d�opérateurs linéare bornée T (t) ; 0 � t < 1; est

fortement continu si:

lim
t#0
T (t)x = x;8x 2 E:

Dé�nition 3-2 Soit A un�opérateur linéare dé�nit par:

D (A) =

�
x 2 E; lim

t#0

T (t)x� x
t

existe
�
:

et

Ax = lim
t#0

T (t)x� x
t

=
d+T (t)x

dt
pourx 2 D (A) :

On dit que A est un générateur in�tésimale de la semi groupe T (t) :
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Dé�nition 3-3 Un opérateur linéare est dite opérateur positife sur un

espace de Banach E;si :

(i) D (A) dense en E c-à-d D (A) = E.

(ii)
(A� �I)�1

L(E)
�M (1 + j�j)�1 :

telle que � 2 S' = f�; � 2 C et jarg �� �j � � � 'g [ f0g ; ' 2

(0; �] et M un constante positife

p
Il existe la piusanse fractionnele Amd�opérateur positife A;soit

l�espaceD (Am) noté par E (Am) avec la norme:

kukE(Am) = (kuk
p + kAmukp)

1
p ; 1 � p <1;�1 < m <1:

Remarque 3-1: Dans les espaces de Hilbert tout les opérateur

positife sont R-bornée.

Dé�nition 3-4 Un opérateur positife A est dite R-positife sur

l�espace de Banach E si:

il existe ' 2 (0; �]; telle que l�ensemble
�
(1 + j�j) (A� �I)�1 ;� 2 S'

	
est

R-bornée.

Théoreme 3-2 Soit E un espace de Banach, A un opérateur posi-

tife sur l�espace E:soitm 2 R+; 1 � p < 1; 1
2p
< � < m + 1

2p
et

0 �  < 2p�� 1:

Alors, pour � 2 S'L�opérateur �A
1
2
� est un générateur de la

semi groupee�xA
1
2
� qu�est holomorphique pour x > 0; et forte-

ment continu pour x � 0:De plus il existe un constante C >
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0;telle que 8u 2 (E;E (Am)) �
m
� 1+
2mp

;p :

1Z
0

A��e�xA 1
2
� u

p
E

xdx � C

�
kukp(E;E(Am)) �

m� 1+
2mp ;p

+ j�j�p�+
1+
2 kukpE

�
:

Démonstration du théoreme 3-1

On a: L0u = �au(2) (y) + A�u (y) = 0:

Donc

au(2) (y) = A�u (y) :

u(2) (y)

u (y)
=
A�
a
:

Ce qui implique

u (y) = Ce�yA
1
2
� :

mais

u (y) = [u (b) + u (0)] e�yA
1
2
� :

on prend: u (0) = g1;u (b) = e�bA
1
2
� g2; telle que gk 2 Ek =

(E;E (A)) 1
2p(1+)

;p ; k = 1; 2:

Doncu (y) =
�
g1 + g2e

�bA
1
2
�

�
e�yA

1
2
�

D�ou u (y) = e�yA
1
2
� g1 + e

�(b�y)A
1
2
� g2:

Pour remplacer la solution(3; 8)au probleme (3; 6) ;on doit calculer:

u(mk) (y) ; u(mk) (0) ;u(mk) (b) ; u(mk) (ykj) :

I u(mk) (y) = (�1)mk A
mk
2
� e�yA

1
2
� g1 + A

mk
2
� e�(b�y)A

1
2
� g2:

I u(mk) (0) = (�1)mk A
mk
2
� g1 + A

mk
2
� e�bA

1
2
� g2:
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I u(mk) (b) = (�1)mk A
mk
2
� e�bA

1
2
� g1 + A

mk
2
� g2:

I u(mk) (ykj) = (�1)mk A
mk
2
� e�ykjA

1
2
� g1 + A

mk
2
� e�(b�ykj)A

1
2
� g2:

Maintenant on remplacer ces resultats au léquation sivante:

1. On trouve:

Lku = �k

�
(�1)mk A

mk
2
� g1 + A

mk
2
� e�bA

1
2
� g2

�
+�k

�
(�1)mk A

mk
2
� e�bA

1
2
� g1 + A

mk
2
� g2

�
Nk

+
X
j=1

�kj

�
(�1)mk A

mk
2
� e�ykjA

1
2
� g1 + A

mk
2
� e�(b�ykj)A

1
2
� g2

�
= fk

k = 1; 2; ykj 2 [0; b] : (3.9)

Ainsi (3; 9)est un systeme des�équations linéare algébrique c-à-

dire(3; 9)est un matrice:

Pour: k = 1;m1 = 0, on :

L1u = �1

�
g1 + e

�bA
1
2
� g2

�
+ �1

�
e�bA

1
2
� g1 + g2

�

N1

+
X
j=1

�1j

�
e�y1jA

1
2
� g1 + e

�(b�ykj)A
1
2
� g2

�
= f1

donc

L1u =

"
�1 + �1e

�bA
1
2
�

N1

+
X
j=1

�1je
�y1jA

1
2
�

#
g1+

"
�1e

�bA
1
2
�

N1

+�1+
X
j=1

�1je
�(b�y1j)A

1
2
�

#
g2 = f1

Pour: k = 2;m2 = 1, on a:
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L2u = �2

�
�A

1
2
�g1 + A

1
2
�e

�bA
1
2
� g2

�
+ �2

�
�A

1
2
�e

�bA
1
2
� g1 + A

1
2
�g2

�
N2

+
X
j=1

�2j

�
�A

1
2
�e

�y2jA
1
2
� g1 + A

1
2
�e

�(b�y2j)A
1
2
� g2

�
= f2

donc

L2u = �
"
�2 + �2e

�bA
1
2
�

N2

+
X
j=1

�2je
�y2jA

1
2
�

#
A

1
2
�g1+"

�2e
�bA

1
2
�

N2

+�2+
X
j=1

�2je
�(b�y2j)A

1
2
�

#
A

1
2
�g2 = f2

Maintenant on peut écrit (3.9) comme siute:2666664
�1 + �1e

�bA
1
2
�

N1

+
X
j=1

�1je
�y1jA

1
2
� �1e

�bA
1
2
� +�1+

N1X
j=1

�1je
�(b�y1j)A

1
2
�

�
"
�2 + �2e

�bA
1
2
�

N2

+
X
j=1

�2je
�y2jA

1
2
�

#
�2e

�bA
1
2
� +�2+

N2X
j=1

�2je
�(b�y2j)A

1
2
�

3777775
2664 g1
g2

3775

=

2664 f1
f2

3775
Soit D (�) le déterminant du système (3.9):

D (�) =

"
�1 + �1e

�bA
1
2
�

N1

+
X
j=1

�1je
�y1jA

1
2
�

#"
�2e

�bA
1
2
�

N2

+�2+
X
j=1

�2je
�(b�y2j)A

1
2
�

#

+

"
�2 + �2e

�bA
1
2
�

N2

+
X
j=1

�2je
�y2jA

1
2
�

#24�1e�bA 1
2
� +�1+

N1X
j=1

�1je
�(b�y1j)A

1
2
�

35
D (�) = �1�2+�2�1+�1�2e

�bA
1
2
�+�1

N2X
j=1

�2je
�(b�y2j)A

1
2
�+�1�2e

�2bA
1
2
�+

�1�2e
�bA

1
2
�
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+�1e
�bA

1
2
�

N2X
j=1

�2je
�(b�y2j)A

1
2
�+�2e

�bA
1
2
�

N1X
j=1

�1je
�y1jA

1
2
�+�2

N1X
j=1

�1je
�y1jA

1
2
�

N1

+
X
j=1

�1je
�y1jA

1
2
�

N2X
j=1

�2je
�(b�y2j)A

1
2
�+�2�1e

�bA
1
2
�+�2

N1X
j=1

�1je
�(b�y1j)A

1
2
�+

�2�1e
�2bA

1
2
�

+�1�2e
�bA

1
2
� + �2e

�bA
1
2
�

N1X
j=1

�1je
�(b�y1j)A

1
2
� + �1e

�bA
1
2
�

N2X
j=1

�2je
�y2jA

1
2
�

+�1

N2X
j=1

�2je
�y2jA

1
2
�+

N1X
j=1

�1je
�(b�y1j)A

1
2
�

N2X
j=1

�2je
�y2jA

1
2
� :

D�aprés le condition (3-1) on a: � = �1�2 + �2�1 6= 0:

Donc: D (�) = � +D1 (�) :

D (�) = �
�
I + ��1D1 (�)

�
On akD1 (�)k ! 0 l�orsque j�j ! 1:

Ainsi
��1D1 (�)

 = kD1(�)k
�

est plus petite pourj�j ! 1:

Ce qui implique
��1D1 (�)

 � 1:
D�ou kD (�)k =

� �I + ��1D1 (�)
� � � + 1 pourj�j ! 1:

Alors par la condition � = (�1)m1 �1�2� (�1)
m2 �2�1 6= 0et pour

j�j grand su¢ sante [D (�)]�1 = [� +D1 (�)]
�1 existe et uni-

formement bornée.

Donc le système (3.9) admet un solution unique pour j�j grand

su¢ sante et jarg �j � � � ':

Pour trouver l�estimation (3.7)

j�j kukp + j�j
1
2

u(1)
p
+
u(2)

p
+ kAukp �
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M
h
kf1kE1 + j�j

1��1 kf1kE + kf2kE2 + j�j
1��2 kf2kE

i
on appliquer le théoreme (3.2):

On a:

1Z
0

A��e�xA 1
2
� u

p
E

xdx � C

�
kukp(E;E(Am)) �

m� 1+
2mp ;p

+ j�j�p�+
1+
2 kukpE

�
:

On prend m = 1;  = 0;donc la relation présedente deviént:

1Z
0

A��e�xA 1
2
� u

p
E

dx � C

�
kukp(E;E(A))

�� 1
2p ;p

+ j�j�p�+
1
2 kukpE

�
:

)0@ 1Z
0

A��e�xA 1
2
� u

p
E

1A 1
p

dx � C

�
kukp(E;E(A))

�� 1
2p ;p

+ j�j�p�+
1
2 kukpE

� 1
p

:

D�ou

kfkp � C
�
kfkp(E;E(A))

�� 1
2p ;p

+ j�j�p�+
1
2 kfkpE

� 1
p

�

C

�
kfk(E;E(A))

�� 1
2p ;p

+ j�j��+
1
2p kfkE

�
Soit f1 2 E1 = E�1=(E;E (A))�1� 1

2p
;pet f2 2 E2 = E�2 = (E;E (A))�2� 1

2p
;p :

Donc

kf1kp � C

�
kf1k(E;E(A))

�1� 1
2p ;p

+ j�j��1+
1
2p kf1kE

�

et

kf2kp � C

�
kf2k(E;E(A))

�2� 1
2p ;p

+ j�j��2+
1
2p kf2kE

�
On doit chercher �1;�2

On a déja: �k =
mk

2
+ 1

2
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ainsi

f
�1 =

1
2p
= �1 � 1

2p

�2 =
1
2
+ 1

2p
= �2 � 1

2p

) f
�1 =

1
p

�2 =
1
2
+ 1

p

D�ou kukp � C kf1kp � C
�
kf1kE1 + j�j

��1+ 1
2p kf1kE

�
kukp � C

�
kf1kE1 + j�j

� 1
p
+ 1
2p kf1kE

�
= C

�
kf1kE1 + j�j

� 1
2p kf1kE

�
)

j�j kukp � C1

�
kf1kE1 + j�j

1� 1
2p kf1kE

�
Et
u(1)

p
� C kf2kp � C

�
kf2k(E;E(A))

�2� 1
2p ;p

+ j�j��2+
1
2p kf2kE

�
u(1)

p
� C

�
kf2kE2 + j�j

� 1
2
� 1
p
+ 1
2p kf2kE

�
= C

�
kf2kE2 + j�j

� 1
2
� 1
2p kf2kE

�
j�j

1
2

u(1)
p
� C2

�
kf2kE2 + j�j

1� 1
2
� 1
2p kf2kE

�
)

j�j
1
2

u(1)
p
� C2

�
kf2kE2 + j�j

1
2
� 1
2p kf2kE

�
:

Ainsi

j�j kukp+j�j
1
2

u(1)
p
+kAukp+kukp � C1

�
kf1kE1 + j�j

1� 1
2p kf1kE

�
+C2

�
kf2kE2 + j�j

1
2
� 1
2p kf2kE

�
D0ou l�istimation: (3; 7)
2X
i=0

j�j1�
i
2

u(i)
p
+ kAukp � M

2X
k=1

h
kfkkEk + j�j

1��k kfkkE
i
:

3-3 Equation non Homogéne

On considerer dansLp;1 (0; b;E) le probleme siuvante:

L0u = �au(2) (y) + A�u (y) = f:

Lku = �ku
(mk) (0) + �ku

(mk) (b) +

NkX
j=1

�kju
(mk) (ykj) = fk:

k = 1; 2; ykj 2 [0; b] : (3.10)



45

Théoreme 3-3: Soit le condition (3.1) satisfaite, E un espace de Banach saisfait

la condition de multiplicateur avec p 2 (0;1)et A un �opérateur R-positife

sur E; Alors, l�opérateur: u! Gu = fL0u; L1u; L2ug pour jarg �j � ��' et

j�j grand su¢ sante,est isomorphe de W 2
p (0; b;E (A) ; E) dans Lp (0; b;E) +

E1 + E2 et

2X
i=0

j�j1�
i
2

u(i)
p
+ kAukp �M

264kfkp + 2X
k=1

�
kfkkEk + j�j

1��k kfkkE
�375
(3.11)

Preuve. On adéja preuver l�unicité de la solution de probleme (3.10) par le

théoreme (3.1)

Soit ef (y) =
8>><>>:
f (y) si y 2 [0; b]

0 si y =2 [0; b]
La solution de(3.10) u 2 W 2

p (0; b;E (A) ; E) ; on peut écrit cette solution

comme une somme u = u1 + u2 telle que u1 est une restriction on [0; b]

de la solution u de l�équation :

L0u = ef (y) ; y 2 R: (3.12)

Donc

8>><>>:
L0u = L0u1 + L0u2 = f (y)

Lku = Lku1 + Lku2 = fk (y)

; y 2 [0; b] :

)

8>><>>:
L0u2 = f (y)� ef (y) = 0
Lku2 = fk (y)� Lku1

; y 2 [0; b] :
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Ainsi u2 est la solution de probleme:8>><>>:
L0u = 0

Lku = fk (y)� Lku1
; y 2 [0; b] : (3.13)

On pose L0u = �au(2) (y) + A�u (y) = ef (y) ; y 2 [0; b] :
Donc L0u = ef (y) ; Par la transformation de Fourier on a:u = F�1L�10 F ef (y) :

L0u = �au(2) (y)+A�u (y) = �a
�
d
dy

�2
u (y)+(A+ �I)u (y) =

�
�a
�
d
dy

�2
+ A+ �I

�
u (y)

L0u =

��
�a
�
d
dy

�2
+ �I

�
+ A

�
u (y) :

D�aprés cette formule en prend L0 (�; �) =
�
�a�2 + �I

�
+A, telle que � = d

dy
:

Ainsi la solution de probleme (3.10) donné par :

u = F�1L�10 (�; �)F ef (y) :

et 8>><>>:
u(i) = �iF�1L�10 (�; �)F ef (y) :
Au = F�1AL�10 (�; �)F ef (y) :

Alaide de ces expression on trouve :

2X
i=0

j�j1�
i
2

u(i)
p
+ kAukp =

2X
i=0

j�j1�
i
2

�iF�1L�10 (�; �)F ef
p
+
F�1AL�10 (�; �)F ef

p
:

(3.14)

Soit les fonctions

(i) H (�; �) = AL�10 (�; �) :
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(ii) Hi (�; �) = j�j1�
i
2 �iL�10 (�; �) ; i = 0; 1; 2:

Comme A est R-bornée et Hi (�; �) sont des multiplicateur de Fourier sur

l�espace Lp (R;E) :Alors H (�; �) et Hi (�; �) ; i = 0; 1; 2; sont des opérateurs

bornées.

DoncH (�; �) ef
p
=

AL�10 (�; �) ef
p
=

F�1AL�10 (�; �)F ef
p

�M 0
 ef

p
:Hi (�; �) ef

p
=

j�j1� i
2 �iL�10 (�; �) ef

p
= j�j1�

i
2

�iF�1L�10 (�; �)F ef
p
�M"

 ef
p
:

Par conséquence on trouve:

2X
i=0

j�j1�
i
2

u(i)
p
+ kAukp � C

 ef
p
: (3.15)

D�ou l�équation (3.12) admet une solution u1 2 W 2
p (0; b;E (A) ; E) :

Comme W 2
p (0; b;E (A) ; E) isomorphisme avec Lp (0; b;E) +E1 +E2; et par

le Théoreme du Trace donc u(mk)
1 2 Ek = (E (A) ; E)�k;p :

D�aprés le théoreme (3.1) le probleme (3.13) admet une solution unique

u2 2 W 2
p (0; b;E (A) ; E) pour jarg �j � � � ' et j�j grand su¢ sante.

Ainsi

2X
i=0

j�j1�
i
2

u(i)2 
p
+ kAu2kp � M

2X
k=1

�
kfk � Lku1kEk + j�j

1��k kfk � Lku1kE
�
:

�M
2X
k=1

�
kfkkEk + j�j

1��k kfkkE + j�j
1��k kLku1kE + kLku1kEk

�

�M
2X
k=1

0BB@ kfkkEk + j�j
1��k kfkkE + j�j

1��k kLku1kE +u(mk)
1


C([0;b];Ek)

+ j�j1��k kLku1kC([0;b];E)

1CCA (3.16)
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D�aprés (3.15) on a

2X
i=0

j�j1�
i
2

u(i)1 
p
+ kAu1kp � C kfkp : (3.17)

Par l�application du théoreme de Trace et l�estimation (3.17) on a:

u(mk)
1

+ j�j1��k kLku1k � C kfkp :

Ainsi avec (3.16) et (3.18) on a:

2X
i=0

j�j1�
i
2

u(i)2 
p
+ kAu2kp � C

"
kfkp +

2X
k=1

kfkkEk + j�j
1��k kfkkE

#
:

(3.19)

Finalement (3.17) et (3.19) implique

2X
i=0

j�j1�
i
2

u(i)
p
+ kAukp �M

264kfkp + 2X
k=1

�
kfkkEk + j�j

1��k kfkkE
�375 :
(3.11)
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Résumé

Le présent travail est consacré à l�étude de la régularité maximal Lp pour une

classe d�équations di¤érentielles opérationnelles du premier ordre non locale

sur l�intervalle [0;1] dans les espaces de Banach du type U.M.D.

Les mots clés : Régularité maximale ; Espace U.M.D ;R-borné ;opérateur non local ; espace de 

Banach. 
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Abstract

The present work is to study of Lp -maximal regularity for on class of �rst order

operator di¤erential equations on [0;1] no local in the U.M.D Banach spaces.

 

Key words : Regularity maximal ;space U.M.D ;R-borne ;operator no local ;space of Banach 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  ملخص
المعادلات   معین من لصنف      Lpھذا العمل یتضمن دراسة التعدیل الأعضمي      

في الفضاءات ]   1;0  [لیة المؤثریة من الدرجة الأولى غیر المحلیة على المجالضالتفا

    U.M.D البناخیة من النمط 
 

 

محدودیة ،مؤثر غیر محدود ،فضاء  -U.M.D  ،   Rالتعدیل الأعضمي ،فضاء  : كلمات مفتاحیة
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