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Introduction

L�étude des tests bayésiens a fait l�objet de plusieurs livres et articles ré-
cents [Lecoutre (2006), Robert (2007), Bernardo (2010), Shein-Chung Chow
(2010)]. L�approche bayésienne o¤re plus de souplesse à l�analyse des données
expérimentales. Dans les domaines expérimentaux, et en particulier dans la
recherche médicale, la nécessité de changements dans la présentation des ré-
sultats expérimentaux est de plus en plus mise en avant par les "éditeurs"
qui demandent aux auteurs de fournir des indicateurs de la taille des e¤ets
"e¤ect size" et leurs intervalles d�estimation "interval estimates", en plus ou
à la place des tests de signi�cation traditionnels. Les procédures bayésiennes
prédictives donnent aux utilisateurs une méthode très séduisante pour ré-
pondre à des questions essentielles telles que : "quelle devrait être la taille de
l�expérience pour avoir des chances raisonnables de démontrer une conclu-
sion donnée ?", "sur la base des données disponibles quelle sont les chances
que le résultat �nal conduise à la même conclusion, ou au contraire ne per-
mette pas de conclure ?", alors que les pratiques fréquentistes traditionnelles
ne traitent pas ces questions, les probabilités prédictives leur apportent une
réponse directe et naturelle.
Ce mémoire est divisé en quatre chapitre, le premier chapitre a pour

objet d�introduire les notions indispensables à l�inférence bayésienne, aux
méthodes prédictives, et au calcul bayésien notamment les méthodes de si-
mulation de Monte-Carlo. Nous avons présentés ces concepts et les avons
illustrés par des exemples concrets.
Toute la théorie mathématique des tests est envisagée au deuxième cha-

pitre, on a d�abord considéré une première approche bayésienne standard
des tests, qui repose sur une évaluation des décisions par des coûts 0-1 et
on a proposé par la suite une alternative à l�approche décisionnelle fondée
sur des coûts plus adaptés, qui mettent en avant l�évaluation ex post pour
des procédures de tests. Par opposition aux procédures de Neymann-Pearson
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pour lesquelles l�évaluation fonctionne dans un esprit ex ante.
Il apparaît naturel de considérer au troisième chapitre des méthodes

adaptatives bayésiennes dans les essais cliniques, qui visent à attribuer à
plus de sujets le traitement le plus e¢ cace, avec une présentation de principe
général des plans adaptatifs qui consistent à attribuer les traitements aux
patients, en fonction des observations précédentes. En modi�ant les proba-
bilités d�attribution des traitements, l�objectif est de réduire le nombre de
patients recevant le (ou les) traitement(s) le (ou les) moins e¢ cace (s) et
augmenter au contraire le nombre de patients recevant le (ou les) traitement
(s) le (s) plus e¢ cace (s). On fait aussi des tests précisément dans les essais
cliniques avec des conclusions et des résultats logiques et légitimes. Puis on
assure la conformité d�adaptation bayésienne dans les essais cliniques. Et on
termine ce chapitre par le principe et le rôle de la randomisation adaptative.
Le quatrième chapitre présente quelques applications numériques, en

envisageant le calcul du facteur de Bayes, le calcul de la probabilité prédictive
et la puissance prédictive à l�aide des méthodes de Monte Carlo par chaine
de Markov. Nous avons employé le minitab R et compté sur WinBUGS dans
les simulations.
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Chapitre 1

Introduction à l�approche
bayésienne

1.1 Introduction

L�approche bayésienne peut être présentée comme une généralisation de
l�approche classique. Les paramètres ne sont plus des valeurs inconnues
�xées, mais des variables aléatoires. Nous considérons que l�objet principal
de la statistique est de tirer, au vu d�observations d�un phénomène aléatoire,
une inférence au sujet de la loi générant ces observations ; a�n, soit d�analyser
un phénomène passé, soit de prévoir un événement futur, en nous attachant
tout particulièrement aux aspects décisionnels de l�inférence bayésienne.
L�inférence bayésienne s�accompagne d�une modélisation probabiliste du

phénomène observé qui est nécessaire, car elle permet de replacer le phéno-
mène dans une globalité qui autorise des analyses et des généralisations.
Dans ce chapitre, nous allons donner quelques notions de bases qui concernent

la statistique bayésienne (la loi a priori, la loi a posteriori, la loi prédictive
...) avec des illustrations.
On note � la probabilité qu�un individu atteint d�une maladie M soit guéri

à l�issu d�un traitement T (consistant en l�administration d�un certain médi-
cament). Pour estimer le paramètre � inconnu, on administre à n patients le
traitement T. On note xi 2 f0; 1g l�état du patient i suite à l�administration
du traitement T ; xi = 1 si le patient i est guéri et xi = 0 sinon. On consi-
dère par ailleurs que le médicament (associé au traitement T) ne peut être
commercialisé que si � � 0:8. D�un point de vue statistique on peut formuler

1



CHAPITRE 1. INTRODUCTION À L�APPROCHE BAYÉSIENNE

le problème à l�aide du test suivant :

H0 : � � 0:8 contre H1 : � � 0:8

D�un point de vue statistique on se place dans le cadre du modèle d�échan-
tillonnage. Autrement dit on suppose que les xi sont des réalisations de va-
riables aléatoires Xi indépendantes et de même loi (on dit que les Xi sont
i:i:d): Chaque Xi suit une loi de Bernoulli de paramètre �. Autrement dit
on a : Pr (Xi = 1) = �, et du fait que les variables aléatoires sont i:i:d, la
vraisemblance s�écrit :

L (�;x1; � � � ; xi; � � �xn) = �s (1� �)n�s où s =
i=nX
i=1

xi

où s =
Xi=n

i=1
xi représente le nombre de patients guéris. Par ailleurs, on

suppose que l�on dispose d�information sur le paramètre � à estimer (et ce,
en plus de l�information déjà apportée par les xi). Cette information (qu�on
appellera information a priori) peut, par exemple provenir d�une autre étude
portant sur l�e¢ cacité du traitement T et réalisée sur des patients issus,
au sens statistique, de la même population (autrement dit la probabilité de
guérison de tels patients est égale à �). Une telle information consiste typi-
quement alors en une estimation e� de � et un intervalle de con�ance (observé)
I de niveau de con�ance 0:95 . Cette information peut être également fournie
par un Expert on entend par Expert toute personne compétente sur le sujet
et reconnue comme tel par ses pairs. Cette information consiste à nouveau en
une estimation de �, notée ��, et tel que la probabilité Pr (� 2 J) soit élevée
(0:90 ou 0:95 en pratique). A noter qu�il conviendra de donner un sens à cette
dernière écriture (celle-ci n�ayant pas de sens en statistique classique).
Le problème statistique consiste alors à produire une inférence sur � (es-

timation ou test) qui repose à la fois sur les observations (c.à.d sur les xi)
et sur l�information a priori dont on dispose. L�objet de l�approche statis-
tique bayésienne est précisément de proposer une procédure qui réponde au
problème. Rappelons que la statistique classique, quant à elle, fait reposer
l�estimation de � uniquement sur les observations (c.à.d sur les xi) ; au cas
particulier l�estimation retenue serait la moyenne des xi.

2



1.2. DÉFINITION DES MODÈLES

1.2 Dé�nition des modèles

1.2.1 Modèle statistique paramétrique

On considère le modèle paramétrique et on suppose que les observations
sur lesquelles l�analyse statistique est fondée, x1; � � � ; xn , proviennent de lois
de probabilité paramétrées, ie, si xi suit une densité fi (xi=�) sur Rp dont le
paramètre �i, scalaire ou vectoriel est inconnu.
On voit alors que ce modèle se représente plus simplement sous la forme

x � f (x=�), où x est le vecteur des observations et � l�ensemble des para-
mètres �1; � � � �n, éventuellement tous égaux. Ceci permet de représenter de
manière uni�ant observations isolées et échantillons x1; � � � ; xn, d�une même
loi f (x1=�1). Dans le second cas, on a x = (x1; � � � ; xn) et

f (x=�) =
i=nY
i=1

f (xi=�)

Notons à ce point que nous écrivons de manière identique les densités de
variables aléatoires continues et discrètes.

1.2.2 Modèle statistique bayésien

Comparée à l�approche probabiliste, la démarche statistique est fonda-
mentalement une démarche d�inversion, car elle se propose de remonter,
même imparfaitement, des e¤ets (observations) aux causes (paramètres du
mécanisme générateur).
En d�autres termes, ayant observé des variables aléatoires générées sui-

vant un mécanisme dirigé par le paramètre, les méthodes statistiques per-
mettent de conduire à partir de ces observations à une inférence, tandis que
le modèle probabiliste caractérise le comportement des observations, condi-
tionnellement à �:Une telle inversion est �agrante dans la notion même de
vraisemblance, puisque, formellement, elle ne fait que réécrire la densité dans
le bon ordre,

l (�=x) = f (x=�)

Comme une fonction de � inconnu dépendant de x observé. De manière gé-
nérale, l�inversion des probabilités est décrite par le théorème de Bayes : Si
A et E sont des événements tels que P (E) 6= 0;

P (A=E) =
P (E=A)P (A)

P (E=A)P (A) + P (E=Ac)P (Ac)

3



CHAPITRE 1. INTRODUCTION À L�APPROCHE BAYÉSIENNE

où Ac désigne le complémentaire de A:
Bayes utilisait la version continue de ce théorème, qui énonce que, pour

une loi (dite a priori) � sur le paramètre � et une observation x de densité
f (x=�), la distribution de � conditionnellement à x a pour densité

� (�=x) =
f (x=�)� (�)Z

�

f (x=�)� (�) d�

(1.1)

La loi de � conditionnellement à x est proportionnelle à la loi de x condition-
nellement à � multipliée par la loi marginale de �:

Dé�nition 1.2.1 on appelle modèle statistique bayésien sur (
; F; P ) la don-
née d�un modèle statistique paramétré f (x=�), et d�une loi a priori sur les
paramètres � (�) :

1.3 Le problème de choix de l�a priori

L�aspect de l�analyse bayésienne le plus critiqué et le plus délicat est
certainement le choix de la loi a priori des paramètres ; en particulier, le
recours à des lois usuelles comme la loi normale, gamma, bêta, ne peut pas
être défendu comme approche systématique plus aisée.
La détermination de la loi a priori donc est basée sur l�information a

priori.

1.4 La loi a priori et a posteriori

L�aspect de l�analyse bayésienne, qui est à la fois le plus délicat et le plus
critiqué, est certainement celui du choix de la loi a priori des paramètres.
En pratique, il est en e¤et très rare que l�information a priori disponible

soit su¢ samment précise pour pouvoir déterminer exactement cette loi, et il
faut alors utiliser une approximation dont le choix peut se révéler déterminant
dans l�inférence. En particulier, le recours à des lois usuelles et aux autres lois
dites conjuguées ne peut être défendu comme approche systématique, car on
sacri�e à un traitement mathématique plus aisé la détermination subjective
de la loi a priori, donc la prise en compte de l�information a priori. Il peut
cependant s�avérer utile de proposer une recherche automatique de loi a priori
lorsque l�information a priori est trop coûteuse à obtenir ou peu �able.
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1.4. LA LOI A PRIORI ET A POSTERIORI

1.4.1 La loi a priori

On entend par information a priori sur le paramètre � toute information
disponible sur � en dehors de celle apportée par les observations.
L�information a priori sur � est entachée d�incertitude (si ce n�était pas le

cas, le paramètre � serait connu avec certitude et on n�aurait pas à l�estimer).
Il est naturel de modéliser cette information a priori au travers d�une loi de
probabilité appelée loi a priori, notée � (�) :
Exemple introductif à la loi a priori : D�après (Michael. Hamada

et Alyson G, Wilson(2008)). Pour illustrer le rôle de la distribution a
priori, on suppose que l�information sur � est valable. A priori on doit donc
supposer que toutes les valeurs de � sont entre 0 et 1. On doit numériser ce
type de l�information par l�évaluation que la distribution a priori pour � est
uniforme et qui est � (�) = 1, 0 < � < 1 , comme illustré graphiquement
dans la �gure(1;1). On peut utiliser cette distribution pour compter les
probabilités a priori dans chaque intervalle de (0; 1). Pour exemple

� (� < 0:25) = P (� > 0:75) = 0:25

Et la proportion inconnue peut être inférieure à 0.25 ou peut être supé-
rieure à 0.75. Cette distribution a priori est un exemple de l�a priori de
di¤use lorsqu�elle prend la précision de l�information a priori sur la vraie
valeur de la proportion.

5



CHAPITRE 1. INTRODUCTION À L�APPROCHE BAYÉSIENNE

Figure(1;1) : deux densités a priori pour proportion : la densité uniforme
(ligne en gras) qui désigne l�a priori de di¤use, et la densité a priori de
Beta(2:4; 2) (ligne détachée) qui désigne l�information a priori montrant que
la vraie proportion est fermée à 0.55 mais non pas arbitrairement fermée à
0 et 1.

Avec les paramètres � = 2:4 et � = 2 la fonction de densité de probabilité
est une distribution de beta Beta (�; �) avec � = 2:4 et � = 2, et que :

� (�=�; �) =
� (�+ �)

� (�) � (�)
���1 (1� �)��1 , 0 � � � 1; �; � > 0

On note que l�importance du poids entre 0:2 et 0:8, et la distribution a

comme moyenne
�

�+ �
= 0:545 et le mode est de

�� 1
�+ � � 2 = 0:583, les

distributions quand � appartient aux intervalles (0; 0:25) et (0:75; 1) ont pour
densités a priori 0:10 et 0:2 respectivement.
Finalement on note que la distribution uniforme est aussi une distribution
de Beta, mais avec les paramètres � = � = 1:

1.4.2 La loi a posteriori

C�est la loi conditionnelle de � sachant x, sa densité notée � (�=x), en
vertu de la formule de Bayes de (1,1), et on a aussi :
a/ La loi du couple (�; x) : sa densité est notée ' (�; x) on a donc

' (�; x) = f (x=�)� (�)

b/ La loi marginale de x : sa densité est notéee m (x), on a donc

m (x) =

Z
�

f (x=�)� (�) d�

L�exemple suivant consiste à calculer la distribution a posteriori à partir
des données a priori.

exemple 1.4.1 si x � B (n; p) , p � Beta (�; �)
(Avec � = � = 1, dans le cas particulier de Bayes)

f (x=p) =

�
n

x

�
px (1� p)n�x ; x = 0; 1; :::; n

� (p) =
1

B(�; �)
p��1 (1� p)��1 ; 0 � p � 1

6



1.4. LA LOI A PRIORI ET A POSTERIORI

La distribution a posteriori de p est :

� (p=x) =
p�+��1 (1� p)p+n�x�1Z
p�+��1 (1� p)p+n�x�1 dp

qui est une loi de Beta (�+ x; � + n� x) où nous appliquerons ce résultat
dans le quatrième chapitre.
Voici la �gure suivante, qui représente la distribution a posteriori de beta
sous di¤érentes tailles des échantillons et di¤érentes distributions a priori

Figure(1;2) :la distribution a posteriori de Beta sous deux di¤érences
de taille de l�échantillon et deux di¤érentes distributions a priori.

exemple 1.4.2 Le calcul de la loi a posteriori dans le modèle gaussien lorsque
�2 est connue. On suppose qu�on observe l�observation x � N (�; �2) avec
�2 connue, et que la vraisemblance est

f (x=�) =
1

�
p
2�
exp

 
�(x� �)2

2�2

!
, x 2 R; � 2 R et � � 0

7



CHAPITRE 1. INTRODUCTION À L�APPROCHE BAYÉSIENNE

Si la distribution a priori est spéci�que comme � (�) = N (�=�; �2) avec
(�; � 2)

��xé, donc on obtient

� (�=x) =
f (x=�)� (�)Z

�

f (x=�)� (�) d�

=

1
�
p
2�
exp

�
� (���)2

2�2

�
1

�
p
2�
exp

�
� (x��)2

2�2

�
+1Z
�1

1
�
p
2�
exp

�
� (���)2

2�2

�
1

�
p
2�
exp

�
� (x��)2

2�2

�
d�

=

1
��2�

exp
h
� (x��)2

2�2
� (���)2

2�2

i
+1Z
�1

1
��2�

exp
h
� (x��)2

2�2
� (���)2

2�2

i
d�

on pose

m (x) =

+1Z
�1

1

��2�
exp

"
�(x� �)2

2�2
� (� � �)2

2� 2

#
d�

et

(x� �)2

�2
� (� � �)2

� 2
=

x2 � 2�x+ �2

�2
� �2 � 2��+ �2

� 2

= �2
�
1

�2
+
1

� 2

�
� 2�

� x
�2
+
�

� 2

�
+
x2

�2
+
�2

� 2

=

�
1

�2
+
1

� 2

��
� �

x
�2
+ �

�2

1
�2
+ 1

�2

�2
+
x2

�2
+
�2

� 2
�
�
x
�2
+ �

�2

�2
1
�2
+ 1

�2

d�où

m (x) = 1
2���

+1Z
�1

exp

�
�
�
1
2�2
+ 1

2�2

� h
� �

x
�2
+ �

�2
1
�2
+ 1
�2

i2�
�exp

�
( x
�2
+ �

�2
)
2

2( 1
�2
+ 1
�2
)
� x2

�2
� �2

�2

�
d�

8



1.4. LA LOI A PRIORI ET A POSTERIORI

posons

t =

�
� �

x
�2
+ �

�2

1
�2
+ 1

�2

�r
1

�2
+
1

� 2

=

r
1

�2
+
1

� 2
d�

m (x) =

exp

�
( x
�2
+ �

�2
)
2

2( 1
�2
+ 1
�2
)
� x2

�2
� �2

�2

�
2���

q
1
�2
+ 1

�2

+1Z
�1

exp�t
2

2
dt

comme
+1Z
�1

1p
2�
exp�t

2

2
dt = 1

on en détuit

m (x) =

exp

�
( x
�2
+ �

�2
)
2

2( 1
�2
+ 1
�2
)
� x2

�2
� �2

�2

�
��
p
2�
q

1
�2
+ 1

�2

=
1p
2�

exp

�
�2�2( x

�2
+ �

�2
)
2

2(�2+�2)
� x2

2�2
� �2

2�2

�
q

1
�2
+ 1

�2

=
1p

2�
p
�2 + � 2

exp
� 2�2

2 (� 2 + �2)

�
x2

�2
+
�2

� 4
+ 2

x�

� 2�2

�
� x2

2�2
� �2

2� 2

= 1p
2�
p
�2+�2

exp
h

1
2(�2+�2)

�
x2�2

�2
+ �2�2

�2
+ 2x�� x2

�2

�
� 2 + �2

�
� �2

�2

�
� 2 + �2

��i
=

1p
2�
p
�2 + � 2

exp
1

2 (� 2 + �2)

�
2x�� x2 � �2

�
=

1p
2�
p
�2 + � 2

exp

�
� 1

2 (� 2 + �2)
(x� �)2

�

x � N
�
�; �2 + � 2

�
9



CHAPITRE 1. INTRODUCTION À L�APPROCHE BAYÉSIENNE

On substitue m (x) dans la formule de � (�=x) et on trouve que :

� (�=x) =

1
��2�

exp
h
� (x��)2

2�2
� (���)2

2�2

i
1p

2�
p
�2+�2

exp
h
� 1
2(�2+�2)

(x� �)2
i

=

p
� 2 + �2

��
p
2�

exp�1
2

"
(� � �)2

� 2
+
(x� �)2

�2
� (x� �)2

� 2 + �2

#

=

p
� 2 + �2

��
p
2�

exp�(�
2 + �2)

2�2� 2

�
� � �2�+ � 2x

� 2 + �2

�2
Donc

�=x � N

�
�2�+ � 2x

� 2 + �2
;
�2� 2

� 2 + �2

�

Figure(1;3) : la version graphique de l�estimateur de Bayes, la ligne verticale
est la moyenne de l�a posteriori égale à 1:31
L�exemple suivant présente, le calcul de la loi a posteriori lorsque �2 est

inconnue.

exemple 1.4.3 Le calcul de la loi a posteriori dans le modèle normale lorsque
�2 est inconnue. On considère l�extension de Normale/modèle normale

10



1.4. LA LOI A PRIORI ET A POSTERIORI

de l�exemple 3, où �2est inconnu, une autre transformation à la précision
h = 1

�2
, avec h � Gamma (�; �) et

� (h) =
�2

� (�)
h��1 exp�h� , h > 0

lorsque la vraisemblance pour chaque observation xi est :

f (xi=�; h) =
h
1
2

p
2�
expf�h

2
(xi � �)2g

l�aposteriori de h est proportionnelle au produit de la vraisemblance et l�a
priori

� (h=X; �) _
"
i=nY
i=1

f (xi=�; h)

#
� (h)

_ h
n
2 h��1 expf�h

2

i=nX
i=1

(xi � �)2g � expf�h�g

_ h
n
2
+��1 exp�h

"
� +

1

2

i=nX
i=1

(xi � �)2
#

donc

h=X; � � Gamma

 
n

2
+ �; � +

1

2

i=nX
i=1

(xi � �)2
!

exemple 1.4.4 le calcul de la loi a posteriori lorsque � et �2 sont inconnus,
on considère la fonction de vraisemblance normale suivante

f (x=�) =
1

�
p
2�
exp

 
�(x� �)2

2�2

!
, x 2 R, � 2 R

et en supposant que � et �2 sont inconnus, de sorte que � = (�; �2). Et

f (�) _ exp
�
� (� � a)2 =b

�
avec l�a priori :

�1 (�) = N
�
�=�; � 2

�
11



CHAPITRE 1. INTRODUCTION À L�APPROCHE BAYÉSIENNE

et on suppose que :

f (�) _
�
�2
��a

exp� b

�2

En e¤et, c�est la Gamma inverse : Si Y � G (�; �) donc X = 1
Y
� Inverse

Gamma (�; �) � IG (�; �) avec la fonction de densité

g (x=�; �) =
e�1=�x

� (�) ��x�+1
, x > 0, � > 0; � > 0

avec l�a priori :

�2
�
�2
�
= IG

�
�2

a
; b

�
Et a, b sont des paramètres, puis on suppose que � et �2 sont indépendants
a priori, donc :

� (�) = �1 (�)�2
�
�2
�

Donc les distributions a posteriori sont

� (�=x) _ N

�
�=
�2�+ � 2x

� 2 + �2
;
�2� 2

� 2 + �2

�
et :

�
�
�2=x; �

�
_ IG

 
�2=

1

2
+ �;

�
1

2
(x� �)2 +

1

b

��1!

1.5 Lois a priori conjuguées

Une famille conjuguée est une famille de lois liée au processus étudié et
qui est particulièrement intéressante dans des modèles paramétriques où des
statistiques exhaustives qui peuvent être dé�nies. Il s�agit d�une famille de
lois, c-à-d d�un ensemble de lois, qui soit d�une part, assez riche et �exible
pour représenter l�information a priori que l�on a sur les paramètres du mo-
dèle et, d�autre part, qui se combine remarquablement avec la fonction de
vraisemblance dans la formule de Bayes, pour donner a posteriori une loi sur
les paramètres du modèle qui appartienne à la même famille.
On verra que le choix de cette famille se déduit à partir du noyau de la

vraisemblance considérée comme fonction des paramètres.

Dé�nition 1.5.1 une famille F de lois, sur � est dite conjuguée si, pour
tout � 2 F , la loi a posteriori � (�=x) appartient également à F:

12



1.5. LOIS A PRIORI CONJUGUÉES

Un exemple trivial de famille conjuguée est bien sûr F0, ensemble de
toutes les lois de probabilité sur �, qui n�est d�aucune utilité dans le choix
d�une loi a priori.
En fait, on essaie de prendre F aussi petite que possible et paramétrée.

Par exemple, on pourrait chercher à dé�nir la famille conjuguée minimale
comme l�intersection qui est en général vide. Lorsque F est paramétrée, le
passage des lois a priori aux lois a posteriori se réduit à un changement de
paramètres, puisque les lois a posteriori sont alors toujours calculables.

1.5.1 Famille exponentielle

Un type particulier de lois de probabilité permet une détermination di-
recte des familles de lois conjuguées. De telles lois sont dites familles expo-
nentielles.

Dé�nition 1.5.2 soient �, mesure �� finie sur X, et � l�espace des para-
mètres. On dé�nit C et H, respectivement fonction de X et � dans R+, et
R et T , fonction de � et X dans Rk. La famille de distributions de densité
(par rapport à �)

f (x=�) = C(�)H (x) expfR(�)T (x)g

est dite famille exponentielle de dimension k. Dans le cas particulier où � 2
Rk, X � Rk et :

f (x=�) = C(�)H (x) expf�x)g

La famille est dite naturelle.

1.5.2 Lois conjuguées des familles exponentielles

Soit
f (x=�) = h (x) expf�x�  (x)g

appartenant à une famille exponentielle. Alors cette loi admet une famille
conjuguée comme :

� (�=�; �) = K (�; �) expf��� � (x)

13



CHAPITRE 1. INTRODUCTION À L�APPROCHE BAYÉSIENNE

Où K (�; �) est la constante de normalisation de la densité. Donc la densité
a posteriori est :

� (�=�+ x; �+ 1) =
h (x) expf�x�  (�)gK (�; �) expf��� � (�)Z
h (x) expf�x�  (�)gK (�; �) expf��� � (�) d�

=
expf�x�  (�)g expf��� � (�)Z
expf�x�  (�)g expf��� � (�) d�

= K (�=�+ x; �+ 1) expf�x�  (�)g expf��� � (�)g
= K (�=�+ x; �+ 1) expf� (x+ �)�  (�) (1 + �)

On peut mettre comme exemple de lois conjuguées des familles exponen-
tielles le calcul de la loi a posteriori lorsque �2 est inconnu.
Dans la partie suivante, quand l�information a priori n�est pas disponible

sur le modèle, les lois a priori doivent être construites à partir de la distribu-
tion d�échantillonnage. Elles sont appelées les lois non informatives.

1.6 Lois a priori non informatives

La section précédente a montrée que les lois conjuguées peuvent être
utilisées comme approximations des véritables lois a priori par contre lors-
qu�aucune information n�est disponible sur le modèle, leur utilisation n�est
justi�ée que par des considérations analytiques.
Dans de telles situations, il est impossible de bâtir une distribution a

priori sur des considérations subjectives. On peut alors chercher à utiliser
malgré tout des techniques bayésiennes qui intègrent notre ignorance sur les
paramètres du modèle, de telles méthodes sont appelées de manière évidente,
noninformative.

1.6.1 La loi a priori de Je¤reys

Je¤reys (1946; 1961) propose une approche intrinsèque qui évite e¤ective-
ment le besoin de prendre en compte une structure d�invariance potentielle,
tout en étant souvent compatible lorsque cette structure existe, les lois a

14



1.6. LOIS A PRIORI NON INFORMATIVES

priori non informatives de Je¤reys sont fondées sur l�information de Fi-
sher, donnée par :

I (�) = E�

"�
@ log f (x��)

@�

�2#

Dans le cas unidimensionnel, sous certaines conditions de régularité, cette
information est aussi égale à

I (�) = �E�
�
@2 log f (x��)

@�2

�
La loi a priori de Je¤reys est :

�� (�)�I
1
2 (�)

Elle est dé�nie à un coe¢ cient de normalisation quand �� est propre.

exemple 1.6.1 si x � B (n; p)

f (x�p) =
�
n

x

�
px (1� p)n�x

donc

I (P ) = n

�
1

p
+

1

1� p

�
=

n

p (1� p)

donc la loi de Je¤reys pour ce modèle est :

�� (p) � [p (1� p)]�
1
2

et est alors propre, car il s�agit de la distribution Beta
�
1
2
; 1
2

�
.

Dans le cas où � est un paramètre multidimensionnel, on dé�nit la matrice
d�information de Fisher, pour � 2 Rk; et I (�) aux éléments suivants :

Iij (�) = �E�
�

@2

@�i@�j
log f (x��)

�
i; j = 1; � � � ; k

et la loi non informative de Je¤reys est alors dé�nie par :�� (�) � [det (I (�))]
1
2 :
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1.6.2 L�analyse avec la distribution a priori non infor-
mative

La distribution a priori pour le modèle de moyenne et de variance incon-
nues pour les données de distribution normale est proportionnelle à :

�
�
�; �2

�
_ 1

�2
(1.2)

La fonction de densité de probabilité pour la distribution normale de variable
aléatoire est :

f
�
x=�; �2

�
=

1p
2��2

exp

�
� 1

2�2
(x� �)2

�

où � est la moyenne et �2 est la variance.
avec

f
�
x1; :::; xn=�; �

2
�
=

i=nY
i=1

1p
2��2

exp

�
� 1

2�2
(xi � �)2

�
(1.3)

La fonction de vraisemblance de l�équation (1,3) et la distribution a priori
donnée dans l�équation (1,2) conduisent à la distribution a posteriori jointe
de (�; �2) qui est proportionnelle à :

�
�
�; �2=X

�
_
�
�2
��n

2
�1
exp

"
i=nX
i=1

� 1

2�2
(xi � �)2

#

avec X = (x1; :::; xn), qui est une fonction de densité propre.
On suppose que � soit le paramètre d�intérêt, pour obtenir la distribution

a posteriori marginale de �, on doit intégrer par rapport à �2 donc :

� (�=X) _
+1Z
0

�
�2
��n

2
�1
exp

"
i=nX
i=1

� 1

2�2
(xi � �)2

#
d�2
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donc on peut écrire l�équation comme suit :

� (�=X) _
�
�
n
2

��Xi=n

i=1
� (xi��)2

2

�n
2

+1Z
0

�Xi=n

i=1
� (xi��)2

2

�n
2

�
�
n
2

� �
�2
��n

2
�1

� exp
"
i=nX
i=1

� 1

2�2
(xi � �)2

#
d�2

=
�
�
n
2

��Xi=n

i=1
� (xi��)2

2

�n
2

on note que :

i=nX
i=1

(xi � �)2 = n (x -�)2 +
i=nX
i=1

(xi � x)2

donc :

� (�=X) _
"
1 +

(�� x)2

(n� 1) s2
n

#�n
2

Où x = 1
n

Xi=n

i=1
xi et s2 =

Xi=n

i=1
(xi�x)2

(n�1)

Donc la distribution a posteriori marginale de � est une distribution de
Student de n� 1 degrés de liberté et de moyenne x (n > 1), et le paramètre
de balance s2

n
:

Supposons maintenant que le paramètre d�intérêt est �2, et que � est le
paramètre de nuisance. Pour obtenir la distribution a priori marginale de �2,
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nous devons intégrer en dehors de �: Nous pouvons écrire :

�
�
�2=X

�
_

+1Z
�1

�
�2
��n

2
�1
exp

"
i=nX
i=1

� 1

2�2
(xi � �)2

#
d�

=

+1Z
�1

�
�2
��n

2
�1
exp

"
�(x -�)

2

2�
2

n

� (n� 1) s
2

2�2

#
d�

_
�
�2
��n

2
�1
exp

�
�(n� 1) s

2

2�2

�r
2��2

n
�

+1Z
�1

1q
2��2

n

exp

"
�(x -�)

2

2�
2

n

#
d�

_
�
�2
�� (n�1)

2
�1
exp

�
�(n� 1) s

2

2�2

�
qui est proportionnel à une densité de probabilité de Gamma inverse des
paramètres (n�1)

2
et (n�1)s

2

2
:

1.7 Incorporation de l�information a priori en
pratique

Nous allons nous limiter au cas d�un paramètre réel � et envisager trois
situations selon que � 2 [0; 1], [0;+1[, ou ]�1;+1[. Nous supposons par
ailleurs que l�information a priori fournie par l�Expert consiste en une esti-
mation �� de �; et en un intervalle I� = [��; ��] contenant �� et tel que la
probabilité que � appartienne à I� soit élevée (typiquement 0:95).
Situation No 1 : le paramètre � 2 [0; 1] :
Pour incorporer cette information a priori, il est commode de repara-

métrer la loi Beta comme suit : On pose a = �� et b = � (1� �) où

� =
a

a+ b
= E [�] et � = a + b. A noter que V ar(�) =

� (1� �)

1 + �
: Donc

à � �xé, � est inversement proportionnel à la variance et donc s�interprète
comme la précision de l�information a priori. Autrement dit, plus � est grand,
et plus V ar(�) est petit, et plus l�information a priori est précise ; à l�inverse,
plus � est petit, et plus V ar(�) est grand, et moins l�information a priori est
précise.
En pratique, on procède comme suit. On choisit comme loi a priori une
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loi Beta(a; b) et on pose : E (�) = ��: Le paramètre � est lui déterminé par :

Pr (� 2 I�) =
Z
I�

� (�) d� = 0:95

Où � v Beta (���; � (1� ��)). En pratique � est déterminé, à l�aide d�un
algorithme qu�il convient de programmer. Donnons un exemple. On suppose
que : �� = 0:2 et que Pr (� 2 [0:05; 0:4]) = 0:95. On a donc : E (�) = 0:2 et � v
Beta (0:2�; 0:8�) : A l�aide de Matlab, on trouve � = 17:5; par conséquent,
la loi a priori est une loi Beta de paramètres (a,b)=(3.5,14).
Situation No 2 : le paramètre � 2 [0;+1[ :
Dans ce cas on choisit comme loi a priori une loi Gamma qui peut être

reparamétrer par sa moyenne et sa variance.
Situation No 3 : le paramètre � 2 ]�1;+1[ :
Dans ce cas on choisit comme loi a priori, une loi Normale. Incorporer

l�information a priori consistant en �� = 1 et I� = [0:8; 1:2] :

1.8 Le poids de l�a priori dans la réponse bayé-
sienne

D�après (Jérôme DUPUIS 2007), on examine cette question sur un
exemple pour comprendre comment l�information a priori et l�information
contenue dans les observations se combinent l�une à l�autre pour produire la
réponse bayésienne.
On se donne le modèle bayésien suivant :xi=� � Bernoulli (� et � � Beta (a; b))

et �=x � Beta (a+ x; b+ n� x), il est commode de reparamétrer la loi Beta

à l�aide de a+ b et
a

a+ b
par :

E (�=x) =
a+ x

a+ b+ n

=
a+ b

a+ b+ n
� a

a+ b
+

n

a+ b+ n
� x
n

=
a+ b

a+ b+ n
E (�) +

n

a+ b+ n
x

et de travailler avec la formule suivante :

E (�=x) =
a+ b

a+ b+ n
E (�) +

n

a+ b+ n
x
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L�estimation bayésienne de � apparaît donc comme la moyenne pondérée
de x (c-à-d de l�estimation de � par maximum de vraisemblance), et de la
moyenne a priori E (�) ; le poids de x est la taille n de l�échantillon, et E (�)

et x sont a¤ectés respectivement aux coe¢ cients
a+ b

a+ b+ n
et

n

a+ b+ n
:

A noter que a+b=n, l�estimation bayésienne de � se situe exactement au
milieu de l�intervalle [E (�) ; x] :
Si a+b>n cette estimation est plus proche de E (�) que de x.
Si a+b<n c�est l�inverse qui se produit.
Pour examiner l�in�uence de l�a priori sur E (�=x) il est édi�ant de s�in-

téresser aux cas limites a+b! 0 et a+b!1. Dans le premier cas, le poids
de l�a priori est nul, et E (�=x)! x est la réponse classique ; dans le second
cas, le poids des données est nul, et E (�=x)! E (�) ne dépend plus de x:

1.9 Etude de la sensibilité de la réponse bayé-
sienne à la loi a priori

Le choix de la loi a priori comporte une certaine part d�arbitraire, et
ce, à deux niveaux. Le premier niveau réside dans le choix de la famille de
probabilités retenue pour la loi a priori (une loi Beta pour un paramètre
dans [0; 1], une loi Gamma pour un paramètre dans [0; +1[ ; etc). Le second
réside dans le choix des valeurs numériques communiquées par l�Expert (ty-
piquement �� et I�) pour déterminer les hyperparamètres de la loi a priori.
Il convient par conséquent d�examiner dans quelle mesure ces choix a¤ectent
l�estimation bayésienne de �. Dans la pratique on se contente d�examiner dans
quelle mesure, une petite perturbation des hyperparamètres modi�e l�estima-
tion Bayésienne de �. C�est ce qu�on appelle : faire l�étude de sensibilité de
la réponse bayésienne à la loi a priori. Disons qu�en pratique on comparera
toujours l�estimateur de Bayes obtenu avec la loi a priori informative avec
l�estimateur de Bayes correspondant à une loi a priori non informative ; et ce,
a�n d�apprécier le poids de l�a priori dans la réponse Bayésienne informative.

1.10 La prédiction

Jusqu�ici, nous nous sommes concentrés sur l�inférence concernant la vraie
valeur d�un paramètre. Cependant, dans beaucoup de situations, le but d�une
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analyse est de prévoir des valeurs d�un futur échantillon.
Cependant, dans la pratique nous ne connaissons pas la valeur de �: Nous

savons seulement la distribution a posteriori de �. Dans ce cas, la proba-
bilité prédictive de y est donnée à partir de la distribution a posteriori
� (�=x) et y v g (y=�; x) comme suit :

g (y=x) =

Z
g (y=�; x)� (�=x) d�

Un avantage de l�approche bayésienne est la capacité de considérer les
probabilités non encore observées. Cela est illustré dans l�exemple suivant :

exemple 1.10.1 *une étude publiée par Freireich et Al (1963) à été conçue
pour évaluer les e¤ectives de chimio thérapeutique 6-mercaptopurine.

Figure(1;4) : La densité a posteriori de � est Beta(19; 4); (6-MP) pour le
traitement de la leucémie aigue. Les patients ont été randomisés pour thérapie
par paires. Soit M la proportion de la population de couples dans lesquels
la 6 � MP séjour des patients en rémission plus longue que le patient du
groupe placebo, (pour distinguer une probabilité � à partir d0une distribution
de probabilité sur �, nous appellerons cela une proportion de la population
ou une propension) L�hypothèse nulle est H0 : � =

1
2
c-à-d pas d�e¢ cacité de
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6 �MP; et H1 : � 6= 1
2
. Il y avait 21 paires de patients dans l�étude, et 18

d�entre eux favorisaient 6�MP:
Supposons que la distribution a priori est uniforme sur (0; 1): La distribution
uniforme de (0; 1) est également la version de la distribution Beta(1; 1). La
mise à jour de la distribution Beta(a; b) après les succès et n � y échecs
est facile, car la version beta est une probabilité a priori conjuguée, ce qui
signi�e que la distribution a posteriori apparaît comme un membre de la
même famille de répartition que la précédente. Pour voir cela dans le cas des
bêta-binomiales de la règle de Bayes nous avons :

� (�=x) _ f (x=�)� (�)

=

�
n

x

�
�x (1� �)n�x

� (a+ b)

� (a) � (b)
�a�1 (1� �)b�1

_ �x+a�1 (1� �)n�x+b�1

On note dans cette dernière expression que nous avons réduit tous les termes
multiplicatifs qui n�impliquent pas de � dans la constante inconnue de pro-
portionnalité. Mais maintenant, nous reconnaissons cette forme comme étant
proportionnelle à une densité de beta(x+ a; n� x+ b). Puisqu�il s�agit de la
densité seulement proportionnelle à notre formulaire qui reste intègre à 1,
ce doit être la partie a posteriori que nous recherchons. Ainsi, dans notre cas
(x = 18 et n�x = 3), la distribution a posteriori sous H1 est beta(19; 4), telle
que tracée dans la figure (1; 4). Notez que cette distribution est uni modèle

avec une moyenne de
19

(19 + 4)
= 0:8261.

Dans le contexte prédictif, on suppose qu�il est possible de prendre 5 observa-
tions supplémentaires. Comment cela serait-il utile ? Une façon de répondre
est d�évaluer la conséquence d�obtenir k succès au cours des 5 prochaines
paires de patients (pour un total de 26 paires) pour k = 0; 1; :::; 5, puis de
peser ces conséquences par les probabilités de prévisions des valeurs possibles
de k. Pour calculer les probabilités de futures observations, on trouve premiè-
rement ces probabilités en supposant que les paramètres sont connus, et puis
on trouve la distribution a posteriori des paramètres. Nous avons ensuite la
moyenne des distributions conditionnelles à l�égard de la distribution a pos-
teriori des paramètres. Cela donne la distribution inconditionnelle prédictive
d�intérêt.
Pour illustrer ; premièrement, envisager une seule paire de patients, la paire
de 22 patients, ayant un résultat binaire variable x22. Supposons que cette
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paire est échangeable avec les 21 premières paires, X = (x1; :::; x21)
�, pour

laquelle x =
Xi=21

i=1
xi = 18. Un nombre de la nouvelle paire est a¤ecté à

la 6 �MP , et l�autre est a¤ecté au placebo. La probabilité prédictive que le
patient 6�MP restera dans la remise est plus la moyenne de la distribution
a posteriori de �. Pour la distribution Beta(19; 4) considérée séparément, la
probabilité prédictive de succès est donnée par la règle du placebo de la succes-
sion : 19

(19+4)
= 0:8261 (Berry, 1996,sect 7.2). Et prouver que la distribution

prédictive de x22 est :

g (x22=X) =

Z
g (x22=�)� (�=X) d�

=

Z
�x22 (1� �)1�x22

� (23)

� (19) � (4)
�18 (1� �)3 d�

une application signi�cative de la probabilité prédictive sera présentée
dans le quatrième chapitre.

1.11 Méthodes usuelles de calcul bayésien

D�après (Robert (2007)), la statistique a été de tout temps inséparable
des moyens de calcul, évoluant avec eux dans une relation duale où leur dé-
veloppement était souvent motivé par des besoins statistiques, mais aussi où
leurs limitations empêchant le traitement de phénomènes plus complexes et
le développement de techniques di¤érentielles plus ambitieuses. Cette inter-
action est clairement visible dans le développement de l�informatique de la
disponibilité de la puissance de calcul d�une telle magnitude. On a aussi vu
éclore de nouvelles théories parmi les quelles on peut citer les méthodes de
rééchantillonnage (bootstraps) et les méthodes linéaires généralisées.

Les possibilités ainsi induites par l�informatique autorisent le remplace-
ment de considérations théoriques ou d�expériences e¤ectives par l�appel à la
simulation informative, pour plus de détails voir Robert (1986; 2001):
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1.11.1 Méthodes de simulation de Monte Carlo

Motivations

A�n de motiver les méthodes de simulation de Monte Carlo dans un
contexte bayésien, nous allons considérer une situation dans laquelle le calcul
de l�estimation bayésienne de la grandeur d�intérêt est particulièrement labo-
rieux à la main. Il importe de préciser que l�utilisation des méthodes de simu-
lation de Monte Carlo ne se limite pas à la statistique bayésienne (ni même
à la statistique) ; c�est pourquoi nous allons aussi donner un autre exemple
de l�utilisation de ces méthodes, et ce dans un cadre purement probabiliste.
Voici le modèle suivant qui consiste à étudier l�e¢ cacité d�un traitement.
Modèle : Etude bayésienne de l�e¢ cacité d�un traitement.
n = 20 patients atteints d�une même maladie suivent tous le même trai-

tement. L�état de chaque patient est déterminé, régulièrement, lors de visites
médicales. On désigne par x(i;t) l�état du patient i lors de la t-ième visite ;
x(i;t) = a s�il présente les symptômes de la maladie M , et b sinon. Les X(i;t)

sont markoviens (i étant �xé). La probabilité de transition de a vers a est
notée � et celle de b vers b est notée �: Le paramètre du modèle est donc
� = (�; �). Le suivi du patient i est noté xi . Les Xi sont supposés indé-
pendants (conditionnellement à �) et suivent tous la même loi. On suppose
que les paramètres � et � sont a priori indépendants. On adapte des lois
uniformes comme lois a priori.
On note ! la probabilité qu�un patient soit guéri à l�issue du traitement

(on considère que c�est le cas s�il ne présente plus les symptômes de la maladie
lors de la quatrième visite). On considère que le traitement est e¢ cace si
l�estimation de ! dépasse 0:95: Il est facile de se convaincre que le calcul à
la main de E [!=X] est particulièrement laborieux, même pour des valeurs
modérées du nombre de visites.

Le principe de la méthode de Monte Carlo

Dans le problème statistique, l�approximation de l�intégraleZ
�

g (�) f (x=�)� (�) d�

doit tirer avantage de la nature particulière de l�intégrale précédente, à
savoir le fait que � soit une densité de probabilité (en supposant qu�il s�agisse
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d�une loi a priori propre) ou plutôt, que f (x=�)� (�) soit proportionnel à
une densité. Une conséquence naturelle de cette perspective est d�utiliser la
méthode de Monte Carlo, par exemple, s�il est possible de produire des
variables aléatoires �1; � � � ; �m de loi � (�) ; la moyenne

1

m

i=mX
i=1

g (�i) f (x=�i)

converge presque sûrement versZ
�

g (�) f (x=�)� (�) d�

lorsque m tend vers +1; selon la loi des Grands Nombres. De la même
façon, si un échantillon i.i.d de �i de � (�=x) peut être simulé, la moyenne

1

m

i=mX
i=1

g (�i)

converge vers R
�
g (�) f (x=�)� (�) d�R
�
f (x=�)� (�) d�

De plus, si la variance a posteriori V ar (g (�) =x) est �nie, le théorème
central limite s�applique à la moyenne 1

m

Pi=m
i=1 g (�i), qui est alors asympto-

tiquement normale, de variance

V ar (g (�) =x)

m

La mise en oeuvre de cette méthode nécessite la production d�une suite
i.i.d �i par ordinateur, reposant sur un générateur pseudo-aléatoire détermi-
niste imitant la génération de � (�) ou � (�=x) comme suit : Un échantillon
iid d�une loi uniforme U ([0; 1]) est généré, puis transformé en variables de la
loi d�intérêt voir (Robert et Casella (2004)).
En réalité, la méthode de Monte Carlo s�applique dans un cadre beaucoup

plus général que pour la simulation de �; comme dans le cas ci-dessus. Par
exemple, puisque : Z

�

g (�) f (x=�)� (�) d�
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peut se représenter de plusieurs manières, il n�est pas nécessaire de simuler
les lois � (:=x) ou � pour obtenir une bonne approximation de l�intégrale
précédente. En e¤et, si h est une densité de probabilité telle que supp(h)
inclut le support de g (�) f (x=�)� (�) ; l�intégrale précédente peut aussi être
représentée comme une espérance en h; à savoirZ

g (�) f (x=�)� (�)

h (�)
h (�) d�

Cette représentation conduit à la méthode de Monte Carlo avec fonc-
tion d�importance h : générer �1; � � � ; �m selon h et approcherZ

�

g (�) f (x=�)� (�) d�

par :

1

m

i=mX
i=1

g (�i)!i (�i)

avec les poids :

! (�i) =
f (x=�i)� (�i)

h (�i)

De nouveau, par la Loi des Grands Nombres, cette approximation converge

presque certainement vers
Z
�

g (�) f (x=�)� (�) d�:

Et une approximation de E� [g (�) =x] est donnée par :

E� [g (�) =x] =

Pi=m
i=1 g (�i)!i (�i)Pi=m

i=1 !i (�i)

1.11.2 Méthode de Monte-Carlo par chaines de Mar-
kov

Nous considérons une méthode de Monte-Carlo plus générale, permettant
d�approcher la génération de variables aléatoires d�une loi a posteriori � (�=x)
lorsque cette loi ne peut être simulée directement.
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L�avantage de cette méthode sur les méthodes de Monte Carlo classiques
est qu�elle ne nécessite pas la construction précise d�une fonction d�impor-
tance puisqu�elle prend en compte les caractéristiques de � (�=x). Cette ex-
tension, appelée Monte Carlo par chaînes de Markov (et abrégée en
MCMC), a des applications presque illimitées, même si ses performances va-
rient largement, selon la complexité du problème. Elle tire son nom de l�idée
que, pour produire des approximations acceptables d�intégrales et d�autres
fonctions dépendant d�une loi d�intérêt, il su¢ t de générer une chaîne de
Markov

�
�(m)

�
m
de loi limite de la loi d�intérêt. Cette idée d�utiliser le com-

portement limite d�une chaine de Markov apparaît à la même époque que la
technique de Monte Carlo originelle.
Nous présenterons la technique la plus importante conçue pour créer des

chaines de Markov de loi stationnaire donnée à savoir l�échantillonnage de
Gibbs voir (Casella (2004)).
Les méthodes de Metropolis-Hasting et Gibbs sont deux groupes et

deux méthodes d�application de la méthode deMonte Carlo par chaînes
de Markov (MCMC).

La méthode de Metropolis-Hastings

La méthode de Metropolis-Hastings est historiquement la première des
méthodes MCMC. Pour une densité donnée � (�) connue un facteur de nor-
malisation près, et une densité conditionnelle q

�
��=�
�
, on va construire la

chaine de Markov.
Algorithme de Metropolis-Hastings
Itération 0 : Initialiser avec une valeur arbitraire �(0)

Itération m : Mettre à jour �(m) par �(m+1) (m=1,2,...,n), de la façon
suivante :
a= Générer � = q

�
�=�(m)

�
b/ Poser �

�
�(m); �

�
=

�(�)q(�(m)=�)
�(�(m))q(�=�(m))

f 1

c/ Prendre �(m+1) =

(
� avec probabilité �

�
�(m); �

�
�(m) sinon

La loi de densité � (�) est souvent appelée loi cible ou loi objet, tandis que
la loi de densité q (:=�) est dite loi de proposition. Une propriété intéressante
de cet algorithme est d�autoriser un nombre in�ni de lois de proposition
produisant toutes une chaîne de Markov convergeant vers la loi d�intérêt.
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L�échantillonnage de Gibbs

La méthode de Gibbs est essentiellement basée sur les distributions condi-
tionnelles comme les méthodes de modélisation bayésienne, voir (Robert
(2001)). L�approche de l�échantillonnage de Gibbs est fondé sur la loi �, alors
l�échantillonnage de Gibbs tire pro�t des structures à partir de conditionnel-
lement d�un modèle

� (�=x) =

Z
�1 (�=x; �)�2 (�=x) d�

L�idée est alors de simuler la loi �1 et �2, pour obtenir � (�=x), la géné-
ration de � de � (�=x) est équivalente à la génération de � de �2, puis de �
de �1 (�=x; �) :
Algorithme de Gibbs bi varié
Initialisation : commencer par �(0)

Interaction : pour �t�1 donné.
générer : a/ �(t) selon �1

�
�=x; �(t�1)

�
b/ �(t) selon �2

�
�=x; �(t)

�
Les applications dans les essais cliniques sont étudiées au quatrième chapitre;

étude de procédure de test diagnostique.
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Chapitre 2

Les tests bayésiens

2.1 Introduction

Nous allons présenter les tests bayésiens et pour plus de détails, voir (Ro-
bert 1922, Lehmann 1986, Berger 1985), dont nous reprenons ici quelques
notions de base sur les tests bayésiens, ainsi que les développements récents
de cette théorie qui possède de nombreux avantages dans la statistique ap-
pliquée.
Les divergences exhibées entre les diverses approches possibles du pro-

blème des tests ont pour but de mettre en évidence l�aspect incomplet et peu
naturel de la modélisation classique qui, au contraire de l�approche bayésienne
(pour laquelle la notion de probabilité d�une hypothèse a véritablement un
sens, a priori comme a posteriori), doit recourir à des concepts arti�ciels pour
fonder ses procédures. De plus, à l�opposé du cadre de l�estimation ponctuelle
où les estimateurs optimaux au sens classique sont minimax et admissible et
sont des limites des estimateurs de Bayes. Les réponses bayésiennes et fré-
quentistes sont di¤érentes ; non seulement en nature, mais aussi numérique-
ment, donc peuvent conduire à des conclusions opposées en pratique.
L�approche des tests d�hypothèses est généralement traitée comme un

problème des tests, plutôt que l�estimation plus détaillée. Dans ce chapitre,
on considère les tests d�hypothèses comme l�estimation de problème (tester
I�0 (�)), reliée avec la théorie de la décision. Puis on peut arriver à quelques
conclusions intéressantes. Dans le cas particulier, la responsabilité de la fonc-
tion de coût dans la règle de décision, et quelques propriétés intéressantes de
la p-valeur.
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2.2 L�approche standard

L�hypothèse des tests classiques est construite selon le lemme de Neyman-
Pearson [Lehmann (1986)]. Et les résultats dans la règle de décision sont les
règles 0 � 1. Ces formes de test bien qu�elles soient optimales dans le sens
des fréquentistes strictement mais elles ont des critères pour des directions
di¤érentes. Peut être la critique de Neyman-Pearson devient active en pra-
tique, car les formules de la théorie de Neyman-Pearson ne sont pas largement
utilisées en pratique.
D�autre part, la p-valeur est implicitement utilisée comme une mesure de

la preuve pour les hypothèses, donc Kiefer considère la p-valeur comme une
évaluation de la vraisemblance de l�hypothèse nulle.

2.3 La fonction d�utilité

D�après (Robert (2006)), la notion d�utilité (dé�nie comme l�opposé
d�une fonction de coût) est utilisée non seulement en statistique, mais aussi
en économie, et dans d�autres domaines comme la théorie des jeux où il est né-
cessaire d�ordonner les conséquences d�action ou de décisions. Conséquences
(ou récompenses) sont des notions génériques qui résument l�ensemble des
résultats émanant de l�action du décideur. Dans les cas les plus simples, il
peut s�agir d�un gain ou d�un coût �nancier dû à cette décision.
Dans le cas de l�estimation, l�utilité peut être une mesure de la distance

entre l�évaluation et la vraie valeur du paramètre. Les bases axiomatiques
de l�utilité ont été attribuées à Von Neumann et Morgenstern (1947) et ont
mené à des nombreuses extensions, particulièrement en théorie des jeux. Dans
un cadre statistique, cette approche a été considérée par Wald (1950) et
Ferguson (1967) ; voir aussi Chamberlain (2000) pour une connexion avec
l�économétrie.

Dé�nition 2.3.1 la fonction d�utilité est utilisée en statistique et en par-
ticulier dans le domaine économique. Son but principal est d�ordonner les
conséquences d�action d�un décideur. Pour cela on considère que < l�espace
des récompenses est supposé complètement connu,et d�autre part on suppose
qu�il est possible d�ordonner les récompenses. On suppose qu�il existe une re-
lation d�ordre total tel que : r1 � r2 ou r2 � r1 ; si r1 � r2 et r2 � r3 alors
r1 � r3 permet de choisir la meilleure.
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Nous considérons d�abord dans la section suivante l�approche bayésienne
standard des tests, qui repose sur une évaluation des décisions par des coûts
0-1 et comparerons les procédures bayésiennes avec leurs homologues fréquen-
tistes. Nous proposerons ensuite une alternative à l�approche décisionnelle
fondée sur des coûts plus adaptés qui mettent en avant l�évaluation ex post
pour des procédures de tests, par opposition aux procédures de Neymann-
Pearson pour lesquelles l�évaluation fonctionne dans un esprit ex ante.

2.4 Une première approche de la théorie des
tests

Soit un modèle statistique f (x=�), � 2 �. Etant donné un sous ensemble
d�intérêt �0 de �, eventuellement réduit à un point, on cherche à déterminer
si � est le vrai paramètre appartenant à �0, i.e à tester l�hypothèse

H0 : � 2 �0
souvant appelée hypothèse nulle. Dans l�approche de Neyman-Pearson, ce
problème est envisagé avec un espace de décision D, restreint à foui, nong ou
de manière équivalente à f1; 0g, ce qui revient à estimer I	0 (�), uniquement
par des estimateurs à valeurs dans f0; 1g. Il est parfois nécessaire de dé�nir
l�hypothèse alternative par rapport à laquelle on va tester H0

H1 : � 2 	1
Lorsque 	1 6= 	c0 le complémentaire de 	0 [ 	1n�a pas d�intérêt pour le
problème. Notons que d�un point de vue bayésien, cela revient à supposer a
priori que :

� (� =2 	0 [ 	1) = 0
Ainsi puisque tout test est en fait un estimateur de I�0 (�), il su¢ t de disposer
d�une fonction de coût adéquate L (�; ') pour proposer des estimateurs de
bayes associés par exemple la fonction de coût introduite par Neyman et
Pearson est le coût 0� 1

L (�; ') =
n
1 si '=I	0 (�)
0 Sinon

où les estimateurs ' sont à valeur dansD = f0; 1g. Dans ce cas, la solution
bayésienne est :

'� (x) =

�
1 si P (�2	0jx) > P�(�2	c0jx)
0 sinon
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Elle se justi�e aisément d�un point de vue intuitif. On peut aussi envisager
un coût plus général qui réalise di¤éremment les mauvaises décisions suivant
que l�hypothèse nulle est vrais ou fausse

L (�; ') =

8<:
0 si ' = I�0 (�)

a0 si � 2 �0 et ' = 0
a1 si � =2 �0 et ' = 1

(2.1)

On a alors la proposition suivante :

Proposition 2.4.1 sous le coût (2; 1), la solution bayésienne associée à la
loi a priori � est :

'� (x) =

8><>:
1 si P�(�2	0jx) >

a0
a0 + a1

0 sinon

Preuve il su¢ t d�écrire le coût a posteriori

L (�; ' (x)) =

Z
�

L (�; ')� (�=x) d�

= a0P
� (� 2 �0=x) If0g (') + a1P (� =2 �0=x) If1g (')

L�estimateur de Bayes peut être calculé directement ; par conséquent, l�hypo-
thèse nulle H0 sera rejetée si la probabilité a posteriori de H0 est trop petite ;
le seuil d�acceptation étant

a0
(a0 + a1)

déterminé par le choix du coût.

exemple 2.4.1 soient x � B (n; p) et 	0 =
�
0; 1

2

�
Sous la loi a posteriori uniforme � (p) = 1 on a :

P �
�
p � 1

2
=x

�
=

R 1
2

0
px (1� p)n�x dp

B (x+ 1; n� x+ 1)

qui peut donc être calculée et comparée au seuil donné par le coût, suivant
les valeurs de n et de x.
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exemple 2.4.2 soient x � N (�; �2) et � � N (�; �2)
Alors, � (�=x) est la loi N (U (x) ; �) avec

U (x) =
�2� + � 2x

�2 + � 2
et � =

�2� 2

�2 + � 2

Pour tester � < 0, on considère donc :

P � (� < 0 j x) = P �
�
� � U (x)
p
�

< �U (x)p
�

�
= �(�U (x)p

�
)

Si Za0;a1 est le fractile d�ordre
a1

a0 + a1
; i:e satisfait �

�
Za0;a1

�
=

a1
a0 + a1

; on

acceptera l�hypothèse nulle si �U (x) > Za0;a1
p
� , i.e si :

x < ��
2

� 2
��

�
1 +

�2

� 2

�
p
�Za0;a1

Il est en fait naturel d�un point de vue bayésien de fonder la décision pour ce
problème de test sur la probabilité a posteriori que l�hypothèse soit véri�ée.

Aussi le facteur de Bayes donne quelques indications sur le degré de certi-
tude, mais les limites précises séparant une catégorie d�une autre sont conven-
tionnelles et peuvent être changées de façon arbitraire.

2.4.1 Le facteur de Bayes

Bien que, d�un point de vue décisionnel, le facteur de Bayes ne soit qu�une
transformation bijective de la probabilité a posteriori, il a �ni par être consi-
déré comme réponse en théorie des tests bayésiens, sous l�impulsion de Je¤rey
(1939):

Facteur de Bayes pour tester les modèles

Le problème des tests d�hypothèses a sa propre terminologie convention-
nelle qui, dans le cadre que nous adoptons, peut être décrit comme suit, et
avec deux modèles alternatives M0 et M1 qui sont à l�étude et les deux sont
des cas particuliers du modèle prédictif

P (x) =

Z
P (x=�) dQ (�)
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Avec la même forme, on prend P (x=�) , � 2 �, paramétrique, mais avec
di¤érents choix de Q, si pour le modèle Mi, Qi a¤ecte la probabilité à une
valeur donnée �i.

! est dé�ni comme étant le modèle Mt vrai. On peut généraliser la fonc-
tion 0� 1 utilisée auparavant en supposant que :

U (mi; !) = �lil ! =Mj , i = 0; 1 , j = 0; 1

où

U (mi; !) =

�
1 si ! =Mj

0 si ! =Mj

avec l00 = l11 = 0 et l10; l01 > 0.
Intuitivement, il y a une perte en choisissant le mauvais modèle, et il n�y

a aucune perte dans le choix du bon modèle, compte tenu des données x,
avec l�utilisation :

Pi (!=x) =

�
1 si ! =Mj

0 sinon

D�après (Bernardo (2010)), nous commencerons par le problème des tests
d�hypothèse comme un problème du choix du modèle de remplacement des
deux hypothèses H0 et H1 par deux candidats paramétriques M0 et M1;
modèles ayant les vecteurs de paramètres respectifs �0 et �1. En vertu des
densités a priori �i (�i) , i = 0; 1, et les distributions marginales de � sont
trouvées en intégrant les paramètres :

P (x=M) =

Z
f (x=�i;Mi)�i (�i) d�i , i = 0; 1

Dé�nition 2.4.1 (Facteur de Bayes) : etant donné deux hypothèses Hi

et Hj correspondant à des hypothèses d�autres modèles Mi et Mj pour les
données x, le facteur de Bayes en faveur de Hi ( et contre Hj) est donné
par :

B�
ij (x) =

P (x=Mi)

P (x=Mj)
=

�
P (Mi=x)

P (MJ=x)

�
�
�
P (Mi)

P (Mj)

�
Intuitivement, le facteur de Bayes fournit une mesure pour savoir si les

données � ont augmenté ou diminué les chances de Hi par rapport à Hj,
ainsi :
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Bij > 1 signi�e donc que Hi est plus plausible relativement à la lumière
de x.

Bij < 1 signi�e que la plausibilité relative de Hj a augmenté.
Si i = 0; j = 1 :
On peut obtenir la probabilité a posteriori P (M0=x) et P (M1=x) = 1�

P (M0=x) pour deux modèles et le facteur de Bayes donné par :

B01 =
P (M0=x)�P (M1=x)

P (M0)�P (M1)

avec P (M1=x) 6= 0 , P (M1) 6= 0 , P (M0) 6= 0:
La fonction d�utilité espérée pour mi est :

U (mi=x) = �[li0P (M0=x) + li1P (M1=x)]

où

U (mi=x) =

Z
U (mi; !)P (!=x) d! = P (MI=x) , i 2 I

De sorte que U (m0=x) < U (m1=x) si et seulement si l01P (M1=x) > l10P (M0=x)
Nous choisissons donc M1 si et seulement si :

P (M0=x)

P (M1=x)
<
l01
l10

Ce qui suit décrit les formes des tests de Bayes qui se posent dans la compa-
raison de modèles lorsque ceux-ci sont dé�nis par l�hypothèse paramétrique.
L�exemple suivant illustre à la fois les comparaisons des modèles généraux et
une instance spéci�que de tests d�hypothèses.
La comparaison de deux modèles : supposons la comparaisons des

deux modèles paramétriques complètement spéci�és Binomial-négative et
Poisson dé�nis pour x1; x2; � � � ; xn sont conditionnellement indépendants
par :

M0 : Nb (xi=1; �0) , M1 : Pn (xi=�1) i = 1; � � � ; n
Dans ce cas le facteur de Bayes est donné par :

B01 (x) =

Yi=n

i=1
Nb (xi=1; �0)Yi=n

i=1
Pn (xi=�i)

=
�n1 (1� �1)

nx

�nx2

nYi=n

i=1
xi!
o�1

exp f�n�2g
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On suppose pour l�illustration que �0 = 1
3
, �1=2.

Si n = 2, x1 = x2 = 0, donc B01 (x) = e4

9
' 6:1; indiquant une augmen-

tation de la plausibilité de M0:

Si n = 2, x1 = x2 = 2, donc B01 (x) = 4e4

729
' 0:3; indiquant une légère

augmentation de la plausibilité de M1:
On suppose maintenant que �0; �1 sont inconnus et ils sont assignés aux
distributions a priori suivantes :

�0 (�0) = Be(�0=�0; �0) , �1 (�1) = Ga (�1=�1; �1)

Il suit que :

P (x1; x2; � � � ; xn=M0) =
� (�0 + �0)

� (�0) � (�0)

1Z
0

�n+�0�10 (1� �0)
nx��0�1 d�0

=
� (�0 + �0)

� (�0) � (�0)

� (�0 + n) � (nx+ �0)

�
�
n+ n

�
x+ �0 + �0

�
et que :

P (x1; x2; � � � ; xn=M1) =
��11

� (�1)
Yi=n

i=1
xi!

1Z
0

�nx+�1�1 exp f�(n+ �1)�1g d�1

=
� (nx+ �1) �

�1
1

� (�1) (n+ �1)
nx+�1

1Yi=n

i=1
xi!

noter en outre que :

E(xi=M0) =

1Z
0

E(xi=M0; �0)Be (�0=�0; �0) d�0

=

1Z
0

(1� �0)

�0
Be(�0=�0; �0) d�0

=
� (�0 + �0)

� (�0) � (�0)

� (�0 � 1) � (�0 + 1)
� (�0 + �0)

=
�0
�0
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et

E(xi=M1) =

1Z
0

E(xi=M1; �1)Ga (�1=�1; �1) d�1

=

1Z
0

�1Ga (�1=�1; �1) d�1

=
�1
�1

de sorte que la spéci�cation préalable avec �0�1 = �0�1, implique les mêmes
moyens pour les deux modèles prédictifs.

�0 = 1; �0 = 2
�1 = 2; �1 = 1

�0 = 30; �0 = 60
�1 = 60; �1 = 30

�0 = 1; �0 = 2
�1 = 4; �1 = 2

x0 = x1 = 0 1:5 5:5 0:27
x0 = x1 = 2 0:29 0:30 0:38

Table(2;1) : dépendance du B01 (x) sur des combinaisons a priori

Facteur de Bayes pour tester les paramètres

On ne s�intéresse pas seulement aux modèles mais aussi aux paramètres.

Dé�nition 2.4.2 on appelle facteur de Bayes le rapport

B�
01 (x) =

P � (� 2 	0 j x)
P � (� 2 	1 j x)

�
� (� 2 	0)
� (� 2 	1)

Cas spécial : �0 = f�0g , �1 = f�1g

B01 (x) =

�
P (�0=x)

P (�1=x)

�
�
�
P (�0)

P (�1)

�
=

( �(�0;x)
m(x)

�(�1;x)
m(x)

)
�
�
� (�0)

� (�1)

�
=

�
f (x=�0)� (�0)

f (x=�1)� (�1)

�
�
�
� (�0)

� (�1)

�
=

f (x=�0)

f (x=�1)
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A la suite de Je¤rey (1939) et de Good (1952), le facteur de Bayes est dé-
sormais un outil à part entière, voir (Kass et Raftery, 1995). En particulier,
Je¤rey (1939) a développé une échelle �absolue� pour évaluer le degré de
certitude en faveur ou au détriment de H0 apporté par les données, en l�ab-
sence d�un cadre décisionnel véritable, l�échelle de Je¤rey est la suivante :
(i) Si 0 < log (B�

10) <
1
2
, la certitude que H0 est faible.

(ii) Si 1
2
< log (B�

10) < 1, cette certitude est substantielle.
(iii) Si 1 < log (B�

10) < 2, elle est forte .
(iiii) Si log (B�

10) > 2, elle est décisive.
Où B�

10 =
1
B�01

:

Donc le facteur de Baye permet l�utilisation de test bayésien sans avoir
recours à une fonction de perte spéci�que.

Insu¢ sances ou critiques

Le facteur de Bayes n�est en e¤et dé�ni que si P � (�0) 6= 0 et P � (�1) 6= 0.
En d�autre termes, si H0 et H1 sont a priori impossible, il est inutile de cher-
cher à modi�er ces probabilités en fonction des observations,les probabilités
resteront les mêmes. Par conséquent, il est impossible de tester les hypothèses
ponctuelles lorsque la loi a priori est continue. Il faut donc adapter le choix
des lois a priori au problème de test, considéré de manière a ce que hypothèses
nulle et alternative aient des probabilité a priori strictement positives.
Une critique usuelle sur les hypothèses ponctuelles est qu�elles ne sont

pas réalistes. Ainsi, il existe cependant des cas où on cherche à mettre en
évidence un e¤et ou l�absence d�e¤et et ces problèmes se traduisent par des
hypothèses ponctuelles.
En fait, on pourrait argumenter qu�au contraire, seules les hypothèses

ponctuelles sont importantes car même si une hypothèse unilatérale permet
de déterminer si un traitement a une in�uence positive ou négative, il sera
nécéssaire de tester ensuite si ce traitement retenu a e¤ectivement une in-
�uence.

Modi�cation de la loi a priori

En générale, le facteur de Bayes dépend e¤ectivement de l�information
a priori mais traduit néanmoins une �réponse objective", d�un point de vue
Bayésien ; car il élimine une partie d�in�uence de l�information a priori sur la
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vraisemblance de l�hypothèse nulle et mesure ainsi la part due aux observa-
tions si : �0 = � (� 2 	0) 6= 0; �1 = � (� 2 	1) = 1� � 6= 0:
Si H0 et H1 sont impossibles à réaliser.
j�appelle : g0 _ � (�) I	0 (�) :

g1 _ � (�) I	1 (�)

� (�) = �0� (�) + �1�1 (�)

L�a priori sur 	0 est la masse de Dirac. Le test à une hypothèse nulle ponc-
tuelle � = �0; et la probabilité a posteriori que � = �0 est alors :

� (�0=x) =
f (x j �0) �0R

	 f (x j �)� (�) d�
=

f (x=�0) �0
f (x=�0) �0 + (1� �0)m1 (x)

avec :

m1 (x) =

Z
�1

f (x=�) g1 (�) d�

donc :

� (�0=x) =

�
1 +

1� �0
�0

� m1 (x)

f (x j �0)

��1
et on a :

B�
01 (x) =

f (x j �0) �0
m1 (x) (1� �0)

�
�0

1� �0
=
f (x j �0)
m1 (x)

donc :

� (�0=x) =

�
1 +

1� �0
�0

� 1

B�
01 (x)

��1
exemple 2.4.3 soit à tester H0 =

1
2
contre H1 6= 1

2
, il vient :

� (�0=x) =

�
1 +

1� �0
�0

2nB (x+ 1; n� x+ 1)

��1
= [1 +

1� �0
�0

x! (n� x)!

n!
:2n]�1

Puisque m (x) =
�
n
x

�
B (x+ 1; n� x+ 1), par exemple si n = 5, x = 3,

�0 =
1
2
; on obtient une probabilité a posteriori de

�
1 + 2

20
� 25
��1

= 5
21
; et un

facteur de Bayes de 5
16
:

Lorsque la taille de l�échantillon augmente, le champ des réponses possibles
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s�élargit, ainsi si � (p) est B
�
1
2
; 1
2

�
et n = 10, on obtient la table(2; 2) pour les

probabilités a posteriori, bien que la loi a priori soit très défavorable (puisque
favorisant les extrêmes 0 et 1).

x 0 1 2 3 4 5
P
�
p = 1

2
=x
�
0:0055 0:0953 0:3737 0:6416 0:7688 0:8025

Table(2;2) : probabilité a posteriori de
�
p =

1

2

�
pour n=10

exemple 2.4.4 pour x � N (�; �2) et � � N (�; � 2), on considère le test
pour H0 : � = 0; on choisit � = 0: Donc le facteur de Bayes est :

B�
10 (x) =

m1(x)

f (x j � = 0)

=
�p

�2 + � 2
� exp f�x

2�2 (�2 + � 2)g
exp f�x2�2�2g

=

s
�2

�2 + � 2
� exp

�
� 2x2

2�2 (�2 + � 2)

�
La probabilité a posteriori s�en déduit immédiatement

� (� = 0=x) =

"
1 +

1� �0
�0

�
r

�2

�2 + � 2
exp

�
� 2x2

2�2 (�2 + � 2)

�#�1

En considérant le cas où �0 = 1
2
et � = � , on obtient la table (2; 3) en

fonction de Z = x
�
:

Z 0 0:68 1:28 1:96
p (� = 0=x) 0:586 0:528 0:484 0:244

Table(2;3) : probabilité a posteriori de �=0 suivant les valeurs de Z

Dans le cas où � = 10�, re�étant une information plus vague sur �. les
probabilités modi�ées sont données dans la table (2; 4).

Z 0 0:68 1:28 1:96
p (� = 0=x) 0:786 0:729 0:612 0:366
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Table(2;4) : probabilité a posteriori de � = 0 pour une loi a priori plus di¤use

L�utilisation de loi non informatives dans le contexte de la théorie des
tests est assez limitée. Comme nous l�avons remarqué ci-dessus le contexte
des tests n�est pas compatible avec une approche entièrement non informa-
tive, puisqu�ils présupposent une division de l�espace des paramètres en deux
sous-espaces (au moins). Cette incompatibilité est en fait plus fondamentale
car elle empêche l�utilisation de lois impropres dans les tests d�hypothèses
bilatérales.

L�interdiction de l�a priori impropre

La décomposition de la distribution a priori en deux sous a prior apporte
une di¢ culté reliée à l�a priori impropre ; en pratique, il existe une interdiction
de l�utilisation dans les tests si on utilise la représentation :

� (�) = P (� 2 �0)�0 (�) + P (� 2 �1)�1 (�)

Les poids de P (� 2 �0) et P (� 2 �1) sont signi�catifs si �0 et �1 sont des
densités de probabilité normalisé.

exemple 2.4.5 si x � N (�; 1) , H0 : � = 0 .
L�a priori impropre de Je¤rey

�1 (�) = 1:� (�) =
1

2
� I0 (�) +

1

2
� 1

� (� = 0=x) =
f (x=�)� (�)Z

R

f (x=�)� (�) d�

=

1p
2�
exp f�x2�2g

1p
2�
exp f�x2�2g+ 1p

2�

R +1
�1 exp

�
� (x� �)2�2

	
d�

� (� = 0=x) =
exp f�x2�2g

exp f�x2�2g+
R +1
�1 exp

�
� (x� �)2�2

	
d�

=
1

1 +
p
2� exp fx2�2g

� 1

1 +
p
2�
= 0:285

41



CHAPITRE 2. LES TESTS BAYÉSIENS

Cette probabilité a posteriori de H0 est majorée par
1�

1 +
p
2�
� = 0:285,

donc ne donne que très peu de chances à l�hypothèse nulle, même dans le
cas le plus favorable. A moins de changer l�échelle des comparaisons, donc
de modi�er le coût on acceptera rarement l�hypothèse nulle.

2.5 Comparaison avec la théorie classique

2.5.1 Test UMP et UMPU :

L�approche classique en théorie des tests est celle de Neyman-Pearson
exposée par exemple dans Lehmann (1986) sous le coût �0� 1�noté L1. On
considère la notion d�optimalité suivante.

Dé�nition 2.5.1 si � 2 ]0; 1[ et sous la contrainte

sup
�2	0

E� [L (�:'=x)] = sup
�2	0

P� (' (x) = 0) � �

Un test ' est dit uniformément plus puissant au niveau � (UMP ) s�il mi-
nimise le risque E� [L (�; ' (x))] uniformément sur 	1: Cette notion d�opti-
malité est en fait plus faible que la notion d�admissibilité qui sera développée
après, car le coût envisagé ici est d�une certaine manière bidimensionnel du
fait de la restriction sur le risque de première espèce sup	0 [L (�; ')] ;cette
restriction est en générale nécessaire pour obtenir un test optimal mais :
(i)elle conduit à une dissymétrie entre hypothèse nulle et alternative qui se
transmet dans les tests par un comportement peu naturel.
(ii) elle nécessite le choix du niveau � par le décideur indépendamment du
coût (puisque travaillant avec le coût L1).
(iii) elle n�aboutit pas nécessairement à une réduction su¢ sante de l�ensemble
des estimateurs. Pour permettre de sélectionner un estimateur optimal il faut
parfois introduire de nouvelles restrictions.

Proposition 2.5.1 dans le cas simple où l�hypothèse nulle et alternative
sont ponctuelles H0 : � = �0 et H1 : � = �1, le paramètre de Neymann-
Pearson établit qu�il existe des tests UMP et qu�ils sont de la forme

' (x) =
n
1 si f(x=�1) < kf(x=�0)
0 sinon
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k étant relié au seuil � considéré (voir Lehmann , 1986) ; dans le cas des fa-
milles à rapport de vraisemblance monotone pour lesquelles il existe une sta-

tistique T (x) telle que
f
�
x=��
�

f (x=�)
soit croissante en T (x) pour ��> � , Kerlin

et Rubin (1956) ont montré l�extension suivante (voir Lehmann,1986,p79):

Proposition 2.5.2 soit f (x=�) à rapport de vraisemblance monotone en
T (x) pour H0 : � � �0 et H1 : � > �0. Il existe un test UMP de la forme :

' (x) =

8<:
1 si T (x) < c

 si T (x) = c

0 sinon

� et c étant déterminés par :

E	0 [' (x)] = 1� �

Remarquons d�autre part qu�un cas important de familles à rapport de
vraisemblance monotone est fournir pour les familles exponentielles puisque :

f
�
x=��
�

f (x=�)
=
exp

�
��x�  

�
��
�	

exp f�x�  (�)g =
exp

��
��� �

�
x
	

exp
�
 
�
��
�
�  (�)

	
Pfanzagl (1968) a aussi montré que l�existence d�un test UMP pour toutes les
tailles d�échantillon et un seuil � donné ; implique que la famille considérée
est exponentielle.

Proposition 2.5.3 soient x � P (�) et H0 : � � �0 et H1 : � > �0 ,
pour m observations indépendantes de cette loi ;une statistique exhaustive est
S =

P
i xi � P (m�) et d�après la proposition (2:5:2) un test UMP est donné

par

' (x) =

8<:
1 si S < k

 si S = k
0 sinon

Pour
E�0 [' (x)] = P�0 (S < k) + 
P�0 (S = k) = 1� �
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La proposition (2:5:2) souligne un problème majeur de l�approche de
Neaman-Pearson à savoir que tous les seuils ne sont pas accessibles à moins de
recourir à la randomisation ; en e¤et puisque l�espace des décisions est réduit
à D = f0; 1g, si ' (x) = 
 ; on répondra ' (x) = 1 avec la probabilité �. Une
telle approche est évidemment incompatible avec le principe de vraisemblance
bien qu�elle n�apparaisse pas dans le cas où T (x) est continue. D�autre part,
la proposition (2:5:2) ne s�applique qu�aux hypothèses unilatérales. Dans le
cas d�hypothèse bilatérale on a cependant (Lehman , 1986 , pp.101-103) :

Proposition 2.5.4 soient

f (x=�) = h (x) exp f�T (x)�  (x)g

et H0 : � � �1 ou � � �2, H1 : �1 � � � �2. Il existe alors un test UMP
de la forme

' (x) =

8<:
o si c1 < T (x) < c2


i si T (x) = ci (i = 1; 2)
1 sinon

avec (i = 1; 2) et E�i [' (x)] = 1 � � . Mais il n�existe pas de test UMP
pour le cas symétrique i.e , H0 : �1 � � � �2 ce qui est choquant et jette
un doute sur les prétentions à la cohérence d�une telle approche bayésienne,
dans ce cas il faut se restreindre au tests uniformément plus puissants
sans biais (UMPU) i.e, ce qui véri�ent

sup
	0

E� [L (�; ' (x))] � inf
	1
E� [L (�; ' (x))]

Donc renforcent la dissymétrie entre H0 et H1:

2.5.2 La p-valeur

Les praticiens ont tenté de répondre à plusieurs critiques et désavantages
de l�approche de Neyman-Pearson en faisant disparaître le seuil de signi�ca-
tion � et en proposant une réponse alternative à valeur dans [0; 1].

Dé�nition 2.5.2 Etant donné un test d�hypothèse, on appelle p-valeur as-
sociée à une observation x, le plus petit seuil pour lequel cette observation
conduirait au rejet de l�hypothèse nulle. Si on note R� la région de rejet au
niveau du test au seuil � alors :

p (x) = inf f�; x 2 R�g
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La p-valeur est donc considérée comme une mesure de la crédibilité à attacher
à l�hypothèse nulle. La décision de rejeter ou de ne pas rejeter l�hypothèse
nulle est alors prise à la lumière du nouveau degré de conviction entretenu à
l�égard de l�hypothèse nulle et des conséquences consécutives aux erreurs de
première et seconde espèces.

Calcul de la p-valeur : puisque la région critique (i.e la région de rejet
de H0 du test) est de la forme fjxj > kg, la p-valeur est donnée par :

p (x) = inffjxj>k�g� = px (jXj > jxj) x � N (0; 1)

= 1� px (jXj < jxj)
= 2 [1� � (x)]

Par conséquent, si x = 1:68; p (x) = 0:10 et, si x = 1:96; p (x) = 0:05
Les p-valeurs sont donc des statistiques acceptables d�un point de vue

fréquentiste, suivant les directives d�approche conditionnelle, suggérées par
Kiefer (1977) et Robinson 1979:
L p-valeur n�a pas de justi�cation intrinsèque, car sa prétendue "optima-

lité" découle de celle des procédures de test, dont elle est dérivée. En un sens,
la même remarque s�applique aux probabilités a posteriori, car bien qu�elles
soient intuitivement justi�ables, celles-ci ne sont pas validées par un proces-
sus de décision. Dans la section suivante nous construisons une alternative à
l�approche de Neyman-Pearson pour justi�er les probabilités a posteriori et
la p valeur.

2.6 Une seconde approche décisionnelle

2.6.1 Equivalence de la problématique

On considère le même problème du test d�hypothèse de la première ap-
proche de la théorie des tests (on observe la valeur x du vecteur X avec la
densité f (x=�) et on désire une conclusion sur les hypothèses

H0 : � 2 	0 contre H1 : � 2 	c0 (2.2)

Où 	0est un sous ensemble d�espace de paramètre 	 . Le test H0 : � 2 	0
contre H1 : � 2 	1 où 	1 6= 	c0et on va estimer la fonction I	0 (�)).
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L�exécution de l�estimateur de décision � (x) est évaluée avec le respect
de la fonction de coût suivante :

L (�; �) = d (I	0 (�)� � (x)) (2.3)

où la fonction d (t) est minimale lorsque t = 0, non décroissante pour t > 0 et
croissante pour t < 0. Comme l�estimateur n�est pas une décision entre H0 et
H1: Donc on fait une évaluation de H0 plutôt que de tirer une conclusion sur
H1 ; on essaie d�estimer I	0 (�) avec � (x) ; lorsqu�on considère le paramètre
I�0 (�) comme une mesure de la précision de test, l�estimateur � (x) a une
interprétation que les grandes valeurs de soutient H0 et les petites valeurs de
soutient H1 sont un ùpeu comme la p-valeur.
Bien que (2; 2) et (2; 3) dé�nissent un problème général d�estimation dans

les tests d�hypothèses, on envisage que dans les cas spéciaux on utilise les
coûts de la forme :

Lk (�; �) = jI	0 � � (x)jk k = 1; 2 (2.4)

Avec la fonction de risque associée :

Rk (�; �) = E�

�
jI	0 (�)� � (x)jk

�
k = 1; 2

Si k = 1
L1 (�; �) = j�� I	0 (�)j

avec l�estimateur de Bayes associé :

�� (x) =

�
1 si P � (� 2 	0=x) > P � (� =2 	0=x)

0 sinon

Si k = 2
L2 (�; �) = (�� I	0 (�))

2 (2.5)

amène à des estimateurs plus adaptatifs, puisque la proposition suivante,
présente l�estimateur de Bayes sous le coût L2:

Proposition 2.6.1 sous le coût L2, l�estimateur de bayes associé à � est la
probabilité a posteriori �� (x) = P � (� 2 	0=x).
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Preuve on a :
P � (� 2 �0=x) = E� [I�0 (�) =x]

E�
�
(I�0 (�)� � (x))2 =x

�
= E�

�
(I�0 (�))

2 � 2� (x) I�0 (�) + (� (x))2=x
�

= E�
�
(I�0 (�))

2=x
�
� 2� (x)E� [I�0 (�) =x] + [� (x)]2

= �2 (x)� 2E� [I�0 (�) =x]� (x) + E�
�
(I�0 (�))

2=x
�

Le minimum de coût a posteriori est e¤ectivement atteint par

�� (x) = E� [I�0 (�) =x] = P � (� 2 �0=x)

En e¤et , la moyenne a posteriori de I	0 (�) donne exactement la probabi-
lité a posteriori ; le coût L2 fournit donc une approche décisionnelle justi�ée
qui redonne le coût � 0�1�pour des estimateurs restreints à f0; 1g et surtout
conduit à la probabilité a posteriori comme estimateur de Bayes, de tels coût
seront dits propres (Lindley 1985). Il existe d�autres coûts propres que L2 ;
mais Hwang et Pemantle (1990) ont montré qu�il su¢ t d�examiner le coût
quadratique en terme d�admissibilité et de classe complète ; bien qu�il existe
une connexion technique entre l�approche de la théorie de décision avec le
coût d�erreur absolue de la théorie de Neyman-Pearson, les réponses sont
di¤érentes dans la théorie de Neyman-Pearson où l�objectif est de maximiser
la puissance pour le seuil � �xé, alors qu�ici l�objectif est d�estimer I	0 (�) en
utilisant le coût L2:
Dans notre test d�hypothèse nous évaluons � (x) comme un estimateur de

I	0 (�) par l�utilisation de coût (2,4).
Un autre apport important est l�interprétation de l�intervalle de con�ance

usuel en termes naturels. Dans le cadre bayésien, cet intervalle est habituel-
lement appelé "intervalle de crédibilité", ce qui rend compte explicitement
de la di¤érence d�interprétation.

2.7 Les régions de crédibilités

Une perspective conduit à la même étude critique des régions usuelles ;
à la suite de Stein (1962) et Lindley (1962), Brown (1966) et Joski (1967)
ont montré que ces régions C0x ne sont pas optimales au sens qu�elles existent
telle que :

P0
�
� 2 C�x

�
� P�

�
� 2 C0x

�
et V ol

�
C�x
�
� V ol

�
C0x
�
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Par conséquent, l�ensemble C�x est préférable puisque pour un volume infé-
rieur ou égale, il donne une plus grande probabilité de contenir la vraie valeur
du paramètre.

Dé�nition 2.7.1 pour une loi a priori �, un ensemble Cx est dit région �-
crédible. Si P � (� 2 Cx=x) � 1� � cette région est dite région ��crédible
PHDP (pour plus haute densité a posteriori ) se peut s�écrit sous la forme

f� , � (�=x) > k�g � C�x � f� ; � (�=x) � k� g

où k�est la plus grande borne telle que :

P � (� 2 C�x =x) � 1� �

Le fait de se restreindre à la région PHDP est motivé par une recherche
de précision maximale, puisque les ensembles PHDP minimisent le volume
parmi les régions ��crédibles.

exemple 2.7.1 si � � N (0; � 2) et �=x � N (� (x) ; ��2)
Avec �2 = ��2 + ��2 et � (x) = �2x

(�2+�2)
alors :

C�� =
�
� (x)� k��

�1;� (x) + k��
�1�

où k� est le fractile d�ordre �
2
de N (0; 1) ; en particulier si � tend vers +1,

� (�) tend vers la loi uniforme généralisée et donne

C� = [x� k��;x+ k��]

qui est un intervalle usuel.
L�intervalle de crédibilité à 95% est :

C0:05 = [x� 1:96�;x+ 1:96�]

2.8 La considération de la fonction de coût

Pour le problème de test d�hypothèse

H0 : � 2 �0 contre H1 : � 2 �c0 (2.6)
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2.8. LA CONSIDÉRATION DE LA FONCTION DE COÛT

nous étudions maintenant les formes raisonnables pour la fonction de
coût L (�; �) pour évaluer la valeur de l�estimateur � (x) de I�0 (�), (voir
Juinn Tzon Hwang, George Casella, Christian Robert, Martin T, Wells et
Roger H.Farrell 1992). Depuis que notre paramètre intéressé eu plus que
deux valeurs, la fonction de coût est donnée par :

L (�; �) =

�
L (1; � (x)) si � 2 �0
L (0; � (x)) si � =2 �0

Le coût a posteriori attendu pour les fonctions de coût précédentes sachant
X = x est :

E (L (�; � (x)) =X = x) =

Z
�

L (�; � (x))� (�=x) d�

= L (1; � (x))P (� 2 �0=x) + L (0; � (x))P (� 2 �c0=x)

où

� (�=x) =
f (x=�)� (�)Z

�

f (x=�)� (�) d�

Et la distribution a posteriori est :

P (� 2 �0=x) =
Z
�0

� (�=x) d�

La borne stratégique bayésienne dit la vérité, et le bon estimateur de
I�0 (�) est la bonne évaluation bayésienne de la probabilité de son apparition,
donc L (�; � (x)) est propre si :

min
�(x)

E [L (�; � (x)) =X = x] = E [L (�; P (� 2 �0=x)) =X = x]

Comme exemple, il y a un risque équivalent entre les tests randomisés et
l�estimateur de I�0 (�). Ce fait explique en partie pourquoi L (�; � (x)) =
j� (x)� I�0 (�)j ce qui conduit à la solution de Bayes 0�1. Cette équivalence
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est simple à voir si on écrit le risque de la règle de décision � (x) comme suit :

R (�; � (x)) =

+1Z
�1

jI�0 (�)� � (x)j f (x=�) dx

= I�c0 (�)

+1Z
�1

� (x) f (x=�) dx+ I�0 (�)

+1Z
�1

(1� � (x)) f (x=�) dx

Il est également possible dans les conditions de régularité d�établir une
réciproque, c�est que le coût L1 est le seul coût en vertu du quel il y a une
correspondance entre l�estimateur de I�0 (�) et les tests randomisés.
Le fait que le coût L1 ce qui est si étroitement lié au coût 0�1 de Neymann

Pearson conduit au les estimateurs qu�ils ne seront pas lisses.

2.9 Deux optimalités : minimaxité et admis-
sibilité

Cette section est consacrée à deux notions fondamentales de la théorie
de la décision bayésienne à savoir la minimaxité et l�admissibilité. la logique
fréquentistes n�est pas assez réductrice pour conduire à un seul estimateur
optimal, bien que nous nous intéressions surtout aux aspects bayésiens de la
théorie de la décision, Il est nécessaire malgré tout d�étudier ces notions en
détail parce qu�elles montrent que les estimateurs de Bayes sont souvent opti-
maux (minimax et admissibles) et devraient donc être utilisés même lorsque
l�information a priori est omise.

2.9.1 La minimaxité

Pour démontrer la règle minimax sous le coût L1 ou L2 nous déclarons le
résultat dans le théorème suivant :

Théorème 2.9.1 pour le problème de test d�hypothèse (2,6) avec la densité
continue f (x=�) et le coût (2,4), on suppose que 	0et 	1 ont un point limite
commun. Si 0 � � � 1 est une décision

max
�
E� (Lk (�; �)) � max

�
E� (Lk (�; �0))
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où �0 (x) =
1
2
, si k > 1, donc �0 est unique minimax par conséquent

admissible .

Preuve la démonstration utilise les applications standards du théorème de
convergence bornée et l�inégalité de Liaponov et il est valable pour tout k� 1
car si � est dominée par une autre décision �0, on dit que � est inadmissible ;
c-à-d :

Lk (�; �) � Lk (�; �0) , 8 �; 9 �� : Lk
�
��; �
�
> Lk

�
��; �0

�
D�autre part, on dit qu�une partie  0 ( 0 � 	) ; est complète si, 8 � =2  0, il
existe �0 2  0 qui domine � donc :

jI�0 (�)� � (x)jk � jI�0 (�)� � (x)jkZ
�

Lk (�; �) f (x=�) dx �
Z
�

Lk (�; �0) f (x=�) dx

donc
E� [Lk (�; �)] � E� [Lk (�; �0)]

où
max
�
E� [Lk (�; �)] � max

�
E� [Lk (�; �0)]

l�unicité de �0 résulte de la stricte convexité du coût si k > 1:
Il est intéressant de noter que la p-valeur est un estimateur minimax sous

L1, donc malgré que la minimaxité ne prouve pas une propriété intéressante
pour L2, il fournit une propriété optimale de la p-valeur sous L1:

2.9.2 Le théorème de classe complète sous L2
On caractérise la classe complète de règle de décision pour les deux pro-

blèmes de test unilatéral et bilatéral
Unilatéral H0 : � � �0 contre H1 : � > �0
Bilatéral H0 : � 2 [�0; �1] contre H1 :� 2 [�0; �1]c :
Où �0 et �1 sont des spéci�ées.
Pour le théorème des classes complètes, on considère la famille d�expo-

nentielle. On observeX = x, oùX a la densité dans la famille d�exponentielle
uni paramètre, depuis les estimateurs qui sont des fonctions de la statistique

51



CHAPITRE 2. LES TESTS BAYÉSIENS

T (x) forment une classe complète. On suppose que les fonctions de densités
dé�nies sur R l�éventail de T sont :

f (t=�) = exp f�t�  (�)g (2.7)

où

exp (x) =

Z
R

exp f�tg d� (t) ; � 2 � (2.8)

Car les résultats sont valides dans le problème de cas discret et continu. Les
règles de la classe complète sont généralisées essentielles. L�estimateur de
Bayes après la modi�cation de l�espace de paramètre pour la troncation qui
nous le dé�nie maintenant dans le problème unilatéral. L�intervalle [t1; t2] est
un ensemble de troncation pour l�estimateur �.
Si t < t1 implique � (t) = 1 et t > t2 implique � (t) = 0
Dans le problème bilatéral l�intervalle [t1;t2] est un ensemble de troncation

pour l�estimateur � si t2 [t1; t2]c implique � (t) = 0:

Théorème 2.9.2 dans le problème bilatéral

H0 : � 2 [�0; �1] contre H1 : � 2 [�0; �1]c (2.9)

Un estimateur � d�ensemble de troncature [t1; t2] est admissible sous le coût
L2, s�il existe une mesure de probabilité �0 sur [�0; �1] et une mesure ���nie
�1 sur (]�1; �0] [ [�1; +1[) pour tout t1 < t < t2Z

f (t=�)�1 (d�) <1 (2.10)

Et

� (t) =

R
f (t=�)�0 (d�)R

f (t=�)�0 (d�) +
R
f (t=�)�1 (d�)

(2.11)

Contrairement si � est admissible donc il existe un ensemble de troncation
[t1; t2], une mesure de probabilité �0 sur [�0; �1] et une mesure ���nie �1
sur (]�1; �0] [ [�1; +1[) de telle sorte que (2; 10) et (2; 11) pour tout t 2
(t1; t2).

Preuve Premièrement on établit quelques notions préliminaires et les lemmes
suivants :
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Lemme 2.9.1 Pour le coût L2, si �� est bon que � et � a un ensemble de
troncation [t1; t2], donc � (t) = ��(t) pour t < t1 et t > t2:

Pour montrer le bon résultat possible, il est nécessaire de modi�er l�espace
de paramètres. On discute de cela pour le problème bilatéral ; soit :

I0 = f(0; �) : �0 � � � �1g

et
I1 = f(1; �) : � � �0 ou � � �1g

de�nit
R1 (�; �) = E

�
1[�0:�1] (�)� � (x)

�2
R2 [(i; �) ; �] = E� (1I0 (0; �)� � (x))2 , (i; �) 2 I0

et
R [(i; �) ; �] = E� (1� 1I0 (i; �)� � (x))2 , (i; �) 2 I1

car R2 (:; �) peut être obtenue comme limite de R1 (:; �). Le lemme suivant
est facile à véri�er.

Lemme 2.9.2 � est admissible pour tous risque R1 si est seulement si � est
admissible pour le risque R2.

Aujourd�hui, on retourne à la démonstration du théorème précédent ; pour
ça, on suppose que � (x) est un estimateur admissible, pour Brown [(1986),
proposition 4A, 7 et théorème 4A , 12] il existe une séquence a priori �nie
(u0j; u1j) concentrée sur les sous ensembles �nis tels que les estimateurs de
Bayes �uj (t) convergent vers � (t) presque surement. Le cas spécial � � 0 est
évident, et suppose que E (� [T (X)]) > 0, par le théorème de convergence
dominé

lim
j!1

E��
uj [T (X)] = E�� [T (X)]

de sorte que j soit grand , �uj (t) > 0 avec mesure positive, par conséquent
u0j ([�0; �1]) � 0 et par la renormalisation, on suppose que u0j ([�0; �1]) = 1:

L�ensemble convexe C�= ft; limj!1 sup

Z
exp (t� �  (�))u1j (d�) <1g

est un intervalle. Clairement de (2; 11) pour presque tout t n�étant pas dans
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C�, � (t) = 0 ; suppose C = [t1; t2] être la fermeture de C� et utilise C comme
une ensemble de troncation à partir de (2; 11), pour presque tout t1 < t < t2 :

0 � lim
j!1

�uj (t) = � (t)

Si nécessaire par le choix de séquence, on peut supposer que u0j converge
vers la mesure de probabilité u0 faiblement tel que :

lim
j!1

Z
f (t=�)u0j (d�) =

Z
f (t=�)u0 (d�)

Il s�ensuit, pour presque tout t1 < t < t2, que :

lim
j!1

Z
f (t=�)u1j (d�)

existe et elle est �nie, donc si t1 < t2, donc l�argument standard peut être
utilisé pour voir qu�il existe une mesure de limitation ���ni u1, lel que : si
u1j ! u1 et t1 < t < t2 donc

lim
j!1

Z
exp (�t�  (�))uij (d�) =

Z
exp (�t�  (�))uj (d�) i = 1; 2

Donc pour presque tout t1 < t < t2, � (t) peut être exprimée comme dans
(2; 11) , instituant la deuxième partie du théorème, la première partie du
théorème résulte du lemme 2 et l�unicité de l�estimateur de Bayes généralisé
comme un minimisant du risque de Bayes généralisé.
Comme mentionné précédemment le point essentielle du théorème précé-

dent et la classe complète ont été donnés par l�estimateur de Bayes généralisé ;
dans la partie suivante on applique cette stratégie sur la p-valeur.

2.9.3 La considération d�admissibilité sous le coût L2
Ici, on retourne à l�exploration du comportement de la p-valeur, et trouver

des résultats intéressants sous le coût L2:
Dans le problème du test unilatéral, la p-valeur est dans plusieurs cas

admissible sous le coût L2, et la p-valeur est une mesure raisonnable de la
précision. Et dans le cas bilatéral la p-valeur est inadmissible mais di¢ cile à
dominer. Malgré que la p-valeur est inadmissible, elle ne peut pas être dominé
par aucun bon estimateur de Bayes.
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Les exemples d�admissibilité dans le problème unilatéral

Dans les deux exemples suivants, l�admissibilité de la p-valeur peut être
simple à établir.

Théorème 2.9.3 pour le problème de test d�hypothèse unilatéral de

H0 : � � �0 contre H1 :� > �0

Avec la fonction de coût

L2 = (�� I�0 (�))
2

Soit X1; X2; � � � ; Xn être (i.i.d ) n (�; 1) la p-valeur

p (x) = p�0
�
X > x

�
= 1� �

�p
n (x� �0)

�
est admissible, où X est la moyenne de X1; X2; � � � ; Xn avec la valeur obser-
vée x:

Preuve utilisation de la su¢ sance, on peut supposer n = 1. Notons que la
p-valeur est de Bayes généralisé à l�égard de la mesure de Lebesgue avant [ il
y a aussi une limite des estimateurs de Bayes contre la séquence de l�a priori
n (�0; r) lorsque r ! 1 ]. En outre, le risque (généralisé) de la p-valeur est
�nie, par conséquent la p-valeur est admissible.
Nous avons maintenant établir l�admissibilité de la p-valeur pour certaines

distributions discrètes en utilisant une méthode similaire, nous résumons ces
résultats dans le théorème suivant.

Théorème 2.9.4 pour le problème du test bilatéral de (2,9) avec la fonction
de coût L2.
a / si f (x=�) est une binomiale des paramètres (n; �), la p-valeur p (x) est :

p (x) = p�0 (X � x) =

nX
k=x

�
n

k

�
�k0 (1� �0)

n�k

est admissible.
b / si f (x=�) est une poisson du paramètre (�), la p-valeur p (x) est :

p (x) = p�0 (X � x) =
1X
k=x

e��0�k0=k!

est admissible.
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Preuve pour (a) : envisager la généralisation 1
�
densité a priori qui correspond

à l�estimateur de Bayes généralisé p (x). Le fait que cet estimateur a de risque
de bayes généralisé �nie découle du fait que l�estimateur

� (x) =

�
1 si x = 0
0 sinon

A de risque de Bayes généralisé �ni, ainsi p (x).
Pour (b) : peut être établie similairement en considérant une nouvelle

densité généralisé a priori 1
�
.

Dans les deux cas de binomial et poisson , la généralisation à un échantillon
iid est immédiate, en plus dans le cas de problème du test unilatéral, la
p-valeur est admissible comme un estimateur de I]�1;�0[ (�).

2.9.4 L�admissibilité dans le problème bilatéral

Le théorème de la classe complète (théorème 2.9.2) nous donne un
outil puissant pour explorer l�admissibilité de la p-valeur dans le problème
de bilatéral. Le théorème suivant nous donne des conclusions décisives sur
l�inadmissibilité de la p-valeur et c�est une corollaire du théorème 2:9:2.

Théorème 2.9.5 Pour le problème des tests d�hypothèse bilatéral

H0 : � 2 [�0; �] contre H1 : � 2 [�0; �1]c

Avec la fonction de coût L2, on suppose que l�estimateur ' (T (x)) > 0 est
continu, non constant et pour quelque valeur x0 ' (T (x0)) = 1 ; donc ' est
inadmissible.

Preuve Si ' était admissible alors presque surement (2; 10) depuis ' > 0.

Pour tout x
Z
f (x=�)� (d�) < 1 pour presque tout x, donc le bilatéral de

(2; 10) est continu en x et donc l�égalité pour tous x dans le support de X,
depuis f (x=�) > 0, ' (T (x0)) = 1 pour tout x, une contradiction.
Le résultat du théorème précédent nous permet aujourd�hui de répondre

à la question d�admissibilité de la p-valeur.
Malgré que le théorème 7 est négatif à son évaluation de la p-valeur,

aujourd�hui on va voir un cas spécial de test d�hypothèse de point nul sur
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une moyenne normale et on trouve que la p-valeur ne peut être dominée
par toute autre procédure appropriée de Bayes.Donc comme la p-valeur est
inadmissible pour le test d�hypothèse de point nul, il est di¢ cile d�exposer le
bon estimateur et il su¢ t de considérer le cas d�une observation.

Théorème 2.9.6 pour tester l�hypothèse

H0 : � = �0 contre H1 : � 6= �0

Basé sur une observation X de la densité n (�; 1) et utiliser la fonction de
coût L2. La p-valeur ne peut être dominé par aucun règle de Bayes.

Preuve En supposant, sans le coût généralisé, que � = 0, l�estimateur de
Bayes pour ce problème est de la forme :

�� (x) =
�0f (x=0)

�0f (x=0) + (1� �0)

Z
f (x=�) g (�)u (d�)

où f (x=�) est la densité n (�; 1) et

+1Z
�1

g (�)u (d�) = 1, voir (la section 2 de

Juinn Tzon Hwang, George Casella, Christian robert (1992)), et la p-valeur
est donnée par

p (x) = p (jXj � x) = 2 (1� � (x))

On considère les 3 cas :
Cas 1 : �0 = 1, dans ce cas �

� (x) = 1, lorsque � !1 , R (�; p (x)) ! 0
mais R (�; �� (x)) = 1, pour � 6= 0, donc � (x) ne peut pas dominer p (x) :
Cas 2 : �0 = 1, dans ce cas �

� (x) = 0; donc R (0; ��) = 1 > R (0; p (x)) =
1
3
, et �� (x) ne peut pas dominer p (x).
Cas 3 : 0 < �0 < 1, nous montrons que lorsque � ! 1, R (�; p (x))

devient plus petit que R (�; �� (x)). Premièrement on note que jxj > a > 0,
�� (x) > p (x) , ceci découle de fait que :

�� (x) � �0f (x=�0)

�0f (x=�0) + (1� �0)f (x=�)
> p (x) (2.12)

pour jxj su¢ samment grand, où b� = x est l�estimateur de maximum de
vraisemblance de �: Pour � 6= �0, la di¤érence de risque est donnée par

E�(If�0g (�)� �� (x))2 � E(1f�0g (�)� p (x))2 = E�
�
�� (x)2 � p (x)2

�
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et pour (2; 12), par continuité il existe " > 0, tel que �� (x)2 � p (x)2 > "
pour toute a < jxj < a+ ", par conséquent

E�
�
�� (x)2 � p (x)2

�
� "P� (a < jxj < a+ ")� P� (jxj < a)

Cette borne inférieure est positive pour � grand

P� (a < jxj < a+ ")

P� (jxj < a)
!1 , lorsque � !1

Par la règle de L�hôpital et par conséquent la di¤érence de risques est stric-
tement positive pour � grand et �� (x) ne peut pas dominer p (x) :
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Chapitre 3

Méthodes adaptatives
bayésiennes dans les essais
cliniques

3.1 Introduction

La recherche clinique est une activité médicale visant à améliorer la
connaissance soit d�une maladie, soit d�une thérapeutique. La recherche cli-
nique concerne l�être humain. En pharmacologie, la recherche clinique est
dominée par les études du médicament administré à l�homme dans le cadre
des essais cliniques (essais cliniques ou évaluations cliniques).
Chronologiquement, les essais cliniques se déroulent après les études dites

de pharmacologie expérimentale, qui se déroulent en laboratoire (stade pré-
clinique). Les études chez l�homme obéissent à une technique (méthodologie
des essais cliniques), à une législation et à une éthique. Ces études peuvent
se dérouler soit en médecine de ville, soit dans les centres hospitaliers, soit
dans des structures de recherche agrées publiques ou privées.
Pour une classe de loi a priori conjuguée nous donnons les distributions a

posteriori et les intervalles de crédibilité a posteriori des paramètres d�inté-
rêt nécessaires pour montrer la supériorité d�un traitement ou l�équivalence
des traitements. Nous explicitons aussi les distributions prédictives qui per-
mettent de choisir les e¤ectifs ou de prendre une décision d�arrêter l�expé-
rience dans le cas des analyses intermédiaires, voir (Khadidja ELQASYR
(2008)).
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3.2 Les essais cliniques

Les essais cliniques sont des études médicales statistiques e¤ectuées chez
l�homme pour prouver la validité d�un nouveau traitement. La réalisation
d�essais cliniques est une étape essentielle du développement de nouveaux
médicaments. Un essai clinique permet d�étudier et de s�assurer des proprié-
tés de molécules a�n de pouvoir en faire, par la suite, un usage sécurisé et
responsable. Ces molécules présenteront, peut être, un nouveau progrès thé-
rapeutique pour des centaines de milliers de patients et pour le corps médical.
Les essais cliniques sont le plus souvent pratiqués en recherche médicale ou

biomédicale, mais d�autres disciplines cliniques, telle la psychologie, mènent
des travaux de recherche dans le but d�évaluer - ou habituellement de com-
parer - des interventions. Les essais cliniques sont envisagés sous l�angle de la
recherche biomédicale et surtout des essais pharmaceutiques. Les recherches
qui réalisent des essais cliniques poursuivent divers objectifs de di¤érentes fa-
çons. De tels essais peuvent comprendre des questions indirectement reliées à
une thérapie (rapport coût - e¢ cacité, méthodisme des médicaments,� � � etc:).

3.3 Les di¤érentes phases d�un essai clinique

Ce n�est qu�après les multiples étapes du développement préclinique que
les premiers essais thérapeutiques sur l�homme peuvent être réalisés. On parle
alors de développement clinique. Les essais cliniques (ou essais thérapeu-
tiques) sont une étape obligatoire et systématique du développement d�un
médicament. Ils permettent de préciser l�e¤et d�un traitement chez l�homme,
d�en déterminer l�e¢ cacité ainsi que les éventuels e¤ets indésirables.
On distingue 4 phases dans les essais cliniques.
Phase I
Lors de la phase I, les essais sont généralement réalisés chez le volontaire

sain, ces essais ont lieu dans des centres spécialisés qui ont reçu un agrément
de la part des autorités de santé. Ces études ont deux objectifs majeurs :
Premièrement : il s�agit de s�assurer que les résultats concernant la toxicité

obtenus lors du développement préclinique, sont comparables à ceux obtenus
chez l�homme. Cela permet de déterminer quelle est la dose maximale du
médicament en développement tolérée chez l�homme.
Deuxièmement : il s�agit de mesurer via des études de pharmacocinétique,

le devenir du médicament au sein de l�organisme en fonction de son mode
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d�administration (absorption, di¤usion, métabolisme et excrétion).
Phase II
Les essais de phase II ont pour objectif de déterminer la posologie op-

timale du produit en terme d�e¢ cacité, et de tolérance sur une population
limitée et homogène de patients (quelques centaines). Les interactions médi-
camenteuses ainsi que la pharmacocinétique font parfois l�objet d�études dès
cette phase.
Phase III
Ces essais de plus grande envergure sont conduits sur plusieurs milliers de

patients représentatifs de la population de malades à laquelle le traitement
est destiné.
Il s�agit d�essais comparatifs au cours desquels le médicament en déve-

loppement est comparé à un traitement e¢ cace déjà commercialisé ou, dans
certains cas, à un placebo, c�est à dire un traitement sans activité pharma-
cologique.
Cette comparaison se fait le plus souvent, en double insu et avec tirage au

sort, c�est-à-dire que les traitements sont attribués de manière aléatoire sans
que le patient et le médecin chargé du suivi soient informés de quelle attri-
bution ils font l�objet. Ces essais visent à démontrer l�intérêt thérapeutique
du médicament. C�est à l�issue de la phase III que les résultats peuvent être
soumis aux autorités algériennnes de santé pour l�obtention de l�autorisation
de commercialisation.
Phase IV
Les essais de phase IV sont réalisés une fois le médicament commer-

cialisé, sur un nombre de patients souvent très important (jusqu�à plusieurs
dizaines de milliers de personnes). Ils permettent d�aprofondir la connais-
sance du médicament dans les conditions réelles d�utilisation et d�évaluer à
grande échelle sa tolérance.
La pharmacovigilance permet ainsi de détecter des e¤ets indésirables très

rares qui n�ont pu être mis en évidence lors des autres phases d�essai.

3.4 L�adaptativité dans les essais cliniques

La majeure partie de cette section est consacrée à la détractation de la
subtilité de l�approche bayésienne, et la distinction des approches fréquen-
tistes correspondantes. Cependant, nous nous arrêtons ici pour décrire ce que
nous entendons par le mot "adaptative". Il y a un grand nombre d�inno-
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vations récentes en matière d�essais cliniques qui vont sous ce nom à la fois
fréquentiste et bayésien mais il ne sera peut être pas surprenant à ce stade
que les deux camps a¢ chent le terme plutôt di¤éremment.
Préoccupé comme il se doit de l�erreur de première espèce, les fréquen-

tistes ont parfois appelé à une procédure pour modi�er les frontières d�arrêt
au �l du temps, tout en protégeant l�ensemble du taux d�erreur de première
espèce notée comme "adaptative". Plus récemment, plus récemment les fré-
quentistes et les bayésiens donnent une procédure sur la base des résultats de
l�essai. Mais bien sûr il s�agit d�un sérieux changement dans le design expéri-
mental, et donc celui qui doit être re�été dans le calcul d�erreur de première
espèce. En particulier, nous n�avons pas besoin de sélectionner la taille de
l�échantillon de première instance à l�avance (même si une taille maximale de
l�échantillon est souvent donnée). Mais tout cela soulève aussi la question de
la connaissance de quelques sortes d�adaptation que nous envisageons dans
nos épreuves. Ces deux questions sont liées, puisque la tâche à accomplir
dépend sur la phase. Mais il est certainement vrai que lors de la rédaction
actuelle, un grand nombre de taille d�échantillon non �xé est en cours d�exé-
cution à travers une variété de phases du processus de réglementation. Dans
les études de phase précoce, il semble plus important au point de vue éthique
d�être adaptative, car les patients sont souvent très malades, ce qui impose
un changement soudain de traitement à la fois plus nécessaire et peut être
plus fréquentiste.
L�étude de phase I de drogue est généralement sur la sécurité. Ce qui

signi�e dans ce dernier cas que la dose personnelle que reçoit le patient n�est
pas �xée à l�avance, mais plutôt déterminée par les résultats observés chez
les patients traités à ce jour, mais se révèle être en phase II. Nous avons
généralement chercher à établir l�e¢ cacité lorsque tous les patients peuvent
encore être protégés contre la toxicité de l�excès et encore contre la fata-
lité, c-à-d poursuivant un essai qui ne produira vraisemblablement jamais un
résultat signi�catif. Même si tous les patients disponibles pour les mesures
sont inscrits, on va discuter ci-dessous à nouveau l�adaptativité et arrêter
l�essai plus tôt si l�une des trois conclusions (e¢ cacité, toxicité ou futilité)
peut être atteinte au début. Dans la phase III, le besoin d�adaptativité doit
être réduit mais les traitements éthiques des patients utilisant ses données
requiertent de la �exibilité. L�essai particulier doit commencer par des doses
multiples pour une situation particulière, et avec l�intention qui consiste en
deux phases consécutives : La première détermine la dose appropriée, et la
deuxième pour comparer cette e¢ cacité avec les références standards, et alors
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il est possible de décider d�éliminer entièrement la phase III.
Finalement, l�adaptativité est nécessaire dans les essais cliniques, pour

adapter la dose, la fraction de randomisation, la taille totale de l�échan-
tillon...etc.

3.5 La comparaison entre l�approche bayésienne
et fréquentiste dans les essais cliniques

D�après (Shein-Chung Chow (2010)), cette section porte sur certaines
des di¤érences entre les approches bayésienne et fréquentiste. La liste des
di¤érences donne une vue unilatérale, néanmoins il y a de nombreuses si-
militudes entre les deux approches. Par exemple, les deux approches recon-
naissent la nécessité de contrôles lors de l�évaluation d�un traitement expé-
rimental. Pourtant, avec cet avertissement, voici quelques di¤érences princi-
pales entre les deux approches :
1/ Probabilités des paramètres : Tous les inconnus ont des distri-

butions de probabilité dans l�approche bayésienne. Mais dans l�approche fré-
quentiste, les probabilités sont dé�nies seulement sur l�espace de données. En
particulier les distributions de probabilité bayésiennes sont appelées distribu-
tions a priori et a posteriori. Les premières informations sur les paramètres
sont résumées des valeurs �xées avant que les données ne soient recueillies,
et que la dernière condition sur les données sont une fois observées.
2/ Utilisation de toutes les preuves disponibles : La quantité fon-

damentale d�inférence dans l�approche bayésienne est la distribution a poste-
riori des di¤érents paramètres inconnus. Cette distribution dépend de toutes
les informations actuellement disponibles sur ces paramètres. En revanche,
les mesures fréquentistes sont spéci�ques à une expérience particulière. Cette
di¤érence rend l�approche bayésienne plus attrayante dans ce sens. Une ap-
proche de la combinaison de données est la modélisation hiérarchique. Ceci
est particulièrement facile à mettre en oeuvre à partir d�un point de vue
bayésien, et conduit à l�emprunt de la résistance estimative à travers des
expériences similaires mais indépendantes. L�utilisation de modèles hiérar-
chiques pour combiner les données des études est une approche bayésienne
de méta-analyse.
3/ Condition sur les résultats e¤ectivement observés : Les infé-

rences bayésiennes dépendent de la présente étude que par les données réelle-
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ment observées, tandis que les mesures fréquentistes impliquent des probabi-
lités des données (calcul par le conditionnement sur des valeurs particulières
des paramètres inconnus) qui étaient possibles compte tenu de la conception
de l�essai, mais qui n�ont pas été observées réellement.
4/ Flexibilité : Les inférences bayésiennes sont �exibles en ce sens

qu�elles peuvent être mises à jour continuellement à mesure que les données
s�accumulent. Par exemple, la raison pour arrêter un essai a¤ecte des mesures
fréquentistes mais pas des inférences bayésiennes. Les mesures fréquentistes
exigent une expérience complète qui réalisée en fonction de la conception pré-
dé�nie. Certains fréquentistes ne sont pas entravés par de telles restrictions
et raisonnablement faites, mais les conclusions résultantes ne sont pas des
interprétations déductives claires. Dans une approche Bayésienne, la taille
de l�échantillon ne doit pas être choisie à l�avance. Avant un essai, la seule
décision nécessaire est de savoir si oui ou non on peut le démarrer.
L�analyse Bayésienne peut toujours être possible dans des situations où

les analyses ne sont pas fréquentistes.
5/ Rôle de la randomisation : Les essais commandés randomisés sont

la norme de la recherche médicale. C�est vrai indépendamment de l�approche
statistique. La randomisation réduit au minimum la possibilité de polari-
sation de choix, et elle tend à équilibrer les groupes de traitement sur les
covariables connues et inconnues. Il y a des di¤érences bayésiennes et fré-
quentistes de la randomisation. Dans ce dernier, la randomisation sert de
base à l�inférence, tandis que la base pour l�inférence dans l�approche bayé-
sienne est la probabilité subjective qui n�exige pas la randomisation.
6/ Probabilité prédictive : Une approche bayésienne permet de cal-

culer la probabilité prédictive. Les probabilités de futures observations sont
possibles dans une approche fréquentiste formelle que par le conditionne-
ment sur des valeurs particulières des paramètres. La moyenne bayésienne
de ces probabilités conditionnelles de plus des paramètres inconnus, utilisant
le fait que la probabilité sans condition est la valeur prévue des probabilités
conditionnelles.
7/ La prise de décision : L�approche bayésienne est idéale pour e¤et.

La conception d�un test clinique est un problème de décision de tirer une
conclusion d�un essai, telle que recommander une thérapie, pour tirer l�ar-
rêt du développement du dispositif est un problème de décision. Il y a des
coûts impliqués dans chaque problème pouvant survenir. Dans l�approche
bayésienne, ces coûts peuvent être comme une évaluation pour chaque ordre
possible de futures observations. La considération d�une décision particulière
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donnera lieu à une parmi une série de futures observations possibles, chacune
ayant des coûts et des avantages. Celles-ci peuvent être mis en balance par
leurs probabilités prédictives correspondantes.
8/ La faisabilité des méthodes bayésiennes : Toutes les procédures

fréquentistes traditionnelles peuvent être dérivées comme une extension di-
recte des procédures de base élémentaires utilisé en statistique inférentielle.
Et les procédures bayésiennes deviennent faciles à mettre en oeuvre. Nous
avons tout particulièrement développé les méthodes bayésiennes dans le cadre
de l�analyse de variance, qui est d�une grande importance pour l�analyse des
données expérimentales. Des procédures bayésiennes ont été développées dans
ce domaine, mais elle sont généralement considérées comme di¢ ciles à mettre
en oeuvre et ne sont pas incluses dans les logiciels statistiques habituels.

3.6 Règle d�arrêt

D�après (Robert (2006)). Au cours d�un essai, l�information s�accumule
progressivement au fur et à mesure des inclusions et du suivi des patients,
mais c�est seulement au terme de l�essai après avoir recruté l�e¤ectif prévu,
que la quantité d�information est su¢ sante et que les données peuvent être
analysées et parfois on doit s�arrêter complètement.

3.6.1 Principe de la règle d�arrêt

Si une suite d�expérience �1; �2; :::admet une règle d�arrêt �, qui indique
quand doivent les expériences s�arrêter, l�inférence sur � ne doit dépendre de
� qu�à travers l�échantillon résultant.

3.6.2 Situation conduisant à un arrêt prématuré

En fait, si l�e¤et réel du traitement est bien supérieur à l�e¤et initialement
suspecté ou que le risque de base de patients inclus est bien supérieur à celui
attendu, il sera possible de mettre en évidence l�e¤et du traitement avec moins
de sujets que l�e¤ectif prévu. Dans les deux cas, il y a eu sous- estimation de
l�un ou de ces deux paramètres dans le calcul du nombre de sujets nécessaires
et l�e¤ectif initialement calculé est surdimensionné par rapport à la réalité.
Cette situation est imaginable car, assez souvent des données �ables

manquent pour faire les hypothèses du calcul du nombre de sujets. Il est
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alors envisageable que les valeurs retenues soient éloignées de la réalité. Les
mêmes raisons expliquent aussi l�échec de certains essais qui avaient suresti-
més la taille de l�e¤et et donc sous estimé l�e¤ectif nécessaire pour le mettre
en évidence.
En e¤et, on doit arrêter l�essai pour les raisons suivantes : e¢ cacité,

toxicité, futilité.

3.7 Les méthodes du modèle d�adaptation dans
les essais cliniques

On trouve dans (Shein-Chung, Mark Chang(2006)) que l�approche
bayésienne dans les essais cliniques a un grand intérêt dans le développement
de la production médicale, car elle o¤re une information valide.
Dans cette section, notre est l�utilisation des di¤érentes utilités de l�ap-

proche bayésienne dans les essais cliniques.

3.7.1 Quelques notions de base de l�approche bayé-
sienne dans les essais cliniques

Ici, les notions de base de l�approche bayésienne dans les essais cliniques
sont représentées par la règle de Bayes, le calcul du nombre de sujets néces-
saire (la taille de l�échantillon) et le calcul du la puissance bayésienne.

Calcul du nombre nécessaire de sujets

Ici on considère un exemple qui consiste à déterminer la taille de l�échan-
tillon à partir de la puissance espérée. Cette approximation peut être utilisée
pour calculer le nombre de sujets nécessaires.

exemple 3.7.1 exemple 3.7.2 en considérant une conception de groupe
parallèle de deux bras comparant un traitement d�essai et une thérapie stan-
dard ou un agent de contrôle actif, sous l�essai de deux bras, il peut être
véri�é que la puissance est une fonction de l�e¤et de "

puissance (") = �0

�p
n"
2
� Z1��

�
66



3.7. LES MÉTHODES DU MODÈLE D�ADAPTATION DANS LES
ESSAIS CLINIQUES

où �0 est la fonction de répartition de la distribution normale standard. On
suppose que la distribution a priori de " est � ("), donc la puissance espérée
est donnée par :

Pesp =

Z
�0

�p
n"
2
� Z1��

�
� (") d" (3.1)

En pratique, l�intégration numérique est généralement utilisée pour l�évalua-
tion de l�équation (3,1). Pour illustrer l�équation (3,1) on suppose l�unilaté-
rale � = 0:025 (i.e , Z1�� = 1:96), et l�a priori de " est :

� (") =

�
1
3
si " = 0:1; 0:25 ; 0:4

0 sinon

Par convention, on utilise la moyenne (médiane) de la taille e¤ective " =
0:25. Pour le design d�essais et pour performance de la taille de l�échantillon,
on suppose que " = 0:25 est une vraie taille e¤ective. Pour le design à deux
bras balancé avec � = 0:2 ou puissance = 80% l�approche classique donne la
taille de l�échantillon suivante :

n =
4 (Z1�� + Z1��)

2

"2
=
4 (1:96 + 0:842)2

0:252
= 502

D�autre part, l�approche Bayésienne basée sur la puissance espérée de l�équa-
tion (3,1) est donnée :

Pesp =
1

3

�
�0

�
0:1
p
n

2
� Z1��

�
+ �0

�
0:25

p
n

2
� Z1��

�
+ �0

�
0:4
p
n

2
� Z1��

��
=

1

3

h
�0

�
0:1
p
502
2

� 1:96
�
+ �0

�
0:25

p
502

2
� 1:96

�
+ �0

�
0:4
p
502
2

� 1:96
�i

=
1

3
[�0 (�0:83973) + �0 (0:84067) + �0 (2:5211)]

=
1

3
(0:2005 + 0:7997 + 0:9942)

= 0:6648

= 66%
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Donc la puissance espérée est inférieure à la puissance désirable de 80%.
Pour obtenir la même puissance, il est nécessaire d�augmenter la taille de
l�échantillon. Si � (") � N

�
�; �

2

n0

�
et

P

�
X >

1p
n
Z1���

�
() P

0BB@ X � �

�

r
n0 + n

n0n

>

�p
n
Z1�� � �

�

r
n0 + n

nn0

1CCA

= 1� �

0BB@
�p
n
Z1�� � �

�

r
n0 + n

n0n

1CCA
= 1� �

�r
n0

n0 + n
Z1�� �

p
n
p
n0�

�
p
n+ n0

�
= �

� p
n0
p
n�

�
p
n0 + n

�
r

n0
n0 + n

Z1��

�
= �

�r
n0

n0 + n

�p
n�

�
� Z1��

��
Pesp = �

�r
n0

n+ n0

�
�
p
n

�
� Z1��

��
Avec la taille de l�échantillon totale est

n (") =
4 (Z1�� + Z1��)

2

"2

Et la taille de l�échantillon espérée est :

nexp =

Z
4 (Z1�� + Z1��)

2

"2
� (") d"

� Si
� (") � 1

b� a
où a � " � b

On a le nombre de sujets nécessaires espéré :

nesp =

bZ
a

4 (Z1�� � Z1��)
2

"2
:
1

b� a
d" =

4

ab
(Z1�� + Z1��)

2
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Cela donne le rapport de taille d�échantillon :

Rn =
nesp
n

=
"2

ab

�Si " = 0:25, � = 0:025, � = 0:8, n = 502, a = 0:1, b = 0:4 (on note que
a+ b

2
= "), on a donc

Rn =
0:252

0:1� 0:4 = 1:56

La puissance Bayésienne

Pour tester l�hypothèse nulle que H0 : � � 0 contre l�hypothèse al-
ternative que, H� : � > 0, on dé�nit la signi�cation bayésienne : P� =
P � (� < 0=donn�ees) < ��:
On note que l�interprétation bayésienne peut être facile à trouver, et elle

est basée sur la distribution a posteriori, pour le cas où les données et l�a priori
suivent une distribution normale. La distribution a posteriori est donnée par :

� (�=x) = N

�
n0�+ nx

n0 + n
;

�2

n0 + n

�

P � (� < 0=donn�ees) = P �

0B@� �
n0�+nx
n0 + n
�p

n0 + n

<
�n0�+ nx

n0 + n
�p

n0 + n

=x

1CA
= �

�
�
�
n0u+ nx

n0 + n

�
�
p
n0 + n

�

�
= �

�
� n0�+ nx

�
p
n0 + n

�
Z1�� est le quantile de N (0; 1) :

H0 est acceptée lorsque :

� n0�+ nx

�
p
n0 + n

< Z1�� () � (n0�+ nx) < �Z1��
p
n0 + n

Donc la région d�acceptation est :

x >
�
p
n0 + n�Z1�� � n0�

n
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Et la puissance est donnée par :

P

0BB@ X � �

�

r
n0 + n

n0n

>

�
p
n0 + n�Z1�� � n0�

n
� �

�

r
n0 + n

n0n

1CCA = �

�
�
p
n0 + n

p
n0

�
p
n

�
r
n0
n
Z1��

�

L�exemple suivant consiste à déterminer le nombre de sujets nécessaires
à partir d�une puissance bayésienne donnée.

exemple 3.7.3 pour une bonne illustration, on considère une étude de phase
II, hypotension comparant un traitement d�essai avec un agent de contrôle
actif. Supposant que le point �nal primaire est la réduction de la tension
artérielle systolique (SBP) et que l�e¤et du traitement est estimé à une dis-

tribution normale, i.e � � N
�
�; 2�

2

n0

�
:Le design vise à construire la puis-

sance Bayésienne à
�
1� ��

�
dans le niveau de signi�cation Bayésienne de

�� = 0:2, pour la taille de l�échantillon. La di¤érence de moyenne d�échan-

tillon est b� � N
�
�; 2�

2

n

�
, où n est la taille de l�échantillon pour chaque

groupe pour une grande taille d�échantillon. On peut supposer que � est
connu, dans ce cas la taille de l�échantillon n est la solution de l�équation
suivante :

�

�
�
p
n0 + n

p
n0

�
p
2n

�
r
n0
n
Z1���

�
= 1� ��

Ceci conduit à :

�
p
n0 + n

p
n0

�
p
2n

�
r
n0
n
Z1��� = Z1��� (3.2)

La dernière équation de (3,2) peut être écrite comme suit :

An+B
p
n+ C = 0 (3.3)

où 8<:
A = Z21��� � �2n0

B = 2Z1���Z1��
p
2n0

C = 2Z21��n0 � �2n20

La solution de l�équation (3; 3) est :

n =

�
�B +

p
B2 � 4AC
2A

�2
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3.8. DESIGN À PLUSIEURS ÉTAPES POUR UN SEUL BRAS DE
L�ESSAI

3.8 Design à plusieurs étapes pour un seul
bras de l�essai

D�après (Shein-Chung Chow (2006)), il est indésirable d�arrêter une
étude tôt où le traitement d�essai n�est pas e¢ cace à la considération éthique,
et désirable de déterminer l�étude prématurément lorsque le traitement de
test n�est pas e¢ cace à cause des considérations éthiques. Par conséquent,
le design à plusieurs étapes pour un seul bras de l�essai est employé pour
déterminer si le test traité est promis comme un test �nal. On distingue
deux méthodes :

3.8.1 L�approche classique pour les deux étapes de concep-
tion

Le concept optimal de l�approche classique permet d�arrêter lorsque les
longues conséquences du premier événement ont échoué. On considère les
hypothèses suivantes :

H0 : p � p0 contre H� : p � p1

où p0 : est la proportion de la réponse indésirable.
p1 : est la proportion de la réponse désirable.
et p1 > p0:

Si la réponse proportionnelle pour le traitement de test est de niveau
indésirable, on le rejette comme un traitement non e¢ cace avec une grande
probabilité, et si la réponse proportionnelle est de niveau désirable on doit
l�accepter.
Soientt n1 et n2 deux nombres de sujets respectivement dans la première

et la deuxième étape ; n1 patients sont traités dans la première étape, s�il y
a au moins que r1 réponses, donc on arrête l�essai. Sinon il y a addition de
n2 patients recrutés et testés dans la deuxième étape.
� La décision observée : si le traitement de test est basé sur la réponse

proportionnelle de n = n1 + n2 sujets, on rejette H0 (ou H�) de sens que la
dernière étude du test traitée doit être exécutée.
On a proposé de choisir un design à deux étapes optimales qui fait une

taille d�échantillon espérée minimale sous l�hypothèse nulle.
nexp : la taille d�échantillon espérée.
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Pet : la probabilité d�échantillon espérée et la probabilité de déterminer
après la première étape.

nexp = n1 + (1� Pet)n2

A la �n de la première étape, on doit déterminer et rejeter l�hypothèse
nulle si r1 représente les petites réponses observées. pet est donné par : pet �
Bc (r1;n1; p) avec Bc (r1;n1; p) est la distribution binomiale cumulative que
X � r1:
On rejette le traitement de test à la �n de la deuxième étape si r est la

réponse la moins observée. La probabilité de rejeter le traitement de test avec
la probabilité de succès p est donnée par :

Bc (r1;n1; p) +

min(n1;r)X
x=r1+1

B (x;n1; p)Bc (r � x;n2; p)

Où B (x;n1; p) est la probabilité de fonction de densité binomiale pour les
valeurs spéciales p0, p1, �, �. Le design de deux étapes optimale peut être
obtenu comme le design de deux étapes qui satisfait l�erreur construite et
minimiser la taille d�échantillon espérés où la réponse proportionnelle est p0
.

3.8.2 L�approche bayésienne

On suppose que X � B (n; p) ; p � Beta (a; b). Dans la première étape
avec n1 sujets, la distribution a posteriori de p sachant X est donnée par :

�1 (p=x) = Beta (a+ x; b+ n1 � x) (3.4)

La même chose à la �n de la deuxième étape avec n sujets, la distribution a
posteriori de p sachant X est :

� (p=x) = Beta (a+ x; b+ n� x) (3.5)

Par conséquent, le point d�arrêt du l�essai est choisi dans le cas où la puissance
Bayésienne dans la première étape est (1� �1). Le niveau de signi�cation
Bayésienne est ��1 ; n est choisi dans le cas où la puissance Bayésienne dans
la deuxième étape est (1� �) avec le niveau de signi�catif �� basé sur (3,4)
et (3,5), la puissance conditionnelle et la puissance prédictive peuvent être
dérivées.
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Sachant X de n1 patients où la réponse dans la première étape, la pro-
babilité d�obtenir au moins y réponses hors n2 patients dans la deuxième
étape donnée par :

P (y=x; n1; n2) =

n2X
i=y

�
n2
i

��
x

n1

�i�
1� x

n1

�n2�i

Donc la distribution d�échantillonnage de X sachant p 2 [0; 1] est donnée
par :

P (X = x=p) =
�
n1
x

�
px (1� p)n1�x

Tandi que :

P (a < p < b \ X = x) =

bZ
a

�
n1
x

�
px (1� p)n1�x

et

P (X = x) =

1Z
0

�
n1
x

�
px (1� p)n1�x dp

Si a=b=1, la distribution a posteriori de p conditionnelle les réponsesX = x
de n1 est une distribution de Beta, i.e :

� (p=x) =
px (1� p)n1�x

B (x+ 1; n1 � x+ 1)

Et la probabilité prédictive d�obtenir au moins y réponses d�addition n2
malades sachant que la réponse observée x=n1 dans la première étape est
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donnée par :

P (y=x; n1; n2) =

1Z
0

P (Y > y=p; n2)� (p=x) dp

=

1Z
0

n2X
i=y

�
n2
i

�
pi (1� p)n2�i

px (1� p)n1�x

B (x+ 1; n1 � x+ 1)
dp

=

n2X
i=y

�
n2
i

�
1Z
0

pi+x (1� p)n2+n1�i�x

B (x+ 1; n1 � x+ 1)

=

n2X
i=y

�
n2
i

�
B (x+ i+ 1; n2 + n1 � x� i+ 1)

B (x+ 1; n1 � x+ 1)

Avec
1Z
0

pa (1� p)b dp = B (a+ 1; b+ 1)

Par conséquent, les conditions et la puissance prédictive peutent être utilisées
pour concevoir le design d�adaptation séquentielle ou d�autres.

3.9 Plans adaptatifs bayésiens optimaux

D�après (Shein-Chung Chow 2006), en pratique, la di¤érence d�adap-
tativité et le choix de l�a priori avec des résultats probables peuvent être
conduit à des di¤érents types de modèle d�adaptation. Comment va-t-on
choisir une adaptation e¢ cace ?
Parmi ces designs de conceptions cette question devient très intéressante.

Dans cette partie, on propose une évaluation pour choisir le Bayésien opti-
mal des plans adaptatifs, qui est un indicateur des résultats de la santé des
malades.
La conception bayésienne optimale est le design qui a une grande utilité

expérimentale.
Pour l�illustration, on applique l�approche du choix d�un design (concep-

tion) bayésien optimal parmi les trois design à deux bras communément consi-
dérés dans la recherche pharmaceutique et le développement.
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Les trois conceptions designs de l�essai à deux bras communément consi-
dérés incluent l�approche classique de deux conceptions distinctes de deux
bras (i.e deux bras de la phase II de conception suivie d�une phase à deux
bras), et deux di¤érentes phases de continuité 2=3 design. On calcule l�évalua-
tion du poids par leurs probabilités a priori pour obtenir une utilité espérée
pour le design. On considère 3 scénarios de connaissance préalable dans le
tableau suivant :

Sc�enario Taille d0effet Pr ob a priori
1 0 0:2
2 0:1 0:2
3 0:2 0:6

Table(3;1) : connaissance préalable

Pour l�approche classique de deux conceptions distinctes à deux bras, on
considère la phase II et la phase III. Pour étudier la phase II, on suppose
� = 0:2 ; unilatérale � = 0:1 et la puissance =0:8, donc la taille de
l�échantillon est n1 = 45:
Pour la phase II, on suppose � = (0:2) (0)+(0:2) (0:1)+(0:6) (0:2) = 0:14

(à partir du tableau (2; 1)):
D�autre part, si on considère � = 0:025 (unilat�erale) et la puissance

= 0:9, la taille d�échantillon totale recruté est n = 2144. Si l�étude de la
phase II n�a pas de signi�cation statistiques, on ne passe pas directement
au design de la phase III.

Sc�enario
Taille
d0effet

Pr obabilit�e
a priori

Pr obabilit�e de
continuit�e de
phase III, Pc

Phase
puissance p3

1 0 0:2 0:1 0:025
2 0:1 0:2 0:4 0:639
3 0:2 0:6 0:9 0:996

Table(3;2) : caractéristiques classiques des essais de phase II et phase III

La probabilité de continuité à la phase III est donnée (a partir de la
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table (3; 2)) par :

pc =
3X
i=1

pc (i)� (i)

= 0:2 (0:1) + 0:2 (0:4) + 0:6 (0:9)

= 0:64

Donc la taille de l�échantillon espérée de la phase III des essais est :

eN = (1� pc)n1 + pcn

= (1� 0:64) (450) + (0:64) (2144)
= 1500

La puissance espérée totale est donnée par :

eP =
3X
i=1

pc (i)� (i) p3 (i)

= (0:2) (0:1) (0:025) + (0:2) (0:4) (0:639) + (0:6) (0:9) (0:996)

= 0:59

Les conceptions distinctes de phase II et phase III ont une puissance
totale de 59% avec une taille d�échantillon experimentale totale de 1500.

Sc�enario Taille d0effet Pr ob apriori � Nexp Puissance
1 0 0.2 1600 0.025
2 0.1 0.2 1712 0.46
3 0.2 0.6 1186 0.98

Table( 3;3) : caract�eristiques de tubes sans soudure phase II=III de

conception avec les limites OB

D�autre part, pour la continuité des conceptions de phase II/III on sup-
pose :
(i) � = 0:14:
(ii) Unilatérale � = 0:025:
(iii) Puissance 0:90:
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(iv) Les bornes d�arrêt d�e¢ cacité (de O�Brien-Fleming).
(v) Les bornes d�arrêt symétriques.
On suppose qu�il existe un plan d�analyse lorsque 50% des patients sont

enregistrés donc le design a une analyse �nal et on a :
-La taille d�échantillon de deux analyses est de 1; 085 et 2; 171 respecti-

vement.
-La taille d�échantillon proportionnelle entre les deux groupes est de 1:
-La taille d�échantillon maximum pour le design est de 2; 171.
-Sous l�hypothèse nulle, la taille d�échantillon espérée est de 1; 625.
� La règle de décision est :
Dans la première étape : on accepte l�hypothèse nulle si Z1 < 0 et on

rejette l�hypothèse nulle si Z1 � 2:79:
Dans la deuxième étape : on accepte l�hypothèse nulle si Z < 1:974 et on

rejette l�hypothèse nulle si Z � 1:97
-La probabilité d�arrêter dans la première est étape est donnée par :
* L�arrêt pourH0 lorsque H0 vraie est 0:500.
* L�arrêt pour H� lorsque H0 vraie est 0:0026 .
* L�arrêt pour H0 lorsque H� vraie est 0:0105 .
* L�arrêt pour H� lorsque H� vraie est 0:3142.
-La moyenne totale de la taille d�échantillon espérée peut être obtenue

comme :X
� (i)Nexp (i) = (0:2) (0:025) + (0:2) (0:46) + (0:6) (0:98)

= 1374 (d0apr�es la caract�eristique de la table (2; 3))

-Et la puissance totale est donnée par :X
� (i)Nexp (i) power (i) = (0:2) (0:025) + (0:2) (0:46) + (0:6) (0:98) = 0:69

Sc�enario;i Taille d0effet Pr ob apriori � Nexp Puissance
1 0 0:2 1492 0:025
2 0:1 0:2 1856 0:64
3 0:2 0:6 1368 0:996

Table (3; 4) : Caractéristiques de tubes sans soudure phase II/III Pocock
avec Boudry

Aujourd�hui, on considère un autre type de la continuité adaptative de
phase II=III et on essaye d�utiliser l�e¢ cacité des bornes d�arrêt de Pocock,
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et les bornes d�arrêt symétriques basées sur les mêmes paramètres de spéci�-
cation, i.e : � = 0:025 ; puissance = 0:9 ; la di¤érence moyenne= 0:14 ;
la dérivation standard = 1 et on a :
-La taille d�échantillon de deux analyses est de 1; 274 et 2; 549 respecti-

vement.
-La taille d�échantillon proportionnelle entre les deux groupes est de 1.
-La taille d�échantillon maximum pour le design est de 2; 549.
-Sous l�hypothèse nulle, la taille d�échantillon espérée est de 1; 492:
-Sous l�hypothèse alternative, la taille d�échantillon espérée est de 1; 669:
� La règle de décision est :
Dans la première étape : on accepte l�hypothèse nulle si p-valeur > 0:1867

(i:e Z1 < 0:89). On rejette l�hypothèse nulle si p-valeur� 0:0158 (i:eZ1 > 2:149) :

Dans la deuxième étape : on accepte l�hypothèse nulle si p-valeur > 0:0158
(i:e Z = 2:149):On rejette l�hypothèse nulle si p-valeur < 0:0158:

-La probabilité d�arrêter dans la première étape est donnée par :
*L�arrêt pour H0 lorsqueH0 vraie est 0:8133:
*L�arrêt pour H� lorsque H0 vraie est 0:0538.
*L�arrêt pour H0 lorsque H� vraie est 0:0538:
*L�arrêt pour H� lorsque H� vraie est 0:6370:
-La moyenne totale de la taille d�échantillon espérée peut être obtenue

comme :X
� (i)Nexp (i) = (0:2) (1492) + (0:2) (1856) + (0:6) (1368)

= 1490 (d0apr�es les caract�eristiques du tableau (3; 4))

et la puissance totale est donnée par :X
� (i)Nexp (i) power (i) = (0:2) (0:025) + (0:2) (1856) + (0:6) (1368)

= 1490 (d0apr�es les caract�eristiques du tableau (3; 4))

et la puissance totale est donnée par :X
� (i)Nexp (i) power (i) = (0:2) (0:025) + (0:2) (0:64) + (0:6) (0:996)

= 0:73
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3.10 La conformité d�adaptation bayésienne
dans les essais cliniques

D�après (Shein-Chung Chow, 2010), on considère les problèmes com-
muns qui se posent dans la conformité Bayésienne de design in�ammatoire.
Ces problèmes impliquent généralement les caractéristiques d�adaptation de
design et leurs e¤ets sur l�erreur de première espèce. Le choix de la distribu-
tion a priori pour l�essai de conformité est rarement un problème, comme l�a
priori non informative est généralement choisie. Pour démontrer l�idée d�un
essai de conformité, on développe un très simple essai, et ensuite on construit
sur cette base une conformité pour ajouter des aspects d�adaptation et l�e¤et
de ses fonctions adaptatives. Pour être clair voici l�exemple suivant :

3.10.1 La base de l�essai de conformité

Supposons que nous ayons un essai manchot au cours duquel chaque sujet
est considéré comme un succès ou un échec. Les informations qui nous ren-
seignent sur un succès ou un échec du sujet sont observées immédiatement,
ce peut être le cas dans une étude de la douleur avec la probabilité qu�un
objet est de p succès. Chaque observation est supposée indépendante, par
conséquent pour n observations, le nombre de succès est :

X=p � Binomial (n; p)

On suppose la régularité qu�a démontré le succès statistique du traitement
médical de l�essai et doit montrer que p > 0:5. Dans un cadre de test d�hy-
pothèse :

H0 : p � 0:5 contre H1 : p > 0:5

La taille de l�échantillon de l�essai dans le cas unilatéral au niveau 0:05 est
n = 100, et ne résulte dans l�essai successif que si X � 59. La probabilité de
X � 59, supposant p = 0:5 est 0:0443. Le succès de X � 58, se traduirait
par une erreur de première espèce de 0.066. Pour cet exemple nous suppo-
sons que la restriction réglementaire est à sens unique d�erreur de première
espèce de 0.05. Ainsi l�essai serait considéré comme réussi que si X � 59: 58
succès d�observation serait considérés comme une étude d�échec. En réalité,
ce n�est pas toujours le cas comme critère d�évaluations secondaires et des in-
formations supplémentaires peuvent signi�er que les régulateurs permettent
le traitement à commercialiser. Pour nos �ns, nous nous concentrons sur la
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réalisation de signi�cation statistique avec le critère d�évaluation primaire.
Supposons plutôt que l�approche bayésienne est utilisée ici pour les analyses
prématurées, l�analyse prématurée est à conclure des succès statistiques si la
probabilité a posteriori deH1 est supérieure à 95%. Pour l�analyse bayésienne,
nous supposons que la distribution a priori de p � Beta (1; 1)

:
= Unif (0; 1)

résulte la distribution a posteriori p=X � Beta (1 +X; 1 + n�X) la pro-
babilité a posteriori pour supériorité. Pr(p > 0:5=X) pour X = 57; 58; 59
et 60 sont 0:918; 0:945; 0:964 et 0:977 respectivement ; De plus la règle que
le succès statistique est la probabilité a posteriori de supériorité dans 0:95
correspond à la règle que 59 ou plus de succès implique le succès statistique.

3.11 Le principe des tests diagnostiques

Soit un test diagnostique T (un symptôme, une mesure échographique,
ou un dosage sanguin) visant à établir la présence ou l�absence d�une maladie
M . Le test fournit un résultat qualitatif, positif ou négatif. Lors de la mise
au point d�un test diagnostique, on classe par ailleurs les sujets en malades
et sains en utilisant une méthode de référence pour déterminer ce statut. En
croisant les résultats du test avec le statut de référence malade=sain des su-
jets, On établit un tableau permettant d�évaluer les qualités diagnostiques de
ce test (table(3,5)). Ce tableau permet de déterminer les nombres de sujets
sains ou malades qui, d�après le test, seront correctement ou incorrectement
classés en malade ou sain par un test positif ou négatif. En prenant les nota-
tions proposées dans la table (3,5), on dé�nit les vrais positifs (V P ) qui sont
les sujets malades ayant un résultat de test positif, les faux positifs (FP )
qui sont les sujets sains ayant un résultat de test positif, les vrais négatifs
(V N) qui ont les sujets sains qui sont un résultat de test négatif et les faux
négatifs (FN) qui sont les sujets malades ayant un résultat de test négatif.
A ce stade, c�est l�investigateur qui �xe les nombres M de sujets malades et
S de sujets sains.

Malades Sains Total
Test positif VP FP P
Test n�egatif FN VN N
Total M S

Table(3;5) : eléments de test diagnostique : Lecture verticale du test négatif
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VP = vrais positifs, FP=faux positifs, FN=faux négatifs,VN=vrais né-
gatifs, P = nombre de test positifs,N= nombre de tests négatifs,M=nombre
de sujets malades, S =nombre de sujets sains.

A partir de ces éléments, on calcule :

La sensibilit�e (Se) =
V P

V P + FN

La sp�ecificit�e (Sp) =
V N

V N + FP

La Se est aussi la probabilité d�avoir un test positif lorsque l�on est malade,
que l�on note Pr(P=M). De même la Sp est la probabilité d�avoir un test
négatif lorsque l�on est sain, soit Pr(N=S). La Se et la Sp sont des carac-
téristiques indépendantes de la prévalence de la maladie dans la population
étudiée.

Après cette phase d�élaboration du test, son utilisation en pratique quoti-
dienne vise à déterminer la présence ou l�absence de la maladie chez un sujet
donné. Le tableau croisé précédemment décrit doit alors être utilisé dans
l�autre sens, c-à-d en lui appliquant une lecture horizontale, ce qui nécessite
de modi�er un peu la table (3,5) pour obtenir la table (3,6). A partir du résul-
tat du test diagnostique, on cherche donc à déterminer le statutmalade=sain
du sujet.

Avant d�avoir appliqué le test au patient, le médecin ne sait pas s�il pré-
sente ou non la maladie. Il sait seulement que la probabilité qu�il présente la
maladie n�est pas nulle même si souvent elle est très faible. On peut estimer
la probabilité que le patient ait la maladie avant le test par la prévalence de la
maladie dans la population générale, notée ici Pr�ev(M) (voir la table(3,6)).
Cette prévalence constitue une connaissance a priori, c-à-d existant avant
la réalisation du test diagnostique et en l�absence d�autres informations cli-
niques sur le patient, c�est la meilleure estimation par rapport que l�on puisse
avoir du risque pour le sujet d�être malade. Dans la table(3; 6) par rapport
à la table(3; 5), la dernière ligne doit être modi�ée et les totaux en colonne
des sujets malades et sains ayant servi à concevoir le test doivent être rem-
placés par les estimations de leurs prévalences respectives, Pr(M) et Pr(S),
dans la population dont est issu le patient considéré (population générale,
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population hospitalière, consultants en ville, etc.)

Malades Sains Total
Test positif Pr(p=M)� Pr�ev(M) aPr(p=S)� Pr�ev(S) bp
Test n�egatif Pr(N=M)� Pr�ev(M) Pr(N=S)� Pr�ev(S) N
Total Pr�ev(M) Pr�ev(S)

Table(3;6) : eléments du test diagnostique : lecture horizontale

Pr�ev(M) =prévalence de sujets malades dans la population.
Pr�ev(S) =prévalence de sujets sains dans la population.
Pr(p=M) =probabilité d�avoir un test positif lorsque l�on est malade.
Pr(p=S) =probabilité d�avoir un test positif lorsque l�on est sain.
Pr(N=M) =probabilité d�avoir un test négatif lorsque l�on est malade.

Pr(N=S) = probabilité d�avoir un test négatif lorsque l�on est sain.
Après réalisation du test, en supposant que celui-ci soit positif, le médecin

ne sait toujours pas si le sujet est porteur de la maladie mais il sait néanmoins
que le sujet se trouve dans la première ligne du tableau, celle des résultats
positifs. Il reste donc pour le médecin à déterminer si le sujet est dans la
première ou la seconde case de cette ligne. La proportion de sujets malades
qui ont un test positif est le produit de la prévalence de la maladie Pr�ev(M)
par la sensibilité du test (Se = Pr(p=M)). De même, la proportion de sujets
sains ayant un test positif est égale au produit de la prévalence des sujets
indemnes de la maladie Pr�ev(S) par la probabilité d�avoir un test positif
lorsque l�on n�est pas malade, c-à-d Pr(p=S), qui vaut 1�Sp. Pour connaître
la probabilité d�être malade lorsque l�on a un test positif (Pr(M=p)), on
rapporte la proportion de sujets malades ayant un test positif au nombre
total de sujets ayant un résultat positif. Ce rapport correspond à la valeur
prédictive positive (V PP ) et il s�obtient via le théorème de Bayes de la
manière suivante :

Pr(M=p) =
Pr(p=M) � Pr �ev(M)

Pr(p=M) � Pr �ev(M) + (1� Pr(N=S)) � Pr �ev(S)

Dans cette équation, on trouve les éléments suivants :
�Pr(M=p) est la probabilité d�avoir la maladie lorsque le test est positif.

C�est aussi la V PP ;
�Pr(p=M) est la probabilité d�avoir un résultat positif lorsque l�on est

malade. C�est la sensibilité du test ;
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�Pr(N=S) est la probabilité d�avoir un test négatif lorsque l�on n�est pas
malade. C�est la spéci�cité du test ;
�Pr�ev(M) est la probabilité a priori d�avoir la maladie : c�est la prévalence

de la maladie ;
�Pr�ev(S) est la probabilité a priori de ne pas être malade c�est le "com-

plément à 1" de la prévalence.
En reprenant les notations du tableau (3; 6), la VVP vaut donc

a

a+ b
.

Résumé : après application du test diagnostique, le médecin attribue au
sujet une nouvelle probabilité d�être atteint de la maladie M , Pr(M=p) qui
se lit "probabilité d�avoir la maladie sachant que le test est positif". Cette
VPP est la probabilité a posteriori de la maladie, c-à-d la probabilité que le
sujet soit malade, connaissant le résultat du test diagnostique et donc après
incorporation de l�information obtenue (le test est positif). LaVVP combine
donc l�information a priori (la prévalence de la maladie) et le résultat du test
(le test est positif).
L�obtention du résultat du test permet donc d�établir la probabilité d�une

hypothèse (être malade) à partir de l�estimation initiale qu�est la prévalence.
Plus précisément, le test transforme une probabilité a priori en une probabi-
lité a posteriori. La prévalence est une connaissance a priori et la VVP est
une connaissance a posteriori. La prévalence a été "corrigée" en une VVP
qui mesure la probabilité que le sujet soit porteur de la maladie connaissant
le résultat positif du test. On a en fait réalisé une mise à jour de l�information
sur la situation du patient grâce au théorème de Bayes. Deux exemples sont
donnés dans les tables (3; 7) et (3; 8), concernant le diagnostic d�une sérolo-
gie positive pour le VIH chez une femme de 75 ans sans antécédents et chez
un toxicomane de 27 ans. Ces exemples illustrent le rôle parfois important
que jouent les connaissances a priori (la prévalence de la maladie dans la
population concernée).

Malades Sains Total
Test positif p 0:97 0:02 p
Test n�egatif N 0:03 0:98 N
Total 1=500000 994999=500000

Table(3;7) : illustration chez une femme âgée, prévalence=
1

500000

Chez cette patiente, la VPP vaut :
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VPP =
0:97 � 1=500 000

0:97 � 1=500 000 + (1� 0:98) � 499 999=500 0000 = 0:00097

Malades Sains Total
Test positif p 0:97 0:02 p
Test n�egatif N 0:03 0:98 N
Total 1=10 9=10

Table(3;8) : illustration chez un toxicomane, prévalence=1/10

Chez ce patient, la VPP vaut :

VPP =
0:97 � 0:1

0:97 � 0:1 + (1� 0:98) � 0:9 = 0:982
Le plus souvent, un test diagnostique compare deux entités seulement :

présence ou absence de la maladie. Mais il est tout à fait possible d�imaginer
des situations diagnostiques où l�on est amené à comparer trois possibilités
(pas de tumeur, tumeur bénigne, tumeur maligne). Le principe du théorème
de Bayes peut parfaitement s�appliquer et on peut en principe comparer au-
tant d�hypothèses diagnostiques que l�on veut. On pourrait très bien imagi-
ner l�usage du raisonnement bayésien devant un patient fébrilel�utilisation du
raisonnement bayésien pour déterminer laquelle parmi toutes les pathologies
provoquant une hyperthermie est la plus probable. Le tableau contiendrait
alors deux lignes et quelques dizaines de colonnes. Chaque diagnostique serait
assorti d�une valeur prédictive positive donnant la probabilité a posteriori de
chacun de ces diagnostiques.

3.12 La randomisation

D�après (L.M.Friedman et al. 2010), un essai clinique randomisé est
fréquemment utilisé dans la recherche de médicaments. Cependant, il est une
opposition considérable à l�utilisation de cette conception. Une préoccupa-
tion majeure est l�éthique problème de permettre à un évènement aléatoire
pour déterminer le traitement d�un patient. On a fait valoir qu�un essai com-
paratif qui montre de grandes di¤érences entre deux traitements est un mau-
vais essai car la moitié des patients ont reçu un traitement inférieur. D�autre
part, dans un essai prospectif l�assignation aléatoire des traitements évite de
nombreux biais potentiels. Plus préoccupant est l�essai au cours duquel un
nouveau traitement est comparé à un ancien traitement quand il y a des in-
formations sur l�e¢ cacité de l�ancien traitement par des données historiques.
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3.12.1 Principe de la randomisation adaptative

L�attribution adaptive de dose dont nous en discutons ici inclut toujours
la randomisation. elle est distincte de la tâche adaptative déterministe de
dose, comme le jeu de la règle de gagnant. Berry et Eick (1995) donnent une
discussion comparative de play-de winner contres les diverses règles de la
randomisation, la randomisation adaptative est une solution de la théorie de
décision. Ici nous centrons sur des conceptions des résultats d�adaptation, par
opposition aux signes de covariable d�adaptative qui cherchent à équilibrer
des covariates à travers des traitements.

Supposons qu�il y a deux bras, A1 et A2, soit P1<2 qui désigne la proba-
bilité a posteriori que le bras A2 domine le bras A1:

exemple 3.12.1 supposons que le résultat est une réponse d�e¢ cacité bi-
naire, et de laisser désigner �1 et �2 la probabilité de réponse sous chaque
bras de traitement. Soit Y génériquement dénoter les données actuellement
disponibles. Ensuite P1<2 = P (�1 < �2=Y ). Thall et Wathen (2007) pro-
posent de randomiser les traitements A1 et A2 avec probabilité proportionnelle
à :

r2 (Y ) = fP1<2 (Y )gc et r1 (Y ) = f1� P1<2 (Y )gc

En général, pour plus de deux bras, l�utilisation

ri (Y ) _
n
P
�
�j = max

k
�k=Y

�oc

Thall et Wathen (2007) proposent d�utiliser c =
n

2N
où N est le nombre

maximum de patients et n est le nombre de patients actuellement inscrits.
Cette recommandation est fondée sur des preuves empiriques sous les scéna-
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rios typiques. (Voir fig (3; 1)).

Figure(3;1) : la distribution a priori de �, a gauche : l�a priori standard
et a droite : l�a priori conservative. Deux bras 1 a priori a comme moyenne
0:55 et deux bras 2 a priori ont comme moyenne 0:75, l�a priori conservative
a déviation standard est égale au double de l�a priori standard.

3.12.2 Conclusion

L�assignation aléatoire des patients, soit le groupe de traitement ou de
contrôle des essais cliniques est l�un des progrès les plus importants dans
l�histoire de la recherche médicale, aucun autre ne donne un niveau com-
parablement élevé dans les résultats de l�essai. La randomisation garantit
que le traitement est sans biais. En particulier, la randomisation permet de
tenir compte des changements aux patients dans la qualité des soins et les
options de compétitions du traitement au �l du temps, sans randomisation
le pronostic du patient peut être corrélé avec la thérapie attribuée. Cepen-
dant, le réglage des covariables peut être utiles pour l�analyse des e¤ets du
traitement dans un essai non randomisé, l�importance de covariable ne peut
pas être connue ou évaluables. Un autre avantage de la randomisation c�est
qu�elle sert à équilibrer l�a¤ectation des di¤érents traitements y compris au
sein des sous-groupes des patients.
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Toute fois, si la randomisation est très importante dans l�inférence fré-
quentiste, il ne joue aucun rôle dans le calcul de probabilités a posteriori (à
l�exception d�un bayésien peut choisir d�actualisation des données provenant
d�essais non randomisés par rapport aux l�essai randomisé). Cela à conduit
certains à penser que la randomisation bayesienne n�est pas disponible.
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Chapitre 4

Applications

Dans ce chapitre on va donner quelques applications sur les tests bayésiens
et le facteur de Bayes dans les essais cliniques.

4.1 Le calcul de la probabilité prédictive

Dans cette application, nous présentons des probabilités prédictives, et
nous décrivons leur utilisation dans la conception des tests cliniques de la
phase II. Un avantage de cette approche est qu�elle imite le processus dé-
cisionnel clinique basé sur les données a priori. La probabilité prédictive est
obtenue en calculant la probabilité d�une conclusion positive (de rejet de
l�hypothèse nulle). Pour prédire une autre échantillon y conditionnement x.
Le calcul de la probabilité prédictive : D�après (Shein-Chung Chow

(2010)), pour un essai de phase II notre objectif est d�évaluer la proportion
p pour un nouveau médicament en testant l�hypothèse

H0 : p � p0 contre H1 : p � p1

Supposons que la distribution a priori de p est � (p), suite à une distribu-

tion Beta(a0, b0), avec la quentité
a0

(a0 + b0)
qui indique la moyenne a priori,

depuis les quantités a0 et b0 peuvent être considérées comme le nombre de
réponses a priori e¢ caces et non-réponses, respectivement, a0 + b0 peut être
considéré comme une mesure de précision a priori, la plus importante de cette
somme.
Supposons que nous avons �xé un nombre maximum de patients à payer

Nmax; et supposons que X est le nombre de réponses chez les patients parmi
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les patients en cours n. (n � Nmax) suite à une distribution Binomial(n; p),
par la conjugaison de l�a priori beta et la vraisemblance binomial, la distri-
bution a posteriori de p est une distribution de Beta, donc :

p=x � Beta (a0 + x; b0 + n� x)

L�approche de probabilité prédictive regarde vers l�avenir sur la base des
données actuelles observées au projet. Si une conclusion positive à la �n de
l�étude est vraisemblable ou non, elle prend alors une décision raisonnable à
l�heure actuelle en conséquence.
Soit Y le nombre de réponses dans le potentiel de futurs patients m =

Nmax � n.
Supposons que notre conception est de déclarer l�e¢ cacité, si la probabi-

lité a posteriori de p qui est supérieur à un certain niveau prédé�ni p0 est
supérieure à un seuil �T . Marginaliser p de la probabilité binomial, il est
bien connu que Y suit une distribution de beta-binomial, la distribution a
posteriori de p= (X = x; Y = i) est une Beta (a0 + x+ i; b0 +Nmax � x� i).
La probabilité prédictive (pp) du succès du procès peut alors être calculée
comme suit : soit Bi = Pr (p > p0=x; Y = i) et Ii = I (Bi > �T ), on a :

pp = EfI [Pr (p > p0=x; Y ) > �T ] =xg

=

Z
I [Pr (p > p0=x; Y ) > �T ] dp (Y=x)

=
i=mX
i=0

Pr (Y = i=x)� I [Pr (p > p0=x; Y ) > �T ]

=
i=mX
i=0

Pr (Y = i=x)� I(Bi > �T )

=

i=mX
i=0

Pr (Y = i=x)� Ii

La quantitéBi est la probabilité que la proportion p est plus grande que les
réponses p0 données dans x réponses dans n patients et les données actuelles
et i réponses dans m futurs patients. La comparaison de Bi à une valeur seuil
�T qui donne un indicateur Ii pour considérer l�e¢ cacité du traitement à la
�n de l�essai compte tenu des données actuelles et des résultats potentiels des
Y = i.
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L�exemple ci-dessous présente une illustration concrète du calcul de pp
à l�aide des formules précédentes. La somme pondérée des indicateurs de
rendement Ii est la probabilité prédictive de la conclusion d�un résultat positif
d�ici la �n du procès sur la base des informations cumulées dans le stade
actuel. La pp élevée signi�e que le traitement est susceptible d�être e¢ cace
d�ici la �n de l�étude compte tenu des données actuelles alors qu�un faible pp
suggère que le traitement ne peut avoir une activité su¢ sante. Par conséquent
pp peut être utilisé pour déterminer si l�essai doit être arrêté prématurément
en raison d�e¢ cacité / de futilité ou poursuivi parce que les données actuelles
ne sont pas encore concluantes. Nous dé�nissions une règle en introduisant
deux seuils sur p. La règle de décision peut être construite comme suit :
Algorithme (phase II basée sur la conception de pp)
Step1 : Si pp < �L, arrêter l�essai et rejeter l�hypothèse alternative.
Step2 : Si pp > �U , arrêter l�essai et rejeter l�hypothèse nulle.
Step3 : Sinon, passez à l�étape suivante jusqu�à ce qu�il atteigne Nmax

patients.

exemple 4.1.1 supposons qu�un chercheur envisage de scolariser un maxi-
mum de Nmax =40 patients dans l�étude de phase II à un moment donné,
x =16 réponses sont observées dans n = 23 patients ce qui est p (p > 60%) ?
l�hypothèse d�une vague distribution est une Beta (0:6; 0:4) sur la propor-
tion p et soit Y est le nombre de réponse dans m = 17 futures observa-
tions, donc Y s Beta� binomial (17; 16:6; 7:4). A chaque valeur possible de
Y = i, l�a posteriori conditionnelle de p suit une distribution de beta, p=x ;
Y = i s Beta (16:6 + i; 24:4� i), dans cet exemple, on prend �T = 0:90
Comme on peut le voir au tableau(4; 1) lorsque Y est inclu dans [0; 11], le
résultat p (proportion > 0.60) varie de 0:0059 à 0:8415. Par conséquent nous
concluons H0 pour Y � 11. D�autre part, lorsque Y est inclu dans [12; 17] le
résultat p varie (proportion > 0:60) varie de 0:9089 à 0:9990. Dans ce cas, au
lieu de décider en faveur de H1 on considère que la probabilité prédictive est
la moyenne pondérée de l�indicateur d�un essai qui se déroule jusqu�à la �n
de l�étude que le calcul donne pp = 0:5656. si �T = 0:10, l�essai ne serait pas
arrêté à cause d�inutilité, car pp est supérieur à �L. De la même façon si on
choisi �U = 0:95, l�essai doit être arrêter s�il soit e¢ cace ou pas. Donc en se
basant sur des données intermédiaires, nous devrions poursuivre l�étude parce
que la preuve n�est pas encore su¢ sante pour tirer une conclusion dé�nitive
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dans les deux sens.

y = i Pr (y = i=x) Bi = Pr (p > 0:60=x; y = i) I (Bi > 0:90)
0 0.0000 0.0059 0
1 0.0000 0.0138 0
2 0.0001 0.0296 0
3 0.0006 0.0581 0
4 0.0021 0.1049 0
5 0.0058 0.1743 0
6 0.0135 0.2679 0
7 0.0276 0.3822 0
8 0.0497 0.5085 0
9 0.0794 0.6349 0
10 0.1129 0.7489 0
11 0.1426 0.8415 0
12 0.1587 0.9089 1
13 0.1532 0.9528 1
14 0.1246 0.9781 1
15 0.0811 0.9910 1
16 0.0381 0.9968 1
17 0.0099 0.9990 1

Table (4; 1) : le calcul de la probabilité prédictive bayésienne pour

p0 = 0.60, �T=0.90, Nmax=40, x=16, n=23, et Beta(0.6,0.4)

est la distribution a priori de p:

4.2 Le test des paramètres avec le facteur de
Bayes

Dans cette application, on fait une étude des tests d�hypothèses dans les
essais cliniques avec le facteur de Bayes pour tester les paramètres.
On considère un essai typique où la quantité historique pour la réponse

de thérapie est 0:20, donc l�essai est stoppé si le taux dépasse la valeur
historique et la quantité de réponse est dé�nie dans l�étude suivante :

H0 : � � 0:20 et H1 : � > 0:20

91



CHAPITRE 4. APPLICATIONS

où � est la probabilité de réponse de thérapie, et l�information a priori est
disponible avec 50 patients, 10 d�entre eux ont la réponse à la thérapie,
donc le facteur de Bayes est donné par la forme suivante :

B�
01 (x) =

�
P (� 2 �0=x)
P (� 2 �1=x)

�
=

�
� (� 2 �0)
� (� 2 �1)

�
Avec f (x=�) � B (n; �)
Et � � Beta (�; �)
Et �=x � Beta (�+ x; n+ � � x)
Où �0 = 0:20, n = 50, x = 10, � = � = 1:
Donc on va calculer le facteur de Bayes (BF) par les programmes de

statement qui sont donnés ici :
> alpha = 1; beta = 1
> probH0 = pbeta(0:2; 1; 1)
> probH1 = 1� probH0

> prior:odds = probH0=probH1

> prior:odds
[1] 0.25
> alpha = 11; beta = 41
> post:odds = pbeta(0:2; 11; 41)
> post:odds = pbeta(0:2; 11; 41)=(1� pbeta(0:2; 11; 41))
> post:odds
[1] 0.7998702
> BF = post:odds=prior:odds
> BF
[1]3:199481

Et on a : B�
10 =

1

B�
01

=
1

3:199481
= 0:3125507

Donc d�après les critiques du facteur de Bayes, la certitude de H0 est
faible.

4.3 La comparaison de la mortalité du groupe
de traitement avec le groupe de contrôle
correspondent

Dans cette partie, on fait une étude de 22 essais avec la simulation de
la technique de MCMC, puis avec des représentations graphiques des para-
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mètres.
D�après (Lyle D. Broemeling (2006)), on comprend l�exemple suivant

de 22 essais de Bétabloquant pour prévenir la mortalité après un infarctus
du myocarde, voir la table (4; 2).

Essai Trait�e Control
1 3=38 3=39
2 7=114 14=116
3 5=69 11=93
4 102=1533 127=1520
::: ::: :::
20 32=209 40=218
21 27=391 43=364
22 22=680 39=674

Table(4;2) : étude de mortalité morts/total

Pour chaque essai, la di¤érence de probabilité du succès est donnée pour
le contrôle et les groupes de traitements et les probabilités sont transformées
à l�échelle, et les paramètres sont données par l�a priori non informative
normale. Donc ms donne des distributions normales indépendant avec la
moyenne 0:0 et la précision 0:00001; ds sont donnés une distribution normal
(delta; tau) et delta � N(0:0; 0:000001).
Il y a 3 niveaux de paramètres impliqués dans cet exemple, la probabilité

de succès, les paramètres de logis appelés ms et ds, et delta � N(0:0;
0:000001): D�autre troisième niveau de paramètres est la précision tau des
paramètres de delta; qui donne une distribution de gamma non informative
(0:001; 0:001), où le paramètre a une moyenne des paramètres est d, et
tau est l�inverse de la variance.
L�essentielle de paramètre d�intéressante est delta, car si delta = 0 il

n�existe pas une di¤érence de mortalité entre le contrôle et les groupes de
traitements. Dans cet exemple, où la mortalité de traitement et le groupe de
contrôle sont comparés sur la base de Meta-analyses de 22 essais cliniques:
L�analyse a posteriori sera exécutée avec l�accent mis sur la distribution a
posteriori de delta, avec les mesures d�e¤ets de le traitement de Béta-
bloquants. Si l�e¤et est z�ero, les Bétabloquants n�ont pas d�e¤et sur
la comparaison de mortalité du groupe de contrôle. Les analyses sont exé-
cutées avec 50 000 valeurs générées de la distribution a posteriori de delta
et sigma = 1

tau
. Le paramètre d est la moyenne des paramètres de delta
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autant que sigma est la déviation standard, et les deux paramètres ont été
donnés à partir des distributions a priori non informatives. Les caractéris-
tiques de la distribution a posteriori de delta et tau sont données dans la
table suivant.

Param�etre moyenne Dev:std Mediane Inf�erieur Sup�erieur
delta �0:2513 0:061 �0:2313 �0:3701 �0:1265
sigma 0:1143 0:0672 0:1020 0:0265 0:2731

Table(4;3) : la distribution a posteriori de delta et sigma

Les analyses génèrent aussi le graph de la densité a posteriori (voir �gure(4;1)),
pour le graph de la distribution a posteriori de d: Est-ce qu�il existe des trai-
tements d�e¤et ?
La masse de la distribution a posteriori est à gauche de zéro où le point

inférieur est -0.3701, et le point supérieur est -0.1265, donc l�évidence
a posteriori suggère que delta est di¤érent à z�ero sur l�échelle, et les Bé-
tabloquants a faiblissent la mortalité d�une crise cardiaque.

Figure(4;1) : la distribution a posteriori de d
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Et la �gure(4;2) présente la distribution a posteriori de sigma:

Figure(4;2) : densité a posteriori de sigma

L0ex�ecution de la simulation :
La vraie puissance de la technique de MCMC est que l�analyse a posteriori

est basée sur le modèle hierchique qui a plusieurs niveaux de paramètres.
L�exemple précédent (22 essais) avait pour but de fournir une illustration de
l�analyse bayésienne a posteriori et les programmes de statement sont donnés
ici :

model
f
for(i in1 : Num) f
rc[i] � dbin(pc[i] , nc[i])
rt[i] � dbin(pt[i] , nt[i])
logit (pc[i]) < �m[i]
logit (pt[i]) < �m[i] + d[i]
m[i] � dnorm(0:0 , 1:0E � 5)
d[i] � dnorm(delta , tau)
g
delta � dnorm(0:0 , 1:0E � 6)
tau � dgamma(0:001 , 0:001)
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Data

list(rt = c(3; 7; 5; 102; 28; 4; 98; 60; 25; 138; 64; 45; 9; 57; 25; 33; 28; 8; 6; 32; 27; 22)
,

nt = c(38; 114; 69; 1533; 355; 59; 945; 632; 278; 1916; 873; 263; 291; 858; 154; 207; 251;
151; 174; 209; 391; 680),

rc = c(3; 14; 11; 127; 27; 6; 152; 48; 37; 188; 52; 47; 16; 45; 31; 38; 12; 6; 3; 40; 43; 39);

nc = c(39; 116; 93; 1520; 365; 52; 939; 471; 282; 1921; 583; 266; 293; 883; 147; 213; 122;
154; 134; 218; 364; 674),

Num = 22)

Inits

list(delta = 0; d:new = 0; tau = 1;m = c(0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0;
0; 0; 0);

d = c(0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0))

C�est la Meta analyse qui combine l�information de 22 essais cliniques
qui compare la mortalité du groupe de traitement avec le groupe de contrôle
correspondent. Le statement précédent est interprèté comme suit :
La table(4;1) indique que dans le premier essai le groupe de traitement

compte 38 malades dont 3 sont morts tandis que dans le groupe de contrôle
il y a 39 patients dont 3 morts.
Pour le programme précédent :
rt colonne est le nombre de morts dans 22 essais pour le groupe de trai-

tement.
nt colonne est le nombre de patients dans 22 essais de groupe de contrôle.
nc le nombre de patients dans 22 essais de groupe de contrôle.
Num = 22 est le nombre d�essais clinique dans la Meta analyse.
Les valeurs initiales delta = 0 , tau = 1 , dans 22 valeurs initiales (i.e,

zéros) pour mi et di:
Cette partie est une suite de la partie précédente. On suppose que nous

voulons estimer le � de l�exemple binomial, où la densité est montrée dans
la Figure(4; 3). La distribution a posteriori est une Beta(21; 46) avec les
caractéristiques suivantes :
moyenne=0.361, mediane=0.362, écart type=0.55, point inférieur 2

1
2% =

0:254; point supérieur 2
1
2% = 0:473:
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La moynne et la mediane sont identiques implicitement par la symétrie de
la parcelle de terrain sur la �gure(4,3), où les points inférieurs et supérieurs
de 2

1
2% déterminent un intervale de crédibilité à 95% de (0.254, 0.473) de �:

Les inférences à la population normale (�; �) sont légèrement plus exi-
geantes, parce que les deux paramètres sont inconnus. En supposant que la
densité a priori est � (�) = 1

�
, la distribution a posteriori marginale de la

moyenne de population � est une t-distribution avec n-1 degrés de liberté de
moyenne x et de précision n

s2
. Donc la moyenne et la mediane sont identiques

et fournissent un estimateur normal de �:

Figure (4;3) : distribution a posteriori de theta

Le calcul de mu et tau : D�après (Lyle D. Broemeling (2006)) on
suppose l�échantillon de dix éléments suivant x = (1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10),
donc l�histograme de 1000 valeurs généré de t-distribution (9; 5:5; 1:090)
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est donné dans la �gure(4;4) par :

Figure(4;4) : distribution a posteriori de mu

L�intervalle de crédibilité à 95% est :
(x � t�

2
;n�1

sp
n
; x + t�

2
;n�1

sp
n
) =

�
5:5� 0:8223:028

3:162
; 5:5 + 0:8223:028

3:162

�
=

(4:713; 6:287) :
Par l�utilisation du même ensemble des données, les instructions de Win-

BuGs suivantes sont utilisées pour analyser le problème :
model
ffor(i in 1 : 10) fX[i] � dnorm(mu; tau)g
mu � dnorm (0:0; 0:0001)
tau � dgamma (0:0001; 0:0001)
sigma < � 1

tau
g

list (X = c(1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10))
list (mu = 0 ,tau = 1)

� et � sont indépendantes, l�analyse correspondente est donnée dans la

98



4.4. LA DÉTERMINATION DE LA PUISSANCE D�UN ÉCHANTILLON
BINOMIAL ET LA FONCTION PUISSANCE

table suivante.

Param�etre Moyenne Dev:std M�ediane Inf�erieur Sup�erieur
mu 5:48 1:10 5:49 3:30 7:67
sigma 11:86 7:77 9:92 4:33 30:47

Table(4;4) : distribution a posteriori de � et � =
1p
�

La densité a posteriori de � est la même dans la �gure(4;4), la densité
a posteriori de sigma (voir figure (4; 5)) montre l�asymétrie à droite avec
la médiane de 9:921, moyenne = 11:86 et l�intervalle de crédibilité à 95% est
(4:33, 30:47)

Figure(4:5) : densité de sigma

4.4 La détermination de la puissance d�un échan-
tillon binomial et la fonction puissance

Cette application présente deux exemples d�application. Le premier consiste
à calculer la fonction puissance pour H0 contre H1; et le deuxième consiste à
calculer la puissance pour un échantillon binomial avec l�information a priori.
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On considère un échantillon aléatoire de la population de Bernoulli avec
les paramètres n et �, où n est le nombre de malade et � est la probabilité
de réponse. Soit X le nombre des réponses parmi n patients, et on suppose
que l�hypothèse nulle est :

H0 : � � �0 contre H1 : � > �0

L�information a priori de � est déterminée pour être Beta(�; �), donc la
distribution a posteriori de � est Beta (x+ �; n� x+ �) où x est le nombre
observé de réponses parmi n malades. L�hypothèse nulle est rejetée et on
accepte l�alternative lorsque :

Pr[ � > �0=x; n] > 


Où 
 prend généralement de "grandes" valeurs 0:90 , 0:95 , 0:99.
L�équation précédente détermine la région critique du test, donc la fonc-

tion puissance est :

g(�) = Pr
X=�
fPr[ � > �0=x; n] > 
g

Dans la donnée de la valeur �, la puissance est interprétée comme la simula-
tion suivante :
1-choisir n et � et soit I = 0
2-Générer X � Binomial (�; n)
3-Générer � � Beta(x+ �; n� x+ �)
4-Si Pr[ � > �0=x; n] > 
, laissez le compteur I = I+1 sinon laissez I = I
5-Répéter (1)-(4) M fois, où M est "grand"
6-Choisir d�autres � et répété (2)-(5), donc la puissance est estimée comme

I
M
:

4.4.1 La détermination de la fonction puissance pour
H0 contre H1

On considère un essai typique où la quantité historique pour la réponse de
thérapie est 0:20, donc l�essai est stoppé si le taux dépasse la valeur historique.
La quantité de réponse est dé�nie dans l�étude suivante :

H0 : � � 0:20 contre H1 : � > 0:20
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Où � est la quantité de réponse de thérapie. L�hypothèse nulle est rejetée si la
probabilité a posteriori de l�hypothèse alternative est supérieure à la valeur
seuil 
. Lorsque l�a priori uniforme est appropriée, la courbe de la puissance
du scénario précédent est computé (voir l�équation de simulation précédente)
et avec les tailles de l�échantillon n = 125; 205; et 500, 
 = 0:90, 0:95;
0:99, etM = 1000, et la valeurs nulle est �0= 0:20 (voir la table (4; 5) pour
la puissance du test pour les valeurs de �).
On note que la puissance du test à � = 0:30 et 
 = 0:95 est : 0:841; 0:958
et 0:999 pour N = 125; 205 et 500 respectivement ; Le test bayésien se
comporte d�une manière raisonnable, pour l�erreur de première espèce conven-
tionnelle de 0:05, et la taille de l�échantillon N = 125 , peut êtru su¢ sante
à détecté la di¤érence 0:3 contre 0:2 avec la puissance 0:841 (voir la table
(4; 5)). On doit premièrement utiliser la simulation précidente puis la pro-
grammation en PassR:

� 
 = 0:90 
 = 0:95 
 = 0:99
0 0; 0; 0 0; 0; 0 0; 0; 0
0:1 0; 0; 0 0; 0; 0 0; 0; 0
0:2 0:107; 0:099; 0:08 0:047; 0:051; 0:05 0:013; 0:013; 0:008
0:3 0:897; 0:97; 1 0:841; 0:958; 0:999 0:615; 0:82; 0:996
0:4 1; 1; 1 1; 1; 1 0:996; 1; 1
0:5 1; 1; 1 1; 1; 1 1; 1; 1
0:6 1; 1; 1 1; 1; 1 1; 1; 1
0:7 1; 1; 1 1; 1; 1 1; 1; 1
0:8 1; 1; 1 1; 1; 1 1; 1; 1
0:9 1; 1; 1 1; 1; 1 1; 1; 1
1:0 1; 1; 1 1; 1; 1 1; 1; 1

Table(4;5) : la fonction puissance pour H0 contre H1 :125; 205; 500

4.4.2 La détermination de la puissance pour un échan-
tillon binomial avec l�information a priori

Un échantillon binomial avec l�information a priori disponible avec 50
patients; 10 parmi eux ont la réponse à la thérapie d�après les hypothèses
nulles et alternatives précédentes, on rejette l�hypothèse nulle lorsque :

Pr[ � > �=x; n] > 
 (4.1)
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Où � est indépendant de � � Beta(10; 40). Comme précédent, on utilise
la règle de simulation précidente, et la fonction puissance pour la région de
con�ance de l�équation (4,1) est calculée ( voir la table(4; 6)) avec la même
taille de l�échantillon et des valeurs seuils comme dans la table(4; 5)). La puis-
sance de test dans 0:758; 0:865 et 0:982 pour � = 0:4 , et N = 125; 205
et 500 respectivement est calculée dans la table (4, 6). On voit l�importance
de l�information a priori dans les tests d�hypothèses si l�hypothèse est rejetée
avec la région critique suivante :

Pr (� > 0:2=x; n) > 
 (4.2)

La puissance (voir la table (4; 5)) sera supérieure à la puissance correspon-
dente (voir la table(4; 6)), déterminée par la région critique de l�équation
(4,1). Donc les grandes taille d�échantillons sont nécessaires avec l�approche
de l�équation (4,1) pour atteindre la même puissance comme le test donné
par l�équation (4,2). Voici la table(4; 6) qui donne la puissance pour un échan-
tillon binomial avec l�information a priori.

� 
 = 0:90 
 = 0:95 
 = 0:95
0 0,0,0 0,0,0 0,0,0
0:1 0,0,0 0,0,0 0,0,0
0:2 0.016 , 0.001, 0.000 0.002,0.000,0.000 0.000,0.000,0.000
0:3 0.629,0.712,0.850 0.362,0.374,0.437 0.004,0.026,0.011
0:4 0.996,0.999,1 0.973,0.998,1 �0.758,0.865,0.982
0:5 1,1,1 1,1,1 0.999,1,1
0:6 1,1,1 1,1,1 1,1,1
0:7 1,1,1 1,1,1 1,1,1
0:8 1,1,1 1,1,1 1,1,1
0:9 1,1,1 1,1,1 1,1,1
1:0 1,1,1 1,1,1 1,1,1

Table(4;6) : puissance pour un échantillon binomial avec l�information a priori

4.5 Le calcul de la puissance pour deux échan-
tillons binomial

D�après (Lyle D. Broemeling (2006)), cette application resoud un pro-
blème commun dans la statistique qui est la comparaison de deux populations
binomiales, avec le calcul de la puissance de deux échantillons binomiales.
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4.5.1 La comparaison de deux populations binomial

La comparaison de deux populations binomiales est implique l�hypothèse

H0 : �1 = �2 contre H1 : �1 6= �2

Où �1 et �2 sont des paramètres de la population de Bernoulli. Les deux pa-
ramètres de Bernoulli doivent être sensibles à deux modèles de diagnostique.
On suppose que la probabilité a posteriori de l�hypothèse nulle est �, et on

signe à l�indépendance uniforme a priori de deux paramètres de Bernoulli. Il
peut être montré que le test bayésien rejetteH0 et accepteH1 si la probabilité
a posteriori P de l�hypothèse alternative satisfait :

P > 


où

P = D2=D (4.3)

et

D = D1 +D2

avec

D1 =

�
�

�
n1
x1

��
n2
x2

�
� (x1 + x2 + 1)� (n1 + n2�x1 � x2 + 1)

�
� (n1 + n2 + 2)

où � est la fonction de gamma.
et

D2 = (1� �) (n1 + 1)
�1 (n2 + 1)

�1

où � est la probabilité a priori de l�hypothèse nulle,X1 etX2 sont les nombres
de réponses de deux populations binomiales avec les paramètres (�1; n1) et
(�2; n2) respectivement, et on note la fonction de puissance

g(�1; �2) = Pr
x1;x2=�1;�2

[ � > 
=x1; x2; n1; n2] ; (�1; �2) 2 (0; 1) (0; 1)

Où P est donné par l�équation (4,3).
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4.5.2 Le calcul de la puissance pour deux échantillons
binomial

On suppose n1 = n2 = 20, la taille des échantillons de deux groupes et
la probabilité a priori de l�hypothèse nulle est 0:5. La puissance de chaque
point (�1; �2) est calculée par la simulation, avec 
 = 0:90. Les valeurs sont
données dans la table suivante :

�2
�1

0:1 0:2 0:3 0:4 0:5 0:6 0:7 0:8 0:9 1:0

0:1 0:004 0:03 0:13 0:36 0:62 0:84 0:95 0:99 1 1
0:2 0:03 0:01 0:02 0:10 0:28 0:53 0:74 0:91 0:99 1
0:3 0:17 0:02 0:006 0:02 0:10 0:25 0:48 0:76 0:96 1
0:4 0:36 0:09 0:02 0:01 0:02 0:07 0:24 0:54 0:84 0:99
0:5 0:61 0:28 0:10 0:02 0:007 0:01 0:10 0:29 0:64 0:98
0:6 0:82 0:52 0:23 0:08 0:03 0:005 0:02 0:11 0:35 0:88
0:7 0:95 0:77 0:46 0:25 0:11 0:03 0:01 0:04 0:17 0:58
0:8 0:99 0:92 0:76 0:49 0:31 0:13 0:02 0:01 0:04 0:20
0:9 1 0:99 0:94 0:84 0:64 0:35 0:15 0:03 0:006 0:01
1:0 1 1 1 1 0:98 0:87 0:56 0:20 0:01 0:00

Table(4;7) : puissance de deux échantillons binomiales

Lorsque la puissance est calculée pour les deux échantillons, on a le
test bilatérale binomial avec alpha = 0:013, et les tailles des échantillons
n1 = n2= 20 et (�1; �2) = (0:8; 0:2), donc la puissance est 0:922 qui est
faible par rapport à la puissance du test de Bayes, Pour 
 donnée dans le
test de Bayes, on doit donner une puissance égale à la puissance du test
conditionnel, pour les valeurs de �1 et �2 considérées. L�erreur maximum de
la première espèce du test de Bayes est approximativement à 0:013:
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié la théorie mathématique des tests bayé-
siens et fait une comparaison avec les tests dans l�approche fréquentiste. Nous
avons montré leurs intérêts et les conclusions signi�catives qu�elles peuvent
conduire dans les essais cliniques. De plus nous avons étudié le motif des plans
adaptatifs prenant en compte les réponses disponibles comme une solution
alternative à la randomisation équilibrée classique. Ces plans sont explicite-
ment intéressants puisqu�ils permettent pour des raisons éthiques d�exposer
le moins de sujets possible aux traitements les moins e¢ caces.
Nous avons montré le rôle très important du facteur de Bayes et critiqué

son utilisation.
Nous avons pu voir des exemples précis où à partir d�une étude pilote, les

probabilités prédictives portant sur les limites de crédibilité fournissent un
résumé utile pour aider au choix de la taille de l�échantillon d�une expérience.
On peut également prédire le résultat �nal pour l�ensemble des données, dans
le cas où les données prédictives peuvent aussi être utilisées pour aider à la
décision d�interrompre une expérience si la probabilité prédictive apparaît
insu¢ sante.
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Résumé 

L’objectif de ce mémoire est d’étudier les aspects décisionnels de 

l’inférence statistique dans les essais cliniques. Nous avonsutilisé une 

modélisation bayésienne parce qu’elle offre plus de souplesse et d’objectivité 

dans le traitement statistique des données. Des applications numériques et les 

simulations ont illustré la méthodologie dans différents modèles pour le calcul du 

facteur de Bayes et probabilités prédictives. 

Mots clés : 

- Statistique bayésienne  

- Test bayésienne 

- Essai clinique 

- Facteur de Bayes 

- P-Valeur 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ABSTRACT 

The objective of this memory is to study the decisional aspects 

of the statistical inference in the clinical trials. We used a Bayesian 

modeling because it offers more flexibility in the statistical processing 

of data. Numerical applications and simulation illustrated 

methodology in various models for the calculation of the Bayes factor 

and probabilities predictive.  
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 :ملخص

 

 الاستذلال جانة  من ىٌ دساسح عمليح صنع القشاسالمزكشجاليذف من ىزه 

 تايز لأنو يٌفش المزيذ من المشًنح ًرجاستخذمنا نملزلك . الإحصائي في التجاسب السشيشيح

ًقذ أظيشخ التطثيقاخ الشقميح ًالمحاكاج . ًالمٌضٌعيح في المعالجح الإحصائيح للثياناخ

 .المنيجيح نمارج مختلفح لحساب عامل تايز ًالاحتمالاخ التنثؤيح

 

 الدلاليةالكلمات 

 . إحصائياخ تايز-

 .تايز  اختثاس-

 .التجاسب السشيشيح- 

 . ف القيمح-

 .تايز عامل- 

 

 

  


