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Résumé 
 
La résolution des équations différentielles stochastiques pose un problème très complexe. 
Pour cette raison, nous avons présenté une étude approfondie des processus COGARCH 
(Continuous Generalized Auto Regressive Conditioned Héteroscedastique), largement 
appliquée en finances mathématiques et en économétrie.  
 
Dans la première partie, nous avons présenté les définitions nécessaires et les propriétés de 
tous les processus  utilisés dans ce mémoire. Ensuite, nous avons balayé le calcul de 
l’intégrale stochastique en utilisant la formule de Itô. Dans ce cadre, l’existence, l’unicité et la 
stabilité des solutions des équations différentielles stochastiques ont été étudiés.      
 
Dans la seconde partie de ce mémoire, nous avons présenté d’une façon générale l’équation 
différentielle du processus COGARCH. Une étude approfondie du processus de volatilité est 
illustrée. Cette étude est basée sur la stationnarité et la non négativité de ce processus. La 
fonction d’autocorrelation des carrés des accroissements est présentée pour estimer les 
paramètres du processus COGARCH.  
 
Dans la troisième partie, on a présenté deux méthodes différentes d’estimation des paramètres 
du processus COGARCH pour le cas particulier COGARCH (1,1) et leurs consistances. Il 
s’agit de la méthode des moments et la méthode de quasi-maximum de vraisemblance.  
 
Enfin, nous sommes arrivés à enlever le voile sur les propriétés probabilistes statistiques des 
processus COGARCH.       
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 

Abstract 
 
The resolution of stochastic differential equations put a very complex problem. For this 
raison, we have presented a deep study (Continuous Generalized Auto Regressive 
Conditioned Heteroscedastic) (COGARCH), largely applied in financial mathematics and in 
economy.    
 
In the first part of this memoir, we have presented necessary definitions and properties of all 
processes used in this study. Then, we have sweep the computing of stochastic integral using 
Itô method. In this context, the existence, the unique and the stability of solutions of 
stochastic differential equations have been studied.   
 
In the second part of this memoir, we have presented in general manner the differential 
equation of COGARCH process. Therefore, a deep study of volatility process has been 
illustrated. This study is based on the stationary and the non negativity of this process. The 
autocorrelation function of squares increases is presented to estimate the process parameters 
of COGARCH.    
 
In the third part, we have presented two different methods of estimation of process parameters 
only for the particularly case COGARCH (1,1) and its consistencies. It’s acted of moment 
method and quasi-maximum of vraisemblance.      
 
Finally, we arrived to push the sail from statistical and probabilistic properties of COGARCH 
processes.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 

 ملخص
 

      عن صنف  قدمنا دراسة معمقة ولھذا السبب  . توسع في ھذا المیدان إلى أدى الإحصائیةحل المعادلات التفاضلیة  إن
COGARCH  .المالیة و الاقتصاد تالتي یكثر استعمالھا في الریاضیا  ط  ارتدادي تلقائي المشرو   

 
وقدمنا دراسة معمقة على المستعملة في ھذا البحث ضنا إلى التعاریف المھمة و خواص الأصناف تعر في الجزء الأول

.من حیث وجود ووحدانیة و استقرار الحلولالتصادفیة درسنا المعادلات التفاضلیة  أیضافي ھدا الجزء . التصادفي التكامل   
 

ھذه الدراسة .قمنا بدراسة معمقة على تقلب المتغیر ف COGARCHفي الجزء الثاني لھذا البحث قدمنا بصفة عامة التوابع 
تظھر عند التي  التزایدرتبطة خطیا لمربعات مال التوابع  إلىو قد تعرضنا . تركز على استقرار و عدم سلبیة ھذا  الصنف

.COGARCH الصنف معاملات  رتقدی  
   

COGARCH )1¸1( في الحالة الخاصة COGARCH الأصنافمن طرق تقدیر جزء الثالث قدمنا نوعان في ال  
.المقدرون ھطریقة الحد الأقصى لشبو  العزم و تتمثلان في طریقة وثبات حلول كل من ھما  

 
.COGARCHللصنف  الإحصائیةنكون قد درسنا الخواص الاحتمالیة و  الأخیرفي   



Introduction

Le concept des équations di¤érentielles stochastiques (EDS) en anglais ; stochastic
di¤erential equations (SDE) généralise celui des équations di¤érentielles ordinaires
aux processus stochastiques. La formalisation théorique a posé d�énormes problèmes
aux mathématiciens et il a fallu donc attendre les années 1940 et les travaux du célèbre
mathématicien Itô sur l�intégrale stochastique. Il s�agit détendre la notion d�intégrale
de Lebesgue-Stieljes aux processus stochastiques selon un mouvement brownien. Notre
but consiste à la présentation d�une étude sur les équations di¤érentielles stochastiques
et ses applications dans l�analyse des séries temporelles (chap.3) et pour atteindre ce
but, il est nécessaire d�illustrer les propriétés de l�intégrale stochastique (chap. 2).
Dans ce contexte, on construira cette intégrale et on donnera un sens à l�expression

de l�intégrale :
TR
s

X (s) dW (s) où X (s) est un processus stochastique satisfaisant les

propriétés su¢ samment régulières. À partir de la théorie de l�intégration, on formule
les expressions des EDS qui se sont utilisées dans les di¤érentes branches des sciences
fondamentales et dans la théorie de la modélisation stochastique. Ces équations ayant
la forme suivante

dX (t) = �X (t) dt+ �X (t) dW (t) (0.1)

où (W (t) ; t � 0) est un movement brownian, Par une simple intégration, on trouve

X (t) = X (0) + �

tZ
0

X (s) ds+ �

tZ
0

X (s) dW (s) :

L�équation (0:1) représente l�évolution exponentielle d�une population à un taux � avec
une incertitude proportionnelle à la taille de population. C�est également l�équation du
modèle de Black-Scholes pour l�évaluation du prix X (t) d�une option sous-jacente à
une action de volatilité �, lorsque le taux d�intérêt est �. Les processus GARCH
(autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques) à temps continu (COGARCH)
sont des modèles populaires préférés par les chercheurs en �nance et en économétrie
lorsque les observations sont irrégulières où sont données avec des fréquences fortes.
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0. Introduction ii

Notre objectif est de dégager le voile sur les propriétés probabilistes et statistique
des modèles COGARCH. Plus précisément, nous donnons des conditions nécessaires et
su¢ santes assurant l�existence et l�unicité de solution pour une équation di¤érentielle
stochastique associée au processus COGARCH. Ensuite, nous déduisons les propriétés
du second ordre de notre modèle.

0.0.1 Structure de la thèse

Le présent mémoire est divisé en cinq chapitres répartis comme suit :

1. Le chapitre 1 constitue un préliminaire sur les processus stochastiques à temps
continu. Dans la section 1.1, on a dé�ni les processus stochastiques et les martin-
gales. Dans la section 1.2, on a exposé plusieurs exemples des processus stochas-
tiques, tels que : les processus gaussiens, les processus markoviens, le mouvement
brownien, le processus de di¤usion, le processus de Poisson et de Lévy.

2. Dans le chapitre 2, on s�intéresse à l�intégrale stochastique et la formule de Itô.

3. Le chapitre 3 est consacré aux équations di¤érentielles stochastiques où nous
étudions le problème d�existence, d�unicité, et de la stabilité de solutions.

4. Dans la dernière partie, nous illustrons quelques exemples d�équations di¤éren-
tielles stochastiques. Dans le même contexte, la simulation numérique de quelques
processus a été établie et commentée. Ce chapitre contient une présentation glo-
bale des processus COGARCH(p; q), où nous étudions les conditions de station-
narité et la fonction d�autocorrelation du carré des accroissements ([5]) :

5. L�estimation des paramètres du processus COGARCH(1; 1) est présentée dans le
chapitre cinq. Pour atteindre le but recherché, nous avons étudié deux méthodes
d�estimation : la méthode des moments et la méthode de quasi-maximum de
vraisemblance et leurs consistances.([11]) ; ([12]) ; ([23]) ; ([24]) ; ([40]) :



Abréviation

R L�ensemble des nombres réels
Z L�ensemble des entiers
(
;F ; P ) Espace de probabilité
F Tribu des évenements
BR La tribu borélienne sur R
i.i.d. Indépendante et identiquement distribuée
i.e., C�est-à-dire
p.s. Presque sûrement
EDS Équation di¤érentielle stochastique
MB Mouvement brownien
N (�; �2) La loi normale de moyen � et de variance �2

PX Loi de probabilité d�une variable aléatoire X
L2 (
;F ; P ) L�espace des variables aléatoires de carrés intégrables
C2 (R) L�ensemble des fonctions dérivables et de dériveé continues sur R
FU
w La �ltration générée par (U (t) ; (W (t)))t�0

Hp:s L�espace hilbertien engendré par des processus stochastiques
Hv:a L�espace hilbertien engendré par des variables aleatoires
vec (A) Le vecteur colonne dans Cq2 :
kAk Une norme matricielle
C ([a; b]) L�ensemble des fonctions continus sur [a; b] dans R

iii
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Chapitre 1

Processus stochastiques

Les processus aléatoires décrivent l�évolution d�une grandeur aléatoire en fonction du
temps (ou de l�espace). Il existe de nombreuses applications des processus aléatoires
notamment en physique statistique (par exemple le ferromagnétisme, les transitions de
phases, etc), en biologie (évolution, génétique et génétique des populations), médecine
(croissance de tumeurs, épidémie), et bien entendu les sciences de l�ingénieur. Dans ce
dernier domaine, les applications principales sont pour l�administration des réseaux,
de l�internet, de la télécommunication et bien entendu dans les domaines économiques
et �nanciers.
L�étude des processus aléatoires s�insère dans la théorie des probabilités dont elle

constitue l�un des objectifs les plus profonds. Elle soulève des problèmes mathéma-
tiques intéressants et souvent très compliqués. Dans ce chapitre, nous présentons les
dé�nitions et les propriétés des processus stochastiques à temps continu accompagnées
de quelques exemples qui nous semblent nécessaires pour les chapitres suivants.

1.1 Généralités sur les processus à temps continu

1.1.1 Regularité des trajéctoires

Commençons tout d�abord par préciser ce que l�on entend par processus à temps
continu

Dé�nition 1.1 On appelle processus stochastique à temps continu et à valeurs dans
un espace E muni d�une tribu B, une famille X = (X (t))t2R+ de variables aléatoires
dé�nies sur un espace de probabilité (
;F ; P ) et à valeurs dans (E;B) .

Remarque 1.1 1. Dans la pratique l�indice t représente le temps.

4



1. Processus stochastiques 5

2. Un processus peut aussi être vu comme une fonction aléatoire, i.e., à chaque
w 2 
 on associe la fonction de R+ dans E, t! X(t; w), appelée trajectoire du
processus

3. Un processus peut être considéré comme une application de R+ � 
 dans E,
nous supposerons toujours que cette application est mesurable lorsque l�on munit
R+ � 
 de la tribu BR+ 
F et E de la tribu B.

4. En considérera aussi des processus indexés par un intervalle de temps [0; T ] borné.

C�est un enjeu que de savoir si un processus admet des trajectoires mesurables,
continues, dérivables ou encore plus régulières.

Dé�nition 1.2 Un processus X = (X (t))t2R+ réel est dit stochastiquement continu
(ou continu en probabilité) si P lim

s!t
X (s) = X (t) ; s; t 2 R+, i. e., 8t 2 R+ et 8" > 0,

on a lim
s!t

P (jX (t)�X (s)j � ") = 0:

De la dé�nition précédente, on peut déduire facilement les propriétés suitantes.
SoientX = (X (t))t2R+ et Y = (Y (t))t2R+ deux processus réels continus en probabilité,
alors

Propriétés 1.1 :

1. Le processus (X (t) + Y (t))t2R+ est continu en probabilité

2. Le processus (�X (t))t2R+ est continu en probabilité

3. Le processus (X (t)� Y (t))t2R+ est continu en probabilité

4. Le processus (jX (t)j)t2R+ est continu en probabilité

5. Le processus (X (t)Y (t))t2R+ est continu en probabilité

Remarque 1.2 Si dans la dé�nition 1.2, la notion de la continuité en probabilité est
remplacée par celui de la continuité p:s, i.e., il existe une parties D 2 F négligeable et
lim
t!s

X(t; w) = X(s; w) pour tout w 2 Dc. On dé�nit également la continuité à droite

(rep. à gauche) en probababilié et p:s et cependant les propriétés 1� 5 restent vraies.

Etant donné un processus stochastique X = (X (t))t2R+ les lois �nidimensionnelles
de X sont les lois de tous les vecteurs (X(t1); :::; X(tn)) pour toute suite �nie croissante
de temps ft1 � t2 � ::: � tng : L�ensemble des lois �nidimensionnelles caractérise la loi
PX du processus X. Dans la suite quand nous écrirons X

L
= Y égalité en loi de deux

processus, nous signi�erons l�égalité de toutes les loi �ni dimensionnelles de X et de
Y , i.e., (X(t1); :::; X(tn))

L
= (Y (t1); :::; Y (tn)) pour tout t1; t2; :::; tn et n 2 N.

Il y a plusieurs façons pour des processus stochastiques X et Y d�être égaux :
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Dé�nition 1.3 Deux processus X et Y , sont dits équivalents s�ils ont même loi (égalité
de toutes les lois �nidimensionnelles). On écrira X L

= Y . On dira que Y est une version
du processus X si pour tout t 2 R, P (X(t) = Y (t)) = 1. On parle encore d�équivalence
au sens fort. Deux processus X et Y sont dit indistinguables si P (X(t) = Y (t);8t 2
R) = 1.

Il est facile de voir que pour deux processus stochastiques X et Y :

Proposition 1.1 indistinguable ) équivalence forte ) équivalence.

L�́ equivalence forte dé�nit une relation d�équivalence pour les processus stochas-
tiques et deux processus fortement équivalent sont équivalents pour cette relation.
Souvent lorsqu�on considèrre un processus stochastique (X (t))t2R+ , on en cherche

une version (Y (t))t2R+ dont les trajectoires ont de bonnes propriétés de régularité.

Théorème 1.1 (Kolmogorov) Soit X = (X (t))t2R+ un processus tel qu�il existe a; b; c
> 0 véri�ant pour tout s; t :

E fjX(t)�X(s)jag � c jt� sjb+1 (1.1)

Alors il existe une version continue eX de X.

En fait, les trajectoires de eX ont mêmes �höldériennes pour tout  < b

a
.

Remarque 1.3 1. La condition du théorème 1.1 porte sur les lois de dimension 2.

E fjX(t)�X(s)jag =
R
R2 jx� yja dP(X;Y )(dx; dy)

ce qui en pratique n�est pas trop di¢ cile à calculer

2. A priori, dans le théorème 1.1 les paramètres a et b sont non liés. En réalité, on
peut toujours prendre choisire a � 1 + b. En e¤et, si a < 1 + b, alors (1:1) se
réécrit

E

�����X(t)�X(s)

t� s

����a� � c jt� sjb�a+1

avec avec 1 + b � a > 0. En faisant s ! t, la dérivée dans au sens La de
(X (t))t2R+ est nulle et (X (t))t2R+ est donc constant. Ce n�est donc pas trés
interéssant d�utiliser le théorème 1.1 dans un tel cas. Puisque le processus initial
est en fait constant, il est évident qu�il est aussi continue.

3. La condition b > 0 est capitale : Pour b = 0, on a un contre exemple avec le
processus de Poisson : Soit X(t) = Y (t) � t où (Y (t))t2R+ est un processus de
Poisson d�intensité t > 0. On a E

�
jX(t)�X(s)j2

	
= V ar fX(t)�X(s)g =

V ar fX(t� s)g = t � s. On a donc (1:1) avec a = 2, b = 0 et c = 1. Or les
trajectoires du processus de Poisson sont en escalier avec des sauts.
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1.1.2 Temps d�arrêt et martingales

Comme dans le cas discet, on introduit la notion de �ltration

Dé�nition 1.4 Soit (
;F ; P ) un espace de probabilité, une �ltration (F (t))t�0 est une
famille croissante de sous tribus de F . La tribu F (t) représente l�information dont on
dispose à l�instant t. On dit qu�un processus (X (t))t�0 est adapté à (F (t))t�0, si X (t)
est F (t)� mesurable pour tout t.

Remarque 1.4 Dans la suite, les �ltrations que l�on considérera, auront la propriété
suivante

8t : F (t) contient N : l�ensemble des parties P � négligeables (H)

ceci nous permet d�a�rmer que si X = Y p:s et si Y est F (t)� mesurable alors X est
F (t)� mesurable

On peut construire une �ltration a partir d�un processus (X (t))t2R+ en posant
FX (t) = � (X(s); s � t). Cette �ltration ne véri�e pas en général l�hypothèse H pré-
cédente. Cependant, si on remplace F (t) par la tribu complitée, i.e., par F c (t) =

� (FX (t) ;N ) on obtient une �ltration véri�ant l�hypothèse H. On appelle cette �l-
tration la �ltration naturelle du processus (X (t))t�0. On convient donc, lorsque on
parle de �ltration pour un processus (X (t))t2R+ sans aucune précision, il s�agit de sa
�ltration natrelle.
La notion de temps d�arrêt est aussi utile. Un temps d�arrêt modélise un temps

aléatoire qui depend de l�historique d�un processus (X (t))t2R+

Dé�nition 1.5 Soient (
;F ; P ) un espace de probabilité et (F (t))t2R+ une �ltration.
Une variable aléatoire � dé�nie sur 
 à valeurs dans R+ est appelée un temps d�arrêt
par rapport à la �ltration (F (t))t2R+ si 8t 2 R+ : f� � tg 2 F (t). Intuitivement,
F (t) contient tous les évenements qui ne dépendent que de l�histoire du processus
jusqu� au temps t. Un temps d�arrêt � est dit �ni si P (� =1) = 0. On dé�nit
ainsi, la tribu F (�) comme étant la tribu des événements antérieurs à � : F (�) =

f� 2 F(1) : � \ [� = t] 2 F (t) ; 8t � 0g où F(1) = �

�
[
t�o
F (t)

�
� F .

Propriétés 1.2 : Soient s et � deux temps d�arrêts

1. Si � = k (constant) alors � est un temps d�arrêt, de même s ^ � = inf fs; �g ;
s _ � = sup fs; �g , � ^ a où a 2 [0;+1[ sont aussi des temps d�arrêts.

2. Si A 2 F (s) alors A \ fs � �g 2 F (�) :
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3. Si s � � alors F (s) � F (�) :

4. F (s ^ �) = F (s) \ F (�).

5. F (s _ �) = � fF (s) ;F (�)g : Si A 2 F (s ^ �) alors A \ fs � �g 2 F (�).

Les martingales en temps continu est un outil fondamental pour la théorie des
équations di¤érentielles stochastiques. La dé�nition suivante est une extension de celle
du temps discret.

Dé�nition 1.6 Soit (
;F ; P ) un espace de probabilité muni d�une �ltration (F (t))t2R+,
M = (M (t))t2R+ une famille adaptée de variables aléatoires intégrables. Alors la fa-
mille (M (t) ;F (t))t2R+ est appelée

1. Une martingale, si pour tout s � t; E fM(t)jF (s)g =M(s), p:s:

2. Une surmartingale, si pour tout s � t; E fM(t)jF (s)g �M(s), p:s:

3. Une sousmartingale, si pour tout s � t; E fM(t)jF (s)g �M(s), p:s:

Propriétés 1.3 1. Une martingale (M (t) ;F (t))t2R+ est constante en moyenne
i.e., t! E fM(t)g est constante, une surmatingale est croissante en moyenne et
une sousmartingale est décroissante en moyenne.

2. Si (M (t) ;F (t))t2R+ est une martingale et ' est une fonction convexe (resp.
concave) telle que '(M (t)) soit intégrable, alors ('(M (t)))t�0 est une sousmar-
tingale (resp. surmatringale).

3. Si (M (t) ;F (t))t2R+ est une martingale (resp. surmartingale, sousmartingal),
alors (M (t) ; FM (t))t2R+ est automatiquement une martingale (resp. surmartin-
gale, sousmartingal).

4. (M (t) ;FM (t))t2I est une martingale pour tout ensemble �ni I � R+, alors
(M (t) ; FM (t))t2R+ est une martingale. En e¤et, soit (ri)1�i�n une suite �nie
d�éléments de I avec rn = s < t. Si A 2 � fM (r1) ; :::;M (r1)g, alorsR

A
E fM(t)jM(r); r � tg dP =

R
A
M(t)dP

=
R
A
E fM(t)jM(r1); :::;M(rn) g dP

= M(rn) =M(s)

et par le théorème de classe monotone1, ceci reste vraie 8A 2 FM (t) :
1La forme la plus célèbre est : Soit (X (t))t2T une famille de fonctions de 
 dans un (E;<), et soit

A := � fX(t); t 2 Tg, H un espace vectoriel véri�ant 1.) 8 t1; :::; tn 2 T et A1; :::; An 2 < la fonctionQn
i=1 IAi

(X(ti) 2 H. 2.) pour toute suite croissante de fonctions de H de limite �nie (resp. bornée)
la limite est dans H. Alors H contient toutes les fonctions A�mesurables �nies (resp. bornées)
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5. Si (M (t) ;FM (t))t2R+ est une martingale (resp. sousmartingale), alors (M (t) ;

FM (t))t2I est une martingale (resp. sousmartingale) pour tout ensemble �ni I �
R+.

6. Si (M (t) ;F (t))t2R+ est une martingale, � un temps d�arrêt, alors (M� (t) ;F (t))t2R+
est une martingale, où le processus (M� (t))t�0 est dé�n par M� (t) =M (t ^ �).

Remarque 1.5 : Notons d�un processus de Poisson (N(t))t�0 d�intensité � n�est pas
une martingale, en revanche (N (t)� �t;FN (t))t2R+ est une martingale.

1.2 Exemples de processus

La loi d�un processus aléatoire est caractérisée par la donnée des lois �nidimension-
nelles. En fait, on parle de la loi du processus (X (t))t2R+ lorsque l�on connait la
loi conjointe du vecteur (X(t1); :::; X(tn)) pour toute suite �nie croissante de temps
ft1 � t2 � ::: � tng. Cette loi est entièrement déterminée soit par la fonction de répar-
tition �nidimensionnelle

F(t1;:::;tn)(x1; :::; xn) = P (X(t1) � x1; :::; X(tn) � xn)

ou par la fonction caractéristique

'(t1;:::;tn)(u1; :::; un) = E

�
exp

�
i
nP
i=1

uiX (ti)

��
=

R
Rn exp

�
i
nP
i=1

uixi

�
dnF(t1;:::;tn)(x1; :::; xn):

Ce type de dé�nitions est peu pratique à manipuler. Nous y ferons parfois référence de
manière implicite a�n de conserver la �uidité de notre discussion.

1.2.1 Processus à accroissements indépendants

Dé�nition 1.7 Un processus réel (X (t))t2R+ est dit processus à accroissements indé-
pendants (PAI), si

a) X(0) = 0 p:s (on se ramène à ce cas en considérant le processus (X (t)�X(0))t2R+)

b) 8s < t; X(t)�X(s) est indépendant de la tribu FX (s) :

Si de plus

c) l�accroissement X(t) � X(s) a la même loi que X(t � s), le PAI est dit PAI
stationnaire (PAIS).
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Propriétés 1.4 1. Les propriétés b) et c) sont équivalentes à dire que si 0 <

t1 < t2 < ::: < tn, les variables X(t1); X (t2) �X (t1) ; :::; X (tn) �X (tn�1) sont
indépendantes et qu�on a la stationnarité

2. Les proriétés b) et c) impliquent qu�un PAIS est un processus de Markov. En
e¤et, on a presque sûrement

E
�
eiuX(t)jF (s)

	
= eiuX(s)E

�
eiu(X(t)�X(s))jF (s)

	
= eiuX(s)E

�
eiu(X(t)�X(s))

	
d�où puisque le dernier membre est FX (s)�mesurable

E
�
eiuX(t)jF (s)

	
= E

�
eiuX(t)jX (s)

	
, p:s:

3. Si X(0) 6= 0, en posant Y (t) = X(t)�X(0), alors d�une part X(0); Y (t1); Y (t2)�
Y (t1); :::; Y (tn)�Y (tn�1) sont indépendantes et par suite X(0) et fY (t1); Y (t2)�
Y (t1); :::; Y (tn)�Y (tn�1)g sont aussi indépendantes, ainsi X(0) et fY (t1); Y (t2) ;
:::; Y (tn)g le sont. Comme t1; :::; tn sont arbitraire, alors le théorème de la classe
monotone montre que X(0) et fY (t); t � 0g sont indépendantes. D�autre part,
Y (0) = 0; Y (t)� Y (s) = X(t)�X(s), t < s; donc fY (t); t � 0g est un PAI.

4. Si (X (t))t2R+ un PAIS intégrable, alors ((X(t)� E(X(t));FX (t))t2R+ est une
martingale. Sans perdre de généralité, on suppose que E fX(t)g = 0. Si 0 � t1 <

t2 < ::: < tn+1, alors les variablesX(0); X (t1)�X (0) ; X (t2)�X (t1) ; :::; X (tn+1)�
X (tn) sont indépendantes doncX (tn+1)�X (tn) et {X(0); X (t1)�X (0) ; X (t2)�
X (t1) ; :::; X (tn)�X (tn�1)} le sont et par conséquent X (tn+1)�X (tn) et { X (t1)
; X (t2) ; :::; X (tn)} sont aussi indépendant et donc

E fX (tn+1) jX (t1) ; X (t2) ; :::; X (tn)g
= X(tn) + E fX (tn+1)�X(tn)jX (t1) ; X (t2) ; :::; X (tn)g
= X(tn) + E fX (tn+1)�X(tn) g
= X(tn).

Donc ((X(t);FX (t))t2I est une martingale pour tout sous ensemble �ni de R+ et
le resultat découle des propriétés des martingales 1. 4.

PAIS et lois indé�nement divisibles

Soit (X (t))t2R+ un PAIS alors on a X (t) = X( t
n
) + (X(2t

n
) �X( t

n
)) + ::: + (X(t) �

X( (n�1)t
n
)) pour tout t, les variablesX(kt

n
)�X( (k�1)t

n
) sont indépendantes et de équidis-

tribuées de sorte que pour tout n il existe des variables indépendantes équidistribuées
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(Yi(n))1�i�n telle que X (t) =
Pn

i=1 Yi(n). Cette propriété est très remarquable et
impose certaines caractéristiques à la lois de X (t). Notons 't(u) la fonction caracté-
risrique de X (t) et 'k;n(u) = '1;n(u) celles des Yk(n) alors 't(u) =

�
'1;n(u)

�n
. On voit

que la loi de X (t) est indé�nement divisible au sens de la dé�nition suivante

Dé�nition 1.8 Une loi de probabilité sur (R;BR) est dite indé�nement divisible si sa
fonction caractéristique '(u) est telle que pour tout n, il existe une fonction caracté-
ristique 'n(u) telle que '(u) = ('n(u))

n :

A titre d�exembles, citons les lois suivantes

Exemples 1.1 1. La loi normale N (m;�2) est indé�nement divisible, car '(u) =�
eium=n�u

2�2=n
�n
et eium=n�u

2�2=n est la fonction caractéristique de N
�
m
n
; �

2

n

�
2. La lois de Poisson est indé�nement divisible, car '(u) =

�
e�(e

iu�1)=n
�n

3. La loi de Cauchy indé�nement divisible, car '(u) = e�icjuj =
�
e�i

c
n
juj�n

1.2.2 Processus gaussiens

Dé�nition 1.9 Un processus réel X = (X (t))t2R+ est appelé processus gaussien si
pour tout n 2 N�et pour tout (t1; t2; :::; tn) 2 Rn+, le vecteur (X (t1) ; X (t2) ; :::; X (tn))

0

est gaussien.

Autrement dit (X (t))t2R+ est gaussien si toute combinaison linéaire
Pn

i=1 aiX(ti)

suit une loi gaussienne (pour tout n 2 N ,t1; :::; tn 2 R+ et a1,:::,an 2 R.
Il est connu que la loi d�un vecteur gaussien (X (t1) ; X (t2) ; :::; X (tn))

0 est connue
(via sa fonction caractéristique) par le vecteur moyenne (E fX (t1)g ; :::; E fX (tn)g)0 et
la matrice de covariance (Cov(X(ti); X(tj)); 1 � i; j � n). On comprend dés lors que
toute la loi d�un processus gaussien est connue dés qu�on se donne la fonction moyenne
�(t) = E fX (t)g et l�opérateur de covarianceK(s; t) = Cov(X(s); X(t)):En e¤et, la loi
�nidimensionnelle de (X (t1) ; X (t2) ; :::; X (tn))

0 est alors la loi normale de dimension
n, N (�

n
; Kn) avec �n = (�(t1); :::; �(tn))

0 et Kn = ((K(ti; tj))1�i;j�n. Les fonctions �
et K dé�nissent donc toutes les lois �nidimensionnelles du processus et donc aussi sa
loi.

Remarque 1.6 Toutes les marginales d�un processus gaussien sont bien sûr gaus-
siennes, et toute combinaison linéaire de marginales d�un processus gaussien est encore
gaussienne.
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Des bonnes conditions pour avoir une version assez régulière d�un processus gaussien
sont données dans le resultat suivant dû au théorème 1.1.

Théorème 1.2 Soit X = (X (t))t2R+ un processus gaussien centré de fonction de
covariance r(s; t). On suppose qu�il existe � > 0 tel que pour tout s; t :

r(t; t) + r(s; s)� 2r(s; t) � cjt� sj�:

Alors il existe une version continue eX de X. De plus, pour tout  <
�

2
, les trajectoires

de eX sont p:s höldériennes de coe¢ cient .

Preuve. En utilisant l�identité E fX2mg = (2m)!

2mm!
V ar(X)msi X  N (0; 1). Donc.

E
�
jX(t)�X(s)j2m

	
� c

(2m)!

2mm!
jt� sj�m. On choisit m tel que �m > 1. D�aprés le

théorème 1.1. avec b = �m � 1; a = 2m; b
a
=
�m� 1
2m

! �

2
quand m ! 1, on a une

version �höldérienne du processus pour tout  < �

2
.

1.2.3 Mouvement brownien réel

Le mouvement brownien (MB) est associé à l�analyse de mouvements qui évoluent au
cours du temps de manière désordonnée qu�il semble di¢ cile de prévoir leur évolution,
même dans un intervalle de temps très court. Il joue un rôle central dans la théorie
des processus stochastiques, notamment parce que dans de nombreux problèmes théo-
riques ou appliqués, le mouvement brownien ou les di¤usions (qui lui sont associées)
fournissent des modèles simples sur lesquels de nombreux calculs peuvent être faits.
Un botaniste anglais, Robert Brown 2 d´ecrit en 1827 le mouvement de �nes particules
organiques en suspension dans un gaz ou un �uide. Au 19�eme siècle, aprés lui, plu-
sieurs physiciens reconnaissent que ce mouvement est trés irrégulier et ne semble pas
admettre de tangente. On ne pourrait donc pas parler de sa vitesse, ni a fortiori lui
appliquer les lois de la mécanique ! Il constitue un bon exemple de processus gaussiens.

Dé�nition 1.10 Un processus réel W = (W (t))t2R+ est appelé mouvement brownien
(MB) (ou encore processus de Wiener) s�il satisfait les conditions suivantes

1. W (0) = 0 p:s:

2. (W (t))t2R+ est un processus à accroissements indépendants.

2ROBERT BROWN né le 21 décembre 1773 à Montrose (Angus) et décédé le 10 juin 1858 à
Londres est un botaniste écossais ; il est paradoxalement connu pour une découverte non "botanique"
le mouvement brownien.
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3. Si 0 � s < t, W (t)�W (s) W (t� s) ou encore la loi N (0; t� s)

Remarque 1.7 Comme exemple de processus gaussien, le processus U = (U(t))t2R
d�Ornstein-Uhlebeck (OU) dé�ni par U(t) = exp

�
� t
2

	
W (et). On montre facilement

que U(t)  N(0; 1), ce processus est donc stationnaire. Sa fonction de covariance est
donnée par r(t; s) = exp

n
� jt�sj

2

o
. Elle ne dépend que de la di¤érence t � s, il s�agit

bien d�un processus stationnaire de fonction de covariance plus simplement donnée
par r(h) = exp

n
� jhj

2

o
. Elle est donnée sous forme intégrale avec la mesure spectrale

d�(u) =
du

�(1 + u2)
.

Proposition 1.2 Si W = (W (t))t2R+ est un MB standard, alors

1. [Propri�et�e diff�erentielle] fW (t+ s) �W (t)gt�0 est unMB standard pour tout
s > 0, indépendant de �(W (u) ; u < t)

2. [Propri�et�e d0�echelle] Pour tout c > 0; fcW (t=c2)gt�0 est un MB standard.

3. [Sym�etrie] (�W (t))t2R+est un MB standard.

4. [Processus gaussien] Un MB est gaussien de moyenne nulle et de function de
covariance Cov (W (t) ;W (s)) � E (W (t)W (s)) = s ^ t.

5. [Renversement du temps] Le processus
�
~W (t)

�
t2R+

dé�ni par ~W (t) = tW (1=t) �ft>0g

est un MB standard.

Preuve. Pour les propriétés di¤érentielle, d�échelle,symétrie et de processus gaus-
sien la véri�cation est immédiate. Quant à

�
~W (t)

�
t2R+

c�est un processus gaussien

centré de fonction de covariance r(t; s) = stE fW (1=t)W (1=s)g = t ^ s:Evidemment
~W (t) est continu sur]0;+1[. On a, puisque (W (t))t2R+ et

�
~W (t)

�
t2R+

ont même loi

pour tout � > 0, P
�
sup
0<s<t

��� ~W (t)
��� > �

�
= P

�
sup
0<s<t

jW (t)j > �

�
# 0 quand t # 0 et

~W (t) # 0 p:s quand t # 0.

Proposition 1.3 [MB comme martingales]Si (W (t))t2R+ est unMB standard, alors

1. (W (t) ;FW (t))t2R+ est une martingale.

2. (W 2 (t)� t;FW (t))t2R+ est une martingale.

3.
�
exp

n
�W (t)� �2

2
t
o
;FW (t)

�
t2R+

est une martingale.
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Preuve.

1. La première propriété, découle des propriétés des PAI:

2. Remarquons que

E
�
W 2 (t)�W 2 (s) jFW (s)

	
= E

�
(W (t)�W (s))2 + 2W (s) (W (t)�W (s)) jFW (s)

	
= E

�
(W (t)�W (s))2 jFW (s)

	
+ 2E fW (s) (W (t)�W (s)) jFW (s)g

= E
�
(W (t)�W (s))2 jFW (s)

	
La stationnarité et l�indépendance des accroissements duMB permettent de plus
d�a¢ rmer que

E
�
(W (t)�W (s))2 jFW (s)

	
= E

�
W 2 (t� s)

	
= t� s

d�où le résultat.

3. Si s < t alors

E

�
exp

�
�W (t)� �2

2
t

�
jFW (s)

�
= exp

�
�W (s)� �2

2
t

�
E fexp f� (W (t)�W (s))g jFW (s)g

= exp

�
�W (s)� �2

2
t

�
E fexp f� (W (t)�W (s))gg

= exp

�
�W (s)� �2

2
t

�
E fexp f�W (t� s)gg

= exp

�
�W (s)� �2

2
t

�
exp

�
�2

2
(t� s)

�
= exp

�
�W (s)� �2

2
s

�
:

Propriétés 1.5 1. D�après les propriétés des PAI, un MB est un processus mar-
kovien.

2. Si (W (t))t2R+ est unMB à valeurs réelles alors il a des trajectoires p:s continues.



1. Processus stochastiques 15

3. Soit (W (t))t2R+unMB à valeurs réelles. Si a > 0; alors P
�
max
0� s �t

W (s) > a

�
=

2P (W (t) > a). En e¤et, on dé�nit le processus de Wiener
�
~W (t)

�
t2R

par(
~W (t) =W (t) si W (s) < a; 8s < t;
~W (t) = 2aW (t) si 9s < t tel que W (s) = 0:

alors presque sûrement max
0� s �t

W (s) > a si et seulement si W (t) > a où

~W (t) > a et on a P
�
max
0� s �t

W (s) > a

�
= P (W (t) > a) + P

�
~W (t) > a

�
=

2P (W (t) > a) parce que les processus W (t) et ~W (t) ayant la même loi de pro-
babilité.

4. Si (W (t))t2R+ est unMB à valeurs réelles alors 8h > 0 : P
�
max
0� s �h

W (s) > 0

�
=

P

�
min

0� s �h
W (s) < 0

�
= 1. En e¤et si h > 0 et a > 0 il est évident que

P

�
max
0� s �h

W (s) > 0

�
� P

�
max
0� s �h

W (s) > a

�
et d�après la propriété précédente

on a :

P

�
max
0� s �h

W (s) > a

�
= 2P (W (h) > a) = 2

�
1� �

�
ap
h

��

lorsque a �! 0; 2
�
1� �

�
ap
h

��
�! 1, et que P

�
max
0� s �h

W (s) > 0

�
= 1, de

plus P
�
min

0� s �h
W (s) < 0

�
= P

�
max
0� s �h

(�W (s)) > 0

�
= 1, et

P

�
max
0� s �h

W (s) > 0; 8h > 0
�
� P

 1\
n=1

 
max

0< s < 1
n

W (s) > 0

!!
= 1

D�où P
�
max
0� s �h

W (s) > 0; 8h > 0
�
= 1; P

�
min

0� s �h
W (s) < 0; 8h > 0

�
= 1:

Comportement asymptotique des trajectoires

Il existe des résultats trés �ns sur le comportement des trajectoires du MB (cf. [33]).
On se contente de résultats relativement grossiers mais caractéristiques.

Proposition 1.4 (W (t))t2R+ est un MB à valeurs réelles, alors presque sûrement

1. lim sup
t!1

W (t)p
t
= +1 et lim inf

t!1

W (t)p
t
= �1
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2. lim
t!0

W (t)

t
= 0

3. lim sup
t!0

W (t)p
t
= +1 et lim inf

t!0

W (t)p
t
= �1

Preuve.

1. Soit R = lim sup
t!1

W (t)p
t
. Pour tout s > 0, on a

R = lim sup
t

W (t+ s)p
t+ s

= lim sup
t

W (t+ s)p
t

= lim sup
t

W (t+ s)�W (s)p
t

.

Donc R est indépendante de �(W (u) ; u � s). Ceci étant vrai pour tout s; R
est donc indépendante de �(W (u) ; 0 � u). On a, soit P (R = +1) = 1 soit
P (R = �) = 1. Supposons que R = �, p:s. On a alors pour tout � > �,

P

�
W (t)p

t
> �

�
! 0 quand t ! 1, mais P

�
W (t)p

t
> �

�
= P (W (1) > �) > 0.

Donc R = +1 p:s. Pour la deuxi�eme limite, il su¢ t de considérer f�W (t)g.

2. Soit s =
1

t
et Z(t) = tW (1

t
). On a

W (t)

t
= sW (s) = Z(s)! 0 p:s quand s! 0

puisque Z(s) est un mouvement brownien.

3. Il su¢ t de considérer le mouvement brownien
�
Z(t) = tW (1

t
)
�
t2R+

.

Corollaire 1.1 1. Presque sûrement, W = (W (t))t2R+ passe une in�nité de fois
par tout point.

2. Pour tout s � 0, (W (t))t2R+ n�est pas dérivable ni à droite ni à gauche en s.

Preuve.

1. Ceci résulte immédiatement de la continuité des trajectoires.

2. (W (t))t2R+ n�est p.s. pas dérivable à droite en 0 puisque lim sup
t!0

W (t)�W (0)p
t

=

+1 p:s. Considérant les mouvements browniens (W (t+ s)�W (s))t2R+ et (Z(t) =
tW (1

t
))t2R+ on a d�abord la non dérivabilité à droite puis la non dérivabilité à

gauche en s > 0.

En fait ces résultats sont des cas très particuliers de la loi du logarithme itéré de
Paul Lévy.
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Proposition 1.5 (W (t))t2R+ est un MB à valeurs réelles, alors presque sûrement

1. lim sup
t!1

W (t)p
2t log log t

= +1 et lim inf
t!1

W (t)p
2t log log t

= �1;

2. lim sup
t!0+

W (t)p
2t log log t

= 1 et lim inf
t!0+

W (t)p
2t log log t

= �1;

1.2.4 Processus de Lévy

Dans cette sous section, nous étudions des PAI. Les processus que nous allons étudier
ne sont pas les PAI les plus généraux, mais leur construction donne une idée de la
constriction qui permit à Paul Lévy de caractériser les PAIS et les lois indé�niment
divisibles.

Dé�nition 1.11 Un processus réel L = (L (t))t2R+ est appelé processus de Lévy si

1. L (0) = 0 p:s,

2. L = (L (t))t2R+ est un PAIS

3. L = (L (t))t2R+ est stochastiquement continu.

Remarque 1.8 La propriété de continuité est quasiment caractéristique du mouve-
ment brownien parmis les processus de Lévy. En e¤et, on peut montrer que tout pro-
cessus de Lévy L = (L (t))t2R+ tel que presque toute trajectoire est continue s�écrit sous
la forme L (t) = �t+�M(t) pour chaque t � 0, (M (t))t2R+ étant un MB et �; � 2 R.

Théorème 1.3 [Formule de Lévy-Khintchine] Soit L = (L (t))t2R+ une processus de
Lévy, alors il existe (a; b) 2 R2 et une mesure de Lévy3 � tels que

E
�
eiL(t)u

	
= exp

�
t(ibu� u2

2
a+

R
R�

�
ei yu � 1� i yuIfjyj<1g

�
d�(y)

�
Preuve. cf. [33].

Propriétés 1.6 1. Si L = (L (t))t2R+ est un processus de Lévy, alors L (t) est une
loi in�niment divisible pour tout t � 0. En e¤et pour tout n � 0 on peut ecrire

L (t) =
nP
k=1

�
L

�
k

n
t

�
� L

�
k � 1
n

t

��
.

Pour conclure, on remarque ensuite que les variables
�
L
�
k
n
t
�
� L

�
k�1
n
t
�
; 1 � k � n

	
sont i:i:d par indépendance et stationnarité des accroissements.

3Une mesure � sur R� est appellée mesure de Lévy si
R
R�
(1 ^ y2)d�(y) < +1: C�est une mesure

���nie.
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2. Si L = (L (t))t2R+ est un processus de Lévy, alors sa fonction caractéristique est
donnée par �t(u) = et�(u) où � est le symbole de Lévy de L (1). Ceci résulte du
fait que L est un PAIS:

3. Les MB et les processus de Poisson sont des processus de Lévy.

4. La somme de deux processus de Lévy indépendants est encore un processus de
Lévy.

5. Pour tout u 2 R, (Lu (t) ;=L(t))t2R+ est une martingale où Lu (t) = expfiuL(t)
�t�(u)g. C�est une conséquence directe des propriétés des MB.

6. Tout processus de Lévy admet une version càdlàg qui est encore un processus de
Lévy avec les mêmes caractéristiques.

Proposition 1.6 Si L = (L (t))t2R+ est un processus et s�il existe une suite L
(n) =�

L(n) (t)
�
t2R+

de processus de Lévy telle que

1. L(n) (t) converge en probabilité vers L (t) pout tout t � 0

2. 8" > 0, lim
n!1

lim sup
t!0

P
���L(n) (t)� L (t)

�� > "
	
= 0

Alors L = (L (t))t2R+ est un processus de Lévy.

Preuve.On presque sûrement L(0) = 0 car on peut trouver une sous-suite
�
L(n) (0)

�
n�1

qui converge vers L(0) p:s: Pour t; s � 0 on a

E
�
eiu(L(t+s)�L(t))

	
= lim

n!1
E
n
eiu(L

(n)(t+s)�L(n)(t))
o
= lim

n!1
E
n
eiu(L

(n)(s)�L(n)(0))
o

= E
�
eiu(L(s)�L(0))

	
On prouve de la même façon l�indépendance des accroissements. Il reste à montrer que
L est stochastiquement continu. Soit " > 0, on a pou tout t � 0

P (jL(t)j > ") � P
���L(t)� L(n)(t)

�� > "

2

�
+ P

��� L(n)(t)�� > "

2

�
d�où

lim sup
t!0

P (jL(t)j > ") � lim sup
t!0

P
���L(t)� L(n)(t)

�� > "

2

�
+ lim sup

t!0
P
��� L(n)(t)�� > "

2

�
� lim sup

t!0
P
���L(t)� L(n)(t)

�� > "

2

�
.

Pour conclure, ilsu¢ t de prendre la limite en n ! 1 et d�utiliser la condition 2 du
théorème.
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Théorème 1.4 [ Propri�et�e de Markov forte] Si L = (L (t))t2R+ est un processus de
Lévy et si � est un temps d�arrêt adapté à la �ltration (=L(t))t�0, alors, sur f� � 1g
on a

1. Le processus L� = (L� (t) = L (t+ �)� L (�))t2R+ est un processus de Lévy indé-
pendant de la tribu =L(�)

2. Pour tout t � 0, L� (t) a même loi que L(t)

3. L� est à trajectoires càdlàg et est =L(t+ �)�adapté.

Preuve. On fait la preuve dans le cas où est borné. Soient A 2 =L(�), (n; u) 2
N� R, 0 = t0 < ::: < tn et considérons la martingale Lu (t) = exp fiuL(t)� t�(u)g.
On a

E

(
IA exp

(
iu

nP
j=1

(L� (tj)� L� (tj�1)

))

= E

(
IA exp

(
iu

nP
j=1

(L(� + tj)� L(� + tj�1)

))

= E

(
IA

nQ
j=1

Lu (tj + �)

Lu (tj�1 + �)

nQ
j=1

�tj�tj�1(u)

)
où �t(u) = E

�
eiuL(t)

	
. On remarque que pour 0 < a < b < +1

E

�
IA

Lu (b+ �)

Lu (a+ �)

�
= E

�
IA

1

Lu (a+ �)
E fLu (b+ �) j=L(a+ �)g

�
= P (A):

En répétant cet argument dans la première égalité, on obtient

E

(
IA exp

(
iu

nP
j=1

(L� (tj)� L� (tj�1)

))
= P (A)

nQ
j=1

�tj�tj�1(u).

La formule précédente permet facilement de véri�erque L� est un processus de Lévy
et que L� est indépendant de =L(�). En particulier, pour n = 1 et t1 = t on ob-
tient E

�
eiuL

� (t)
	
= E

�
eiuL(t)

	
d�où (2). Pour la continuité stochastique, ça résulte de

E
�
eiuL

� (t)
	
= E

�
eiuL(t)

	
en faisant tendre t vers 0.

A l�aide de la propriété de Markov forte, on peut montrer

Théorème 1.5 Soit L = (L (t))t2R+ est un processus de Lévy à valeurs réelles

1. Si L est presque sûrement croissant et ne faisant que des sauts de taille1,alors L
est un processus de Poisson.

2. Si L est càdlàg et presque sûrement à trajectoires constantes par morceaux, alors
L est un processus de Poisson composé. La réciproque est trivialement vraie.

Preuve. C.f. [6].



Chapitre 2

Intégrale stochastique et calcul
d�Itô

Dans toute cette partie W = (W (t))t�0 est un MB standard dé�ni sur un espace de
probabilité (
;=; P ). Cette espace de probabilité est de plus équipé de la �ltration
naturelle (=W (t))t�0.
La construction de l�intégrale stochastique (ou de Itô) se construit de façon sem-

blable à celle de l�intégrale classique de Riemann-Stiljes. L�intégrale est tout d�abord
dé�nie sur une classe de processus étagés (ou élémentaires) notée E ([0; T ]� 
) et en-
suite elle est étendue à une classe plus large par approximation.

2.1 L�intégrale stochastique sur E ([0; T ]� 
)
Un processus X = (X(t))t�0 est appelé processus étagé s�il existe une suite de réels
0 = t0 < t1 < ::: < tn = T , et une suite de variables aléatoires (Xj)0�j�n telles que Xj

soit =W (tj)�mesurable, appartiènne à L2 ([0; T ]) et X(t) = Xj pour tout t 2 [tj; tj+1[,

soit X(t) =
n�1P
i=1

XiI[ti;ti+1[(t). On dé�nit alors l�intégrale stochastique sur E ([0; T ]� 
)
par :

TZ
0

X (t) dW (t) =

n�1X
j=1

Xj (W (tj+1)�W (tj)) : (2.1)

Remarque 2.1 Lorsque t 2 [0; T ] on dé�nit naturellement

tZ
0

X (s) dW (s) =

TZ
0

X (s) I[0;t](s)dW (s) =
n�1X
k=1

Xk (W (tk+1 ^ t)�W (tk ^ t)) .

20
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Cependant, il est important de noter qu�en général le processus
tR
0

X (s) dW (s) n�a

aucune raison d�être gaussien.

2.1.1 Propriétés de l�intégrale stochastique sur E ([0; T ]� 
)
Sur l�ensemble E ([0; T ]� 
) l�intégrale stochastique satisfait les propriétés suivantes

1. [Linéairité] :
tR
0

(�X (s) + �Y (s)) dW (s) = �
tR
0

X (s) dW (s)+�
tR
0

Y (s) dW (s) pour

tout � et � réels.

2. Pour 0 � s < u < t � T :
tR
s

X (�) dW (�) =
uR
s

X (�) dW (�) +
tR
u

X (�) dW (�) :

3. Le processus
�

tR
0

X (s) dW (s)

�
t2[0;T ]

est (=W (t))t2[0;T ]�adapté.

4. Le processus
�

tR
0

X (s) dW (s)

�
t2[0;T ]

est à trajectoires continues.

5. Si
tR
0

E
�
X (t)2

�
dt < 1 pour tout t � T , alors E

�
tR
0

X (s) dW (s)

�
= 0 et

V ar

�
tR
0

X (s) dW (s)

�
=

tR
0

E fX2 (s)g ds (l�isométrie de Itô).

6. On a pour tout 0 � s � t � T ,

E

24 tZ
0

X (u) dW (u) j=W (s)

35 = 0,

E

240@ tZ
0

X (u) dW (u)

1A2

j=W (s)

35 = E

24 tZ
0

X2 (u) d (u) j=W (s)

35

7. Le processus
�

tR
0

X (s) dW (s) ;=W (t)
�
t2[0;T ]

est une martingale continue de L2 ([0; T ]).

8. Pour tout t � T

E

240@ tZ
0

X (s) dW (s)

1A0@ tZ
0

Y (s) dW (s)

1A35 = tZ
0

E fX (s)Y (s)g ds:
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Preuve. La preuve des ces propriétés, découle de la dé�nition de l�intégrale et des
propriétés des MB.

Remarque 2.2 L�isométrie de Itô, traduit le fait que l�applicationX !
TR
0

X (s) dW (s)

est une isométrie de E ([0; T ]� 
) sur l�espace des martingales sur [0; T ], continues et

de carré intégrable (espace que l�on notera dorénavantM2 ([0; T ]), ces espaces étant
munis de leur norme naturelle.

2.2 Extension à L2
On peut prolonger la dé�nition de l�intégrale sur E ([0; T ]� 
) à une classe plus large
de processus. On perd le caractère gaussien de l�intégrale, ce qui est déja le cas pour
le cas de processus étagé.
On dé�nit les processus c�agl�ad de carré intégrable (appartenant à L2) comme l�en-

semble� des processusX adaptés continus à gauche limités à droite et=W (t)�adaptés
tels que

kXk2 = E

�Z 1

0

X2(s)ds

�
< +1:

Evidement, les processus étagés appartiennent à�. On dit que la suiteXn = (Xn(t))n�0
converge versX dans L2 si kX �Xnk2 ! 0 quand n!1 (i.e., E ([0; T ]� 
) est dense
dans L2). L�application X ! kXk2 dé�nit une norme qui fait de � un espace complet.
On peut dé�nir

1R
0

X (t) dW (t) pour tous les processus X de � : on approche X

par des processus étagés, soit X(t) = lim
n!1

Xn(t) où Xn(t) =
k(n)P
i=1

eX(n)
i I[ti;ti+1[(t) avec

eX(n)
i 2 =W (ti) et la limite étant au sens de L2. L�intégrale

1R
0

X (t) dW (t) est alors

la limite dans L2des sommes
k(n)P
i=1

eX(n)
i (W (tj+1)�W (tj)) dont l�éspérance est 0 et de

variance E
�1R
0

X2 (t) dt

�
Remarque 2.3 Notons que

tR
0

X (s) dW (s) =
1R
0

X (s) I[0;t[(s)dW (s). Si X est étagé

tR
0

X (s) dW (s) =
n�1P
i=1

Xi (W (tj+1 ^ t)�W (tj ^ t)). Plus généralement si � est un

temps d�arrêt, le processus I[0;� [(t) est adapté et on dé�nit
t^�Z
0

X (s) dW (s) =

tZ
0

X (s) I[0;� [(s)dW (s)
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2.2.1 Propriétés de l�intégrale stochastique sur L2
Dans L2 l�intégrale stochastique satisfait les propriétés suivantes

1. [Linéairité] : X !
tR
0

X (s) dW (s) est linéaire

2. Pour 0 � s < u < t � T :
tR
s

X (�) dW (�) =
uR
s

X (�) dW (�) +
tR
u

X (�) dW (�) :

3. Le processus
�

tR
0

X (s) dW (s)

�
t�0

est (=W (t))t�0�adapté.

4. Le processus
�

tR
0

X (s) dW (s)

�
t�0

est à trajectoires continues.

5. Si E
�

tR
0

X2 (t) dt

�
< 1 pour tout t � 0, alors E

�
tR
0

X (s) dW (s)

�
= 0 et

V ar

�
tR
0

X (s) dW (s)

�
=

tR
0

E fX2 (s)g ds (l�isométrie de Itô).

6. On a pour tout 0 � s � t, E
�

tR
0

X (u) dW (u) j=W (s)
�
= 0 et

E

8<:
0@ tZ
0

X (u) dW (u)

1A2

j=W (s)

9=; = E

8<:
tZ
0

X2 (u) d (u) j=W (s)

9=;
7. Le processus

�
tR
0

X (s) dW (s) ;=W (t)
�
t�0

est une martingale continue de L2.

8. Pour tout t � 0; on a

E

240@ tZ
0

X (s) dW (s)

1A0@ tZ
0

Y (s) dW (s)

1A35 = tZ
0

E fX (s)Y (s)g ds:

2.3 Calucl de Itô

Nous allons maintenant introduire un calcul di¤érentiel sur ces intégrales stochastiques.
On appelle ce calcul "calcul d�Itô" et l�outil essentiel en est la "formule d�Itô". La
formule d�Itô donne, en particulier, la façon de di¤érencier t ! f(W (t)) si f est
de classe C(2) ([0; T ]). L�exemple suivant prouve que le prolongement naïf du calcul
di¤érentiel usuel est voué à l�échec. Supposons que l�on veille "di¤érencier" t! W (t)
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et l�exprimer en fonction de "dW (t)". Pour une fonction f di¤érentiable nulle en 0,

en f 2(t) = 2
tR
0

f(s)f 0(s)ds = 2
tR
0

f(s)df(s). Dans les cas du mouvement brownien et de

l�intégrale stochastique, on ne peut avoir une telle formule du même type W 2(t) =

2
tR
0

W (s)dW (s). En e¤et, d�après ce qui précède
tR
0

W (s)dW (s) est une martingale (car

tR
0

W 2(s)d(s) < +1) nulle en 0. Si elle était égale à W 2(t), elle serait une martingale

positive nulle en 0, mais elle ne peut être positive que si elle est nulle.

De�nition 1 Un processus d�Itô est un processus X = (X(t))0� t�T adapté et continu
sur [0; T ] de la forme

X(t) = X(0) +

tZ
0

a (s) ds+

tZ
0

b (s) dW (s) :

Où a = (a(t))t�0 ; b = (b(t))t�0 deux processus de L2 ([0; T ]) etX(0) est =W (0)�mesurable:
On adoptera souvent la notation di¤érentielle stochastique suivante

dX(t) = a (t) dt+ b (t) dW (t)

Exemples 2.1 1. La di¤érentielle stochastique de (W 2 (t))t�0 est donnée par dW
2 (t) =

dt+ 2W (t) dW (t) :

2. La di¤érentielle stochastique du processus (tW (t))t�0 est donnée par d (tW (t)) =

W (t) dt+ tdW (t) :

3. Pour tout n � 2 et tout un mouvement brownien (W (t))t�0 on a

d (W n (t)) = nW n�1 (t) dW (t) +
n (n� 1)

2
W n�2 (t) dt

4. Pour tout polynôme P; on peut véri�er que

d (P (W (t))) = P 0(W (t))dW (t) +
1

2
P 00(W (t))dt

5. Si f 2 C2 (R) ; alors on a

d (f(W (t))) = f 0(W (t))dW (t) +
1

2
f 00(W (t))dt
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2.3.1 La formule de Itô

La formule de Itô permet de déterminer de manière générale l�e¤et d�un changement de
variables sur une di¤érentielle stochastique. Elle prend la forme suivante (nous admet-
tons sans démonstration et nous renvoyons à Oksendal [32] pour une démonstration
plus complète).

Théorème 2.1 [formule de Itô] Si X = (X(t))t�0 est un processus d�Itô :

X(t) = X(0) +

tZ
0

a (s) ds+

tZ
0

b (s) dW (s) :

et f une fonction de classe C2 (R) alors on a

f(X(t)) = f(X(0)) +
tR
0

f 0(X(s))dX(s) +
1

2

tR
0

f 00(X(s))d hX;Xi (s)

où, par dé�nition hX;Xi (t) =
tR
0

b2 (s) d (s), et

tR
0

f 0(X(s))dX(s) =
tR
0

f 0(X(s))a (s) ds+
tR
0

f 0(X(s))b (s) dW (s) .

De même, si (t; x)! f(t; x) est une fonction deux fois di¤érentiables en x et deux fois
di¤érentiables en t, ces dérivées étant continues en (t; x), on a

f(t;X(t)) = f(0; X(0)) +
tR
0

f 0s(s;X(s))ds+
tR
0

f 0x(s;X(s))dX(s)

+
1

2

tR
0

f 00xx(s;X(s))d hX;Xi (s)

Exemples 2.2 1. Traitons le cas ou f(x) = x2 et X(t) = W (t), donc a(t) = 0 et

b(t) = 1, et W 2(t) = 2
tR
0

W (s)dW (s) + 1
2

2R
0

2ds d�où W 2(t)� t = 2
tR
0

W (s)dW (s).

Comme E
�

tR
0

W 2(s)ds

�
< +1, on retrouve le fait que W 2(t) � t est une mar-

tingale

2. Intéressons nous aux solutions (S(t))t�0 de

S(t) = x(0) +
tR
0

S(s)(�ds+ �dW (s)) (2.1)
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que l�on écrit souven sous ce type d�équations sous la forme

dS(t) = S(t)(�dt+ �dW (t)); S(0) = x(0)

Donc, nous cherchons un processus (S(t))t�0 adapté tel que les intégrales
tR
0

S(s)ds

et
tR
0

S(s)dW (s) aient un sens et qui véri�e presque sûrement pour chaque t � 0

S(t) = x(0) + �
tR
0

S(s)ds+ �
tR
0

S(s)dW (s)

Autrement dit, S(t) est un processus de Itô avec a(t) = �S(t) et b(t) = �S(t).
En appliquant la formule de Itô pour la fonction f(x) = log(x) on obtient

log(S(t)) = log(S(0)) +
tR
0

dS(s)

S(s)
� 1
2

tR
0

�2

S2(s)
S2(s)ds

En posant Y (t) = log(S(t)), on obtient

Y (t) = Y (0) +
tR
0

�
�� �2

2

�
ds+

tR
0

�dW (s)

On en déduit

Y (t) = log(S(t)) = log(S(0)) +

�
�� �2

2

�
t+ �W (t)

Donc, une solution de notre équation est donc donnée par

S(t) = x(0) exp

��
�� �2

2

�
t+ �W (t)

�
:

En e¤et, posons S(t) = f(t;W (t)) où f(t; x) = x(0) exp
n�
�� �2

2

�
t+ �x

o
. La

formule de Itô donne

f(t;W (t)) = f(0;W (0)) +
tR
0

f 0s(s;W (s))ds+
tR
0

f 0x(s;W (s))dW (s)

+
1

2

tR
0

f 00xx(s;W (s))d hW;W i (s)

comme hW;W i (s) = s, alors

S(t) = x(0) +
tR
0

S(s)

�
�� �2

2

�
ds+ �

tR
0

S(s)dW (s) +
�2

2

tR
0

S(s)ds

= x(0) + �
tR
0

S(s)ds+ �
tR
0

S(s)dW (s)
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Remarque 2.4 On aurait pu obtenir le resultat précédent en appliquant la formule de
Itô à S(t) = �(Z(t)) où Z(t) =

�
�� �2

2

�
t + �W (t) (qui est un processus de Itô) et

�(x) = x(0) exp fxg.

Proposition 2.1 [Formule d�intégration par parties] Soient X = (X(t))t�0 et Y =

(Y (t))t�0 deux processus de Itô :

X(t) = X(0)+

tZ
0

a (s) ds+

tZ
0

b (s) dW (s) ; Y (t) = Y (0)+

tZ
0

a0 (s) ds+

tZ
0

b0 (s) dW (s)

Alors

X(t)Y (t) = X(0)Y (0) +

tZ
0

X (s) dY (s) +

tZ
0

Y (s) dX(s) + hX; Y i (t)

avec la convention hX; Y i (t) =
tR
0

b(s)b0(s)ds:

Preuve. On a d�après la formule de Itô,

(X(t) + Y (t))2 = (X(0) + Y (0))2 +

tZ
0

(X (s) + Y (s)) d (X (s) + Y (s))

+

tZ
0

(b (s) + b0(s))
2
ds

X2(t) = X2(0) + 2

tZ
0

X (s) dX (s) +

tZ
0

b2 (s) ds

Y 2(t) = Y 2(0) + 2

tZ
0

Y (s) dY (s) +

tZ
0

b02 (s) ds

D�où le résultat en faisant la di¤érence entre la première ligne et les deux suivantes
La proposition précédente nous permet de montrer l�unicité de la solution de l�équa-

tion (2:1). noton que S(t) = x(0) exp
n�
�� �2

2

�
t+ �W (t)

o
est une solution de (2:1) ;

et supposons que X = (X(t))t�0 en soit une autre. Cherchons tout d�abord la "di¤é-

rentielle stochastique" du processus
�
X(t)

S(t)

�
t�0
. Posons

Z(t) =
S(0)

S(t)
= exp

��
�0 � �02

2

�
t+ �0W (t)

�
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où :�0 = ��+ �2 et �0 = ��: Donc

Z(t) = 1 +
tR
0

Z(s)(�0ds+ �0dW (s))

= 1 +
tR
0

Z(s)(
�
��+ �2

�
ds� �dW (s))

On peut alors exprimer la di¤érentielle de X(t)Z(t) grâce à la formule d�intégration
par parties

d(X(t)Z(t)) = X(t)dZ(t) + Z(t)dX(t) + d hX;Zi (t)

ici hX;Zi (t) =
�

:R
0

X(s)�dW (s);�
:R
0

Z(s)�dW (s)

�
(t) = �2

tR
0

X(s)Z(s)ds. D�où

d(X(t)Z(t)) = X(t)Z(t)(
�
��+ �2

�
dt� �dW (t)) + Z(t)X(t)(� dt+ �dW (t))

��2X(t)Z(t)dt = 0

X(t)Z(t) = X(0)Z(0) = x(0), ce qui implique que presque sûrementX(t) = x(0)Z�1(t) =

S(t) et comme les processus X(t) et Z(t) sont continus, alors presque sûrement 8t � 0 :
X(t) = x(0)Z�1(t) = S(t). D�où

Théorème 2.2 Soient � et �2 deux nombres réels, W = (W (t))t�0 un MB, T un
nombre réel positif. Il existe un processus de Itô unique S = (S(t))T�t�0 véri�ant

S(t) = x(0) +
tR
0

S(s)(�ds+ �dW (s))

Ce processus est donné par

S(t) = x(0) exp

��
�� �2

2

�
t+ �W (t)

�
Remarque 2.5 1. Lorsque � = 0, le processus S est une martingale (Voir chapitre

1), ce type de processus porte le nom de martingale exponentielle.

2. Soit � un ouvert de R et X = (X(t))T�t�0 un processus de Itô qui véri�e 8t �
T : X(t) 2 �. Si de plus f est une fonction réelle de classe C(2) (�) on peut
justi�er rigoureusement l�extension de la formule de Itô dans ce cas

f(X(t)) = f(X(0)) +
tR
0

f 0(X(s))dX(s) +
1

2

tR
0

f 00(X(s))b2(s)ds

Ce résultat permet de justi�er en particulier, l�application de la formule de Itô
pour les processus positifs et les fonctions log.

:
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2.3.2 Théorème de la représentation de Itô

Théorème 2.3 Soit (X (t))t2[0;T ] 2 L2 (
;F ; P ) un processus stochastique, alors il
existe un processus unique (f (t))t2[0;T ] 2 C ([0; T ]) tel que

8t 2 [0; T ] : X (t) = E(X (0)) +

tZ
0

f (s) dW (s) :

Preuve. La démonstration de ce théorème est basée sur le fait que l�espace linéaire
des variables aléatoires de la forme expf

R T
0
h (t) dW (t)� 1

2

R T
0
h2 (t) dtg est dense dans

L2 (
; F ; P ) avec (h (t))t2[0;T ] 2 L2 ([0; T ]). Supposons donc que (X (t))t2[0; T ] est sous
la forme

X (t) = expf
Z t

0

h (s) dW (s)� 1
2

Z t

0

h2 (s) dsg; 8t 2 [0; T ] ;

pour (h (t))t2[0; T ] 2 L2 ([0; T ]). Soit Y (t) donné par

Y (t) = expf
Z t

0

h (s) dW (s)� 1
2

Z t

0

h2 (s) dsg; 8t 2 [0; T ] ;

et en utilisant la formule d�Itô, on obtient :

dY (t) = Y (t)

�
h (t) dW (t)� 1

2
h2 (t) dt

�
= Y (t)h (t) dW (t) :

Par conséquent Y (t) = 1 +
R t
0
Y (s)h (s) dW (s) ; 8t 2 [0; T ]. Après avoir pris les

espérances, on obtient E fX(t)g = 1. Maintenant, par le lemme précédent, nous pou-
vons étendre la démonstration de tout (X (t))t2[0;T ] 2 L2 (
; F ; P ). Pour prouver que
le processus (h (t))t2[0; T ] est unique, supposons qu� il existe deux processus h1 (t) ;
h2 (t) 2 C([0; T ]) tel que

X(T ) = E[X(0)] +

Z T

0

h1 (t) dW (t) = E[X(0)] +

Z T

0

h2 (t) dW (t) :

En faisant la soustraction des deux intégrales et en prenant l�espérence de l�écart qua-
dratique, nous obtenons :

E

"�Z T

0

(h1 (t)� h2 (t)) dW (t)

�2#
= 0;

et par l�isométrie de Itô on a
R T
0
E [h1 (t)� h2 (t)]

2 dt = 0 ceci implique que h1 (t) =
h2 (t) presque sûrement pour tout t 2 [0; T ].



Chapitre 3

Équations di¤érentielles
stochastiques

Une équation di¤érentielle stochastique peut être interprétée comme une équation or-
dinaire perturbuée par un bruit blanc dont l�intensité a (t;X (t)) dépend du temps t
et de la position X (t)): La di¤érentielle de X (t) s�écrit cependant sous la forme :
dX (t) = a (t;X (t)) dt + b (t;X (t)) dW (t) où a et b deux fonctions données et W (t)

est unMB. Dans ce chapitre, nous voulons exposer la représentation de l�équation dif-
férentielle stochastique et les conditions assurant l�existence et l�unicité et la stabilité
de solutions.

Dé�nition 3.1 Soientt W = (W (t))t2[0;T ] un MB dé�ni sur l�espace de probabilité
(
;F ; P ) muni de la �ltration (FW (t))t2R+, a (t; x) ; b (t; x) deux fonctions réelles,
mesurables dé�nies sur [0; T ] � R et (X (t))t2[0;T ] un processus. Alors X (t) est une
solution de l�équation di¤érentielle stochastique suivante(

dX (t) = a (t;X (t)) dt+ b (t;X (t)) dW (t)

X (0) = X0 p.s
(3.1)

où X0 est une variable aléatoire, si

1. X0 est FW (0)�mesurable.

2. b (t;X (t)) ; ja (t;X (t))j
1
2 2 C(1) ([0; T ])

3. X (t) est di¤érentiable véri�ant (3:1) et on peut écrire

X (t) = X (0) +

Z t

0

a (s;X (s)) ds+

Z t

0

b (s;X (s)) dW (s) ; t 2]0; T ]:

30
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Remarque 3.1 Si b (t;X (t)) = 0 dans (3:1) alors X (t) = X (0) +
R t
0
a (s;X (s)) ds

est une équation di¤érentielle stochastique ordinaire car pour tout w 2 
 : a (t;X (t; w)) :
[0; T ]� R �! R est une fonction réelle mais X (0) est une variable aléatoire.

3.1 L�existence et l�unicité de la solution des équa-
tions di¤érentielles stochastiques

Théorème d�existence et d�unicité Si les conditions suivantes sont satisfaites

1. Condition de Lipschitz locale : Pour tout t 2 [0; T ] et tout (x; y) 2 R� R

j a (t; x)� a (t; y)j+ j b (t; x)� b (t; y)j � k� jx� yj

où k� est une constante positive.

2. pour tout t 2 [0; T ] et tout x 2 R

j a (t; x)j � � (1 + jxj) ; j b (t; x)j � � (1 + jxj)

(où �; � sont deux constantes positives)

3. E
�
jX0j2

�
<1:

4. X0 est indépendant de FW (t) :

alors, il existe une solution unique (X (t))t2[0;T ] de (3:1) telle que :

� (X (t))t2[0;T ] est continu p.s.

� (X (t))t2[0;T ] 2 C ([0; T ]) :

Preuve. Voir ([10]).

Remarque 3.2 Si (X1 (t))t2[0;T ] ; (X2 (t))t2[0;T ] sont deux solutions de l�équation (3:1)
alors

P

�
sup

0� t �T
jX1 (t)�X2 (t)j = 0

�
= 1 :

Dé�nition 3.2 1. Une solution (X (t))t2[0;T ] de l�équation (3:1) est dite forte sur
l�espace de probabilité (
;F ; P ) relativement au mouvement brownien (W (t))t�0
avec la condition initiale X (0) = X0 si elle est indépendante du mouvement
brownien W = (W (t))t�0 et si (X (t))t2[0;T ] est à trajectoire p.s. continue et
FW� adaptée.
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2. Une solution (X (t))t2[0; T ] de l�équation (3:1) est dite faible sur un espace de pro-
babilité (
;F ; P ) relativement au mouvement brownien si (X (t))t2[0; T ] est conti-
nue et FW�adaptée et des fonctions a (t; x) et b (t; x) de L1 et de L2 respectivement:

Théorème 3.1 Soient a et b deux fonctions mesurables sur R telles que

ja (x)� a (y)j+ jb (x)� b (y)j � k jx� yj pour tout k > 0 ; x; y 2 R

alors pour tout X (0) 2 L2 (
;F (0) ; P ) indépendant de F (t) ; il existe une solution
unique (X (t))t2[0;T ] de(

dX (t) = a (X (t)) dt+ b (X (t)) dW (t)

X(0) = X0

tel que (X (t))t2[0;T ] est p.s. continu et (X (t))t2[0;T ] 2 C ([0; T ] ) :

Preuve. Voir ([9]) :

3.1.1 Exemples

Exemples 3.1 On suppose que : a � 0 et b (t;X (t)) = g (t)X (t) dans l�equation (3:1)
alors, le système s�écrit sous la forme(

dX (t) = g (t)X (t) dW (t)

X(0) = X0

admet une solution donnée par

X (t) = X0 exp

�Z t

0

g (s) dW (s)� 1
2

Z t

0

g2 (s) ds

�
:

Preuve. Posons

X(t) =

Z t

0

g (s) dW (s)� 1
2

Z t

0

g2 (s) ds

et y (t) = exp fX(t)g = f (X(t)) ; alors X (t) = X0 y (t), on peut montrer que
X0dy (t) = g (t)X (t) dW (t) car

dX(t) =
�1
2
g2 (t) dt+ g (t) dW (t)

En utilisant la formule de Itô, on trouve

dy (t) =

�
�1
2
(g (t))2 exp fX(t)g+ 1

2
(g (t))2 exp fX(t)g

�
dt+ g (t) exp fX(t)g dW (t) dy (t)

= y (t) g (t) dW (t) :
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Exemples 3.2 1. Le mouvement brownien arithmétique(
dX (t) = adt+ bdW (t)

X(0) = X0

une intégration directe du système d�équation conduit X (t) = X0 + a (t� t0) +

bW (t) :

2. Le mouvement brownien géométrique(
dX (t) = aX (t) dt+ bX (t) dW (t)

X(0) = X0

On calcule la di¤érentielle stochastique d (ln (X (t))) par la formule d�Itô, soit
d (ln (X (t))) =

�
a� 1

2
b2
�
dt + bdW (t). En faisant une intégration directe, on

trouve

ln (X (t)) = ln (X0 ) +

�
a� 1

2
b2
�
(t� t0) + bW (t)

i.e., X (t) = X0 exp
��
a� 1

2
b2
�
(t� t0) + bW (t)

	
. Ce processus est caracté-

risé par des accroissements indépendants et multiplicatifs, et dé�nit comme une
fonction de MB

X (t) = X0 exp

��
a� 1

2
b2
�
(t� t0) + bW (t)

�
; t > 0

avec X (t) = X0; X0 2 R, et b > 0 et a est une constante.

3. Le processus de Oinstein-Uhlenbeck ( OU)(
dX (t) = (a� bX (t)) dt+ cdW (t)

X(0) = X0

On considère le facteur � = exp fbtg, alors d (� (X (t))) = � (bX (t) + dX (t)) =

� (at+ cdW (t)) d�où

X (t) =
a

b
exp fbt0g+X0 exp f�b (t� t0)g+ c

tZ
t0

exp f�b (t� s)g dW (s) :

Exemples 3.3 Soit le système d�équations suivantes(
dX (t) = dt+X (t) dW (t) :

X(0) = 0:
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alors X (t) = t+
R t
0
X (s) dW (s) :Sachant que l�espérence E (X (t)) = t et en utilisant

la formule de Itô pour F (t;X) = X; on trouve que

d (X (t))2 =
�
2X (t) + (X (t))2

�
dt+ 2 (X (t))2 dW (t) :

Propriétés 3.1 :

1. Soit h (t) 2 L2 ([0; T ]) une fonction W = (W (t))t�0 est un MB et on dé�nit le
processus Y = (Y (t))t�0

Y (t) = exp

�Z t

0

h (s) dW (s)� 1
2

Z t

0

h2 (s) ds

�
; t 2 [0; T ]

et en utilisant la formule de Itô, on obtient dY (t) = Y (t)h (t) dW (t) :

2. Soit V (s) 2 C ([0; T ] ) avec 0 < T � 1 et on dé�nit Z (t) par Z (t) = exp
nR t

0
V (s) dW (s)� 1

2

R t
0
V 2 (s) ds

o
:

En faisant recours à la formule de Itô, on trouve que dZ (t) = Z (t)V (t) dW (t).

3. Si 1. et 2. sont remplies et la condition de Novikov est véri�ée

E

�
exp

�
1

2

Z T

0

jV (s)j2 ds
��

< +1

alors (Z (t))t2[0;T ] est une martingale et E (Z (t)) = E (Z (0)) = 1:

3.1.2 Équations de Kolmogorov

On considère l�E.D.S dé�nie par

dX (t) = a (t;X (t)) dt+ b (t;X (t)) dW (t) (3.2)

et en supposant que les fonctions a et b satisfont les conditions de l�existence et de
l�unicité de la solution et pour s � t � T; on note par X (t; x) la solution de (3:2) qui
véri�e la condition initiale X (s; s; x) = x p.s. (où x 2 R) :

Remarque 3.3 Si les coe¢ cients a et b satisfont les conditions de l�existence et de
l�unicité de la solution et si f (t; x) est continue et véri�ant jf (t; x)j � k (1 + jxjm) où
k;m 2 R+, alors

lim
h#0

1

h

Z t+h

h

E [f (s;X (s; t; x))] ds = f (t; x) ; lim
h#0

1

h

Z h

t�h
E [f (s;X (s; t; x))] ds = f (t; x) :
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Lemme 3.1 Soit f : R ! R où f 2 C2. On suppose qu�il existe c > 0 et m > 0 tel
que

jf(x)j+ jf 0(x)j+ jf 00(x)j � c (1 + jxjm) ; x 2 R:

Soient a (t; x) ; b (t; x) satisfont les conditions de l�existences et de l�unicité de la solu-
tion, alors

lim
h#0

1

h
(E (f (X (t; t� h; x)))� f (x)) = a (t; x) f 0 (x) +

1

2
b2 (t; x) f 00 (x) :

Preuve. �utilisation de la formule de Itô, on peut écrire

f (u (t; t� h; x))� f (x) =

tZ
t�h

a (s; u (s; t� h; x)) f 0 (u (s; t� h; x)) ds

+

tZ
t�h

1

2
b2 (s; u (s; t� h; x)) f 00 (u (s; t� h; x)) ds

+

tZ
t�h

b (s; u (s; t� h; x)) f 0 (u (s; t� h; x)) dW (s):

avec l�utilisation de l�espérance mathématique, on trouve

E [f (u (t; t� h; x))]� f (x)

= E

24 tZ
t�h

a (s; u (s; t� h; x)) f 0 (u (s; t� h; x)) ds

35
+

tZ
t�h

1

2
b2 (s; u (s; t� h; x)) f 00 (u (s; t� h; x)) ds

1

h
(E [f (u (t; t� h; x))]� f (x))

=
1

h

tZ
t�h

E [a (s; u (s; t� h; x)) f 0 (u (s; t� h; x))] ds

+

tZ
t�h

E

�
1

2
b2 (s; u (s; t� h; x)) f 00 (u (s; t� h; x)) ds

�
:



3. Équations di¤érentielles stochastiques 36

Théorème 3.2 Si (X (t))t2[0;T ] est un processus de di¤usion de coe¢ cient de dérivé
a (t; x) et de coe¢ cient de di¤usion c (t; x) ; tels que

1. a (t; x) est continu et ja (t; x)j � k (1 + jxj) où k est une constante positive.

2. c (t; x) est continu et ses dérivées @
@t
c (t; x) ; @

@x
c (t; x) sont simultanément conti-

nues et bornées avec 1
c(t; x)

est aussi borné.

3. s�il existe une fonction  (x) positive indépendante de t et que

 (x) > 1 + jxj ; sup
0�t �T

E [ (u (t))] < +1

avec����Z



(y � x) p (t; x; t+ h; dy)

����+ ����Z



(y � x)2 P (t; x; t+ h; dy)

���� �  (x)hZ



�
jyj+ y2

�
P (t; x; t+ h; dy) �  (x)

alors, il existe un mouvement brownien W (t), tel que : X (t) satisfait l�E.D.S
suivante

dX (t) = a (t;X (t)) dt+
p
c (t;X (t))dW (t) :

Preuve. Voir [6].

3.2 Stabilité de solutions d�une E.D.S

On considère l�équation di¤érentielle stochastique suivante

dX (t) = a (X (t)) dt+ b (X (t)) dW (t) :

et on suppose que b (x) 6= 0 pour tout x 2 
 (où 
 est un compacte de Rm).

Théorème 3.3 On considère le cas où le point 0 est un point d�équilibre pour b. On
suppose a (0) = b (0) = 0, alors l�E.D.S(

dX (t) = a (t;X (t)) dt+ b (t;X (t)) dW (t) t > t0

X (t0) = c
(3.3)

satisfait :

1. les conditions de l�existence et l�unicité de la solution sur [t0;+1[:

2. a et b sont continues.
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3. c 2 Rm est un vecteur constant.

alors il existe une solution unique X (t; t0; c) qui est le processus de di¤usion de
Markov à coe¢ cient de dérive a et de matrice de di¤usion (bb0) avec c est un vecteur
constant.

Théorème 3.4 :

1. Le point 0 est stable d�équilibre stochastiquement pour (3:3) si

lim
c!0

P

�
sup

t0�t�+1
jX (t; t0;c)j � "

�
= 0 ;8" > 0

2. Le point 0 est un point de stabilité asymptotique et stochastiquement si8<: 0 est un point de stabilité stochastique.

P

�
lim

t�!+1
X (t; t0;c) = 0

�
= 1 ;8c 2 Rm

Preuve. Voir ([4]) :

3.3 Exemples

1. L�équation dé¢ rentielle stochastique dX (t) = �1
4
X3 (t) dt + 1

2
X2 (t) dW (t) où

X (0) = 1
2
est une équation de coe¢ cients non linéaires.

2. " Stabilité asymptotiques du point 0 pour l�E.D.S " Considérons l�E D.S.
linéaire de dimension 1 suivante(

dX (t) = aX (t) dt+ bX (t) dW (t)

X (0) = X0:
(3.4)

Le système (3:4) possède une solution donnée par

X (t) = X0 exp

��
a� b2

2

�
t+ bW (t)

�
:

D�après la loi forte des grands nombres, on peut véri�er que

W (t)

t
�! 0 p:s quand t �! +1:

et on a (
X (t) �! 0 p:s si a� b2

2
< 0:

X (t) �! +1 p:s si a� b2

2
> 0:
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Si a = b2

2
; alors

X (t) = X0exp fbW (t)g et en plus P

�
lim

t�!+1
supX (t) = +1

�
= 1:

3. On considère la fonction v (x) = jxj� où � 2 R+, alors

L [v] (x) =

�
a+

1

2
b2 (�� 1)

�
� jxj�

Si a � b2

2
< 0 on peut choisir 0 < � < 1 � 2a

b2
pour obtenir la fonction v de

Lyapunov avec
L [v] (x) � �kv (x)

pour k > 0; cela con�rme la stabilité asymptotique globale du point 0 pour (3:4).

Exemples 3.4 "Solution exacte" Considérons l�E.D.S., suivante

dX (t) = ��X (t) dt+ �dW (t)

X (0) = X0 avec �; � et X0 sont des constantes. Soit F (t;X) = X (t) exp f�tg et en
utilisant la formule de Itô, on obtient

d (X (t) exp f�tg) = [�X (t) exp f�tg � �X (t) exp f�tg+ � exp f�tg dW (t)]

X (t) exp f�tg �X (0) =

Z t

0

� exp f�sg dW (s)

X (t) exp f�tg �X (0) =

Z t

0

� exp f�sg dW (s)

sachant que la solution exacte est donnée par

X (t) = X (0) exp f��sg+ exp f��tg
Z t

0

� exp f�sg dW (s) :



Deuxième partie

VERS LES PROCESSUS
COGARCH

39



Chapitre 4

Les processus COGARCH

Dans ce chapitre, une classe très importante de modèles conditionnellement hétéroscé-
dastiques et plus précisément la classe des modèles GARCH(p; q) à temp continu, est
introduite. Les modèles ARCH (autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques)
ont été présentés pour la première fois par Engle (1982) et ensuite généralisés (ARCH
généralisés) par Bollerslev (1986). Ces modèles ont essentiellement trouvé leurs appli-
cations en �nance mathématique et en économétrie. Le processus COGARCH(1; 1)
est principalement dû aux chercheurs Klüppelberg, Lindner et Maller. Sa construction
est explicitement basée sur la prise en compte de la limite de la représentation du
processus COGARCH(1; 1) en temps discret pour obtenir celui du cas continu. Dans
le présent travail, nous suiverons la proche décrite en vue de construire un système
E.D.S gouvernés par les processus de Lévy.
Dans ce chapitre, le travail est divisé en deux étapes di¤érentes :

1. L�étude du COGARCH à coe¢ cients constants.

2. D�autre part, pour les COGARCH à coe¢ cients variables.

Description générale et étapes de la démarche :
Diverses tentatives ont été faites pour capturer les caractéristiques des séries �-

nancières en utilisant les modèles à temps continu. L�intérêt dans les modèles à temps
continu s�applique à partir de leurs utilisations dans la modélisation des données ir-
régulièrement espacées et leur utilisation dans des applications �nancières. Parmi les
tentatives utilisées, on peut citer l�approche de di¤usion GARCH de Nelson. Bien que
le processus GARCH est gouverné par une suite de processus de bruit unique, dans ce
cas, la limite de di¤usion est entraînée par deux mouvements browniens indépendants
(W 1(t)) et (W 2(t)). Par exemple, la limite de di¤usion GARCH(1; 1) satisfait(

dG (t) = � (t) dW 1(t);

d�2 (t) = � ( � �2 (t)) dt+ ��2 (t) dW 2(t):
(4.1)

40
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Le comportement de cette limite de di¤usion est assez di¤érente de celui du processus
GARCH puisque le processus de la volatilité (�2 (t))t�0 évolue indépendamment du
processus W 1(t) dans (4:1).
Une autre approche consiste en utilisant le modèle à volatilité stochastique des

Barndor¤-Nielsen et Shephard dans laquelle le processus de volatilité �2 est un pro-
cessus Ornstein-Uhlenbeck (O-U) conduisant par le processus de Lévy croissant et G
satisfait l�équation dG (t) = �dt + � (t) dW (t), où W est un mouvement brownien
indépendant du processus de Lévy.
La fonction d�autocorrélation du processus de volatilité de Lévy-driven O-U a la

forme �(h) = exp(�cjhj) pour c > 0, mais cette classe de processus peut être prolongée
en spéci�ant que la volatilité est une superposition de plusieurs processus O-U. Comme
dans la limite de di¤usion de Nelson, le processus G est conduit par deux bruit blanc
indépendants et le processus de volatilité �2 évolue indépendamment du processus de
W dans l�équation pour G.
Le processus GARCH(1; 1) en temps continu, noté COGARCH(1; 1), est récem-

ment formulé par Klüppelberg, Lindner et Maller. Sa construction est fondée en tenant
en compte la représentation explicite du processus GARCH(1; 1) pour obtenir un pro-
cessus continu. Comme aucune telle représentation s�existe pour un ordre supérieur
du processus GARCH en temps discret, une approche di¤érente est nécessaire pour
construire un processus d�ordre supérieur à temps continu.
Dans ce mémoire de magister, nous voulons atteindre ce but en spéci�ant un sys-

tème d�équations di¤érentielles stochastiques de Lévy-driven pour le processus G et
�2. Particulièrement, si le processus de volatilité �2 est strictement stationnaire, nous
faisons recours au processus G qui est le processus COGARCH(p; q). Dans le cas
particulier p = q = 1; nous obtenons le processus de Klüppelberg, Lindner et Maller
(COGARCH(1; 1)). En général, nous acquérons une classe de processus G avec des
accroissements non corrélés dans lesquelles la volatilité correspondante et le processus
des acroissements présentent un large éventail de fonctions d�autocorrélation. Le pro-
cessus de volatilité a la fonction d�autocorrélation d�un processus ARMA en temps
continu. Pour atteindre le but voulu, nous avons exécuté les étapes suivantes :

� Au premier lieu, nous spéci�ons un système d�équations di¤érentielles stochas-
tiques pour le processus G qui est un processus COGARCH(p; q) et du processus
de volatilité associée, noté V . Ceci est directement motivée par la structure de
processus GARCH(p; q) en temps discret correspondant. Nous montrent alors
que la solution de ces équations coïncide avec celle de la COGARCH(1; 1) si
p = q = 1.

� Au second lieu, nous nous s�interessons à la structure d�autocorrélation du proces-
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sus de volatilité stationnaire. Tout comme le processus de volitilité du processus
GARCH en temps discret a la fonction d�autocorrélation d�un processus ARMA,
le processus de volatilité COGARCH a aussi la fonction d�autocorrélation d�un
processus de CARMA.

� A la �n de cette section, nous avons traité les conditions garantissant la posi-
tivité de la volatilité, tandis que la structure d�autocorrélation des carrées des
accroissements du processus lui-même est obtenu COGARCH dans la section
ultérieure

4.1 Les processus COGARCH (1; 1)

Dé�nition 4.1 : La construction du processus COGARCH(1; 1) en raison du pro-
cessus de Klüppelberg, Lindner et Maller s�initie à partir des équations dé�nies du
processus (�n)n2N0 dans le processus GARCH(1; 1) à temps discrêt(

�n = "n�n

�2n = �0 + �1�
2
n�1 + �1�

2
n�1 ; n 2 N0

(4.2)

où �0; �1; �1 sont des constantes strictement positives et ("n)n2N0une suite de v.a.,
i.i.d., de moyenne 0 et de variance 1. En itérant l�équation (4:2) ; on obtient

�2n =

0@�20 + �0

nZ
0

exp

24� bscX
j=0

log(�1 + �1"
2
j)

35 ds
1A� exp"(n�1X

j=0

log
�
�1 + �1"

2
j

�#
:

(4.3)
où bsc est la partie entière de s 2 R. L�équation du processus COGARCH (1; 1) est
obtenue en substituant le b.b (bruit blanc) ("n)n2N0 par les sauts �L (t) = L (t)�L (t�) ;
t � 0 du processus de Lévy. Plus précisément, on observe que

n�1X
j=0

log
�
�1 + �1"

2
j

�
= n log �1 +

n�1X
j=0

log

�
1 +

�
�1
�1

�
"2j

�
pour �1 > 0 et si on remplace (� log �1) par � et �0 par � et �1 par '; on trouve(

dG (t) = � (t) dL (t)

G (0) = 0
(4.4)

où

�2 (t) =

0@�2 (0) + �

tZ
0

eX(s)ds

1A e�X(t
�) ; t � 0 (4.5)
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avec
X
�
t�
�
= �t�

X
0< s� t

log
�
1 + ' (�L (s))2

�
tel que � > 0, �1 � 0 et � > 0 avec l�indépendance �2 (0) de (L (t))t�0 : Le proces-
sus COGARCH (1; 1) est la solution de l�équation G (t). En ajoutant des conditions
supplémentaires sur les coe¢ cients de distribution de �2 (0) ; le processus de volati-
lité �2 (t) est strictement stationnaire et G (t) est à accroissements stationnaires. En
outre, plusieurs caractéristiques du processus COGARCH(1; 1) peuvent être obtenues
dans un contexte plus général.

Remarque 4.1 : Un processus COGARCH(1; 1) est un processus G = (G (t))t�0
solution de l�E.D.S suivante(

dG (t) = � (t) dL (t)

d�2 (t+) = (� � ��2 (t)) dt+ '�2 (t) d [L;L](d) (t)
(4.6)

où �; � > 0, ' � 0 et [L;L](d) (t) =
P

0<s �t
(�L (s))2 est la partie discrète de la va-

riation quadratique du processus [L;L] celui de Lévy L. �, on peut assurer que L est
càdlàg 1 en notant par �L la mesure non triviale du processus de Lévy et par � 2L � 0
la variance du mouvement brownien de L. La quantité �2 (t) est appelée la volati-
lité instantanée. On remarque que les sauts de G sont au même temps avec ceux du
processus de Lévy L: Cette dernière a la taille suivante �G (t) = � (t)�L (t), telle
que �L (t) est indépendant de � (t�) = � (t). La solution de l�équation d�2 (t+) =

(� � ��2 (t)) dt + '�2 (t) d [L;L](d) (t) est obtenue par l�utilisation du processus auxi-
liaire de Lévy X = (X (t))t�0 dé�ni par

X (t) = �t�
X

0< s� t

log
�
1 + ' (�L (s))2

�
(4.7)

4.2 La représentation des processus COGARCH (p; q)

Soit ("n)n2N0une suite i.i.d. des v.a. et soit p; q � 0; on dé�nit le processusGARCH (p; q)
(�n)n �N0 par(

�n = "n�n

�2n = �0 + �1�
2
n�1 + :::+ �p�

2
n�p + �1�

2
n�1 + :::+ �q�

2
n�q; n � s

(4.8)

où s = max (p; q) ; et �20; :::; �
2
s�1 sont i.i.d. et indépendant de la suite ("n)n�s. L�équa-

tions (4:8) montre que le processus de volatilité (�2n)n�N0apparait comme un processus

1Le processus (L (t))t2R+ est continue à droite limite à gauche (càdlàg) si : à des trajectoires
continues à droite limite à gauche p.s.
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ARMA (q; p� 1). Dans ce cas, on dé�nit le processus (G (t))t�0 à temps continu d�ordre
(p; q) par (

dG (t) = � (t) dL (t) ; t > 0

G (0) = 0

où (�2 (t))t�0 est un processus CARMA(q; p� 1):

La représentation espace d�état du processus CARMA gouverné par un pro-
cessus de Lévy

Soit (	 (t))t�0 un processus ARMA(p; q) du second ordre à temps continu gouverné
par un processus de Lévy (L (t))t2R+, où p et q sont des nombres entiers non négatifs
tels que q < p, est dé�ni à travers la représentation d�espace d�état d�équation formelle :

a(D)	 (t) = �b(D)DL(t); t � 0:

où � est un paramètre d�échèlle scalaire strictement positif. D désigne l�opérateur de
la di¤érentiation par rapport à t; L = (L (t))t2R+ tel que

a(z) = zp + a1z
p�1 + � � �+ ap;

b(z) = b0 + b1z
1 + � � �+ bp�1z

p�1:

Les coe¢ cients bj satisfairent les conditions bq = 1 et bj = 0 pour j > q. En raison
du paramètre � il n�y a clairement aucune perte de généralité en supposant que L =
(L (t))t2R+où V ar(L(1)) = 1. Pour éviter des complications triviales ou insigni�antes et
facilement éliminées, nous considérons que a (z) et b (z) n�ont pas de racines commune
entre eux.
L�E. D. S. dé�nissant est interprétée par la formulation d�équation d�espace d�état

donnée par les équations d�observation et d�état.

Remarque 4.2 :Kallsen et Vesenmayer montrent que tout processus COGARCH
peut être représenter comme une limite en loi d�une suite de processus GARCH(1; 1):

Remarque 4.3 Les accroissements du processus gouverné au temps discret sont dé�-
nis par

R(d)n =
n�1X
i=0

�2i =
n�1X
i=0

�2i "
2
i (4.9)

et pour obtenir le cas continu, on substitue l�innovation "n par les sauts �(L (t)) du
processus de Lévy (L (t))t�0 c.à.d.,

R (t) =
X
0<s �t

�2
�
s�
�
(�L (s))2 ; t > 0

alors :
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1. Si le processus de Lévy (L (t))t�0 a une partie gaussienne nulle [i:e:; �
2
L = 0] ; on

obtient R (t) comme une covariance quadratique du processus (G (t))t�0 donné
par

R (t) =
X
0<s �t

�2
�
s�
�
(�L (s))2 =

tZ
0

�
�
�
s�
��2

d [L;L] (s) = [G;G] (t) :

2. Si L a une partie gaussienne non nulle alors
� P
0<s �t

(�L (s))2 = [L;L](d)
�
est la

partie discrete de la covariance quadratique. Dans ce cas, les accroissements du
processus gouverné est donné par

R (t) =

tZ
0

�
�
�
s�
��2

d
�
[L;L](d)

�
(s) où dR (t) =

�
�
�
s�
��2

d
�
[L;L](d)

�
(t)

Remarque 4.4 Dans l�étude qui suit, on précise que le processus de volatilité V

(où V = �2) satisfait les équations du processus CARMA gouverné par le processus
R dé�nie ci- dessus et lorsque V est p.s. non négative, on dé�nit le processus G (t) par
l�équation suivante (

dG (t) =
p
V (t)dL (t)

G (0) = G0
(4.10)

4.3 PREMIÈR ÉTAPE : les processus COGARCH
à coe¢ cients constants

4.3.1 La représentation matricielle du COGARCH (p; q)

Dans cette partie, on montre une représentation matricielle du processus COGARCH
et en se basant sur la matrice associée à la construction espace d�état du processus
de volatilité. Si p et q deux entiers, tel que q � p � 1 et �0 > 0; �1; :::; �p 2 R,
�1; :::; �q 2 R et �p+1 = ::: = �q = 0. On dé�nit la matrice associée B; les vecteurs a
et e par :

B =

26666664
0 1 0 � � � 0

0 0 1 � � � 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 � � � 1

��q ��q�1 ��q�2 � � � ��1

37777775 ; a =
26666664

�1

�2
...

�q�1

�q

37777775 ; e =
26666664
0

0

0
...
1

37777775
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où B = ��1 si q = 1. Alors si L = (L (t))t�0 est le processus de Lévy, le processus
de volatilité (V (t))t�0(supposé continu à gauche) possédant les paramètres B; a; �0,
gouverné par le processus de Lévy L; est dé�ni par(

V (t) = �0 + a0Y (t�) ; t > 0

V (0) = �0 + a0Y (0)
(4.11)

où le processus d�état (Y (t))t�0 est la solution unique et càdlàg de l�E.D.S suivante

dY (t) = BY
�
t�
�
dt+ e(�0 + a0Y

�
t�
�
)d
�
[L;L](d)

�
(t) ; t > 0 (4.12)

avec une valeur initiale Y (0) indépendante du processus de Lévy (L (t))t�0. Si le
processus de volatilité (V (t))t�0 est strictement stationnaire et p.s. non négatif, on dit
que G = (G (t))t�0 dans (4:10) est un processus COGARCH (p; q) avec les paramètres
B; a; �0 et gouverné par le processus de Lévy L:

Remarque 4.5 : Lorsque la solution de (4:12) est unique pour tout Y (0) vecteur
de départ aléatoire suit les théorèmes standards sur les équations di¤érentielles sto-
chastiques les intégrales stochastiques sont interprétés par rapport à la �ltration F =

(F (t))t � 0, (L (t))t � 0 est adapté et Y (0) est F (0)-mesurable.

Théorème 4.1 Soit l�E.D.S suivante(
dY (t) = BY (t)dt+ b(t)

Y (0) = Y 0

(4.13)

où B est une matrice constante, et

b(t) = e(�0 + a0Y
�
t�
�
)d
�
[L;L](d)

�
(t) :

le système (4:13) admet donc une solution sous la forme

Y (t) = e(t�t0)BY 0 +

tZ
0

e(t�s)Bb(s)ds

Pour Y 0 = 0 , alors la solution est donnée par Y (t) =
tR
0

e(t�s)Bb(s)ds:

Par la suite, on montre que les valeurs propres de la matrice B pouvant assurer la
stabilité des solutions de l�E.D.S dé�nie dans (4:13) :

Théorème 4.2 Supposons que la matrice B est constante, alors :
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1. Si la matrice B ayant des valeurs propres dont les parties réelles sont positives,
alors la solution de (4:13) est instable sur [0;1):

2. Les valeurs propres dont leurs parties réelles sont nulles, sont considérées simples
et les valeurs propres restantes sont obligatoirement négatives a�n d�assurer la
stabilité de (4:13) sur [0;1):

3. Lorsque les parties réelles des valeurs propres sont négatives de B, la solution de
(4:13) est globalement asymptotique stable sur [0;1):

Preuve. oir ([15]) :

Théorème 4.3 On suppose que p = q = 1 et �0; �1; B = ��1 sont strictement
positifs, les processus (G (t))t�0 et (V (t))t�0 dé�nis dans (4:10) sont respectivement
(G (t))t�0 et (�

2 (t))t�0 précédemment dé�nis dans (4:6) avec le changement param-
trique : � = �0�1; ' = �1 exp (��1) ; � = �1:

Preuve. our (4:12) et V (t+) = �0 + �1Y (t), alors

dV
�
t+
�
= �1dY (t)

= ��1�1Y (t) dt+ �1V
�
t+
�
d
�
[L;L](d)

�
(t)

= ��1�1
V (t)� �0

�1
dt+ �1V

�
t+
�
d
�
[L;L](d)

�
(t)

= (��1V (t) + �0�1) dt+ �1V
�
t+
�
d
�
[L;L](d)

�
(t)

alors

V
�
t+
�
= �0�1t� �1

tZ
0

V (s) ds+ �1
X
0<s�t

V (s) (�L (s))2 + V (0) :

On constate que �2 (t) dé�ni dans (4:6) véri�e cette équation mettant � = �0�1;

' = �1 exp (��1) ; � = �1:

Dé�nition 4.2 :

1. Soit a et B les paramètres du processus COGARCH, alors leurs polynômes
caractéristiques sont donnés par

a (z) = �1 + �2z + :::+ �pz
p�1 ; z 2 C

b (z) = zq + �1z
q�1 + :::+ �q ; z 2 C



4. Les processus COGARCH 48

2. Les valeurs propres de la matrice B sont exactement les racines de b qui On note
par �1; ::::; �q sont classées suivant l�ordre décroissant de leur partie réelle i.e.,

R (�q) � R (�q�1) � ::: � R (�1)

où R (�i) est la partie réelle de �i. Dans la suite, on remplace R (�1) par � = � (B)

où B désigne l�opérateur de retard.

Notation 4.1 : Pour x 2 R; nous substituons log(maxf1; xg) par log+(x). La trans-
posée d�un vecteur colonne c 2 Cqest notée par le vecteur ligne c0: Si k:k est une norme
vectorielle dans Cq alors la norme matricielle naturelle de la matrice C d�ordre (q�q)est
de�nie par kCk = supc2Cqnf0g

kCck
kck . De même, pour r 2 [1;1], nous désignons par k:kr

, la norme du vecteur dans Lr.

4.3.2 Les conditions de stationnarité des processus COGARCH

Nous allons chercher dans quelles conditions il existe des processus COGARCH sta-
tionnaires. Nous examinons tout d�abord le cas du modèle COGARCH(1; 1).

Le processus COGARCH (1; 1)

On suppose que le processus de volatilité (V (t))t�0 est strictement stationnaire. Donc,
la condition (4:14) établie dans le théorème 4.5 est nécessaire et su¢ sante pour que
COGARCH(1; 1) est stationnaire.

Le processus COGARCH

On suppose que le processus de volatilité (V (t))t�0 est strictement stationnaire. L�unique
condition (4:14) est su¢ sante pour que le processus COGARCH soit stationnaire.

Remarque 4.6 :

1. Pour les valeurs de p; q assez grandes, généralement on suppose que la matrice B
est diagonalisable. Comme les vecteurs propres correspondent aux valeurs propres
�i deB sont des multiples des constants de

�
1; �i; �

2
i ; :::; �

q�1
i

�0
, les valeurs propres

de la matrice B sont distinctes.

2. La matrice B est une matrice diagonalisable s�il existe une matrice S telle que la
matrice S�1BS est une matrice diagonale.
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Par exemple, on peut choisir

S =

26666664
1 1 0 � � � 1

�1 �2 �3 � � � �q
...

...
...

. . .
...

�q�21 �q�22 �q�23 � � � �q�2q

�q�11 �q�12 �q�13 � � � �q�1q

37777775
Ce choix particulier conduit à S�1BS = diag (�1; :::; �q) :

Les conditions de stationnarité de processus de volatilité et de processus
d�état

Dans cette section, nous considérons les conditions dans lesquelles le processus de
volatilité (V (t))t � 0 spéci�e dans la dé�nition 4.1 est strictement stationnaire. Les
paramètres B, a et �0 et le processus de l�État (Y (t))t � 0 sont illustrés précident. La
condition (4.14) établie dans le théorème 4.5 est nécessaire et su¢ sante de stationnarité
dans le cas particulier p = q = 1.
Dans ce cas, le théorème suivant est très important parce qu�il o¤re une condition

assurant la stationnarité stricte des processus espace d�état et des volatilités.

Théorème 4.4 Soit (Y (t))t�0 le processus espace d�état associé au processus COGARCH (p; q)
avec les paramètres B, a et �0: Suppose que toutes les valeurs propres de B sont dis-
tinctes. Soit L un processus de Lévy avec une mesure non triviale �L et on suppose
qu�il existe un r 2 [1;1] tel queZ

R

log
�
1 +

S�1e a0S
r
y2
�
d�L (y) < �� = �� (B) (4.14)

où la matrice S véri�e que S�1BS est diagonale. Alors Y (t) converge en distribution
vers une variable aléatoire �nie Y 1 quand t �!1. Il s�ensuit que si Y 0 = Y 1, alors
(Y (t))t�0 et (V (t))t�0 sont strictement stationnaire.

Proposition 4.1 :

1. Si (V (t))t�0 est un processus de volatilité du processus COGARCH (1; 1) avec
les paramètres B = ��1 < 0; �0 > 0 et �1 > 0 alors kS�1e a0Skr = �1; la
condition (4:14) est nécessaire et su¢ sante pour l�existence d�un processus de
volatilité de COGARCH (1; 1) strictement stationnaire.
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2. Pour q � 2; la quantité kS�1e a0Skr dépend de S et r: On observe qu�il est
nécessaire de trouver les matrices S et les nombres réels r; pour que l�équation
(4:14) soit véri�ée.

Preuve. oir ([5]) :

4.3.3 Étude d�espace d�état

La démonstration du théorème 4.5 est un usage intensif de la théorie générale des équa-
tions de récurrence multivariées aléatoires. Le vecteur d�état du processus COGARCH
satisfait telle équation de réccurence à plusieurs variables aléatoires, comme il s�est in-
diqué dans le théorème suivant.

Théorème 4.5 Soit (Y (t))t�0 le processus espace d�état du processus COGARCH (p; q)
avec des paramètres B; a et �0 et gouverné par le processus de Lévy L, alors il existe
une famille

�
Js;t; Ks;t

�
t�0 de matrices aléatoires (Js;t) d�ordre (q � q) ainsi de vecteurs

aléatoires Ks;t dans Rq; tels que

Y (t) = Js;t Y (s) +Ks;t ; 0 � s � t (4.15)

De plus, la distribution de
�
Js;t; Ks;t

�
dépend que de (t� s) ;

�
Js1;t1 ; Ks1;t1

�
et
�
Js2;t2 ; Ks2;t2

�
sont independants pour 0 � s1 � t1 � s2 � t2 ; et pour 0 � s � u � t :

Js;t = Ju;tJs;u (4.16)

Si, de plus, la condition du théorème (4:4) est véri�ée, alors la distribution de vecteur
Y 1;et pour tout h > 0; est l�unique solution de l�équation de point �xe aléatoire :

Y 1 = J0;hY 1 + K0;h (4.17)

avec Y 1 est indépendant de
�
J0;h; K0;h

�
.

Preuve. oir([23])

Remarque 4.7 :

1. La condition de stationnarité faible du processus espace d�état du processus
COGARCH (p; q) est l�existence d�une norme k:k de vecteur, et t0 > 0 telle
que J0;t0 et K0;t0

satisfaisont les conditions suivantes

E log kJ0;t0k < 0 ; E log+
K0;t0

 <1 (4.18)
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par (4:16) , E log kJ0;t0k < 0 est équivalente à la condition qu�il y ait une valeur
strictement positive du t1 de telle sorte que l�exposant de Lyapunov de la suite�
Jt1n; Jt1(n+1)

�
n2N0

i.i.d., qui est :

lim
n�!1

1

n
E
�
log
Jt1(n�1); t1n;:::; J0;t1� = inf

n2N
(
1

n
E(log

Jt1(n�1); t1n;:::; J0;t1):
(4.19)

(qui est indépendant de la norme spéci�que), est strictement négatif. Et si

E log+ kJ0;t1k <1 ; E log+
K0;t1

 <1: (4.20)

alors la négativité stricte de l�exposant de Lyapunov est non su¢ sante mais
aussi nécessaire pour l�existence de solutions stationnaires de ces équations de
récurrence aléatoires.

2. La condition du théorème 4.4 conduit aux conditions (4:20) : On dé�nit la norme
matricielle comme la norme naturelle par

kAkB;r =
S�1AS

r

et la mesure correspondante du vecteur par

kckB;r =
S�1c

r
; c 2 Cq (4.21)

Dans ces conditions, on observe que les conditions du théorème 4.4 sont en général
non nécessaires pour la stationnarité du processus d�état.

Les matrices Js;t et les vecteursKs;t sont construit explicitement quand L est le pro-
cessus composant de Poisson. Dans le théorème suivant, on fait une comparaison entre
la stationnarité en distribution de vecteur d�état Y 1 avec celle du vecteur aléatoire eY
dé�nie ci-dessous.

Théorème 4.6 :

1. Soit (Y (t))t�0 processus espace d�état du celui de COGARCH(p; q) avec les
paramètres B; a et �0 et gouverné par le processus de Lévy. On suppose que
la mesure �L du processus de Lévy est �nie et la composante du processus de
Poisson s�écrit sous la forme�

[L;L](d)
�
(t) =

X
0<s�t

(�L (s))2 =

N(t)X
i=1

Zi

où N (t) est le nombre des sauts de L dans l�intervalle (0; t], et Zi est le carré du
ieme saut et on note par T1 le temps dans lequel le premier saut apparaisse. Soient
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Tj : j = 2; 3; ::: les temps d�intervalles entre les jeme et (j � 1)eme sauts. En plus,
soit la paire (T0; Z0) est indépendant de (Ti; Zi)i2N ayant la même distribution
de (T1; Z1) : Pour tout i 2 N0; soit

Ci = (I + Zie a
0) eTiB et Di = �0Zie (4.22)

et �n =
nP
i=1

Ti (où �0 = 0). Alors le processus (Y (�n))n2N0 à temps discret

satisfaisant en récurrence l�équation aléatoire

Y (�n+1) = Cn+1Y (�n) +Dn+1; n 2 N0: (4.23)

En plus, pour tout t > 0; on a

Y (t) = e(t��N(t))B

241fN(t) 6=0gDN(t) +

N(t)�2X
i=0

CN(t):::CN(t)�iDN(t)�i�1 + CN(t):::C1Y (0)

35
d
= e(t��N(t))B

241fN(t) 6=0gD1 +

N(t)�1X
i=0

C1:::CiDi+1 + C1:::CN(t)Y (0)

35 : (4.24)

2. Si la condition (4:18) est satisfaite alors la somme in�nie
1P
i=0

C1:::CiDi+1 converge

absolument p.s. vers le vecteur aléatoire eY , tel que eY a une distribution station-
naire de la suite (Y (�n))n2N0. Le vecteur d�état Y 1 stationnaire satisfait

Y 1
d
= eTB eY

où T indépendante de (Ti; Zi)i2N ayant la même distribution de T1 et Y 1 est la

solution unique en distribution de l�équation Y 1
d
= QY 1 +R; tel que

Q = eT0B (I + Z (0) e a0) et R = �0Z (0) e
T0Be:

où Y 1 indépendant de (Q;R) :

Preuve. .Faisant référence à l�équation (4:12), Y (t) satisfait l�équation di¤érentielle
dY (t) = BY (t�) dt pour t 2 [�n;�n+1] ; alors que

Y (t) = eB(t��n)Y (�n) ; t 2 [�n;�n+1] ; n 2 N0

Au temps �n+1; la taille du saut e (�0 + a0Y (�n+1�)Zn+1) s�apparaît, alors que

Y (�n+1) = Y (�n+1�) + e(�0 + a0Y (�n+1�))Zn+1

= (I + Zn+1ea
0)Y (�n+1�) + �0Zn+1e

= Cn+1Y (�n) +Dn+1, n 2 N0
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Qui est la relation (4:23). La résolution de cette récurrence donne le vecteur d�espace
d�état

Y (�n) = Dn +

n�2X
i=0

Cn:::Cn�iDn�i�1 + Cn:::C1Y (0) ; n 2 N

La véri�cation de cette équation nous a permis de démontrer la première égalité de
l�équation (4:24) et Y (t) = eB(t�N(t))Y (� (N (t))) :

Tandis que la deuxième égalité de (4:24) est une conséquence de l�e¤et de l�élément
aléatoire �nis

�
N (t) ; � (N (t)) ; CN(t); DN(t); :::; C1; D1; 0; 0; :::

�
ayant la même distri-

bution que
�
N (t) ; � (N (t)) ; C1; D1; :::; CN(t); DN(t); 0; 0; :::

�
, en e¤et, pour tout

n 2 N0 et c � 0, les vecteurs aléatoires (C (1) ; D (1)) ; :::; (C (n) ; D (n)) sont i.i.d

et dépendent de fN (t) = n;� (N (t)) � cg uniquement en fonction de termes
nP
i=1

Ti et

Tn+1mais non en fonction des termes ultérieurs Ti; i = 1; :::; n:
2. Soit S tel que la matrice S�1BS = f est diagonale et la norme du vecteur est

kckB;r = kS�1ckr donnée par la formule (4:21) alors la norme matricielle associée est
kAkB;r = kS�1ASkr. Donc, on a pour t � 0etB

B;r
=

SetfS�1
B;r

=
etf

r
= e�t

cela donne

kC1)kB;r �
�
1 + Z1 ke a0kB;r

�
e�T1 et kD1k = �0 ke kB;r Z1

et en utilisant

� [L;L] ([x;1)) = �L
�
y 2 R : jyj �

p
x
	
pour x � 0

on obtient

E log kC(1)kB;r � �E (T1) + E log
�
1 + Z1 ke a0kB;r

�
=

�

�L (R)
+

�

�L (R)

Z
(0;1)

log
�
1 + ke a0kB;r y2

�
d�L (y) < 0

par (4:14) et

E log+ (Z1) =
1

�L (R)

Z
R

log+
�
y2
�
d�L (y) <1

A partir du théorème général des équations de récurrence aléatoires, cela implique la

convergence absolument p.s de
1P
i=0

C1:::CiDi+1 vers eY ayant la distribution stationnaire
de (Y (�n))n2N0 :
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Pour démontrer l�égalité Y 1 = eTB eY pour m 2 N :
soit eY m =

m�1X
i=0

C1:::CiDi+1 + C1:::CmY (0)

et
Y t;m = eB(t��(N(t)))eY m; t � 0

Sachant que la variable aléatoire (t� � (N (t))) est asymptotiquement indépendant de
T1; Z1; :::; Tm; Zm (pour t �!1; m �xé), il suit que eB(t��(N(t))) est asymptotiquement
indépendant de eY m et Y t;m converge en distribution vers e

TB eY m quand t �! 1; ou
T est exponentiellement distribué avec les paramètres �L (R) et il est indépendant de
T1; Z1;:::; Tm; Zm.
En plus, eTB eY m converge p.s en distribution vers e

TB eY quand m �!1
On note par :

eY t
d
= e(t��N(t))B

241fN(t) 6=0gD1 +

N(t)�1X
i=0

C1:::CiDi+1 + C1:::CN(t)Y (0)

35
Alors Y 1 = eTB eY et, en particulier, l�existence de variable limite Y 1 dans le cas de
processus Poisson-composant peut être inspirée à partir de l�équation (4:24) ainsi que
le théorème de slutsky est véri�é :

lim
m�!1

lim
t�!1

supP

�eY t � Y t;m


B;r

> �

�
= 0; 8� > 0

Sachant que
eB(t��(N(t)))

B;r
< 1 et 1fN(t) 6=0gD1+

N(t)�1P
i=0

C1:::CiDi+1+C1:::CN(t)Y (0)�eY m converge p.s, alors il converge en probabilité quand t �!1 vers
1X
i=m

C1:::CiDi+1 + C1:::CmY (0)

qui converge lui même vers 0 p.s quand m �!1: Cette limite

lim
m�!1

lim
t�!1

supP

�eY t � Y t;m


B;r

> �

�
= 0;8� > 0

est véri�ée et que Y 1 = eTB eY s�ensuit. Dans ce cas, Y 1 satisfait Y 1
d
= QY 1 + R ,

cela est claire à partir de Y 1 = eTB eY qui est la solution unique pouvant être obtenue
à parir de

E log kQkB;r < 0 et E log
+ kRkB;r <1

La démonstration du théorème 4.6(2) montre toujours l�existence de la variable
limite Y 1 pour le cas du processus gouverné de Poisson-composant.
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4.3.4 Les propriétés de second ordre du processus de volatilité

Soit (Y (t))t�0 est le processus espace d�état associé à celui du COGARCH(p; q); avec
des paramètres B; a et �0 et gouverné par le processus de Lévy L. Le but de cette
section est d�étudier la fonction d�autocorrélation du processus de volatilité (V (t))t�0.
Soit :

� =

Z
R

y2d�L (y) et � =

Z
R

y4d�L (y)

Si � < 1 (i.e., E fL2 (1)g < 1); on dé�nit la matrice eB par eB = B + � e a0: On re-
marque que eB etB ont la même forme hormis la dernière ligne porte ���q + ��1; :::;��1 + ��q

�
.

Dans ce cadre, on doit citer les conditions su¢ santes pour l�existence des moments du
processus espace d�état (Y (t))t�0.

Proposition 4.2 Supposons que les valeurs propres de la matrice B sont distinctes et
� = � (B) < 0; k:k est une norme de vecteur dans Cq et k 2 N, alors on a les résultats
suivant

1. Si E
n
jL (1)j2k

o
<1 et E

n
kY (0)kk

o
<1; alors E

n
kY (t)kk

o
<1 ,8t � 0.

2. Si E
n
jL (1)j2k

o
< 1, r 2 [1;1] et S une matrice véri�ant que S�1BS est

diagonale et Z
R

��
1 +

S�1 e a0S
r
y2
�k � 1� d�L (y) < ��k

puis S et r satisfont l�équation (4:14) et E
n
kY 1k

k
o
< 1: Particulièrement,

E (Y 1) existe si

E
�
(L (1))2

	
<1 et

S�1e a0S
r
� < ��: (4.25)

de même, la matrice de covariance de Y 1(notée par cov(Y 1)) existe aussi si

E
��
L4 (1)

�	
<1 , et

S�1e a0S2
r
� < 2

�
���

S�1e a0S
r
�
�
: (4.26)

De plus (4:26) implique (4:25) et (4:25) implique que les valeurs propres de ~B a
des partie réelles strictement négative, en particulier ~B est inversible et �q 6= �1�:

Preuve. Toutes les a¢ rmations peuvent être obtenues par l�implication (4:25)
=) �

�
~B
�
< 0; suivent immédiatement pour le lemme ci-dessous (cela montre que

l�existance de E
n
kY (t)kk

o
est indépendant de la norme matricielle spéci�ée) et les

propriétés correspondantes au processus COGARCH(1; 1).
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L�équation (4:25) implique �
�
~B
�
< 0 est une conséquence des résultats de per-

turbation de Bauer-Fike sur les valeurs propres, pour toute valeur propre ~�j de ~B on
a

min
i=1;::;q

����i � ~�j��� � S�1 � ~B �B
�
S

r
= �

S�1e a0S
r
:

Lemme 4.1 : Soit (Y (t))t�0 ; le processus espace d�état associé au processus COGARCH (p; q) ;
avec les paramètres B, a et �0: On suppose que toutes les valeurs propres de B sont
distinctes et que � = � (B) < 0: Soit r 2 [1;1] et S tel que la matrice S�1BS est diago-
nale. De plus,

�
Y (t)

�
t�0 ; le processus espace d�état associé au processus COGARCH (1; 1) ;

qui satisfait (4:12) avec les paramètres (B; a ; �0) substitués par
�
�; ke a0kB;r ; �0 kekB;r

�
et le vecteur initial Y (0) = kY (0)kB;r alors

kY (t)kB;r � Y (t) ; t � 0:

Si (4:14) satisfait pour r 2 [1;1], alors il existe Y 1 et Y 1 tel que

kY 1kB;r � Y 1

Théorème 4.7 : Soit (V (t))t�0 un processus de volatilité et soit (Y (t))t�0 le proces-
sus espace d�état du processus COGARCH(p; q). On suppose que E (L4 (1)) < 1 et
E
�
kY (t)k2

	
<1 , 8t � 0, alors

cov (V (t+ h) ; V (t)) = a0eh
eBcov (Y (t)) a ; t; h � 0: (4.27)

où eB = B + �e a0:

Lemme 4.2 Si toutes les valeurs propres de la matrice B sont distinctes et les condi-
tions (4:25) sont satisfaites, alors

E (Y 1) = ��0�e��1e = �0�

Bq � �1�
e1 (4.28)

où eB = B + � e a0 et ei est les vecteurs canoniques avec la i
eme composante égale

à 1 et en substituant le vecteur eq par e . Dans la suite, on montre que la fonction
d�autocorrélation de processus de volatilité stationnaire du processus COGARCH est
la même de celui du processus CARMA.

Preuve. On suppose premièrement que la mesure de Lévy �L est �nie et soient les
expressions Q etR dé�nies dans le théorème 4.6(2) alors l�application du lemme 4.3,
leurs espérences peuvent écrites sous la forme :

E (Q) =
�
I � C�1B

��1
(I + E (Z) ea0)

E (R) = �0E (Z)
�
I � C�1B

��1
e:
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En applicant Y 1
d
= QY 1 +R conduit à

E (R) = (I � E (Q))E (Y 1)

de plus �
I � C�1B

�
(I � E (Q)) =

��
I � C�1B

�
� I � E (Z) e a0

�
=

�1
C
(B + �e a0)

donnant

E (Y 1) = �C (B + �e a0)
�1 �

I � C�1B
�
E (R)

= ��0� (B + �e a0)
�1
e

on pose U = (U1; :::; Uq)
0 = (B + �e a0)�1 e; il est facilement de montrer que U2 = ::: =

Uq = 0 et U1 = 1
�1���q

. Dans le cas où la mesure de Lévy �L est in�nie le résultat
obtenue par lemme 4.1, utilisant Y 1 qui est intégrable et majoré par (4:25).

Lemme 4.3 :Soit T distribué de façon exponentielle avec le paramètre c et supposons
que � (B) < 0: Soit

M = E
�
eBT 
 eBT

�
alors

E
�
eBT
�
=
�
I � C�1B

��1
;M�1 = Iq2 �

�
I 


�
C�1B

��
�
��
C�1B

�

 I
�

En plus (I 
B) + (B 
 I) est inversible.

Théorème 4.8 Soit (	 (t))t�0un processus CARMA(q; p � 1) stationnaire, de para-
mètre local 0, des coe¢ cients des moyennes mobiles �1; ::::; �p, des coe¢ cients d�auto-
régressives �1 � ��q; �2 � ��q�1; :::; �q � ��1 et gouverné par le processus de PoissoneL , est correspondant au processus d�état (' (t))t�0 : Supposons que E

� eL1�2 < 1;

E
� eL1� = �; var

� eL1� = � et on dé�nit var (	 (t)) par

m = �

1Z
0

a0et
eBe e0et eB0adt = var f	(t)g

alors 0 � m < 1; et

cov (Y 1) =
�20�

2
q�

�q � ��1
�2
(1�m)

cov ('1)

=
�20�

2
q��

�q � ��1
�2
(1�m)

1Z
0

et
eBe e0et eB0dt
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var (V1) =
�20�

2
q�

�q � ��1
�2 m

1�m

E (V1) =
�0�q

�q � ��1
; E (	1) =

�1�

�q � ��1
:

Si (V (t))t�0 est un processus de volatilité stationnaire du processus COGARCH , alors

cov (V (t+ h) ; V (t)) =
�20�

2
q�

�q � ��1
�2
(1�m)

cov (	 (t+ h) ;	(t)) ; t; h � 0:

Dans ce concept, on peut déduire que le processus COGARCH pouvant être piloté par
le même processus de Poisson eL du processus CARMA(q; p� 1):

Preuve. oir([20]) :

Remarque 4.8 : Le produit de Kronecker de deux des matrices A et B d�ordre (q�q)
est noté par A 
 B et par vec(A);le vecteur colonne dans Cq2 qui découle d�un en
empilant les colonnes de vecteur A.

Proposition 4.3 On constate que V et 	 ont p.s. la même fonction d�autocorrélation.
Si les valeurs propres e�1; :::; e�q de eB (où eB = B+� e a0) sont distinctes et a (Z) ;eb (Z)
sont respectivement les polynômes caractéristiques associés à a et eB, alors
cov (V (t+ h) ; V (t)) =

�20�
2
q��

�q � ��1
�2
(1�m)

�
qX
j=1

a
�e�j�a��e�j�

eb0 �e�j�eb��e�j�ee�jh ; t; h � 0:

(4.29)
où eb0est la dérivée de eb.
Les conditions pour que les processus de volatilité soient positifs

Pour l�écriture dG (t) =
p
V (t)dL(t) du processus COGARCH, il est nécessaire que

le processus de volatilité (V (t))t�0 est non négatif pour tout t � 0. Les théorèmes
ci-dessous o¤rent les conditions nécessaires et su¢ santes pour que (V (t))t�0 soit non
négatif.

Théorème 4.9 :

1. Soit (Y (t))t�0 un vecteur d�espace état de processusCOGARCH(p; q) et (V (t))t�0
le processus de volatilité, avec les paramètres B; a et �0 > 0; et soit � � ��0
une constante réelle. Si les conditions suivantes :

a0etBe � 0 ;8t � 0 (4.30)
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a0etBY 0 � � p:s ;8t � 0 (4.31)

donc pour tout processus gouverné par le processus de Lévy L , avec la probabilité
certaine, on a

V (t) � �0 + � � 0 ;8t � 0 (4.32)

Contrairement, si (4:31)est véri�ée ou bien (4:31) avec � > ��0 et (4:30) sont
simultanément véri�ées, alors il existe un processus gouverné composé de celui
de Lévy avec t0 � 0; tel que P (V (t0) < 0) > 0:

2. Supposons que toutes les valeurs propres de B sont distinctes et (4:30) et(4:14)
sont véri�ées, alors avec la probabilité certaine, le processus de volatilité station-
naire du processus COGARCH(p; q) satisfait V (t) � �0 > 0 ;8t � 0:

Preuve. . On suppose que (4:30) et (4:31) sont véri�ées. En utilisant le lemme
ci-dessous, il est su¢ sant pour montrer que (4:32) particulièrement pour le cas où

[L;L] =
N(t)P
i=1

Zi est un processus de Poisson-composant avec les temps de saut (�n)n2N ;

alors, il est facile avec l�induction de 4:12 et le lemme 4.4 que :

Y (t) = etBY (0) +

N(t)X
i=1

eB(t��i)eV�iZi; t � 0

Pour S � 0; alors

a0eSBY (t) = a0eB(S+t)Y (0) +

N(t)X
i=1

a0eB(S+t��i)eV�iZi (4.33)

�  +

N(t)X
i=1

a0eB(S+t��i)eV�iZi (4.34)

posons S = 0; il résulte que

V (t) = �0 + a0Y
�
t�
�
� �0 + ; pour t 2 [0;�1]

et comme
V�1+ � �0 +  � 0

par (4:30) et (4:34) et une induction argumentale montre que V (t) � �0+ pour t � 0
qui conduit que (4:32) est véri�ée.
Supposons maintenant que l�équation (4:31) est non véri�ée. En utilisant la conti-

nuité de la fonction t �! etB, il résulte qu�il existe un couple (t1; t2) � (0;1) tel
que

P
�
�0 + a0etB Y (0) < 0 , 8t 2 (t1; t2)

�
> 0
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et comme P (�1 > t2) > 0, on obtient notre demande à partir de la relation (4:33).
Supposons que (4:31) soit véri�ée avec  > �0 avec la non véri�cation de (4:30).
On suppose que le support de la mesure de Lévy du processus [L;L] du Poisson-

composant est non borné. Considérons que (t3; t4) � (0;1) est un intervalle tel que

a0etBe � �c1 < 0 pour tout t 2 (t3; t4)

pour c1 < 0 .
En utilisant l�équation (4:31) ; on obtient P (V�1 � �0 + ) = 1; alors on peut faci-

lement montrer que l�ensemble

A = f�1 < t5 < �2; t5 � �1 2 (t3; t4) ; V�1 � �0 + g

a une probabilité positive pour t5 > t4.
L�utilisation de l�équation (4:33) sur l�ensemble A, on obtient :

Vt5 = �0 + a0et5B Y (0) + a0e(t5��1)B eV�1Z1

avec a0e(t5��1)B e � �c1 et en choisissant Z1su¢ sement large, on obtient

P (Vt5 < 0) > 0

2. En tenant compte du théorème cité ci-dessus, il reste donc à montrer que Y 1
satisfait (4:31) : Pour démontrer cela, il est su¢ sant par le lemme 4.1 dans lequel on
suppose que [L;L] est un processus de Poisson-composant.
Soit

�
~Y t

�
t�0

est un processus d�état avec ~Y (0) = 0 alors (4:31) est véri�ée pour

~Y (0) avec  = 0, et il résulte à partir de (4:34), (4:30) et (4:32) que a0eSB ~Y (t) � 0
pour tout S; t � 0:
Sachant que ~Y (t) converge en distribution vers Y 1 quand t �! 1; alors (4:31)

est véri�ée avec  = 0 .

Lemme 4.4 :Soit (Y (t))t�0 ; un vecteur d�espace état du processus COGARCH(p; q);
alors Y (") (t) converge en probabilité vers Y (t) quand " �! 0: où Y (") (t) est le vecteur
d�espace état du processus COGARCH(p; q) gouverné par le processus

�
L(") (t)

�
t�0

avec
L(") (t) =

X
0<s�t;j4L(s)j�

p
"

4L (s) ; t � 0:

et L est le processus de Lévy.

Proposition 4.4 Soit a;B les paramètres du processus COGARCH(p; q). Si � (B) <
0 et �1 > 0; on obtient les résultats suivants :
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1. Pour un processus COGARCH(p; q); l�inégalité (4:30) est véri�ée si et seulement
si les racines du polynôme caractéristique a (:) =b (:) est complètement monotone
dans [0;1[ :

2. Une condition su¢ sante pour que (4:30) soit véri�ée dans le cas de processus
COGARCH(1; q) lorsque une des conditions suivantes est satisfaite.

(a) Toutes les valeurs propres de B sont réelles et négatives.

(b) Si (�i1 ; �i1+1) ::: (�ir ; �ir+1) est une partition de l�ensemble de toute paire
conjuguée des valeurs propres complexes de la matrice B: Dans ce cas, il
existe une application

� : f1; :::; rg �! f1; :::; qg

injective, telle que ��(j) est une valeur propre réelle de B satisfaisant ��(j) �
R (�ij) :

3. Une condition nécessaire pour que (4:30) soit véri�ée dans le cas des processus
COGARCH(1; q) s�il existe une valeur propre réelle de B dont la composante
réelle est maximale.

4. lorsque 2 � p � q et toutes les valeurs propres de B sont négatives et p.s. en
ordre. Si les racines j de a (Z) sont négatives et ordonnées de façon p�1 � ::: �
1 < 0, alors une condition su¢ sante pour que (4:30) soit satisfaite dans le cas
des processus COGARCH(p; q); est :

kX
i=1

i �
kX
i=1

�i ;8k 2 f1; :::; p� 1g :

5. Une condition nécessaire et su¢ sante véri�ant l�équation (4:30) dans le cas des
processus COGARCH(2; 2); est de l�existence des valeurs propres réelles de B
avec �2 � 0 et �1 � � �2 � (B) :

4.3.5 La fonction d�autocorrélation des carrés des accroisse-
ments du processus COGARCH

Nous supposons que le processus de volatilité V est strictement stationnaire et non
négatif. On dé�nie pour tout r > 0

G(r) (t) = G (t+ r)�G (t) =

Z
(t;t+r]

p
V (s)dL (s) ; t � 0
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avec G(r) (t) est l�accroissement du processus COGARCH. Dans cette partie, nous
voulons étudier la fonction d�autocorrélation des carrés des accroissements du processus
COGARCH.

Théorème 4.10 Soit a;B et �0 les paramètres de processus COGARCH(p; q) gou-
verné par le processus de Lévy L: Ce dernier a espérance nulle. Dans le cas où les
valeurs propres de B sont distinctes et les conditions (4:25) et (4:30) sont satisfaites
et (V (t)) un processus stationnaire, alors que pour tout t � 0 et h � r > 0

E
�
G(r) (t)

�
= 0

E
��
G(r) (t)

�2�
=

�0�qr

�q � ��1
E
�
(L (1))2

�
; cov

�
G(r) (t) ; G(r) (t+ h)

�
= 0

En plus, si (4:26) est véri�ée, on peut écrire

cov
��
G(r) (t)

�2
;
�
G(r) (t+ h)

�2�
= a0eh

eBH (r) ; h � r:

où H (r) = E (L2 (1)) eB�1
�
I � e�r

eB� cov �Y (r) ; (G (r))2� et eB = B + � e a0:

Remarque 4.9 Les moments du processus COGARCH(1; 1) peuvent être obtenus en
utilisant la transformation de Laplace appliquée au processus auxiliaire X dé�ni dans
la dé�nition 4.1 et qui satisfait E

�
e�sXt

�
= et	(s); avec

	(s) = ��s+
Z
R

��
1 + 'x2

�s � 1� �L (dx) ; s � 0 (4.35)

pour s �xé, la transformation de Laplace est �nie pour tout t > 0 si et seulement
si l�intégrale donnée en (4:35) est �nie. Cela est équivalent à E jL (1)j2s < 1: D�une
autre manière, on suppose que le processus de Lévy (L (t))t�0 a une variance �nie et une
espérance nulle, dans cet environnement, on peut considérer la proposition suivante.

Proposition 4.5 Soit (G (t))t�0 un processus COGARCH(1; 1), le processus de Lévy
(L (t))t�0 a une variance �nie et une espérance nulle, 	(1) < 0, et soit (�

2 (t))t�0 un
processus de volatilité stationnaire, alors le processus (G (t))t�0 a des accroissements
stationnaires, E

�
(G (t))2

�
<1 pour t � 0 et pour tout t; h � r > 0

E
�
G(r) (t)

�
= 0

et
E
��
G(r) (t)

�2�
=

�r

j	(1)jE
�
L2 (1)

�
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cov
��
G(r) (t)

�2
;
�
G(r) (t+ h)

�2�
= 0 (4.36)

De même, si ' > 0; E (L4 (1)) <1 et 	(2) < 0; alors E (G4 (t)) <1 pour t � 0. Si
la mesure �L du processus de Lévy véri�e

R
R
x3�L (dx) = 0 , alors on peut écrire pour

tout t et h � r > 0

E
��
G(r) (t)

�4�
= 6E

�
L2 (1)

� �2

(	 (1))2
�
2�'�1 + 2� 2L � E

�
L2 (1)

��
�
�

2

j	(2)j �
1

j	(1)j

��
r � 1� e�rj	(1)j

j	(1)j

�
+
2�2

'2

�
2

j	(2)j �
1

j	(1)j

�
r + 3

�2

(	 (1))2
E
�
L2 (1)

�
r2

et

cov
��
G(r) (t)

�2
;
�
G(r) (t+ h)

�2�
= E

�
L2 (1)

� �2

j	(1)j3
�
2�'�1 + 2� 2L � E

�
L2 (1)

��
�
�

2

j	(2)j �
1

j	(1)j

��
1� e�rj	(1)j

�
�
�
erj	(1)j � 1

�
e�hj	(1)j

Remarque 4.10 Soit (G (t)) un processus COGARCH(1; 1) et (�2 (t)) le processus
de volatilité associé. Les moments E

�
�2k
�
du processus de volatilité stationnaire pour

k 2 N existe si et seulement si E
�
L2k (1)

�
<1 et 	(k) < 0 en particulier si E (L4 (1))

et 	(2) < 0 , alors pour tout t; h � 0

E
�
�2 (t)

�
=

�

j	(1)j

E
�
�4 (t)

�
=

2�

j	(1)	 (2)j

cov
�
�2 (t) ; �2 (t+ h)

�
= �2

�
2

j	(1)	 (2)j �
1

(	 (1))2

�
e�hj	(1)j

= var
�
�2 (t)

�
e�hj	(1)j:

Preuve. oir [12].

Remarque 4.11 Les moments d�ordre k de �2 (1) sont �nis si et seulement si E
�
L (1)2k

�
<

1 et 	(k) < 0 où k 2 N. Dans ce cas

E
�
�2k (1)

�
= k!�k

kY
l=1

1

�	(l) :
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4.3.6 Les processus COGARCH (1; 1) et de Poisson

Dé�nition 4.3 : Le processus COGARCH (1; 1) est gouverné par le processus de
Poisson correspondant au processus de Lévy (L (t))t�0 donné par

L (t) =

NtX
k=1

yk; t � 0

où Nt est un processus de Poisson d�intensité c > 0 et (yk)k2N sont i.i.d. des variables
aléatoires indépendantes de N: Soit y une variable aléatoire ayant la même distribution
que yk: On note par Fy la mesure de Lévy qui a la formulation � (dx) = cFy (dx). Donc,
on dé�nit l�exposant de Laplace par

	(s) = ��s+ c

Z
R

��
1 + 'y2

�s � 1�Fy (dy)
D�ou

	(1) = �� + 'cE
�
y2
�

et 	(2) = �2� + 2'cE
�
y2
�
+ '2cE

�
y4
�

Si on a E (L (1)) = 0 et var (L (1)) = 1, alors il faut que E (y2) = 1
c
pour calculer p =

j	(1)j = � � ': Les conditions E (L4 (1)) = 0 et
R
R
x3�L (dx) = 0 seront transformées

respectivement par E (y4) <1 et E (y3) = 0: De plus, on obtient

	(2) = 2 ('��) + '2
E (y4)

E (y2)

= �2p+ '2
E (y4)

E (y2)
:

et la condition 	(2) < 0 est substituée par '2 < 2p
cE(y4)

: Cette condition satis�t le
processus gouverné par celui de Poisson avec une intensité unitaire c = 1:

4.4 DEUXÈMEÉTAPE les processus COGARCH (p; q)
à coe¢ cients variables

De�nition 2 On dé�nit le processus COGARCH (p; q) avec les paramètres M(t);
a(t); �0(t) et gouverné par le processus de Lévy L correspondant à :(

dG (t) =
p
V (t)dL (t) ; t > 0

G (0) = G0
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où L = (L (t))t�0 est le processus de Lévy avec une mesure non triviale et (V (t))t�0 est
un processus de volatilité (continué a gauche). Soit (�i (t))0� i� q et

�
�j (t)

�
0� j� q

des
suits des fonctions telles que : �p+1 (t) = ::: = �q (t) = 0 et le processus de volatilité
est dé�ni par (

V (t) = �0(t) + (a (t))
0 Y (t�) ; t > 0

V (0) = �0 (t) + (a (t))
0 Y (0)

où a (t) = (�1 (t) ; �2 (t) ; :::; �q (t))
0, �0(t) � 0 et le processus espace d�état (Y (t))t�0 =

Y qui est la solution unique et càdlàg de l�E.D.S suivante

dY (t) =M(t)Y
�
t�
�
dt+ e(t)(�0(t) + (a(t))

0 Y
�
t�
�
)d
�
[L;L](d)

�
(t) ; t > 0

où e(t) = (0; :::0; h(t))0 tels que h(t) est une fonction de t. Cette équation peut être
écrite sous la forme suivante

Y 0 (t) =M(t)Y (t) dt+ b(t): (4.37)

où b(t) = e(t)(�0(t) + (a(t))
0 Y (t�))d

�
[L;L](d)

�
(t).

L�étude de l�E.D.S (4:37) est identique à l�étude de l�.E.D.S à paramètres scalaires
d�ordre q qui est dé�ni par

�qx
(q) + �n�1 (t)x

(q�1) + :::+ �1 (t)x = r(t)

et si les dérivées de x à q sont continues sur T , alors

�qx
(q) (t) + �q�1 (t)x

(q�1) (t) + :::+ �1 (t)x (t) = r(t)

pour tout t 2 T , on pose �j = �j et yi (t) = x(i�1) (t). Pour 1 � i � q; le vecteur de
composantes yi est la solution de cette équation, si

M(t) =

26666664
0 1 0 � � � 0

0 0 1 � � � 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 � � � 1

��1 (t) ��1 (t) ��2 (t) � � � ��q (t)

37777775 ; b(t) =
26666664

0

0

0
...

r(t)

37777775
La matrice M(t) est appelée matrice compagne.

Théorème 4.11 Si la matrice M(t) est continue sur T , alors le système suivant pos-
sède une solution unique Y (t).(

dY (t) =M(t)Y (t) dt

Y (t0) = Y 0

(4.38)

tel que t0 2 T et Y 0 est le vecteur constant.
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Théorème 4.12 Supposons que la matriceM(t) est continue sur T , b(t) est un vecteur
continu et  (t) = eM(t), pour tout t 2 R, alors l�E.D.S suivante(

dY (t) =M(t)Y (t) dt+ b(t)

Y (t0) = Y 0

où t0 2 T et Y 0 2 Rq, admet la solution

Y (t) =  (t) �1 (t0)Y 0 +  (t)

tZ
t0

 �1 (s) b(s)ds

pour tout t 2 T:

Preuve. oir([15])

Dé�nition 4.4 Soit  (t; Y 0) = eM(t)Y 0 la solution de (4:38), alors

1. On dit que la solution est stable si pour " > 0; il existe � > 0 tel que si kY 0k < �;

alors k (t; Y 0)k < " pour tout t � 0:

2. On dit que la solution est stable globalement asymptotique sur [0;1) si elle est
stable sur [0;1) et pour tout Y 0 2 Rq; lim

t�!1
 (t; Y 0) = 0:



Troisième partie

ESTIMATION DANS LES
PROCESSUS COGARCH (1; 1)

67



Chapitre 5

L�estimation dans les processus
COGARCH (1; 1)

On présente dans ce chapitre deux méthodes di¤érentes d�estimation du processus
COGARCH(1; 1): Au premier lieu, on expose la méthode des moments établie par les
chercheurs : Haug, Klüpplebrg, Lindner, et Zapp. Dans le même concept, on montre
les algorithmes d�estimation des paramètres et de la consistance de cette méthode ([11]
et [12]). Au second lieu, on illustre la méthode d�estimation semi-paramétrique des
paramètres du processus COGARCH(1; 1) en utilisant la méthode quasi-maximum de
vraisemblance et sa consistance publiée par Alexender Szimayer [40].

5.1 La méthode des moments dans les processus
COGARCH(1; 1)

La première approche d�estimation des paramètres du processus COGARCH(1; 1) a
été établie par Haug, Klüpplebrg, Lindner, et Zapp (2005) ([11]). La première res-
triction de cette méthode est conditionnée par des observations des processus équidis-
tances. Le but de cette section est d�estimer les paramètres (�; �; ') du modèle dé�ni
dans (4:4) avec des observations équidistances. Pour des raisons simpli�catrices, on
considère r = 1, E (L (1)) = 0 et var (L (1)) = 1 ([12]) :

Théorème 5.1 Supposons que le processus de Lévy (L (t))t�0 satisfait E (L (1)) = 0,
V ar (L (1)) = 1 et la variance � 2L du M.B est connue avec 0 � � 2L < V ar (L (1)) = 1,
E (L4 (1)) = 0;et

R
R
x3�L (dx) = 0 ainsi que 	(2) < 0 doit être assuré en notant

par
�
G
(1)
i

�
i2N

les accroissements stationnaires du processus COGARCH(1; 1) avec les

68
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paramètres �; �; ' > 0:Soit �;  (0) ; k; p > 0;les constantes

E

��
G
(1)
i

�2�
= � (5.1)

V ar

��
G
(1)
i

�4�
=  (0) (5.2)

� (h) = corr

��
G
(1)
i

�2
;
�
G
(1)
i+h

�2�
= ke�hp ; h 2 N (5.3)

et on dé�nie

M1 =  (0)� 2�2 � 6 1� p� e�p

(1� ep) (1� e�p)
k (0)

M2 =
2k (0) p

M1 (ep � 1) (1� e�p)

On peut constater que M1;M2 > 0. Les paramètres cités ci-dessus sont exprimés en
fonction par �;  (0) ; k et p; et leurs formulations sont

� = p� (5.4)

' = p
p
1 +M2 � p (5.5)

� = p
p
1 +M2

�
1� � 2L

�
+ p� 2L (5.6)

= p+ '
�
1� � 2L

�
Algorithme 5.1 :Les paramètres sont estimés en faisant recours aux hypothèses sui-
vantes :

(H1) Les observations Gi; i = 0; :::; n sont équidistantes et on dé�nit les accroissements
par : G(1)i = Gi �Gi�1; i = 1; :::; n:

(H2) E (L (1)) = 0 et var (L (1)) = 1; i,e., �2 peut être interprété comme une volatilité.

(H3) La variance � 2L du M.B est connue dans [0; 1) :

(H4)
R
R
x3�L (dx) = 0; E (L

4 (1)) <1 et 	(2) < 0:

On dé�nit les vecteurs paramétriques � = (k; p) et v = (�; �; ')

Algorithme 5.2 :
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étapes 1 On calcule l�estimateur de � par

�̂n =
1

n

nX
i=1

�
G
(1)
i

�2
(5.7)

Pour toute valeur �xe de d � 2 l�autocovariance marginale s�écrit

̂n = (̂n (0) ; ̂n (1) ; :::; ̂n (d))
T (5.8)

où

̂n (h) =
1

n

n�hX
i=1

��
G
(1)
i+h

�2
� �̂n

���
G
(1)
i

�2
� �̂n

�
; h = 0; :::; d:

étapes 2 On calcule l�autocorrelation marginale par

�̂
n
=

�
̂n (1)

̂n (0)
; :::;

̂n (d)

̂n (0)

�T
(5.9)

étapes 3 De même, pour toute valeur �xe de d � 2, on dé�nie l�application H :

Rd+2+ �! R par

H
�
�̂
n
; �
�
=

dX
h=1

(log (�̂n (h))� log k + ph)2 (5.10)

et on calcule l�estimateur �̂n par

�̂n = arg min
�2R2+

H
�
�̂
n
; �
�

(5.11)

étapes 4 On dé�nit l�application J : R4+ �! [0;1)3 par

J (�;  (0) ; �) =

( �
p�; p

p
1 +M2 � p; p

p
1 +M2 (1� � 2L) + p� 2L

�
si p;M2 > 0

(0; 0; 0) sinon
(5.12)

On calcule l�estimateur v̂n = J
�
�̂n; ̂n; �̂n

�
, celui �̂n est basé sur la fonction

d�autocovariance par contre l�estimateur choisi ci-dessous est considéré lorsque k

est indépendant de �: Ce qui donne kp = cov

��
G
(1)
i

�2
;
�
G
(1)
i+h

�2�
ep.

Si, on calcule le minimum de H
�
�̂
n
; �
�
; on obtient

p̂�n =

dP
h=1

�
log (�̂n (h))� log (�̂n)

� �
h� d+1

2

�
dP
h=1

�
h� d+1

2

�2 :
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k̂n = exp

�
log (�̂n) +

d+ 1

2
p̂�n

�
:

avec log (�̂n) =
1
d

dP
h=1

log (�̂n (d)) et p̂
�
n peut être négatif.

On dé�nit l�estimateur de p par

p̂n = max fp̂�n; 0g :

lorsque p̂n = 0; il correspond à un état non stationnaire. On dé�nit l�application
S : Rd+1+ �! R2+ par p̂�n et p̂n et on note

�̂n (h) =
̂n (h)

̂n (0)
:

En�n, on déduit l�estimateur �̂n =
�
k̂; p̂
�
comme une fonction de ̂

n
; c�est à dire

�̂n = S
�
̂
n

�
:

5.1.1 Les propriétés de la méthode d�estimation de moment

Théorème 5.2 :Supposons (L (t))t�0 véri�e E (L
4 (1)) < 1 , et les paramètres du

processus COGARCH(1; 1) satisfait 	(2) < 0 et (�2 (t))t�0 est un processus de vo-

latilité strictement stationnaire, alors pour tout r > 0 le processus
�
G
(r)
ir

�
i2N

est

��mélange et décroissant. Si on assure que (�2 (t))t�0 est strictement stationnaire
alors que le processus des accroissements est aussi strictement stationnaire avec les
propriétés de forte mélange ce qui implique que

�
G
(r)
ir

�
i2N

est ergodique est appelée le

théorème d�ergodicité de Birkho¤.

Preuve. oir ([12])

Corollaire 5.1 : lorsque les conditions du théorème précédent sont remplies, on peut
obtenir quand n �!1

�̂n �! E
��
G(1) (t)

�2�
p.s.

̂n �!  p.s.

Ce corollaire implique la consistance forte de l�estimateur (v̂n)n2N et l�argodicité.

Proposition 5.1 : Considérons les même conditions du théorème 5.1 et en ajoutant
l�hypothèse suivante
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(H5) Il existe une constante � > 0, telle que E
�
G8+�1

�
<1; alors quand n �!1

p
n

 "
�̂n
̂n

#
�
"
�



#!
�! Nd+2 (0;

P
) en distribution

où la covariance
P
à les composantes

P
k+2;l+2 = cov

��
G
(1)
1

�2 �
G
(1)
1+k

�2
;
�
G
(1)
1

�2 �
G
(1)
1+l

�2�
+2

1X
j=1

cov

��
G
(1)
1

�2 �
G
(1)
1+k

�2
;
�
G
(1)
1+j

�2 �
G
(1)
1+l+j

�2�
:

pour k; l = 0; :::; d

P
1;k+2 = cov

��
G
(1)
1

�2
;
�
G
(1)
1

�2 �
G
(1)
1+k

�2�
+2

1X
j=1

cov

��
G
(1)
1

�2
;
�
G
(1)
1+j

�2 �
G
(1)
1+k+j

�2�
:

pour k = 0; :::; d et
P

1;1 =  (0) + 2
1P
h=1

ke
�ph:

Corollaire 5.2 On conserve les même conditions illustrées dans la proposition 5.1
alors quand n �!1

p
n (�̂n � �) �! Nd

�
0;
P

p

�
en distribution.

Théorème 5.3 De même, si les conditions du théorème 5.1 sont assurées, les hypo-
thèses (H1)-(H4) sont satisfaites. Pour S () ; on dé�nit l�application Q : Rd+2 �! R3

par
�
�; T

�
�! Q

��
�; T

��
= J (�;  (0) ; S ()) , alors quand n �!1

v̂n �! v0:

Lorsque l�hypothèse (H5) est véri�ée et quand n �!1
p
n (v̂n � v0) �! @(�;)Q ((�0; 0))Nd+2 (0;

P
) en distribution.

5.2 La méthode de quasi-maximum de vraisemblance
pour l�estimation dans les processus COGARCH (1; 1)

Dans cette partie, on estime le vecteur des paramètres � pour des observations au
temps continu de G. Pour atteindre ce but, on utilise la méthode de quasi-maximum
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de vraisemblance. On note par �0 le vecteur des de valeurs vraies des paramètres.
Sachant que le processus de volatilité est dé�ni par

dv (t) = k (v � vt�) dt+ �vt�d[L;L] (t) ; t > 0:

et le processus COGARCH (1; 1) ; G = (G (t))t�0 est dé�ni par

dG (t) =
p
vt�dL (t) :

La question qui se pose est comment le vecteur de paramètre � = (k; v; �)0 pouvant
être estimé.

Remarque 5.1 : Pour simpli�er le problème, on prend E (L (t)) = 0 et E (L2 (t)) = t:

Dé�nition 5.1 On dé�nit la base naturelle des fonctions martingales estimées par

kT (�) =

TZ
0

vt� (�) dt� [G;G]T ; pour t � 0:

et leur ensemble par

M =

8<:ST (�) =
TZ
0

�t (�) dkT (�)

9=; : (5.13)

où � (�) = (�t (�))t�0 est un processus prédictable de dimension trois et deux fois
continument di¤érentiable en �: Le but est de dériver la fonction d�estimation optimale
S�T (�)

1.

Dé�nition 5.2 : On écrit la dérivé de la fonction estimée optimale sous la forme

dvt (�) = k (vt� (�)) dt+ �d [G;G] (t) ; t > 0:

l�expression de type de processus Oinstein-Uhlenbeck ( O.U) gouverné par �d [G;G] (t)
donne la solution formelle

vt (�) = v0 (�) e
�kt + �e�kt

tZ
0

eksd [G;G] (s) ; t � 0:

1Optimalité dans ce cas est que l�élément ST (�) maximise l�information marginale IS (�) =
hS (�)iT , qui donne un zone de con�ance minimum
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Dé�nition 5.3 :La construction de la fonction d�estimation optimale pour la classe
des fonctions marginales estimées donnée dans (5:13), peut être écrite sous la forme

S�kT (�) = �
TZ
0

dkt� (�)

d hkt (�)it�
dkt (�) : (5.14)

où
d _kt (�) = _vt� (�) dt ; et dkt� (�) = _vt� (�) dt ; t > 0:

et la projection pédictable de processus kt (�) est donnée par

d hkt (�)it = m4v
2
t� (�) dt:

où m4 =
R
x4� (dx) <1, alors le quasi-résultat est

S�T (�) =
1

m4

TZ
0

_vt� (�)

v2t� (�)
(d [G;G] (t)� vt� (�) dt) :

Pour quanti�er l�estimateur �̂T , on résoudre l�équation

S�T

�
�̂T

�
= 0:

Remarque 5.2 :Les dérivées partielles de vt (�) sont

@vt
@k
(�) = �t (v0 � v) e�kt � �

tZ
0

(t� s) e�k(t�s)d [G;G] (s) : (5.15)

@vt
@v
(�) = 1� e�kt: (5.16)

@vt
@�
(�) =

tZ
0

e�k(t�s)d [G;G] (s) : (5.17)

5.2.1 La consistance de la méthode de quasi-maximum de
vraisemblance

Proposition 5.2 La condition formelle pour la consistance forte (sur un événement
A 2 
) est pour tout � > 0 (petit)

lim
T�!1

sup

0@ sup
k���0k=�

$T (�)�$T
�
�0
�1A < 0 p:s (sur A):
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où le quasi -maximum de vraisemblance $T (�) est donné par

$T (�) = �
1

m4

0@ TZ
0

log (vt� (�)) dt+

TZ
0

1

vt� (�)
d [G] (t)

1A :

par di¤érentiabilité par rapport à �; on véri�e que

@$T (�)

@�
= S�T (�) :

Remarque 5.3 Dans le quasi -maximum de vraisemblance, on montre que

lim
T�!1

sup

0@ sup
k���0k=�

$T (�)�$T
�
�0
�

T

1A < 0 p:s (sur A): (5.18)

alors pour une structure simple de quasi -maximum de vraisemblance, on peut montrer
la consistance forte de cette méthode si (5:18) est directement véri�ée.

Théorème 5.4 Si E (L4 (1)) < 1; alors l�estimateur �̂T est forte consistance par la
méthode de quasi -maximum de vraisemblance.

Dé�nition 5.4 L�équation di¤érentielle stochastique linéaire est de la forme

dX (t) = (a1 (t)X (t) + a2 (t)) dt+ � (t) dW (t); t � 0: (5.19)

où a1; a2; � sont des fonctions déterminées mesurables et localement bornées en t; et
W est un M.B ainsi que X est un processus stochastique, l�E.D.Ordinaire de (5:19) est
donnée par

dX (t)

dt
= a1 (t)X (t) ; t � 0:

admet la solution

 (t) = exp

0@ tZ
0

a1 (s) d (s)

1A ; t � 0:

avec  (0) = 1. La solution forte de (5:19) véri�ant la condition initiale X (0) ; est
donnée par

X (t) =  (t)

0@X (0) + tZ
0

 �1 (s) a2 (s) ds+

tZ
0

 �1 (s)� (s) dW (s)

1A ; t � 0: (5.20)



Chapitre 6

CONCLUSIONS et
PERSPECTIVES

6.1 Conclusions

Le travail que nous avons présenté illustre une recherche portée sur les équations dif-
férentielles stochastiques en utilisant le processus (COGARCH). En particulier, une
application directe sur les processus COGARCH est décrite.
Pour réaliser ce travail, nous avons étudié les modèles (GARCH) en temps continu

en faisant recours au processus de Lévy largement appliqué en �nance mathématique
et économétrie.
Le but primordial de ce travail est de formuler le processus de (COGARCH) et

pour atteindre ce but, il est nécessaire de présenter et d�analyser :

� La formulation de Itô.

� L�intégrale stochastique par rapport aux plusieurs processus.

� La di¤érentielle stochastique.

� L�équation di¤érentielle stochastique.

� La stabilité et l�existence des solutions de l�équation di¤érentielle stochastique.

L�établissement et l�analyse des paramètres cités ci-dessus nous a conduit aux
conclusions suivantes :

76
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� La formulation du processus COGARCH :(
dG (t) = � (t) dL (t)

G (0) = 0

La formulation di¤érentielle obtenue est composée d�un processus de volatilité
� (t) et celui de Lévy L (t) dont leurs formulations sont

d�2
�
t+
�
=
�
� � ��2 (t)

�
dt+ '�2 (t) d [L;L](d) (t) ;

�t(�) = exp(t� (�))

avec �t(�) est la fonction caractéristique du processus de Lévy.

� Cette étude nous a permis d�identi�er les propriétés des processus de volitilité et
d�espace d�état. L�étude a permis de distinguer la positivité et la stationnarité du
processus de volitilité. Dans le même concept, on a pu d�analyser la stationnarité
du processus d�espace d�état.

� La stationnarité du processus (COGARCH) :La présente étude a¢ rme que la
stationnarité du processus (COGARCH) est conditionnée par la stationnarité
de celui de volatilité.

6.2 Perspectives

Suite aux di¢ cultés confrentées lors de l�établissement de cette étude, nous pouvons
dire que les axes suivantes pouvant être de sujets de recherche, à savoir :

� La simulation numérique du processus (COGARCH) :

� L�estimation de ce processus dans l�ordre supérieur.

� Etude de l�équation di¤érentielle stochastique à coe¢ cients variables.
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