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Résumé

Larésolution des équations différentielles stochastiques pose un probleme trés complexe.
Pour cette raison, nous avons présenté une étude approfondie des processus COGARCH
(Continuous Generalized Auto Regressive Conditioned Héteroscedastique), largement
appliquée en finances mathématiques et en économétrie.

Dansla premiére partie, nous avons présenté les définitions nécessaires et les propriétés de
tous les processus utilisés dans ce mémoire. Ensuite, nous avons baayé le calcul de
I’intégrale stochastique en utilisant laformule de 1t6. Dans ce cadre, I’existence, I’unicité et la
stabilité des solutions des équations différentielles stochastiques ont été étudiés.

Dans la seconde partie de ce mémoire, nous avons présenté d’une fagon générale I’ équation
différentielle du processus COGARCH. Une éude approfondie du processus de volatilité est
illustrée. Cette éude est basée sur la stationnarité et la non négativité de ce processus. La
fonction d’autocorrelation des carrés des accroissements est présentée pour estimer les
paramétres du processus COGARCH.

Dans latroisieme partie, on a présenté deux méthodes différentes d’estimation des paramétres
du processus COGARCH pour le cas particulier COGARCH (1,1) et leurs consistances. I
s’agit de la méhode des moments et la méthode de quasi-maximum de vraisemblance.

Enfin, nous sommes arrivés a enlever le voile sur les propriétés probabilistes statistiques des
processus COGARCH.



Abstract

The resolution of stochastic differentia equations put a very complex problem. For this
raison, we have presented a deep study (Continuous Generalized Auto Regressive
Conditioned Heteroscedastic) (COGARCH), largely applied in financial mathematics and in
economy.

In the first part of this memoir, we have presented necessary definitions and properties of all
processes used in this study. Then, we have sweep the computing of stochastic integral using
Itd method. In this context, the existence, the unique and the stability of solutions of
stochastic differential equations have been studied.

In the second part of this memoir, we have presented in general manner the differential
equation of COGARCH process. Therefore, adeep study of volatility process has been
illustrated. This study is based on the stationary and the non negativity of this process. The
autocorrelation function of squaresincreasesis presented to estimate the process parameters
of COGARCH.

In the third part, we have presented two different methods of estimation of process parameters
only for the particularly case COGARCH (1,1) and its consistencies. It’s acted of moment
method and quasi-maximum of vraisemblance.

Finally, we arrived to push the sail from statistical and probabilistic properties of COGARCH
processes.
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Introduction

Le concept des équations différentielles stochastiques (EDS) en anglais; stochastic
differential equations (SDF) généralise celui des équations différentielles ordinaires
aux processus stochastiques. La formalisation théorique a posé d’énormes problémes
aux mathématiciens et il a fallu donc attendre les années 1940 et les travaux du célébre
mathématicien It6 sur l'intégrale stochastique. Il s’agit détendre la notion d’intégrale
de Lebesgue-Stieljes aux processus stochastiques selon un mouvement brownien. Notre
but consiste a la présentation d’une étude sur les équations différentielles stochastiques
et ses applications dans l’analyse des séries temporelles (chap.3) et pour atteindre ce
but, il est nécessaire d’illustrer les propriétés de l'intégrale stochastique (chap. 2).

Dans ce contexte, on construira cette intégrale et on donnera un sens a ’expression

T
de l'intégrale : [ X (s)dW (s) o X (s) est un processus stochastique satisfaisant les

propriétés suffisamment régulieres. A partir de la théorie de l'intégration, on formule
les expressions des E DS qui se sont utilisées dans les différentes branches des sciences
fondamentales et dans la théorie de la modélisation stochastique. Ces équations ayant
la forme suivante

dX (t) = aX (t)dt + BX (t) dW (t) (0.1)
ou (W (t),t > 0) est un movement brownian, Par une simple intégration, on trouve

t

X(t):X(O)—|—oz/X(s)ds+5/X(s)dW(s).

0

L’équation (0.1) représente I’évolution exponentielle d’une population & un taux « avec
une incertitude proportionnelle & la taille de population. C’est également ’équation du
modele de Black-Scholes pour I’évaluation du prix X (¢) d’une option sous-jacente a
une action de volatilité [, lorsque le taux d’intérét est «. Les processus GARCH
(autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques) a temps continu (COGARCH)
sont des modeles populaires préférés par les chercheurs en finance et en économétrie

lorsque les observations sont irréguliéres ot sont données avec des fréquences fortes.
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Notre objectif est de dégager le voile sur les propriétés probabilistes et statistique
des modéles COGARC H. Plus précisément, nous donnons des conditions nécessaires et
suffisantes assurant ’existence et I'unicité de solution pour une équation différentielle
stochastique associée au processus COGARC H. Ensuite, nous déduisons les propriétés
du second ordre de notre modéle.

0.0.1 Structure de la thése

Le présent mémoire est divisé en cing chapitres répartis comme suit :

1. Le chapitre 1 constitue un préliminaire sur les processus stochastiques a temps
continu. Dans la section 1.1, on a défini les processus stochastiques et les martin-
gales. Dans la section 1.2, on a exposé plusieurs exemples des processus stochas-
tiques, tels que : les processus gaussiens, les processus markoviens, le mouvement
brownien, le processus de diffusion, le processus de Poisson et de Lévy.

2. Dans le chapitre 2, on s’intéresse a l'intégrale stochastique et la formule de Ito.

3. Le chapitre 3 est consacré aux équations différentielles stochastiques ol nous
étudions le probleme d’existence, d’unicité, et de la stabilité de solutions.

4. Dans la derniére partie, nous illustrons quelques exemples d’équations différen-
tielles stochastiques. Dans le méme contexte, la simulation numérique de quelques
processus a été établie et commentée. Ce chapitre contient une présentation glo-
bale des processus COGARCH (p, q), ou nous étudions les conditions de station-
narité et la fonction d’autocorrelation du carré des accroissements ([5]) .

5. L’estimation des parameétres du processus COGARC H (1, 1) est présentée dans le
chapitre cinq. Pour atteindre le but recherché, nous avons étudié deux méthodes
d’estimation : la méthode des moments et la méthode de quasi-maximum de
vraisemblance et leurs consistances.([11]), ([12]), ([23]), ([24]), ([40]).
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Chapitre 1
Processus stochastiques

Les processus aléatoires décrivent 1’évolution d’une grandeur aléatoire en fonction du
temps (ou de lespace). Il existe de nombreuses applications des processus aléatoires
notamment en physique statistique (par exemple le ferromagnétisme, les transitions de
phases, etc), en biologie (évolution, génétique et génétique des populations), médecine
(croissance de tumeurs, épidémie), et bien entendu les sciences de 'ingénieur. Dans ce
dernier domaine, les applications principales sont pour ’administration des réseaux,
de l'internet, de la télécommunication et bien entendu dans les domaines économiques
et financiers.

L’étude des processus aléatoires s’insére dans la théorie des probabilités dont elle
constitue 'un des objectifs les plus profonds. Elle souléve des problémes mathéma-
tiques intéressants et souvent trés compliqués. Dans ce chapitre, nous présentons les
définitions et les propriétés des processus stochastiques & temps continu accompagnées
de quelques exemples qui nous semblent nécessaires pour les chapitres suivants.

1.1 (énéralités sur les processus a temps continu

1.1.1 Regularité des trajéctoires

Commencons tout d’abord par préciser ce que l'on entend par processus a temps

continu

Définition 1.1 On appelle processus stochastique & temps continu et a valeurs dans

un espace E muni d’une tribu B, une famille X = (X (t)) de variables aléatoires

t€R+
définies sur un espace de probabilité (Q, F, P) et & valeurs dans (F,B) .

Remarque 1.1 1. Dans la pratique l'indice t représente le temps.
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2. Un processus peut aussi étre vu comme une fonction aléatoire, i.e., & chaque
w € Q on associe la fonction de Ry dans E, t — X (t,w), appelée trajectoire du

processus

3. Un processus peut étre considéré comme une application de R, x € dans FE,

nous supposerons toujours que cette application est mesurable lorsque [’on munit
R, x Q de la tribu Br, ® F et E de la tribu B.

4. En considérera aussi des processus indexés par un intervalle de temps [0, T'| borné.

C’est un enjeu que de savoir si un processus admet des trajectoires mesurables,

continues, dérivables ou encore plus réguliéres.

Définition 1.2 Un processus X = (X (1)),cp, réel est dit stochastiquement continu
(ou continu en probabilité) si Plin%X (s) =X (t),s,teRy, i e,VteR, etVe >0,
on a lirr%P(]X (t)— X (s)] >¢)=0.

De la définition précédente, on peut déduire facilement les propriétés suitantes.
Soient X = (X (t)),er, €t Y = (Y (t)),cp, deux processus réels continus en probabilite,
alors

Propriétés 1.1 :
1. Le processus (X () + Y(t)),cg, est continu en probabilité

2. Le processus (—X ()),cp, est continu en probabilité

(
(—
3. Le processus (X (t) — Y (t)),c, est continu en probabilité
4. Le processus (|X (t)|);cp, est continu en probabilité

(X

5. Le processus (X () Y(t)),cp, est continu en probabilité

Remarque 1.2 Si dans la définition 1.2, la notion de la continuité en probabilité est
remplacée par celui de la continuité p.s, i.e., il existe une parties D € F négligeable et
Pm X (t,w) = X(s,w) pour tout w € D°. On définit également la continuité & droite

(rep. & gauche) en probababilié et p.s et cependant les propriétés 1 — 5 restent vraies.

Etant donné un processus stochastique X = (X (t)),cp, les lois finidimensionnelles
de X sont les lois de tous les vecteurs (X (¢;), ..., X (¢,)) pour toute suite finie croissante
de temps {t; <ty < ... <t,}. L’ensemble des lois finidimensionnelles caractérise la loi
Px du processus X. Dans la suite quand nous écrirons X £y égalité en loi de deux
processus, nous signifierons I’égalité de toutes les loi fini dimensionnelles de X et de
Y, e, (X(t), ... X(t2)) £ (Y(t1),...,Y (tn)) pour tout ¢y, ts, ... t, et n € N,

Il y a plusieurs facons pour des processus stochastiques X et Y d’étre égaux :
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Définition 1.3 Deux processus X etY , sont dits équivalents s’ils ont méme loi (égalité
de toutes les lois finidimensionnelles). On écrira X £Y. On dira que Y est une version
du processus X si pour toutt € R, P(X(t) =Y (t)) = 1. On parle encore d’équivalence
au sens fort. Deux processus X et'Y sont dit indistinguables si P(X(t) = Y (t),Vt €
R) =1.

Il est facile de voir que pour deux processus stochastiques X et Y :
Proposition 1.1 indistinguable = équivalence forte = équivalence.

L’ “equivalence forte définit une relation d’équivalence pour les processus stochas-
tiques et deux processus fortement équivalent sont équivalents pour cette relation.

Souvent lorsqu’on considérre un processus stochastique (X (t)),c, , on en cherche
une version (Y (?)),cp, dont les trajectoires ont de bonnes propriétés de régularité.

Théoréme 1.1 (Kolmogorov) Soit X = (X (1)),cg, un processus tel qu’il existe a,b, c
> 0 vérifiant pour tout s,t :

E{|X(t) = X(9)|"} < cft — s (1.1)
Alors il existe une version continue X de X .
En fait, les trajectoires de X ont mémes ~v—holdériennes pour tout v < 2.
Remarque 1.3 1. La condition du théoréme 1.1 porte sur les lois de dimension 2.
E{X(1) — X(5)|"} = fuo | — 41" dPLxy (de, dy)
ce qui en pratique n’est pas trop difficile a calculer

2. A priori, dans le théoréme 1.1 les paramétres a et b sont non liés. En réalité, on
peut toujours prendre choisire a > 1+ b. En effet, si a < 1+ b, alors (1.1) se

. {\X(tiif“)

réécrit

a
} S C|t . S|b—a+l

avec avec 1 +b —a > 0. En faisant s — t, la dérivée dans au sens L, de
(X (1)) 1er, est nulle et (X (t)),cg, est donc constant. Ce n'est donc pas trés
interéssant d’utiliser le théoréme 1.1 dans un tel cas. Puisque le processus initial

est en fait constant, il est évident qu’il est aussi continue.

3. La condition b > 0 est capitale : Pour b = 0, on a un contre exemple avec le
processus de Poisson : Soit X (t) = Y (t) —t ou (Y (t))te]R est un processus de
Poisson d’intensité t > 0. On a E {|X(t) — () b= Var{X(t) - X(s)} =
Var{X(t—s)} =t —s. On a donc (1.1) aveca = 2, b = 0 et c = 1. Or les
trajectoires du processus de Poisson sont en escalier avec des sauts.
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1.1.2 Temps d’arrét et martingales

Comme dans le cas discet, on introduit la notion de filtration

Définition 1.4 Soit (2, F, P) un espace de probabilité, une filtration (F (t)),~, est une
famille croissante de sous tribus de F. La tribu F (t) représente l’mformatio;z dont on
dispose a Uinstant t. On dit qu’un processus (X (t)),s, est adapté a (F (t)),»q, si X (1)
est F (t) — mesurable pour tout t. B )

Remarque 1.4 Dans la suite, les filtrations que [’on considérera, auront la propriété

suivante
Vit : F (t) contient N : I’ensemble des parties P — négligeables (H)

ceci nous permet d’afirmer que si X =Y p.s et si Y est F (t) — mesurable alors X est
F (t) — mesurable

On peut construire une filtration a partir d’un processus (X (¢)),cp, en posant
Fx (t) = 0 (X(s),s <t). Cette filtration ne vérifie pas en général I’hypotheése H pré-
cédente. Cependant, si on remplace F (¢) par la tribu complitée, i.e., par F¢(t) =
o (Fx (t),N) on obtient une filtration vérifiant I’hypothése H. On appelle cette fil-
tration la filtration naturelle du processus (X (t)),»,- On convient donc, lorsque on
parle de filtration pour un processus (X (15))156]1%+ sans aucune précision, il s’agit de sa
filtration natrelle.

La notion de temps d’arrét est aussi utile. Un temps d’arrét modélise un temps

aléatoire qui depend de I'historique dun processus (X (1));cp,

Définition 1.5 Soient (2, F, P) un espace de probabilité et (F (t)),cp, une filtration.
Une variable aléatoire T définie sur 0 a valeurs dans Ry est appelée un temps d’arrét
par rapport & la filtration (F (1)),er, siVE € Ry {7 <t} € F(t). Intwitivement,
F (t) contient tous les évenements qui me dépendent que de [histoire du processus
Jusqu’ au temps t. Un temps d’arrét T est dit fini si P(T =o00) = 0. On définit

ainsi, la tribu F (1) comme étant la tribu des événements antérieurs a T : F (1) =
{Ae F(oo): AN[r=tleF(t), ¥t >0} ou F(oo) =0 (tL>J.7:(t)> CF.
Propriétés 1.2 : Soient s et 7 deux temps d’arréts

1. Si 7 = k (constant) alors 7 est un temps d’arrét, de méme s A 7 = inf {s, 7},
sVT=sup{s, 7}, TAaoua € [0,+00] sont aussi des temps d’arréts.

2. 851 AeF(s)alors AN{s<7}eF(r).
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3. Sis<rtalors F(s) CF (7).
4. F(sANT)=F(s)NF (7).
5. F(sVT)=0c{F(s),F(r)}.SiAe F(sAT)alors AN{s <7} € F (7).

Les martingales en temps continu est un outil fondamental pour la théorie des
équations différentielles stochastiques. La définition suivante est une extension de celle
du temps discret.

Définition 1.6 Sout (2, F, P) un espace de probabilité muni d’une filtration (F (1)), ,
M = (M (t)),cg, une famille adaptée de variables aléatoires intégrables. Alors la fa-
mille (M (1) , F (t))cg, est appelée

1. Une martingale, si pour tout s < t, E{M(t)|F (s)} = M(s), p.s.
2. Une surmartingale, si pour tout s < t, E{M(t)|F (s)} < M(s), p.s.
3. Une sousmartingale, si pour tout s < t, E{M(t)|F (s)} > M(s), p.s.

Propriétés 1.3 1. Une martingale (M (t),F (1));cp, est constante en moyenne
i.e., t — E{M(t)} est constante, une surmatingale est croissante en moyenne et
une sousmartingale est décroissante en moyenne.

2. 8i (M (t),F (t))er, est une martingale et ¢ est une fonction convere (resp.
concave) telle que p(M (t)) soit intégrable, alors (o(M (t))),>, est une sousmar-
tingale (resp. surmatringale).

8. 8i (M (t),F ())er, est une martingale (resp. surmartingale, sousmartingal),
alors (M (t) , Far (t))er, est automatiquement une martingale (resp. surmartin-

gale, sousmartingal).

4. (M (t),Fr(t)),e; est une martingale pour tout ensemble fini I C R, alors
(M (t), Fu (t))ter, est une martingale. En effet, soit (1;), ., une suite finie
d’éléments de I avecr, =s <t. St A€ o{M (r1),...M(r1)}, alors

JAE{M(t)|M(r),r <t}dP = [,M(t)dP
= [LE{M(t)|M(r),..., M(r,) }dP
= M(r,) = M(s)

et par le théoréeme de classe monotone', ceci reste vraie VA € Fy (t) .

'La forme la plus célebre est : Soit (X (t)),. une famille de fonctions de  dans un (E,R), et soit
A:=0{X(t),t € T}, H un espace vectoriel vérifiant 1.) V t1,...,t, € T et Ay, ..., 4,, € R la fonction
[Ti, Ia,(X(t;) € H. 2.) pour toute suite croissante de fonctions de H de limite finie (resp. bornée)
la limite est dans H. Alors H contient toutes les fonctions .A—mesurables finies (resp. bornées)
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5. St (M (1), Fu(t)),cr, est une martingale (resp. sousmartingale), alors (M (1),
Fur (1))ier est une martingale (resp. sousmartingale) pour tout ensemble fini I C
R,.

6. Si(M(t),F (1))cg, estunemartingale, T un temps d’arrét, alors (M; (t) , F (1)) ;cp,
est une martingale, ot le processus (M. (t)),, est défin par M. (t) = M (t A T).

Remarque 1.5 : Notons d’un processus de Poisson (N(t)),5, d’intensité A\ n’est pas

une martingale, en revanche (N (t) — M, Fn (1)) est une martingale.

tER+

1.2 Exemples de processus

La loi d'un processus aléatoire est caractérisée par la donnée des lois finidimension-
nelles. En fait, on parle de la loi du processus (X (t)),cp, lorsque 'on connait la
loi conjointe du vecteur (X (t1),..., X(¢,)) pour toute suite finie croissante de temps
{t1 <ty < ... <t,}. Cette loi est entierement déterminée soit par la fonction de répar-

tition finidimensionnelle
F(tl,...,tn)(xla ,LCn) = P (X(t1> S Zy, ,X(tn) S iCn)

ou par la fonction caractéristique

w(tlj...?tn)(ul, anly) = F {exp {z du; X (tz)}}
i=1
— fRn exp {z > uzx,} d"Fuy, ) (X150, Tn).
i=1

Ce type de définitions est peu pratique a manipuler. Nous y ferons parfois référence de

maniére implicite afin de conserver la fluidité de notre discussion.

1.2.1 Processus a accroissements indépendants

Définition 1.7 Un processus réel (X (1)), est dit processus G accroissements indé-
pendants (PAI), si

a) X(0) =0p.s (on se raméne a ce cas en considérant le processus (X (t) — X(0)) ;e )
b) Vs <t, X(t) — X(s) est indépendant de la tribu Fx (s) .
Si de plus

c) laccroissement X (t) — X(s) a la méme loi que X(t — s), le PAI est dit PAI
stationnaire (PAILS).
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Propriétés 1.4 1. Les propriétés b) et c¢) sont équivalentes & dire que si 0 <
t1 <ty < ... < tp, les variables X (t1), X (t2) — X (t1), ..., X (tn) — X (tn_1) sont

indépendantes et qu’on a la stationnarité

2. Les proriétés b) et c¢) impliquent qu'un PAIS est un processus de Markov. En

effet, on a presque stirement
E{equ(t)‘f(S)} — equ E{ezu (X(t)— )|f( )} — eiuX(s)E {eiu(X(t)fX(s))}
d’ot puisque le dernier membre est Fx (s) —mesurable

E{eZ“X | F(s)} = E{e’“X X (s)}, p.s.

3. 81 X(0) #0, en posant Y (t) = X (t)—X(0), alors d’une part X (0),Y (t1),Y (t2)—
Y(t1),....,Y(t,) =Y (t,—1) sont indépendantes et par suite X (0) et {Y (t1),Y (t2)—
Y(t1),....,Y(t,) =Y (tn—1)} sont aussi indépendantes, ainsi X (0) et {Y (t1), Y (t2) ,
LY (t n)} le sont. Comme tq, ..., t, sont arbitraire, alors le théoréme de la classe

monotone montre que X (0) et {Y(t),t > 0} sont indépendantes. D’autre part,
Y(0)=0,Y(t) —Y(s) = X(t) — X(s), t <s, donc {Y(t),t >0} est un PAI.

4. Si (X (t))er, un PALS intégrable, alors ((X(t) — E(X(1)), Fx (t));cg, est une
martingale. Sans perdre de généralité, on suppose que E{X(t)} =0. Si0 <t; <
ty < ... < tyi1, alors les variables X (0), X (t1)—X (0), X (to) =X (t1) ..., X (tny1)—

X (t ) sont indépendantes donc X (t,+1)—X (t,) et {X(0), X (t;)—X (0) , X (t2)—
X (t1) ooy X (tn)—X (tn_1) } le sont et par conséquent X (tn,11)—X (t,) et { X (t1)
X (tg), ..., X (t,) } sont aussi indépendant et donc

) s X ()}
)X (t) , X (t2) o X ()}
tn) }

n

EAX (tns1) [X (t1) X (E2
— X(t) + EAX (b)) — X(
— X(t) + EAX (br1) — X(
— X)),

Donce ((X(t), Fx (t)),e; est une martingale pour tout sous ensemble fini de Ry et
le resultat découle des propriétés des martingales 1. 4.

PAIS et lois indéfinement divisibles

Soit (X (t)),cp, un PAIS alors on a X (t) = X(;) + (X(E) = X(L) + ...+ (X(t) —

X (@)) pour tout ¢, les variables X (&) — X (@) sont indépendantes et de équidis-

tribuées de sorte que pour tout n il existe des variables indépendantes équidistribuées
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(Yi(n)),<;<, telle que X (t) = >, Y;(n). Cette propriété est trés remarquable et
impose certaines caractéristiques a la lois de X (t). Notons ¢,(u) la fonction caracté-
risrique de X (t) et ¢, ,(u) = ¢y ,,(u) celles des Yj,(n) alors ¢,(u) = (py,,(u))". On voit
que la loi de X (t) est indéfinement divisible au sens de la définition suivante

Définition 1.8 Une loi de probabilité sur (R, Bg) est dite indéfinement divisible si sa
fonction caractéristique o(u) est telle que pour tout n, il existe une fonction caracté-

ristique @, (u) telle que p(u) = (p, (1))

n

A titre d’exembles, citons les lois suivantes

Exemples 1.1 1. La loi normale N (m,0?) est indéfinement divisible, car p(u) =
(ei“m/”_“Qc’Q/”> et efum/n=w/n ot lg fonction caractéristique de N (%, %)

2. La lois de Poisson est indéfinement divisible, car ¢(u) = (e)‘(eitl)/">

3. La loi de Cauchy indéfinement divisible, car p(u) = el = (e’iﬁ“")n

1.2.2 Processus gaussiens

Définition 1.9 Un processus réel X = (X (75))1@R+ est appelé processus gaussien Si
pour tout n € N*et pour tout (t1,ts,...,t,) € R, le vecteur (X (t1), X (t2),.... X (tn))

est gaussien.

Autrement dit (X (t)),cp, est gaussien si toute combinaison lin¢aire > ;" | a; X (;)
suit une loi gaussienne (pour tout n € N tq,....t, € Ry et aq,...,a, € R.

Il est connu que la loi d’un vecteur gaussien (X (1), X (t2), ..., X (t,))" est connue
(via sa fonction caractéristique) par le vecteur moyenne (E {X (t,)},..., E{X (t,)}) et
la matrice de covariance (Cov(X(t;), X(¢;)),1 <i,j < n). On comprend dés lors que
toute la loi d’un processus gaussien est connue dés qu’on se donne la fonction moyenne
w(t) = E{X (t)} et Popérateur de covariance K (s,t) = Cov(X(s), X (t)).En effet, la loi
finidimensionnelle de (X (1), X (t2), ..., X (t,)) est alors la loi normale de dimension
n, N(p , Ky,) avec p = (u(t1), o i(ty)) et K, = (K (ti:tj)) 1< j<pn- Les fonctions p
et K définissent donc toutes les lois finidimensionnelles du processus et donc aussi sa
loi.

Remarque 1.6 Toutes les marginales d’un processus gaussien sont bien sir gaus-
siennes, et toute combinaison linéaire de marginales d’un processus gaussien est encore

gaussienne.
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Des bonnes conditions pour avoir une version assez réguliére d’un processus gaussien

sont données dans le resultat suivant dia au théoréme 1.1.

Théoréme 1.2 Soit X = (X (t)),cp, un processus gaussien centré de fonction de
covariance r(s,t). On suppose qu’il existe o > 0 tel que pour tout s,t :

r(t,t) +r(s,s) — 2r(s,t) < c|t — s|*.

= a
Alors il existe une version continue X de X . De plus, pour tout v < 7 les trajectoires

de X sont p.s holdériennes de coefficient .

2m)!
Preuve. En utilisant Videntité E { X2} = %Var(x)msi X ~ N(0,1). Donc.
mm!
2m)!
E{|IX(t) - X(s)]} < 0(2 m>| [t — s|*". On choisit m tel que am > 1. D’aprés le
mm!
—1
théoréeme 1.1. avec b = am — 1,a = 2m,§ = % — % quand m — o0, on a une
m

. . o
version y—holdérienne du processus pour tout v < 5" [

1.2.3 Mouvement brownien réel

Le mouvement brownien (M B) est associé a I’analyse de mouvements qui évoluent au
cours du temps de maniére désordonnée qu’il semble difficile de prévoir leur évolution,
méme dans un intervalle de temps trés court. Il joue un roéle central dans la théorie
des processus stochastiques, notamment parce que dans de nombreux problémes théo-
riques ou appliqués, le mouvement brownien ou les diffusions (qui lui sont associées)
fournissent des modeéles simples sur lesquels de nombreux calculs peuvent étre faits.
Un botaniste anglais, Robert Brown 2 d“ecrit en 1827 le mouvement de fines particules
organiques en suspension dans un gaz ou un fluide. Au 19‘eme siécle, aprés lui, plu-
sieurs physiciens reconnaissent que ce mouvement est trés irrégulier et ne semble pas
admettre de tangente. On ne pourrait donc pas parler de sa vitesse, ni a fortiori lui
appliquer les lois de la mécanique! Il constitue un bon exemple de processus gaussiens.

Définition 1.10 Un processus réel W = (W (1)), est appelé mouvement brownien
(MB) (ou encore processus de Wiener) s’il satisfait les conditions suivantes

1. W(0) =0 p.s.

2. (W(t))ser, est un processus a accroissements indépendants.

ROBERT BROWN n¢ le 21 décembre 1773 & Montrose (Angus) et décédé le 10 juin 1858 a
Londres est un botaniste écossais ; il est paradoxalement connu pour une découverte non "botanique"
le mouvement brownien.
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3. 8510<s<t, W(t)—W(s) ~ W (t—s) ou encore la loi N (0,t — s)

Remarque 1.7 Comme exemple de processus gaussien, le processus U = (U(t)),cp
d’Ornstein-Uhlebeck (OU) défini par U(t) = exp {—%} W(e"). On montre facilement

que U(t) ~» N(0,1), ce processus est donc stationnaire. Sa fonction de covariance est
_lt=sl

5 (-
bien d’un processus stationnaire de fonction de covariance plus simplement donnée

donnée par r(t,s) = exp{ Elle ne dépend que de la différence t — s, il s’agit
par r(h) = exp {—@} Elle est donnée sous forme intégrale avec la mesure spectrale
du

du(u) = R

Proposition 1.2 Si W = (W (1)) est un M B standard, alors

teR4

1. [Propriété dif férentielle] {W (t +s) —W (t) }+>0 est un M B standard pour tout
s > 0, indépendant de o(W (u) ,u < t)

2. [Propriété d'échelle] Pour tout ¢ > 0,{cW (t/c*)},5o est un M B standard.
3. [Symétrie] (=W (t)),cg, est un M B standard.

4. [Processus gaussien] Un M B est gaussien de moyenne nulle et de function de
covariance Cov (W (t) , W (s)) = E(W (t) W (s)) = s A t.

5. [Renversement du temps| Le processus (W (t)) défini par W (t) = tW (1/t) 60

teR
est un M B standard.

Preuve. Pour les propriétés différentielle, d’échelle,symétrie et de processus gaus-

sien la vérification est immédiate. Quant a (W (t)) c’est un processus gaussien
teR4

centré de fonction de covariance r(t,s) = stE{W (1/t) W (1/s)} =t A s.Evidemment
W (t) est continu sur]0, +-0o[. On a, puisque (W (t))ier, et (W (t)) ont méme loi
te

Ry

pour tout a > 0, P ( sup
0<s<t

W(t) | 0psquandt | 0. m

W(t)‘ >Oz) = P<sup W ()] >a> L O quand t | 0 et

0<s<t

Proposition 1.3 [M B comme martingales|Si (W (1)),c, est un M B standard, alors
1. (W (), Fw (t),cg, est une martingale.
2. (W2(t) —t, Fw (t)),cp, est une martingale.

3. (ea:p {UW (t) — ";t} , Fw (t)) est une martingale.

teR4
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Preuve.
1. La premiére propriété, découle des propriétés des PAI.

2. Remarquons que

E{W2(t) =W (s) [ Fw (s)}
= E{(W () = W(s))" +2W(s) (W (t) = W (5)) |Fw (5)}
= E{(W 1) =W ()’ |Fw (s)} + 2E{W (s) (W (t) = W (5)) |Fw ()}
= E{(W(#) - W ()’ |Fw ()}

La stationnarité et 'indépendance des accroissements du M B permettent de plus

d’affirmer que
E{W (1) =W ()’ |Fw ()} = E{W*(t =)} =t —s
d’ou le résultat.

3. Sis <t alors

— cop oW () = T} B (ean (o (W (0~ W) A (9)
= con oW () = T} B {ean (o OV () - W)Y

= con{aW (o) - G} Elemptow - )
o e {20 )

R SENIRAS

Propriétés 1.5 1. D’apreés les propriétés des PAI, un M B est un processus mar-

kovien.

2. Si(W (1))er, estun MB avaleurs réelles alors il a des trajectoires p.s continues.
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3. Soit (W (1)) e, un M B a valeurs réelles. Sia > 0, alors P < max W(s) > a> —

0< s <t

2P (W (t) > a). En effet, on définit le processus de Wiener <W (t)> p POT
te

W (t) =W (1) st W(s) < a,Vs <t,

W (t) =2aW (t) si3s <t tel que W (s) = 0.
alors presque strement Oina)itW (s) > a si et seulement si W (t) > a ou
W(t) > aetonalP <0r<na)itW(5) > a) = P(W(t) > a) +P(W(t) >@) =

2P (W (t) > a) parce que les processus W (t) et W (t) ayant la méme loi de pro-
babilité.

0< s <h

4. Si(W(1));cg, estun MB avaleurs réelles alorsVh >0 : P < max W (s) > 0) =

P( min W (s) <O) = 1. En effet si h > 0 et a > 0 il est évident que

0< s <h

> ) \ sy s s 2
P (Ogng;(hW (s) > 0) >P (OgngghW (s) > a> et d’apres la propriété précédente
ona:

P (Oin%hw (s) > a) = 2P (W (h) > a) =2 (1 — P (%))

lorsque a — 0, 2 (1 - (\/_E>> — 1, et que P (éﬂsa)g{hw (s) > 0) =1, de

plusP( min W (s) <0) :P( max (—W (s)) >0) —1, et

0< s <h 0< s <h

P(Oinsa)éhW(s)>O, Vh>0> EP(ﬁ ( max W(8)>0>> =1

1
n=1 0< s <E

0< s <h 0<s <

D’mlP( max W (s) >0, Vh>0> =1, P( minhW(s)<O, Vh>0> =1

Comportement asymptotique des trajectoires

Il existe des résultats trés fins sur le comportement des trajectoires du M B (cf. [33]).
On se contente de résultats relativement grossiers mais caractéristiques.

Proposition 1.4 (W (t)) est un M B a valeurs réelles, alors presque sirement
40

t
1. lim sup —= = 40 et lim inf W) =

t—o0 \/g t—o0 \/g

teRy
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2. lim W—(t) =0
t—0 t
W (t
3. limsup W) = 400 et lim inf t) = —
t—0 \/E t—0 t
Preuve.
W (t
1. Soit R = lim sup J Pour tout s > 0, on a
t—o00 \/E
t t W(t -W
R = limsup Wit +5) = lim sup W(t+s) = lim sup (t+s) (S)

t At+s t \/f t ﬁ

Donc R est indépendante de o(W (u),u < s). Ceci étant vrai pour tout s, R
est donc indépendante de o(W (u),0 < wu). On a, soit P (R = +o00) = 1 soit

P(R=a) = 1. Supposons que R = «, p.s. On a alors pour tout 8 > «,
P(W—(t)>6) 0 quand t — oo maisP(W—(t)>ﬁ)—P(W(1)>ﬁ)>O
Vi ! | Vi |

Donc R = +00 p.s. Pour la deuxi‘eme limite, il suffit de considérer {—W(¢)}.

t
2. Soit s = % et Z(t) =tW(3). On a WT() =sWi(s)=Z(s) - 0p.squand s — 0

puisque Z(s) est un mouvement brownien.

3. 1l suffit de considérer le mouvement brownien (Z(t) = tW (7)) —_

Corollaire 1.1 1. Presque sarement, W = (W (1)),cr, passe une infinité de fois
par tout point.

2. Pour tout s > 0, (W (1)),cp, m'est pas dérivable ni & droite ni a gauche en s.

Preuve.

1. Ceci résulte immeédiatement de la continuité des trajectoires.

Wi(t) —W(0
2. (W (t));cg, n'est p.s. pas dérivable a droite en 0 puisque lim sup % =
t—0

+00 p.s. Considérant les mouvements browniens (W (t + s) — W(s)) g, et (Z(t) =
tW($))ter, on a d’abord la non dérivabilité & droite puis la non dérivabilité &
gauche en s > 0.

En fait ces résultats sont des cas trés particuliers de la loi du logarithme itéré de
Paul Lévy.
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Proposition 1.5 (W (t)) est un M B a valeurs réelles, alors presque sirement

1. 1i W) +1 et lim inf W) 1
Cim sup ————— = et lim inf ———— = —1,
tag Vv2tloglogt t—oo /2t loglogt

t t
2. lim sup W) =1 et lim inf W—() =—1,

+—o+ V2t loglogt 10+ /2tloglogt

tER+

1.2.4 Processus de Lévy

Dans cette sous section, nous étudions des PAI. Les processus que nous allons étudier
ne sont pas les PAI les plus généraux, mais leur construction donne une idée de la
constriction qui permit & Paul Lévy de caractériser les PAIS et les lois indéfiniment
divisibles.

Définition 1.11 Un processus réel L = (L(t)),cp, est appelé processus de Lévy si
1. L(0) =0 p.s,
2. L=(L(t));cp, estun PALS
8. L= (L(t)),cg, eststochastiquement continu.

Remarque 1.8 La propriété de continuité est quasiment caractéristique du mouve-
ment brownien parmis les processus de Lévy. En effet, on peut montrer que tout pro-
cessus de Lévy L = (L (1)),er
la forme L (t) = at + BM(t) pour chaquet > 0, (M (t)),cp+ étant un MB et a, 3 € R.

tel que presque toute trajectoire est continue s’écrit sous

Théoréme 1.3 [Formule de Lévy-Khintchine] Soit L = (L (t)),cg, une processus de
Lévy, alors il existe (a,b) € R? et une mesure de Lévy® v tels que

2
E {0} = exp {t(ibu - %a + [ (e =1 —iyulyy<y) dU(g)}

R*

Preuve. cf. [33]. =

Propriétés 1.6 1. Si L = (L ()),cp, est un processus de Lévy, alors L(t) est une

loi infiniment divisible pour tout t > 0. En effet pour tout n > 0 on peut ecrire

o £ () -1(5)

Pour conclure, on remarque ensuite que les variables {L (%t) — L (k—;lt) A1 <k< n}

sont 1.1.d par indépendance et stationnarité des accroissements.

$Une mesure v sur R* est appellée mesure de Lévy si [ (1 A y?)dv(y) < +oco. C'est une mesure
R*
o—finie.
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2. Si L= (L(t)),cp+ est un processus de Lévy, alors sa fonction caractéristique est
donnée par ¢,(u) = "™ o n est le symbole de Lévy de L (1). Ceci résulte du
fait que L est un PAIS.

3. Les M B et les processus de Poisson sont des processus de Lévy.

4. La somme de deux processus de Lévy indépendants est encore un processus de
Léuvy.

5. Pour tout u € R, (Ly (t),S1(t)),cr, est une martingale ot Ly, (t) = exp{iuL(t)

—tn(u)}. C’est une conséquence directe des propriétés des M B.

6. Tout processus de Lévy admet une version cadlag qui est encore un processus de

Lévy avec les mémes caractéristiques.

Proposition 1.6 Si L = (L(t)),cp,
(L(”) (t)) R, de processus de Lévy telle que

est un processus et s’il existe une suite L™ =

1. L™ (t) converge en probabilité vers L (t) pout tout t > 0

2. Ve >0, lim limsup P {|L™ (t) — L (t)| > e} =0
0

n—oo t—s

Alors L = (L (t)),cp+ est un processus de Lévy.

Preuve. On presque strement L(0) = 0 car on peut trouver une sous-suite (L 0)),-,

qui converge vers L(0) p.s. Pour t,s > 0 on a

E {eiu(L(t+s)—L(t))} — Lm E {eiu(L(”)(t—i-s)—L(")(t))} — lim E {ez’u(L(")(S)—L(")(O))}

n—oo n—oo

= E{eue-LO)

On prouve de la méme fagon 'indépendance des accroissements. Il reste & montrer que

L est stochastiquement continu. Soit € > 0, on a pou tout ¢t > 0

P(L{t)|>e) <P <|L(t) — L) > g) P (\ L™ @) > g)

d’ou

limsup P (|L(t)] > ¢) < limsup P (\L(t) — L@ > %) + limsup P (\ L) > f)

t—0 t—0 t—0 2
< limsup P <‘L(t) - L(”)(t)| > %) .
t—0

Pour conclure, ilsuffit de prendre la limite en n — oo et d’utiliser la condition 2 du
théoreme. m
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Théoréme 1.4 [ Propriété de Markov forte] Si L = (L (t)),cp, est un processus de
Lévy et si T est un temps d’arrét adapté a la filtration (Sr(t)),s, alors, sur {7 < oo}

on a

1. Le processus L™ = (L7(t) = L(t +7) — L(T)),cgr, est un processus de Lévy indé-
pendant de la tribu S (7)

2. Pour tout t >0, L7(t) a méme loi que L(t)

3. L7 est a trajectoires cadlag et est S (t + 7)—adapté.

Preuve. On fait la preuve dans le cas ou B est borné. Soient A € S1(7), (n,u) €
N xR, 0=t < ..<t,et considérons la martingale L, (t) = exp {iuL(t) — tn(u)}.

On a
E {IA exp {Zu i(LT(t]’) — LT(tj—l)}}

= F {IA exp {Zu > (L(T +t;) — L(7 —f—tjl)}}
= E {IA lill LLU(%——FT) ﬁ ¢tjtj_1(u>}

w(tjor +7) j=

M=

1

ou ¢,(u) = E {e™=}. On remarque que pour 0 < a < b < +00
L,(b+T) 1
E{Ily — ¢} =FE Iy, ——FE{L,(b R = P(A).
(o b B B ) | =P
En répétant cet argument dans la premiére égalité, on obtient
E {IA exp {w Zl(LT(tj) - LT(tj—l)}} = P(4) Hl Pry—t; 4 (W)
j= j=
La formule précédente permet facilement de vérifierque L™ est un processus de Lévy
et que L7 est indépendant de (7). En particulier, pour n = 1 et t; = ¢ on ob-
tient £ {0} = E {e™L1} dou (2). Pour la continuité stochastique, ca résulte de
E{em" W) = B {e™mLN} en faisant tendre ¢ vers 0. m
A Taide de la propriété de Markov forte, on peut montrer

Théoréme 1.5 Soit L = (L (1)),cp, est un processus de Lévy a valeurs réelles

1. Si L est presque sirement croissant et ne faisant que des sauts de taillel,alors L

est un processus de Poisson.

2. Si L est cadlag et presque siirement & trajectoires constantes par morceaux, alors

L est un processus de Poisson composé. La réciproque est trivialement vraie.

Preuve. Cf. [6]. m



Chapitre 2

Intégrale stochastique et calcul
d’Ito

Dans toute cette partie W = (W (t)),-, est un M B standard défini sur un espace de
probabilité (€2, S, P). Cette espace deiprobabilité est de plus équipé de la filtration
naturelle (Sw (1)) ,~0-

La construction de 'intégrale stochastique (ou de 1t6) se construit de fagon sem-
blable a celle de 'intégrale classique de Riemann-Stiljes. L’intégrale est tout d’abord
définie sur une classe de processus étagés (ou élémentaires) notée € ([0,7] x ) et en-
suite elle est étendue a une classe plus large par approximation.

2.1 L’intégrale stochastique sur £ ([0,7] x )

Un processus X = (X(t)),5, est appelé processus étagé s’il existe une suite de réels

0=ty <t <..<t,=T, et une suite de variables aléatoires (X;) telles que X

0<j<n

soit S (¢;) —mesurable, appartiénne & Ly ([0,77) et X (f) = X; pour tout ¢ € [t;, t;41],
n—1

soit X (t) = > Xily, 4,,,((t). On définit alors I'intégrale stochastique sur &£ ([0, 7] x )
i=1

par :

[ X@dw 0 =YX, 00 (150 - W (1), 1)

Remarque 2.1 Lorsque t € [0,T] on définit naturellement

/X VAW (s :/X 5) T (s)dW (s) = nz_le(W(tkH/\t)—W(tk/\t)).

20
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t

Cependant, il est important de noter qu’en général le processus [ X (s)dW (s) n'a
0
aucune raison d’étre gaussien.

2.1.1 Propriétés de I’intégrale stochastique sur £ ([0,7] x Q)

Sur 'ensemble & ([0, 7] x €2) l'intégrale stochastique satisfait les propriétés suivantes

t t t

1. [Linéairité] : [ (aX (s) + BY (s))dW (s) = a [ X (s)dW (s)+3 [ Y (s) dW (s) pour

0 0 0
tout a et [ réels.
t u t
2. Pour 0<s<u<t<T: [X()dW (v)=[X(v)dW (v)+ [ X (v)dW (v).

¢
3. Le processus (fX (s)dW (s)) est (Sw (£)),e0,r) —adapté.
0

te[0,T

t
4. Le processus ( [ X (s)dw (s)) est a trajectoires continues.
0 te[0,T]

5. Si ftE (X (t)2] dt < oo pour tout ¢t < T, alors F {ftX(s) aw (s)] =0 et
Var (OftX (s)dW (3)) = OftE'{X2 (s)}ds (isométrie de Ito).

6. On apour tout 0 < s <t < T,

/ X (w)dW () [Sw (5)| = 0,

0 i
2 7 t

E /X(u)dW(u) Sw (s)| = E/X2(u)d(u)|%w(s)

0

E

t
7. Le processus ( [ X (s)dW (s),Sw (t)) est une martingale continue de L ([0, 7).
0

te[0,7)

8. Pour tout ¢t < 7T

(/tX(s)dW(s)) (/tY(s)dW(s))] :] E{X ()Y (s)}ds.

0 0

E
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Preuve. La preuve des ces propriétés, découle de la définition de I'intégrale et des
propriétés des MB. m
T
Remarque 2.2 L’isométrie de Ito, traduit le fait que Uapplication X — [ X (s) dW (s)
0
est une isométrie de € ([0,T] x Q) sur l’espace des martingales sur [0,T], continues et

de carré intégrable (espace que I’on notera dorénavant M, ([0,77]), ces espaces étant

munis de leur norme naturelle.

2.2 Extension a L,

On peut prolonger la définition de 'intégrale sur £ ([0, 7] x §2) & une classe plus large
de processus. On perd le caractére gaussien de l'intégrale, ce qui est déja le cas pour
le cas de processus étagé.

On définit les processus caglad de carré intégrable (appartenant a Ly) comme P'en-

semble Y des processus X adaptés continus a gauche limités a droite et Sy (t) —adaptés

IX|>=FE {/OOO X2(s)ds} < 4o0.

Evidement, les processus étagés appartiennent a T. On dit que la suite X,, = (X, (?)),,>0

tels que

converge vers X dans Ly si || X — X,||> — 0 quand n — oo (i.e., £ ([0, T] x Q) est dense
dans L,). L’application X — ||X||* définit une norme qui fait de T un espace complet.

On peut définir [ X (t) dW (t) pour tous les processus X de T : on approche X
0

(n) _
par des processus étagés, soit X (t) = lim X, (t) on X, (t) = > Xz(n)l[thti“[(t) avec
)N(i(n) € Sw (t;) et la limite étant au sens de Lo. L’intégrale [ X (¢) dW (¢) est alors
0
W 5
la limite dans Lades sommes Y X" (W (t;41) — W (t;)) dont I’éspérance est 0 et de
i=1

variance F {f X2 (t dt}

t 00
Remarque 2.3 Notons que f X (s)dW (s) = [ X (s) Ljps(s)dW (s). Si X est étagé
0

f X (s (s) = Z X (W (tjga Nt) =W (t; At)). Plus généralement si T est un

temps d’arrét, le processus Ijo+((t) est adapté et on définit

/X ) dW (s /X $) To.r(s)dW (s)
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2.2.1 Propriétés de l’intégrale stochastique sur L,

Dans L, 'intégrale stochastique satisfait les propriétés suivantes
t

1. [Linéairité] : X — [ X (s)dW (s) est linéaire
0

2 Pour 0<s<u<t<T:[X )W) =X w)dV@©)+[X©)dV@w).

u

¢
3. Le processus (fX (s)dW (s)) est (Sw (t)),», —adapté.
0 >0 a
t
4. Le processus ( [ X (s)dW ( s)) est & trajectoires continues.
0 t>0

t
5. Si E{fX2 dt} < oo pour tout t > 0, alors E {[X dW(s)] =0 et
0 0

t
Var (fX( ) dW (s ) fE'{X2 (s)}ds (isométrie de Ito).
0

t
6. OnapourtoutOgsﬁt,E{fX(u)dW(uH%W(s)} =0et
0

2

/tX(u)dW(u) Sw(s) p = E /X2 u) [Sw (s)

t
7. Le processus ( [ X (s)dW (s),Sw (t)> est une martingale continue de L.
0 10

8. Pour tout ¢t > 0, on a

t

/X ) dW (s /Y ) dW (s :/E{X(s)Y(s)}ds.

0 0

2.3 Calucl de Ito6

Nous allons maintenant introduire un calcul différentiel sur ces intégrales stochastiques.
On appelle ce calcul "calcul d’It6" et 'outil essentiel en est la "formule d'It6". La
formule d’It6 donne, en particulier, la fagon de différencier ¢ — f(W(t)) si f est
de classe C®? ([0,T]). L’exemple suivant prouve que le prolongement naif du calcul
différentiel usuel est voué a I’échec. Supposons que 1'on veille "différencier" ¢t — W (t)
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et 'exprimer en fonction de "dW (t)”. Pour une fonction f différentiable nulle en 0,
¢ ¢

en f2(t) =2 f(s)f'(s)ds = 2 f(s)df (s). Dans les cas du mouvement brownien et de
0 0

l'intégrale stochastique, on ne peut avoir une telle formule du méme type W2(t) =

¢ ¢
2[W(s)dW (s). En effet, d’apres ce qui précede [T (s)dW (s) est une martingale (car
0 0

t
JW?2(s)d(s) < 4+o0) nulle en 0. Si elle était égale a W2(t), elle serait une martingale
0

positive nulle en 0, mais elle ne peut étre positive que si elle est nulle.

Definition 1 Un processus d’Ito est un processus X = (X (t))o< <1 adapté et continu
sur [0,T] de la forme

t t

X(t):X(0)+/a(s)ds+/b(s)dW(s).

0 0

Ota = (a(t));sg,b = (b(t)),so deux processus de Ly ([0, T]) et X(0) est Iy (0) —mesurable.
On adoptera souvent la notation différentielle stochastique suivante

dX (1) = a(t)dt+b(t)dW (1)

Exemples 2.1 1. La différentielle stochastique de (W? (t)),, est donnée par dW? (t) =
dt + 2W (t) dW (t).

2. La différentielle stochastique du processus (tW (t)),5, est donnée par d (tW (t)) =
W () dt + tdW (t).

3. Pour tout n > 2 et tout un mouvement brownien (W (t))tzo on a
n n—1 n (TL - 1) n—2
d(W*™ (t)) = nW" " (t)dW (t) + TW (t)dt
4. Pour tout polynome P, on peut vérifier que

d(P(W (t))) = P'(W (¢))dW (t) + %P”(W (t))dt

5. 8i f € C*(R), alors on a



2. Intégrale stochastique et calcul d’Ito 25

2.3.1 La formule de Ito

La formule de It6 permet de déterminer de maniére générale 'effet d’un changement de
variables sur une différentielle stochastique. Elle prend la forme suivante (nous admet-
tons sans démonstration et nous renvoyons a Oksendal [32] pour une démonstration

plus compléte).

Théoréme 2.1 [formule de Itd] Si X = (X(t)),., est un processus d’Ito :

t t

X(t):X(O)+/a(s)ds+/b(s)dW(s).

0 0

et f une fonction de classe C* (R) alors on a

t t

FX (@) = [(X(0) + [ F/(X(s))dX (s) + %ff”(X(S))d (X, X) (s)

0 0

t
ou, par définition (X, X) (t) = [b*(s)d(s), et
0

t t

[F(X ()X () = [£(X(s))a(s)ds + Off'<x<s>>b (s)dW (s).

0 0

De méme, si (t,z) — f(t,z) est une fonction deux fois différentiables en x et deux fois

différentiables en t, ces dérivées étant continues en (t,x), on a
t t
f6,X(1) = f(0,X(0) + [fu(s, X(s))ds + [ fo(s, X (s))dX (s)
0 0
t

At 0

0

Exemples 2.2 1. Traitons le cas ou f(x) = 22 et X(t) = W(t), donc a(t) = 0 et
t 2 t

b(t) =1, et W2(t) =2/ W(s)dW(s) + % [2ds d'ou W?(t) —t = 2[W (s)dW (s).
0 0 0

¢
Comme E {sz(s)ds} < +o0, on retrouve le fait que W2(t) — t est une mar-
0
tingale
2. Intéressons nous auz solutions (S(t)),, de
¢

S(t) =x(0) + OfS(s)(uds + odW (s)) (2.1)
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que ’on écrit souven sous ce type d’équations sous la forme

dS(t) = S(t)(udt + odW (t)), S(0) = z(0)

¢
Done, nous cherchons un processus (S(t)),, adapté tel que les intégrales [S(s)ds
- 0

t

et [S(s)dW (s) aient un sens et qui vérifie presque sirement pour chaque t > 0
0

S(t) =x(0) + /LjS(s)ds + aoftS(s)dW(s)

Autrement dit, S(t) est un processus de Ité6 avec a(t) = pS(t) et b(t) = oS(t).
En appliquant la formule de Itoé pour la fonction f(x) = log(x) on obtient

tdS(s) 1%t o?

log(S(t)) = 1og(5(0)) + [

56 2w @

En posant Y (t) = log(S(t)), on obtient

Y(t) =Y(0) + J‘(;#%) ds—l—oftadW(s)

On en déduit
2

Y (t) = log(S(t)) = log(S(0)) + (M - %) t+ oW (t)

Donc, une solution de notre équation est donc donnée par

S(t) = 2(0) exp { (M - %2) t4 aW(t)} .

En effet, posons S(t) = f(t,W(t)) ou f(t,z) = x(0) exp { (u - %2> t+ aa:}. La
formule de Ité donne

t

FEW(E) = £, W<o>>+0ff;<s,w<s>>ds+jf;@,vv(s))dvv(s)

% [ 72 W) (W, W) (3

comme (W, W) (s) = s, alors

S(it) = z(0)+ OftS(s) <,u — %2) ds + aoftS(s)dW(s) + g!S(s)ds
= z(0) + ufS(s)ds + aoftS(s)dW(s)

0
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Remarque 2.4 On aurait pu obtenir le resultat précédent en appliquant la formule de
Ito a S(t) = ¢(Z(t)) ou Z(t) = (u — —) t+ oWi(t) (qui est un processus de Ito) et
¢(z) = x(0) exp {z}.

Proposition 2.1 [Formule d’intégration par parties] Soient X = (X(t))5, et Y =
(Y(t)),o deuz processus de Ito :

t t t t

X(t) :X(0)+/a(s) ds+/b(s) dW (s),Y (1) :Y(O)+/a’ (s) ds+/b’ (s)dW (s)

avec la convention (X,Y) (t) = [b(s)b/(s)ds.
0

Preuve. On a d’apres la formule de Ito,

(XO)+Y (1) = (X(0)+Y(0)" + / (X (s) +Y(s))d (X (s) +Y(s))

n / (b(s) +¥(s)) ds

b? (s)ds

\“

X2t = X*0 +2/X )dX (s) +

Yit) = Y?*0)+ / s)dY (s +/b’2

0

D’ou le résultat en faisant la différence entre la premiére ligne et les deux suivantes m

La proposition précédente nous permet de montrer I’'unicité de la solution de ’équa-
tion (2.1). noton que S(t) = z(0) exp { (u - %2> t+ aW(t)} est une solution de (2.1),
et supposons que X = (X (t)),>, en soit une autre. Cherchons tout d’abord la "diffé-

X(t
rentielle stochastique" du processus (L) . Posons
>0

S{t)

Z(t) = ? = exp { (// — %12) t+ J’W(t)}
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ou.u =—pu+o?et o’ =—0c. Donc
Z(t) = 1+ OftZ(s)(u'dS +o'dW (s))
= 1+£Z(5)((—,u+02) ds — adW (s))

On peut alors exprimer la différentielle de X (t)Z(t) grace a la formule d’intégration

e A(X(1)Z(t)) = X ()dZ(t) + Z(t)dX (t) + d (X, Z) (t)

ici (X, Z) (1) = < E)/‘X( s)odW (s fZ )odW (s > (t) = o2 OftX(s)Z(s)ds. D’ou
AXt)Z1) = XOZW)((—p+0?) dt —odW(t)+ Z()X(t)(p dt + odW (L))

—o’Xt)Z(t)dt = 0

X(t)Z(t) = X(0)Z(0) = x(0), ce qui implique que presque stirement X (t) = z(0)Z(t) =
S(t) et comme les processus X (t) et Z(t) sont continus, alors presque stirement V¢ > 0 :
X(t) =2(0)Z7(t) = S(t). D’ou

Théoréme 2.2 Soient p et o deuxr nombres réels, W = (W(t));>0 un MB, T un
nombre réel positif. Il existe un processus de Ito unique S = (S(t))r>t>0 vérifiant

S(t) =x(0) + OftS(s)(udS + odW (s))

Ce processus est donné par

2

S(t) = 2(0) exp { (ﬂ - %) t+ aW(t)}

Remarque 2.5 1. Lorsque i = 0, le processus S est une martingale (Voir chapitre
1), ce type de processus porte le nom de martingale exponentielle.

2. Soit © un ouvert de R et X = (X (t))r>t>0 un processus de Ité qui vérifie ¥t <
T : X(t) € ©. Si de plus f est une fonction réelle de classe C'? () on peut

justifier rigoureusement l’extension de la formule de Ité dans ce cas

t 1t
FX 1) = F(X () + [ F(X())dX () + 5[ F"(X ()b (s)ds
0 0
Ce résultat permet de justifier en particulier, ’application de la formule de Ité

pour les processus positifs et les fonctions log.
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2.3.2 Théoréme de la représentation de 1td

Théoréme 2.3 Soit (X (¢)),cjor € L% (Q,F, P) un processus stochastique, alors il
existe un processus unique (f (t));cjo7) € C((0,T1) tel que

YVt e [0,T] : X(t):E(X(O))+/f(s)dW(s).

Preuve. La démonstration de ce théoréme est basée sur le fait que ’espace linéaire
des variables aléatoires de la forme exp{ fOT h(t)dw (t)—1 OT h% (t) dt} est dense dans
L*(Q, F, P)avec (h (t)icor) € L?(]0,TY)). Supposons donc que (X (t))iepo, 1) €st sous
la forme

X(t):exp{/o h(s)dW(s)—%/O B2 (s)ds}, Vielo, T],

pour (h (t))ero 7 € L ([0, T1). Soit Y (t) donné par

1

Y(t):exp{/o h(s)dW(s)—§/0 B2 (s)ds}), Vtelo, Tl

et en utilisant la formule d’Ito, on obtient :
1
ay (t) =Y (t) <h (t)dW (t) — §h2 (1) dt) =Y (t)h (t)dW (t).

Par conséquent Y () = 1 + fot Y(s)h(s)dW (s), ¥Vt € [0, T|. Aprés avoir pris les
espérances, on obtient £ {X(¢)} = 1. Maintenant, par le lemme précédent, nous pou-
vons étendre la démonstration de tout (X (¢)),co7 € L?(Q, F, P).Pour prouver que

le processus (h (t)):cp, 7 est unique, supposons qu’ il existe deux processus h; (1),

hz (t) € C([0, T]) tel que

X(T) = E[X(0)] + /0 i () dW (t) = E[X(0)] + /0 e (t) dW (t).

En faisant la soustraction des deux intégrales et en prenant ’espérence de I’écart qua-

(/OT (h (£) — ha (£)) AW (t)f] 0

et par l'isométrie de It6 on a fUTE [hy (t) — hy ()]° dt = 0 ceci implique que hy (t) =
hz (t) presque strement pour tout ¢t € [0, 7). =

dratique, nous obtenons :

E




Chapitre 3

Equations différentielles

stochastiques

Une équation différentielle stochastique peut étre interprétée comme une équation or-
dinaire perturbuée par un bruit blanc dont l'intensité a (¢, X (t)) dépend du temps ¢
et de la position X (t)). La différentielle de X (¢) s’écrit cependant sous la forme :
dX (t) =a(t,X (t))dt +b(t, X (t)) dW (t) ot a et b deux fonctions données et W (t)
est un M B. Dans ce chapitre, nous voulons exposer la représentation de ’équation dif-
férentielle stochastique et les conditions assurant ’existence et 'unicité et la stabilité

de solutions.

Définition 3.1 Soientt W = (W (t)),co) un MB défini sur Uespace de probabilité
(Q,F,P) muni de la filtration (Fw ()),c, -
mesurables définies sur [0,T] x R et (X (1)), un processus. Alors X (t) est une

a(t,x),b(t,x) deux fonctions réelles,
solution de l’équation différentielle stochastique suivante

{ dX (t) = a(t, X (t))dt +b(t, X (t)) dW (¢) (3.1)

X(0)=X, p.s
ou Xy est une variable aléatoire, st

1. Xy est Fy (0) —mesurable.

2. b(t, X (), la(t, X (1)]2 € €V ([0, 7))

3. X (t) est différentiable vérifiant (3.1) et on peut écrire

X(t):X(O)+/0 a(s,X(s))ds+/0 b(s, X (s))dW (s), t €]0,T7.

30
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Remarque 3.1 Sib(t,X (t)) =0 dans (3.1) alors X (t) = X (0) + f(fa (s, X (s))ds
est une équation différentielle stochastique ordinaire car pour toutw € Q :a (t, X (t,w)) :

[0,7] x R — R est une fonction réelle mais X (0) est une variable aléatoire.

3.1 L’ existence et 'unicité de la solution des équa-

tions différentielles stochastiques
Théoréme d’existence et d’unicité Si les conditions suivantes sont satisfaites
1. Condition de Lipschitz locale : Pour tout ¢ € [0, 7] et tout (z,y) € R x R
la(t,2) = alt,y)l+]b(t,z) —b(ty)| <K lz—y

ou k* est une constante positive.

2. pour tout t € [0,7] et tout z € R
la( o)l <AL+ [z]) , [0t 2)] < B(1+[z])

(ou A, 8 sont deux constantes positives)
3. E(|Xo]") < oo
4. Xy est indépendant de Fyy (t) .
alors, il existe une solution unique (X (¢)),co.7 de (3.1) telle que :
® (X (t));cpor) €st continu p.s.
o (X ())ep € C([0,T]).
Preuve. Voir ([10]). =

Remarque 3.2 Si (X1 (¢)),c/077+ (X2 (1)) 1epo. 1y SOt deux solutions de Uéquation (3.1)
alors

P( sup | Xy (t) — Xa (2)] :0) =1.

0< t <T

Définition 3.2 1. Une solution (X ()),cjoq de U'équation (3.1) est dite forte sur
Uespace de probabilité (2, F, P) relativement au mouvement brownien (W (t)),~,
avec la condition initiale X (0) = Xy si elle est indépendante du mouvement
brownien W = (W (1)),»o €t si (X (1)) €St @ trajectoire p.s. continue et
Fw— adaptée.
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2. Une solution (X (t)),cpo, 1) de Uéquation (3.1) est dite faible sur un espace de pro-
babilité (S2, F, P) relativement au mouvement brownien si (X (t)),c(o, 1) st conti-
nue et Fy—adaptée et des fonctions a (t,x) etb (t,x) de L* et de L* respectivement.

Théoréme 3.1 Soient a et b deux fonctions mesurables sur R telles que
la(z) —a(y)|+[b(x) —b(y)| < k|z—y| pourtout k>0, x;y €R

alors pour tout X (0) € L? (Q,F (0), P) indépendant de F (t), il existe une solution
unique (X (t))cjor) de

dX (t) =a(X (t)dt+ b(X (t))dW (t)
tel que (X (1)) i) €t p-s. continu et (X (1))yciom € C([0,T7 ).

Preuve. Voir ([9]). =

3.1.1 Exemples

Exemples 3.1 On suppose que :a =0 etb(t, X (t)) = g (t) X (t) dans l’equation (3.1)
alors, le systéme s’écrit sous la forme

dX (t) =g (t) X (t)dW (t)
X(0) = X,

admet une solution donnée par

X (1) = Xoexp{/otg<s>dw<s>—%/Otf(sms}.

Preuve. Posons

et y(t) = exp{X(6)} = f(X()), alors X () = Xo y(f), on peut montrer que
Xody (t) = g (t) X (t) dW (t) car
X () — _71;;2 (£)dt + g () AW (1)
En utilisant la formule de Ito, on trouve
tr(t) = (S (00 exp LX) + 5 (00 exp LX) e+ () exp (X)W (1) dy (0
= g ().



3. Equations différentielles stochastiques 33

Exemples 3.2 1. Le mouvement brownien arithmétique

dX (t) = adt + bdW (t)
X(0) = X,

une intégration directe du systéme d’équation conduit X (t) = Xo+ a(t —to) +
bW ().

. Le mouvement brownien géométrique

dX (1) = aX (t)dt + bX (t) dW (¢)
X(0) = X,

On calcule la différentielle stochastique d (In (X (t))) par la formule d’Ité, soit
d(In (X (t))) = (a— $b%) dt + bdW (t). En faisant une intégration directe, on
trouve

In(X (t)) =ln (X, ) + <a — %bZ> (t—to) +OW (1)

ie, X(t) = Xo exp{(a—20*) (t—to) +bW (t)}. Ce processus est caracté-
risé par des accroissements indépendants et multiplicatifs, et définit comme une
fonction de M B

1
X (t) = Xy exp{(a—ﬁbg) (t—t0)+bW(t)}, t>0
avec X (t) = Xo, Xo € R, et b > 0 et a est une constante.

. Le processus de Oinstein-Uhlenbeck ( OU)

dX (t) = (a — bX () dt + cdW (t)
X(0) = X,

On consideére le facteur ¢ = exp {bt}, alors d (¢ (X (1)) = ¢ (bX () +dX (t)) =
¢ (at + cdW (t)) d’ou

X (t)= %exp {bto} + Xoexp{—b(t —to)} + c/exp {=b(t—s)}dW (s).

to

Exemples 3.3 Soit le systéme d’équations suivantes

dX (t) = dt + X (t) dW (t).
X(0) = 0.
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alors X (t) =1t + fot X (s)dW (s) .Sachant que l'espérence E (X (t)) =t et en utilisant
la formule de It6 pour F (t, X) = X, on trouve que

d(X (1) = [2X (t) + (X (£))*] dt +2(X (£))*dW (t).
Propriétés 3.1 :
L. Soit h(t) € L? ([0,T]) une fonction W = (W (t)),5, est un M B et on définit le

processus Y = (Y (t)),5

t 1 t
Y(t):exp{/ h(s)dW(s)—§/h2(s)dS} .t e [0,T]
0 0
et en utilisant la formule de 1t6, on obtient dY (t) =Y (¢) h (t) dW (t).

2. Soit V (s) € C([0,T] ) avec 0 < T' < oo et on définit Z (¢) par Z (t) = exp {fot V(s)dW (s) -
En faisant recours a la formule de It6, on trouve que dZ (t) = Z (t) V (t) dW ().

3. Si 1. et 2. sont remplies et la condition de Novikov est vérifiée

E (exp {%/UT |V(s)|2ds}) < 400

alors (Z ()0, €st une martingale et £ (Z (t)) = E(Z(0)) = 1.
3.1.2 Equations de Kolmogorov

On considére I'E.D.S définie par
dX (t)=a(t,X (t))dt+b(t, X (t)) dW (t) (3.2)

et en supposant que les fonctions a et b satisfont les conditions de ’existence et de
I'unicité de la solution et pour s < ¢ < T, on note par X (¢, z) la solution de (3.2) qui
vérifie la condition initiale X (s,s,z) =z p.s. (ou z € R).

Remarque 3.3 Si les coefficients a et b satisfont les conditions de [’existence et de
lunicité de la solution et si f (t,x) est continue et vérifiant | f (t,x)| < k(1 + |z|™) on

k,m € RT, alors

h

1 [th 1
lfg%)lﬁ/h Elf(s,X (s,t,z))]ds= f(t,x), l}il?g— - Elf (s, X (s,t,z))|ds = f(t,x).
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Lemme 3.1 Soit f : R — R ou f € C2. On suppose qu’il existe ¢ > 0 et m > 0 tel
que

@+ @+ (@) <c@+]2]"), zeR
Soient a (t,x),b(t,x) satisfont les conditions de l'existences et de l'unicité de la solu-
tion, alors

o1 / 1, "
lim— (E(f (X (t,t = h,x))) = f (2)) = a(t,z) f(z) + 50" (£, 2) 7 ().

Preuve. ’utilisation de la formule de It0, on peut écrire

t

flu(t,t —h,z))— f(z) = /a(s,u(s,t—h,:v))f’(u(s,t—h,a:))ds

t—h
t

b [ ¥ st = b)) 7 (st o)) ds

t—h
t

+/b(s,u(s,t—h,.r))f’(u(s,t—h,x))dW(s).

t—h

avec |'utilisation de I’espérance mathématique, on trouve

E[f (u(tt = h,x)] = f(x)

= F /a(s,u(s,t—h,x))f’(u(s,t—h,x))ds
+/%62 (s,u(s,t —h,z)) f" (u(s,t —h,z))ds
t=h
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Théoréme 3.2 Si (X (1)o7 est un processus de diffusion de coefficient de dérivé

a(t,x) et de coefficient de diffusion c(t,z), tels que

a(t,x) est continu et |a(t,x)] < k(1+ |z|) ou k est une constante positive.

1.
c(t,x) est continu et ses dérivées 2c(t, ), 2c(t,x) sont simultanément conti-

2.
2 1 . 2
nues et bornées avec oo st aussi borné.

s’il existe une fonction 1 () positive indépendante de t et que

V@ > 1+l swp B (D) < +oo

avec

/Q(y—x)2P(t,x,t+h,dy) < Y (z)h

/Q<|y|+y2)P(t,a:,t+h,dy) < ¢ (x)

: X (t) satisfait 'E.D.S

/(y—x)p(t,xwrh,dy)‘ +
Q

alors, il existe un mouvement brownien W (t), tel que

suivante
dX (t) = a (t, X () dt + /e (t, X (£))dW (t).

Preuve. Voir [6]. =

3.2 Stabilité de solutions d’une E.D.S
On consideére ’équation différentielle stochastique suivante
dX () = a (X (1)) dt + b (X (1)) dW (t).
et on suppose que b (z) # 0 pour tout z € Q (ot Q est un compacte de R™).

Théoréme 3.3 On considére le cas ou le point O est un point d’équilibre pour b. On

suppose a (0) =b(0) =0, alors I’E.D.S
{ dX (1) = a(t, X (1)) dt+ b(t, X (1)) dW (1)

X (to) =

0 12

S

satisfait :
1. les conditions de Iexistence et 'unicité de la solution sur [to, +00].

2. a et b sont continues.
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3. ¢ € R™ est un vecteur constant.

alors il existe une solution unique X (t,%g,c) qui est le processus de diffusion de
Markov & coefficient de dérive a et de matrice de diffusion (bb/) avec ¢ est un vecteur

constant.
Théoréme 3.4 :

1. Le point 0 est stable d’équilibre stochastiquement pour (3.3) si

limP ( sup | X (t,tpc)| > 6) =0 Ve >0

=0 \tp<t<+oo
2. Le point 0 est un point de stabilité asymptotique et stochastiquement si

0 est un point de stabilité stochastique.

P(t lirJrrl X(t,t07g):Q) =1 ,YVceR™

Preuve. Voir ([4]). =

3.3 Exemples

1. L’équation déffirentielle stochastique dX (¢) = Z2X?(¢) dt + 1X? () dW (t) ou
X (0) = £ est une équation de coefficients non linéaires.

2. " Stabilité asymptotiques du point 0 pour I’E.D.S " Considérons I'E D.S.

linéaire de dimension I suivante

{ dX (t) = aX (t)dt + bX (t)dW (t) (3.4)

X (0) = Xo.

Le systéme (3.4) posséde une solution donnée par

X(t):Xoexp{<a—§)t+bW(t)}.

D’apres la loi forte des grands nombres, on peut vérifier que

t
W—(> — 0 p.s quand t — +o0.

et on a \
X(t)—0 ps sia—% <0.
X (t) — +oo ps sia—% >0.
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Sia= %, alors
X (t) = Xoeaxp{bW (t)} et en plus P (t hrE sup X (t) = —{—oo) = 1.
3. On considere la fonction v (x) = |z|* ou a € R, alors

L] (z) = (a + ébQ (a— 1)) olz]°

2
Lyapunov avec

Sia—% < 0on peut choisir 0 < a < 1 — i—g pour obtenir la fonction v de
Lv] (x) < —kv (z)
pour k > 0, cela confirme la stabilité asymptotique globale du point 0 pour (3.4).
Exemples 3.4 "Solution exacte” Considérons I’E.D.S., suivante
dX (t) = —aX (t)dt + odW (t)

X (0) = Xy avec a,0 et Xy sont des constantes. Soit F (t,X) = X (t)exp{at} et en

utilisant la formule de Ito, on obtient
d(X (t)exp{at}) = [aX (t)exp{at} —aX (t)exp{at} + oexp{at}dW ()]

X (t)exp{at} — X (0) = /0 oexp{as}dW (s)

X (t)exp{at} — X (0) = /0 oexp{as}dW (s)

sachant que la solution exacte est donnée par

X (t) = X (0)exp {—as} +exp{—at} /0 oexp{as}dWV (s).



Deuxiéme partie

VERS LES PROCESSUS
COGARCH
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Chapitre 4

Les processus COGARCH

Dans ce chapitre, une classe trés importante de modeles conditionnellement hétéroscé-
dastiques et plus précisément la classe des modeles GARC H (p, q) & temp continu, est
introduite. Les modeles ARC' H (autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques)
ont été présentés pour la premiére fois par Engle (1982) et ensuite généralisés (ARC H
généralisés) par Bollerslev (1986). Ces modeles ont essentiellement trouvé leurs appli-
cations en finance mathématique et en économétrie. Le processus COGARCH (1,1)
est principalement di aux chercheurs Kliippelberg, Lindner et Maller. Sa construction
est explicitement basée sur la prise en compte de la limite de la représentation du
processus COGARCH(1,1) en temps discret pour obtenir celui du cas continu. Dans
le présent travail, nous suiverons la proche décrite en vue de construire un systeme
E.D.S gouvernés par les processus de Lévy.
Dans ce chapitre, le travail est divisé en deux étapes différentes :

1. L’étude du COGARCH A coefficients constants.

2. D’autre part, pour les COGARCH a coefficients variables.

Description générale et étapes de la démarche :

Diverses tentatives ont été faites pour capturer les caractéristiques des séries fi-
nanciéres en utilisant les modéles a temps continu. L’intérét dans les modeéles & temps
continu s’applique & partir de leurs utilisations dans la modélisation des données ir-
régulierement espacées et leur utilisation dans des applications financiéres. Parmi les
tentatives utilisées, on peut citer ’approche de diffusion GARCH de Nelson. Bien que
le processus GARC' H est gouverné par une suite de processus de bruit unique, dans ce

cas, la limite de diffusion est entrainée par deux mouvements browniens indépendants

(W(t)) et (W?2(t)). Par exemple, la limite de diffusion GARCH (1,1) satisfait

dG (t) = o (t) dW(¢), (4.1)
do? (t) = 0 (y — o% (1)) dt + pa? (t) dW?2(t). '

40
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Le comportement de cette limite de diffusion est assez différente de celui du processus
GARCH puisque le processus de la volatilité (o2 (t));>o évolue indépendamment du
processus W(t) dans (4.1).

Une autre approche consiste en utilisant le modéle & volatilité stochastique des
Barndorff-Nielsen et Shephard dans laquelle le processus de volatilité o2 est un pro-
cessus Ornstein-Uhlenbeck (O-U) conduisant par le processus de Lévy croissant et G
satisfait 1'équation dG (t) = pdt + o (t) dW(t), on W est un mouvement brownien
indépendant du processus de Lévy.

La fonction d’autocorrélation du processus de volatilité de Lévy-driven O-U a la
forme p(h) = exp(—c|h|) pour ¢ > 0, mais cette classe de processus peut étre prolongée
en spécifiant que la volatilité est une superposition de plusieurs processus O-U. Comme
dans la limite de diffusion de Nelson, le processus G est conduit par deux bruit blanc
indépendants et le processus de volatilité o2 évolue indépendamment du processus de
W dans I’équation pour G.

Le processus GARCH(1,1) en temps continu, not¢ COGARCH (1,1), est récem-
ment formulé par Kliippelberg, Lindner et Maller. Sa construction est fondée en tenant
en compte la représentation explicite du processus GARC H (1, 1) pour obtenir un pro-
cessus continu. Comme aucune telle représentation s’existe pour un ordre supérieur
du processus GARCH en temps discret, une approche différente est nécessaire pour
construire un processus d’ordre supérieur & temps continu.

Dans ce mémoire de magister, nous voulons atteindre ce but en spécifiant un sys-
teme d’équations différentielles stochastiques de Lévy-driven pour le processus G et
o?%. Particuliérement, si le processus de volatilité o2 est strictement stationnaire, nous
faisons recours au processus G qui est le processus COGARCH (p,q). Dans le cas
particulier p = ¢ = 1, nous obtenons le processus de Kliippelberg, Lindner et Maller
(COGARCH(1,1)). En général, nous acquérons une classe de processus G avec des
accroissements non corrélés dans lesquelles la volatilité correspondante et le processus
des acroissements présentent un large éventail de fonctions d’autocorrélation. Le pro-
cessus de volatilité a la fonction d’autocorrélation d’un processus ARM A en temps
continu. Pour atteindre le but voulu, nous avons exécuté les étapes suivantes :

e Au premier lieu, nous spécifions un systéme d’équations différentielles stochas-
tiques pour le processus G qui est un processus COGARCH (p, q) et du processus
de volatilité associée, noté V. Ceci est directement motivée par la structure de
processus GARCH (p, q) en temps discret correspondant. Nous montrent alors
que la solution de ces équations coincide avec celle de la COGARCH (1,1) si

p=q=1.

e Au second lieu, nous nous s’interessons a la structure d’autocorrélation du proces-
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sus de volatilité stationnaire. Tout comme le processus de volitilité du processus
GARCH en temps discret a la fonction d’autocorrélation d’un processus ARM A,
le processus de volatilité COGARCH a aussi la fonction d’autocorrélation d’un
processus de CARM A.

e A la fin de cette section, nous avons traité les conditions garantissant la posi-
tivité de la volatilité, tandis que la structure d’autocorrélation des carrées des
accroissements du processus lui-méme est obtenu COGARCH dans la section

ultérieure

4.1 Les processus COGARCH (1,1)

Définition 4.1 : La construction du processus COGARCH (1,1) en raison du pro-
cessus de Kliippelberg, Lindner et Maller s’initie a partir des équations définies du

processus (€,),cn, dans le processus GARCH(1,1) a temps discrét

{ Sg — Enn (4.2)

2
o2 =ap+ a1+ 602, ,neNg

ol g, aq, 37 sont des constantes strictement positives et (5n)n€N0une suite de wv.a.,

i.i.d., de moyenne 0 et de variance 1. En itérant l’équation (4.2), on obtient

n Ls) n—1

o2 = | os+ o /exp — Zlog(ﬁl + el | ds | X exp [(Zlog (B, + 0416?)] :

0 =0 =0

(4.3)

ot |s| est la partie entiére de s € R. L’équation du processus COGARCH (1,1) est

nen, Par les sauts AL (t) = L (t)—L(t7),
t > 0 du processus de Lévy. Plus précisément, on observe que

n—1 n—1
Z log (51 + Oé1€§) =nlog B, + Zlog (1 + <%) 53)
Jj=0 j=0

1

obtenue en substituant le b.b (bruit blanc) (&)

pour B, > 0 et si on remplace (—log B,) par n et ag par [ et oy par @, on trouve

dG (t) = o (t)dL (t)
{G@:O (4.4)

ol

ﬁup:a%m+@/&@@ X)) 4>0 (4.5)
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avec
X(t7)=nt— Z log (1+ ¢ (AL (s))Q)
0< s< ¢
tel que B> 0, a; > 0 et n > 0 avec lindépendance o* (0) de (L (t)),s,- Le proces-
sus COGARCH (1,1) est la solution de l’équation G (t). En ajoutant des conditions
supplémentaires sur les coefficients de distribution de o2 (0), le processus de volati-
lité o (t) est strictement stationnaire et G (t) est a accroissements stationnaires. En
outre, plusieurs caractéristiques du processus COGARCH (1,1) peuvent étre obtenues

dans un contexte plus général.

Remarque 4.1 : Un processus COGARCH(1,1) est un processus G = (G (1)),

solution de I’E.D.S suivante

{ dG (1) = o (t)dL (1)

002 (1) = (B — 50> (1)) db + w0 (1) d [, 1] (1 (46)

ou B, >0, p >0 et [L,L](d) (t) = S (AL(s))? est la partie discréte de la va-
0<s <t
riation quadratique du processus [L, L] celui de Lévy L. o, on peut assurer que L est

cadlag ' en notant par vy la mesure non triviale du processus de Lévy et par 72 > 0
la variance du mouvement brownien de L. La quantité o (t) est appelée la volati-
lité instantanée. On remarque que les sauts de G sont au méme temps avec ceux du
processus de Lévy L. Cette derniére a la taille suivante AG (t) = o (t) AL (t), telle
que AL (t) est indépendant de o (t7) = o (t). La solution de I'équation do?(tT) =
(B —no? (1)) dt + po? (t) d[L, L)Y (t) est obtenue par l'utilisation du processus aui-
liaire de Lévy X = (X (t)),~ défini par

X(t)=nt— Y log(l+¢(AL(s))) (4.7)

0< s< t

4.2 Lareprésentation des processus COGARCH (p, q)

Soit (g ),,cn, une suite i.i.d. des v.a. et soit p, ¢ > 0, on définit le processus GARCH (p, q)
(§n>n eNp par

{ 53 = En0n (4.8)

02 =ag+ & |+ ..+ ozpﬁi_p + 6100 1+ +Bon, n>s

ol s = max (p,q), et o3,...,02_; sont i.i.d. et indépendant de la suite (e,), - . L’équa-

tions (4.8) montre que le processus de volatilité (Ui)neNOapparait comime un processus

'Le processus (L (t)),cg+ est continue & droite limite a gauche (cadlag) si : & des trajectoires
continues & droite limite a gauche p.s.
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ARMA (q,p — 1). Dans ce cas, on définit le processus (G (1)), & temps continu d’ordre

(p,q) par
dG(t) =o(t)dL(t) , t>0
G(0)=0

ot (0 (t)),5¢ est un processus CARM A(gq, p — 1).

La représentation espace d’état du processus CARM A gouverné par un pro-
cessus de Lévy

Soit (V¥ (t)),5, un processus ARM A(p, q) du second ordre & temps continu gouverné

par un processus de Lévy (L (t)) ol p et ¢ sont des nombres entiers non négatifs

tER+ ?
tels que ¢ < p, est défini & travers la représentation d’espace d’état d’équation formelle :

a(D)V (t) = ob(D)DL(t), > 0.

ol o est un paramétre d’échelle scalaire strictement positif. D désigne 'opérateur de

la différentiation par rapport a ¢, L = (L (t)) tel que

teR4
a(z) = PHa M+ +ay
b(z) = bo+bizt 4+ +b, 12"

Les coefficients b; satisfairent les conditions b, = 1 et b; = 0 pour j > ¢. En raison
du parameétre o il n’y a clairement aucune perte de généralité en supposant que L =
(L (1)) ter, 00 Var(L(1)) = 1. Pour éviter des complications triviales ou insignifiantes et
facilement éliminées, nous considérons que a (z) et b(z) n’ont pas de racines commune
entre eux.

L7 E. D. S. définissant est interprétée par la formulation d’équation d’espace d’état

donnée par les équations d’observation et d’état.

Remarque 4.2 :Kallsen et Vesenmayer montrent que tout processus COGARCH
peut étre représenter comme une limite en loi d’une suite de processus GARCH (1,1).

Remarque 4.3 Les accroissements du processus gouverné au temps discret sont défi-

nis par

n—1 n—1
R =Y &= oie (4.9)
i=0 =0

et pour obtenir le cas continu, on substitue l’innovation €, par les sauts A (L (t)) du

processus de Lévy (L (1)), c-a.d.,

R(t)= > o*(s7)(AL(s))®, t>0

0<s <t

alors :
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1. Si le processus de Lévy (L (t)),, a une partie gaussienne nulle [i.e., 77 = 0], on
obtient R (t) comme une covariance quadratique du processus (G (1)), donné
par

2. Si L a une partie gaussienne non nulle alors < S (AL(s))? =L, L](d)) est la
0<s <t
partie discrete de la covariance quadratique. Dans ce cas, les accroissements du

processus gouverné est donné par
t

R(t) :/(a (s’))2d([L, L]<d>) (s) on dR(t) = (o (s’))2d<[L,L](d)> (1)

0

Remarque 4.4 Dans [’étude qui suit, on précise que le processus de volatilité V
(ou V' = o?) satisfait les équations du processus CARMA gouverné par le processus
R définie ci- dessus et lorsque V' est p.s. non négative, on définit le processus G (t) par
[’équation suivante
{ dG (t) = /V (DdL (1) (410
G (0) = Gy

4.3 PREMIER ETAPE : les processus COGARCH

A coefficients constants

4.3.1 La représentation matricielle du COGARCH (p, q)

Dans cette partie, on montre une représentation matricielle du processus COGARC H
et en se basant sur la matrice associée a la construction espace d’état du processus

de volatilité. Si p et ¢ deux entiers, tel que ¢ > p > 1 et agp > 0,1,...,0p € R,

By B, € Ret aprg = ... = ag = 0. On définit la matrice associée B, les vecteurs a
et e par :
[0 1 0 0 ] [ a; ] [ 0 ]
0 0 1 0 %) 0
B=| : : : i lha=| 1 |,e=]0
0 0 0 1 g1 :
| _/Bq _/Bq—l _Bq—Q e =y ] | Qg | 1]
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o B = —f;siq=1 Alorssi L = (L(t)),, est le processus de Lévy, le processus
de volatilitée (V' (t)),o(supposé continu & gauche) possédant les parametres B, a, avo,
gouverné par le processus de Lévy L, est défini par

{V(t)—ag—l—Q’X(t_), t>0 @11)

V(0) = g +a'Y (0)

oit le processus d’état (Y (t)),, est la solution unique et cadlag de 'E.D.S suivante
dY (t) = BY (t7) dt + (oo + 'Y (t7))d ([L, L](d)> (), t>0 (4.12)

avec une valeur initiale Y (0) indépendante du processus de Lévy (L (t)),s,- Si le
processus de volatilité (V' (t)),-, est strictement stationnaire et p.s. non négatif, on dit
que G = (G (t)),>, dans (4.10)_est un processus COGARCH (p, q) avec les paramétres
B, a, ag et gouvgrné par le processus de Lévy L.

Remarque 4.5 : Lorsque la solution de (4.12) est unique pour tout Y (0) wvecteur
de départ aléatoire suit les théorémes standards sur les équations différentielles sto-

chastiques les intégrales stochastiques sont interprétés par rapport a la filtration F =
(F ()i >0, (L(t)): >0 est adapté etY (0) est F (0)-mesurable.

Théoréme 4.1 Soit I’E.D.S suivante

dY (t) = BY (t)dt + b(t) (4.13)
Y(0) =Y, |

ou B est une matrice constante, et
b(t) = efao +a'¥ (¢))d ([L,2]) (1)

le systéme (4.13) admet donc une solution sous la forme

t
R R O

0

Pour Y, =0, alors la solution est donnée par Y (t) = [ e(t=9Bp(s)ds.

o .

Par la suite, on montre que les valeurs propres de la matrice B pouvant assurer la
stabilité des solutions de 'E.D.S définie dans (4.13).

Théoréme 4.2 Supposons que la matrice B est constante, alors :
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1. Si la matrice B ayant des valeurs propres dont les parties réelles sont positives,

alors la solution de (4.13) est instable sur [0, co).

2. Les valeurs propres dont leurs parties réelles sont nulles, sont considérées simples
et les valeurs propres restantes sont obligatoirement négatives afin d’assurer la
stabilité de (4.13) sur [0, 00).

3. Lorsque les parties réelles des valeurs propres sont négatives de B, la solution de
(4.13) est globalement asymptotique stable sur [0, 0o).

Preuve. oir ([15]). =

Théoréme 4.3 On suppose que p = q = 1 et o, a1, B = —f; sont strictement
positifs, les processus (G (t)),~o et (V (t)),>o définis dans (4.10) sont respectivement
(G(t))>0 €t (0% ()>0 précéd_emment déﬁ?jbis dans (4.6) avec le changement param-
trique : B = agfly, p = arexp (=), n =B

Preuve. our (4.12) et V (t7) = o + a1 Y (¢), alors

av (t*) = odY (t)
= —BoY (t)dt+ oV (t1)d ([L, L](d)) (t)

= B L% v () d (12.11)

aq

= (=B.V (t) + By dt + eV (t7) d <[L, L](d>) (1)

alors
t

V() = aoﬁlt—ﬂl/‘/(s) ds+ar 3V (s) (AL (s))* +V (0).

0 0<s<t

On constate que o2 (t) défini dans (4.6) vérifie cette équation mettant 3 = agf,
p=arexp (=), n=70;. ®

Définition 4.2 :

1. Soit a et B les parameétres du processus COGARCH, alors leurs polynémes

caractéristiques sont donnés par
-1
a(z) =a;+ ez + ...+ a2 ,2€C

b(z) =29+ 5127+ ..+ 3, ,2€C
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2. Les valeurs propres de la matrice B sont exactement les racines de b qui On note

par Ap, ...., Ag sont classées suivant I'ordre décroissant de leur partie réelle i.e.,
R(N\) < R(Mj-1) < ... < R(N)

ot R (\;) est la partie réelle de \;. Dans la suite, on remplace R (A1) par A = X (B)
ou B désigne 'opérateur de retard.

Notation 4.1 : Pour x € R, nous substituons log(maz{1,z}) par log™(x). La trans-

posée d’un vecteur colonne ¢ € Clest notée par le vecteur ligne ¢'. Si ||.|| est une norme

vectorielle dans C? alors la norme matricielle naturelle de la matrice C' d’ordre (¢x q)est
ICc|l

definie par ||C|| = SUPceca\{o} T - De méme, pourr € [1, 00], nous désignons par ||.||,.

, la norme du vecteur dans L".

4.3.2 Les conditions de stationnarité des processus COGARCH
Nous allons chercher dans quelles conditions il existe des processus COGARCH sta-
tionnaires. Nous examinons tout d’abord le cas du modeéle COGARCH (1,1).

Le processus COGARCH (1,1)

On suppose que le processus de volatilité (V' (t)),, est strictement stationnaire. Donc,
la condition (4.14) établie dans le théoréme 4.5 est nécessaire et suffisante pour que
COGARCH(1,1) est stationnaire.

Le processus COGARCH

On suppose que le processus de volatilité (V' (t)),s, est strictement stationnaire. L’unique
condition (4.14) est suffisante pour que le processus COGARC H soit stationnaire.

Remarque 4.6 :

1. Pour les valeurs de p, ¢ assez grandes, généralement on suppose que la matrice B
est diagonalisable. Comme les vecteurs propres correspondent aux valeurs propres
A; de B sont des multiples des constants de [1, A, /\?, - )\3_1]/ , les valeurs propres

de la matrice B sont distinctes.

2. La matrice B est une matrice diagonalisable s’il existe une matrice S telle que la
matrice ST BS est une matrice diagonale.
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Par exemple, on peut choisir

1 1 0 1

A A A Ag

S = : : : S
A({—2 Ag_Q )\%—2 . )\3—2
AT AT AT AT

Ce choix particulier conduit & ST!BS = diag (A1, ..., Ay) -

Les conditions de stationnarité de processus de volatilité et de processus
d’état

Dans cette section, nous considérons les conditions dans lesquelles le processus de
volatilité (V' (t)); > o spécifie dans la définition 4.1 est strictement stationnaire. Les
parametres B, a et g et le processus de I'Etat (Y (t)); > o sont illustrés précident. La
condition (4.14) établie dans le théoréme 4.5 est nécessaire et suffisante de stationnarité
dans le cas particulier p=¢g = 1.

Dans ce cas, le théoréme suivant est trés important parce qu’il offre une condition
assurant la stationnarité stricte des processus espace d’état et des volatilités.

Théoréme 4.4 Soit (Y (t)),, le processus espace d’état associé au processus COGARCH (p, q)
avec les paramétres B, a et ag. Suppose que toutes les valeurs propres de B sont dis-
tinctes. Soit L un processus de Lévy avec une mesure non triviale vy et on suppose

qu’il existe un r € [1, 00| tel que

/log (145" QISHT y*)dvy (y) < =X = -\ (B) (4.14)

R

ou la matrice S vérifie que ST'BS est diagonale. Alors Y (t) converge en distribution
vers une variable aléatoire finie Y . quand t — oo. Il s’ensuit que si Y, =Y , alors
(Y (£)i>0 et (V (t))e>o sont strictement stationnaire.

Proposition 4.1 :

1. Si (V ()50 est un processus de volatilité du processus COGARCH (1,1) avec
les paramétres B = —By <0, a0 > 0 et a; > 0 alors ||[S7te d'S|, = ay, la
condition (4.14) est nécessaire et suffisante pour 'existence d’un processus de
volatilite de COGARCH (1, 1) strictement stationnaire.
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2. Pour ¢ > 2, la quantité [|S~'e a’S||, dépend de S et r. On observe qu'il est
nécessaire de trouver les matrices S et les nombres réels r, pour que I’équation
(4.14) soit verifiée.

Preuve. oir ([5]). =

4.3.3 Etude d’espace d’état

La démonstration du théoreme 4.5 est un usage intensif de la théorie générale des équa-
tions de récurrence multivariées aléatoires. Le vecteur d’état du processus COGARCH
satisfait telle équation de réccurence a plusieurs variables aléatoires, comme il s’est in-

diqué dans le théoréme suivant.

Théoréme 4.5 Soit (Y (t)),-, le processus espace d’état du processus COGARCH (p, q)
avec des paramétres B,a et ag et gouverné par le processus de Lévy L, alors il existe
une famille (J,,, K&t)po

aléatoires K, dans RY, tels que

de matrices aléatoires (Jst) d’ordre (q X q) ainsi de vecteurs

Y (t) = JS,t X(S) +Ks,t , 0<s<1t (4.15)

De plus, la distribution de (Jyu, K ) dépend que de (t — s), (Jo 01, K, 1)) €t (Joptnr Koy )

==51,t1 ==52,t2

sont independants pour 0 < s1 <ty < 59 <tg; et pour0 < s<u<t:
Js,t = Ju,th,u (416)

Si, de plus, la condition du théoréme (4.4) est vérifiée, alors la distribution de vecteur

Y et pour tout h > 0, est l'unique solution de l’équation de point fixe aléatoire :
avec Y  est indépendant de (JOJL,KOJL).

Preuve. oir([23]) =

Remarque 4.7 :

1. La condition de stationnarité faible du processus espace d’état du processus
COGARCH (p,q) est l'existence d’'une norme ||.|| de vecteur, et to > 0 telle
que Jog, et Ky, satisfaisont les conditions suivantes

Elog | Jogll <0 ,  Elog* ||Ky,,| < oo (4.18)
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par (4.16) , E'log || Jos,|| < 0 est équivalente a la condition qu'il y ait une valeur

strictement positive du ¢; de telle sorte que I'exposant de Lyapunov de la suite
(Jtln, Jtl(n+1))n€Noi.i.d., qui est :

1 !
nh_r>nooﬁE (log HJtl(n_l)’ tin.s Jou, H) = irellg(ﬁE(log HJtl(n_l)7 tin,...s Joty H)
(4.19)

(qui est indépendant de la norme spécifique), est strictement négatif. Et si
Elog" || Jos || < 0o, Elog® HKO,tlH < 00. (4.20)

alors la négativité stricte de l'exposant de Lyapunov est non suffisante mais
aussi nécessaire pour l'existence de solutions stationnaires de ces équations de

récurrence aléatoires.

2. La condition du théoréme 4.4 conduit aux conditions (4.20) . On définit la norme

matricielle comme la norme naturelle par
|All5, = |37 AS],
et la mesure correspondante du vecteur par
lels, =[]l ceC (4.21)

Dans ces conditions, on observe que les conditions du théoréme 4.4 sont en général

non nécessaires pour la stationnarité du processus d’état.

Les matrices J; et les vecteurs K, sont construit explicitement quand L est le pro-
cessus composant de Poisson. Dans le théoréme suivant, on fait une comparaison entre
la stationnarité en distribution de vecteur d’état Y  avec celle du vecteur aléatoire Y
définie ci-dessous.

Théoréme 4.6 :

1. Soit (Y (t)),», processus espace d’état du celui de COGARCH (p,q) avec les
parameétres é,g et ap et gouverné par le processus de Lévy. On suppose que
la mesure v; du processus de Lévy est finie et la composante du processus de
Poisson s’écrit sous la forme

N(t)

(2. 29) )= 3 (ALE) =7

0<s<t i=1

ou N (t) est le nombre des sauts de L dans l'intervalle (0,¢], et Z; est le carré du

1°™¢ saut et on note par 77 le temps dans lequel le premier saut apparaisse. Soient
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T;: j=2,3,... les temps d’intervalles entre les j°™¢ et (j — 1) sauts. En plus,
soit la paire (Ty, Zy) est indépendant de (7}, Z;),.y ayant la méme distribution

de (T4, Z1) . Pour tout i € Ny, soit

Ci=(+Zed)e™ et D;=apZe (4.22)

nen, & temps discret

et ', = > T; (ou 'y = 0). Alors le processus (Y (T',))
i=1

satisfaisant en récurrence I’équation aléatoire
X(FnJrl) = ChY (Fn) + Qn—}—l? n € No. (4'23)

En plus, pour tout ¢ > 0, on a

N(t)—2

K (t) = e(tfl"N(t))B 1{N(t)7é0}QN(t) + Z CN(t)-'-CN(t)fiQN(t)fifl + CN(t)Clz (O)
=0

N(t)—1

i e(tfl"N(t))B ].{N(t);éO}Ql + Z Cl...CiQiJrl + ClCN(t)X (0) . (424)
1=0

2. Sila condition (4.18) est satisfaite alors la somme infinie ) | C4...C; D, | converge
i=0

absolument p.s. vers le vecteur aléatoire z , tel que z a une distribution station-
naire de la suite (Y (I',)),,cy,- Le vecteur d’état Y stationnaire satisfait

1% 4 eTBz

—00

ou T indépendante de (T}, Z;) sen ayant la méme distribution de 77 et Y est la
solution unique en distribution de ’équation Y < QY .+ R, tel que
Q=e"P(I+7Z(0)ed) et R=0apZ(0)e'Pe.

ou Y _ indépendant de (@, R).

Preuve. .Faisant référence a I’équation (4.12), Y () satisfait ’équation différentielle
dY (t) = BY (t7)dt pour t € [I',,[',,41], alors que

Y (t) =ePTY (Ty) t € [T, Tun] L n €N
Au temps T\, 11, la taille du saut e (g + @'Y (I'y41-) Z,11) s’apparait, alors que

Y (Tpi1) = Y (Do) telao +aY (Tnga-)) Znn
= (I + Zn-&—l@/) Y (Fn—l-l*) + aOZn+1§
- Cn—&-lx (Pn) + Qn+1a ne I\IO
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Qui est la relation (4.23). La résolution de cette récurrence donne le vecteur d’espace
d’état )
Y (Tw)=D,+» CpCoiD, ;1 +Cn.C1Y (0), n€N
=0

La vérification de cette équation nous a permis de démontrer la premiére égalité de
I'équation (4.24) et Y (t) = eBENO)Y (T (N (1))).

Tandis que la deuxiéme égalité de (4.24) est une conséquence de 'effet de I’élément
aléatoire finis (N (), T'(N (¢)), Cnw), Dy, - C1, Dy, 0,0, ...) ayant la méme distri-
bution que (N (t), T(N(t)), Ci, Dy,..., Cngy, Dy O, 0,...), en effet, pour tout
n € Ny et ¢ > 0, les vecteurs aléatoires (C' (1), D (1)), ..., (C(n), D(n)) sont i.i.d

et dépendent de {N (¢t) = n,T' (N (t)) > ¢} uniquement en fonction de termes > T; et
i=1
T, +1mais non en fonction des termes ultérieurs 7,7 = 1, ..., n.

2. Soit S tel que la matrice S~!BS = A est diagonale et la norme du vecteur est
lcllg, = 11S7'¢ll, donnée par la formule (4.21) alors la norme matricielle associée est
|All 5, = [[S7*AS]|,.. Donc, on a pour ¢ > 0

o, = llses7
H€ B,r Se S B,r

= e, = e
T

cela donne
IC)lp, < (1+ Zille dlla, ) & ot D)) = as e I, 21
et en utilisant
virr) ([z,00) =vi{y €R: |y| > vz} pour z >0
on obtient

Elog|C(1)|, < AE(T)+ Elog (1+ Z |l d'l 5,

A A , )
v (R) PR (R) / log <1 +lledlp,y ) dvr, (y) <0
(0,00)
par (4.14) et
1
+ = (2
ElOg (Zl> - VL (R) /log (y )dVL (y) < 00

R
A partir du théoréme général des équations de récurrence aléatoires, cela implique la

o0 ~
convergence absolument p.s de ) C;...C;D, ., vers Y ayant la distribution stationnaire

de (Y ()

neNg -
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Pour démontrer 1’égalité Y = eTBz pour m € N :

soit
m—1

Y, =Y C1..CiD;y + C1...CY (0)
=0
et
V. = (BU-TN®)Y

=—t,m =m>

t>0

Sachant que la variable aléatoire (t — I' (N (t))) est asymptotiquement indépendant de

Bt=T(N(®) est asymptotiquement

Ty, Zy, .., Ty Zp (pour t — o0, m fixé), il suit que e
indépendant de zm et Y, ,, converge en distribution vers eTBzm quand ¢ — 00, ou
T est exponentiellement distribué avec les parameétres vy, (R) et il est indépendant de
T, Zy,.... Ty Z,.

En plus, eTBim converge p.s en distribution vers eTBz quand m — o0

On note par :

N(t)-1
Y, L el0)B | LoDy + Y CrCiDiyy + Cre.On Y. (0)

1=0

Alors Y = eTBz et, en particulier, ’existence de variable limite Y dans le cas de
processus Poisson-composant peut étre inspirée a partir de I'équation (4.24) ainsi que
le théoréme de slutsky est vérifié :

lim lim supP(Hzt—Xth >6) =0, Ve>0
’ B,r

m—00t——00

N(t)—1
Sachant que ||eB(t*F(N(t))) HBT <let Iinwzan D1+ Y. C1..CiD; 1 +C..CnpY (0)—
’ i=0

Y, converge p.s, alors il converge en probabilité quand ¢ — oo vers

Y C1..CiDyyy + C1..CrY (0)

=m

qui converge lui méme vers 0 p.s quand m — oo. Cette limite

m—-00t——00

lim lim sup P (Hzt _Xt’mHB > 6) =0,Ve>0

est vérifiée et que Y = eTBz s’ensuit. Dans ce cas, Y satisfait ¥ < QY .+ R,
cela est claire & partir de Y __ = ¢?PY qui est la solution unique pouvant étre obtenue
a parir de

Elog|lQllp, <0 et Elog™ [[Bllp, < oo

La démonstration du théoréme 4.6(2) montre toujours l'existence de la variable

limite Y __ pour le cas du processus gouverné de Poisson-composant. m
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4.3.4 Les propriétés de second ordre du processus de volatilité

Soit (Y (?)),»¢ est le processus espace d’¢tat associé a celui du COGARCH (p, q), avec
des parametres B, a et ag et gouverné par le processus de Lévy L. Le but de cette
section est d’étudier la fonction d’autocorrélation du processus de volatilité (V' (¢))
Soit :

t>0°

§= / yidvr (y) et p= / ytdvr (y)

R R

Si p < oo (i.e., E{L*(1)} < 00), on définit la matrice Bpar B=B+ped. Onre
marque que B et B ont la méme forme hormis la derniére ligne porte (— B, + pay, ..., =B + ,uaq).
Dans ce cadre, on doit citer les conditions suffisantes pour 'existence des moments du

processus espace d’état (Y (t)),q-

Proposition 4.2 Supposons que les valeurs propres de la matrice B sont distinctes et
A=A(B) <0, .|| est une norme de vecteur dans C? et k € N, alors on a les résultats
survant

1. Si E {|L(1)]2k} <ooet B {||x<0)||k} < 0, alors E {||K(t)||k} < 00 Wt > 0.

2. Si E{|L(1)|2k} < 00, 7 € [1,00] et S une matrice vérifiant que S~'BS est
diagonale et

/ ((1 + HS‘l gg’SHr yQ)k — 1) dvy, (y) < =Mk
R

puis S et r satisfont I’équation (4.14) et F {||Xoo||k} < 00. Particuliérement,
E (Y ) existe si

E{(L(1)*} <o et |S7'e aS||, w< =N\ (4.25)
de méme, la matrice de covariance de Y (notée par cov(Y . )) existe aussi si
E{(L*(1))} <oo,et [[S7"e Q/SHip <2(=A—|5tedS| n).  (4.26)

De plus (4.26) implique (4.25) et (4.25) implique que les valeurs propres de B a

des partie réelles strictement négative, en particulier B est inversible et 3 g F Q1pl.
Preuve. Toutes les affirmations peuvent étre obtenues par l'implication (4.25)
= A (B) < 0, suivent immédiatement pour le lemme ci-dessous (cela montre que

I'existance de E {HX (t)Hk} est indépendant de la norme matricielle spécifiée) et les
propriétés correspondantes au processus COGARCH(1,1).



4. Les processus COGARCH 56

L’équation (4.25) implique A (B) < 0 est une conséquence des résultats de per-

turbation de Bauer-Fike sur les valeurs propres, pour toute valeur propre 5\]- de B on
a
A=A

min
1=1,..,q

“Js (5 )s

= |57 e ds], .

Lemme 4.1 : Soit (Y (t)),5, ; le processus espace d’état associé au processus COGARCH (p, q);
avec les paramétres B, a et ay. On suppose que toutes les valeurs propres de B sont
distinctes et que A = \ (B) < 0. Soitr € [1,00] et S tel que la matrice S~'BS est diago-

nale. De plus, (Z (t)) i~ ¢ le processus espace d’état associé au processus COGARCH (1,1);

qui satisfait (4.12) avec les paramétres (B, a , o) substitués par <)\, le d'll 5, » o ||§||B,r>
et le vecteur initial Y (0) = 1Y (0)|l 5, alors

Si (4.14) satisfait pour v € [1,00], alors il existe Y et Y  tel que
Y oollp,r < Yoo

Théoréme 4.7 : Soit (V (t)),5, un processus de volatilité et soit (Y (t)),, le proces-
sus espace d’état du processus COGARCH (p,q). On suppose que E (L* (1)) < oo et
E {HZ(t)HQ} < oo, Vt>0, alors

cov(V (t+h),V(t) =dePecov Y (#)a , th>0. (4.27)
ot B= B+ e a'.

Lemme 4.2 Si toutes les valeurs propres de la matrice B sont distinctes et les condi-
tions (4.25) sont satisfaites, alors

Qoph

~_1
E(Y,)=—«a e=————¢
(—oo) OM/B i=2 Bq — al,u_l

(4.28)

ot B= B+ pued ete; estles vecteurs canoniques avec la 1™

composante éqgale
a 1 et en substituant le vecteur e, par e . Dans la suite, on montre que la fonction
d’autocorrélation de processus de volatilité stationnaire du processus COGARCH est

la méme de celui du processus CARMA.

Preuve. On suppose premiérement que la mesure de Lévy v est finie et soient les
expressions ) etR définies dans le théoréme 4.6(2) alors 'application du lemme 4.3,

leurs espérences peuvent écrites sous la forme :

EQ) = (I-C'B)'(I+E(Z)ed)
E(R) = aE(Z)(I-C'B) e
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En applicant Y __ L QY . + R conduit a

E(R)=(I-E(Q)E(YL)

de plus
(I-C'B)(I-E(Q) = [I-C"'B)—-I-E(Z)ed]
= %1 (B + pe a')
donnant
E(Y,) = —C(B+pea) (I-C'B)E(R)

= —aou(B+pea) e

on pose U = (U, ...,U,) = (B + pe Q’)_lg, il est facilement de montrer que Uy = ... =
Uq =0cet Ul = Oqul—ﬁ

q
obtenue par lemme 4.1, utilisant Y __ qui est intégrable et majoré par (4.25). m

. Dans le cas ou la mesure de Lévy v est infinie le résultat

Lemme 4.3 :Soit T distribué de fagon exponentielle avec le paramétre ¢ et supposons
que A (B) < 0. Soit
M=E (eBT ®€BT)

alors
E(T)=(I-C'B)' M =1Ip— (I (C'B)) - ((C'B)®1)
En plus (I ® B) + (B ® I) est inversible.

Théoréme 4.8 Soit (V (t)),5,un processus CARMA(q,p — 1) stationnaire, de para-
métre local 0, des coefficients des moyennes mobiles aq, ...., oy, des coefficients d’auto-

régressives 31 — payg, By — pag_1, ..., B, — pay et gouverné par le processus de Poisson

~\2
L , est correspondant au processus d’état (p (t))tzo. Supposons que F ( L1> < 00,
E ( Zl) = u, var ( E1> = p et on définit var (V (t)) par
m = p/g’et§§ g’etglgdt = var {¥ ()}
0

alors 0 <m < 1, et

ol 2
cov (Yo,) = ; cov (o)
(@q - /iOll)2 (1—m)
2 92 < N
_ aoﬁgp /etBQ &etP dt
(@q — ual) (1 —m) /
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var (Vo) = 04353 =
(Bq_"w‘l)2 L=m
o Qaip
E(Vy) = —%1 pp )=t
V) = 5 e P T

Si(V.(t));>o est un processus de volatilité stationnaire du processus COGARCH , alors

a3,
cov(V(t+h),V(t)= 5 cov (U (t+h),V(t ,t,h > 0.
V(0. V(0 = B s (Ve 1), 2(0)

Dans ce concept, on peut déduire que le processus COGARCH pouvant étre piloté par

le méme processus de Poisson L du processus CARM A(q,p — 1).
Preuve. oir([20]). =

Remarque 4.8 : Le produit de Kronecker de deux des matrices A et B d’ordre (q X q)
est noté par A ® B et par vec(A),le vecteur colonne dans C? qui découle d'un en
empilant les colonnes de vecteur A.

Proposition 4.3 On constate que V et ¥ ont p.s. la méme fonction d’autocorrélation.
Si les valeurs propres Ay, ..., A\, de B (ot B = B+ e a') sont distinctes et a (Z),b(Z)

sont respectivement les polynomes caractéristiques associés a a et B, alors
202 q a ()\j>a <—>\]> _
aoﬁqp )\jh

cov(V(t+h),V(t) = (.- ual)Q =m) X ;,5, (XJ)E<_XJ> eV ot h>0.

(4.29)

ot Vest la dérivée de b.

Les conditions pour que les processus de volatilité soient positifs

Pour Vécriture dG (t) = \/V (t)dL(t) du processus COGARCH, il est nécessaire que
le processus de volatilité (V' (t)),5, est non négatif pour tout ¢ > 0. Les théorémes
ci-dessous offrent les conditions nécessaires et suffisantes pour que (V' (t)),, soit non

négatif.
Théoréme 4.9 :

1. Soit (Y (t)),»( un vecteur d’espace état de processus COGARCH (p, q) et (V' (t)),5¢
le processus de volatilité, avec les paramétres B, a et ag > 0, et soit v > —ay

une constante réelle. Si les conditions suivantes :

deBe>0 ,Vt>0 (4.30)
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dePY,>v ps,Vt>0 (4.31)

donc pour tout processus gouverné par le processus de Lévy L , avec la probabilité

certaine, on a
V(t)>ag+v>0 V>0 (4.32)

Contrairement, si (4.31)est vérifiée ou bien (4.31) avec v > —ay et (4.30) sont
simultanément vérifiées, alors il existe un processus gouverné composé de celui
de Lévy avec ty > 0, tel que P (V (ty) < 0) > 0.

2. Supposons que toutes les valeurs propres de B sont distinctes et (4.30) et(4.14)
sont vérifiées, alors avec la probabilité certaine, le processus de volatilité station-
naire du processus COGARCH (p, q) satisfait V' (t) > ag > 0 ,Vt > 0.

Preuve. . On suppose que (4.30) et (4.31) sont vérifiees. En utilisant le lemme

ci-dessous, il est suffisant pour montrer que (4.32) particulierement pour le cas ou
N(#)

[L, L] = Z Z; est un processus de Poisson-composant avec les temps de saut (I';),,c »

alors, il est facile avec 'induction de 4.12 et le lemme 4.4 que :

N(t)

N(t)
de®PY (t) = dePTY(0)+ > PN 7, (4.33)
=1
N(#)
> 4+ ) dePEH e 7, (4.34)

=1

posons S = 0, il résulte que
V(t)=a+dY (t_) > ag + 7, pour t € [0, ]

et comme
Vp1+ > ag+y > 0

par (4.30) et (4.34) et une induction argumentale montre que V (¢) > ag++ pour t > 0
qui conduit que (4.32) est vérifiée.

Supposons maintenant que I’équation (4.31) est non vérifiée. En utilisant la conti-
nuité de la fonction t — e'B, il résulte qu’il existe un couple (t1,t5) C (0,00) tel
que

P(ag+de? Y (0)<0,Vte (t,t2)) >0
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et comme P (I'; > t5) > 0, on obtient notre demande & partir de la relation (4.33).
Supposons que (4.31) soit vérifiée avec v > aq avec la non vérification de (4.30).
On suppose que le support de la mesure de Lévy du processus [L, L] du Poisson-

composant est non borné. Considérons que (t3,t4) C (0,00) est un intervalle tel que

d'ePe < —c; < 0 pour tout ¢ € (ts,ty)

pour ¢; <0 .
En utilisant I’équation (4.31), on obtient P (Vr, > ap + ) = 1, alors on peut faci-
lement montrer que I’ensemble

A={T1 <t5 <Dy ts =Ty € (t3,t4), Vo, > g + 7}

a une probabilité positive pour t5 > 4.
L’utilisation de I’équation (4.33) sur 'ensemble A, on obtient :

Vis = ag +d'e®? Y (0) + a'e> T el 7,
avec a'eTUB ¢ < _¢ et en choisissant Z;suffisement large, on obtient
P(V,<0)>0

2. En tenant compte du théoreme cité ci-dessus, il reste donc & montrer que Y __
satisfait (4.31) . Pour démontrer cela, il est suffisant par le lemme 4.1 dans lequel on
suppose que [L, L] est un processus de Poisson-composant.

Soit (Y, o est un processus d’état avec Y (0) = 0 alors (4.31) est vérifiee pour
Y (0) avec v = 0, et il résulte & partir de (4.34), (4.30) et (4.32) que d'¢5B Y (t) > 0
pour tout S,t > 0.

Sachant que Y (t) converge en distribution vers Y quand t — oo, alors (4.31)
est vérifiee avec y=0. m

Lemme 4.4 :Soit (Y (t)),5,; un vecteur d’espace état du processus COGARCH (p, q),
alors Y©) (t) converge en probabilité vers Y (t) quand e — 0. 0w Y'© (t) est le vecteur
d’espace état du processus COGARCH (p,q) gouverné par le processus (L(a) (t)) =0

avec

LO(t) = > AL(s), t>0.

0<s<t,|AL(s)|>+E

et L est le processus de Lévy.

Proposition 4.4 Soit a, B les paramétres du processus COGARCH (p,q). Si A (B) <
0 et ay > 0, on obtient les résultats sutvants :
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1. Pour un processus COGARC H (p, q), I'inégalité (4.30) est vérifiée si et seulement
si les racines du polyndme caractéristique a (.) /b (.) est complétement monotone
dans [0, 00 .

2. Une condition suffisante pour que (4.30) soit vérifiée dans le cas de processus
COGARCH(1, q) lorsque une des conditions suivantes est satisfaite.

(a) Toutes les valeurs propres de B sont réelles et négatives.

(b) Si (Aij, Aiys1) - (Aipy A1) est une partition de I'ensemble de toute paire
conjuguée des valeurs propres complexes de la matrice B. Dans ce cas, il
existe une application

pe AL} — {1, ...,q}

injective, telle que A,(;) est une valeur propre réelle de B satisfaisant A, ;) >

3. Une condition nécessaire pour que (4.30) soit vérifiee dans le cas des processus
COGARCH(1,q) s'il existe une valeur propre réelle de B dont la composante

réelle est maximale.

4. lorsque 2 < p < q et toutes les valeurs propres de B sont négatives et p.s. en
ordre. Si les racines 7, de a (Z) sont négatives et ordonnées de fagon v, ; < ... <
v, < 0, alors une condition suffisante pour que (4.30) soit satisfaite dans le cas
des processus COGARCH (p, q), est :

k k
Y)Y N kel ...p-1}.
i=1 i=1

5. Une condition nécessaire et suffisante vérifiant 1’équation (4.30) dans le cas des
processus COGARCH (2,2), est de 'existence des valeurs propres réelles de B
avec ag > 0 et a; > — ag A (B).

4.3.5 La fonction d’autocorrélation des carrés des accroisse-
ments du processus COGARCH

Nous supposons que le processus de volatilité V' est strictement stationnaire et non
négatif. On définie pour tout » > 0

GOty =G({t+r)—G(t) = / VV (s)dL(s), t>0

(t,t+r]
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avec G (t) est I'accroissement du processus COGARCH. Dans cette partie, nous

voulons étudier la fonction d’autocorrélation des carrés des accroissements du processus

COGARCH.

Théoréme 4.10 Soit a, B et aqg les paramétres de processus COGARCH (p,q) gou-
verné par le processus de Lévy L. Ce dernier a espérance nulle. Dans le cas ot les
valeurs propres de B sont distinctes et les conditions (4.25) et (4.30) sont satisfaites
et (V (t)) un processus stationnaire, alors que pour toutt >0 et h > 1 >0

E (G (1) =0
E (" ®)) = ;‘i—%E (L (1))%) cov (GO (£), GO (t+ h)) =0

En plus, si (4.26) est vérifiée, on peut écrire

cov ((G(T) (t))2 (GY) (¢ + h))2> =d'e"PH (r) Jh >

ot H (r) = E (L2 (1)) B~ (1 - e*”;) cov (Y. (r),(G(r)?) et B=B+ped.

Remarque 4.9 Les moments du processus COGARCH (1,1) peuvent étre obtenus en
utilisant la transformation de Laplace appliquée au processus auziliaire X défint dans
la définition 4.1 et qui satisfait E (e_SXt) = eY0) | quec

U(s) =—ns+ / (14 ¢2®)" = 1) vy (dz) ,s>0 (4.35)

pour s fixé, la transformation de Laplace est finie pour tout t > 0 si et seulement
si Uintégrale donnée en (4.35) est finie. Cela est équivalent o E|L (1)|** < oo. D’une
autre maniére, on suppose que le processus de Lévy (L (t))t>0 a une variance finie et une

espérance nulle, dans cet environnement, on peut considérer la proposition suivante.

Proposition 4.5 Soit (G (t)),~, un processus COGARCH (1,1), le processus de Lévy
(L(t));>q @ une variance finie et une espérance nulle, ¥ (1) < 0, et soit (02 (t)),5 un
processus de volatilité stationnaire, alors le processus (G (1)), @ des accroissements
stationnaires, E ((G (t))z) < 0o pourt >0 et pour tout t,h > 1 > 0

E(G" (t)) =0

et
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cov ((G(”) (t))2, (G (¢ + h))2) =0 (4.36)

De méme, si p >0, E(L*(1)) < 0o et ¥ (2) <0, alors E(G*(t)) < oo pour t > 0. Si
la mesure vy, du processus de Lévy vérifie [x*vy (dx) =0, alors on peut écrire pour

R
toutt eth>r >0

E((GD 1)) = 6B (L2 (1)

O 1) 2 (27]g071 +273 — F (L2 (1)))

X(m tu)(‘ W\())
2 1

252 , 2
¢2 (\\11(2)| \\1/(1)|> ( (1))2E(L (1)) r

et
con (00 0)° (6 0+ 1)") = B (12 (0) s (ne™ 201 B (12 (1)
2 1 —r|P¥(1
(et~
X (eTI\I'(l)\ _ 1) e he ()]

Remarque 4.10 Soit (G (t)) un processus COGARCH (1,1) et (6% (t)) le processus
de volatilité associé. Les moments E (02’“) du processus de volatilité stationnaire pour
k € N existe si et seulement si E (L* (1)) < oo et W (k) < 0 en particulier si E (L* (1))
et U (2) <0, alors pour tout t,h >0

B 1) =
4 - 2p3
) = gmee)
2 2 o 2 2 1 —h|U(1
cov (a (t),o (t—i—h)) = f <|\I’(1)\If(2)| _ (\11(1))2)6 [w(1)|

= war (0° (t)) e MY,
Preuve. oir [12]. =

Remarque 4.11 Les moments d’ordre k de o* (00) sont finis si et seulement si E (L (1)%) <
oo et U (k) <0 ouk € N. Dans ce cas

E (0* (00)) = kIB* ][ —
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4.3.6 Les processus COGARCH (1,1) et de Poisson

Définition 4.3 : Le processus COGARCH (1,1) est gouverné par le processus de
Poisson correspondant au processus de Lévy (L (t)),~, donné par

N¢
L(t)=) yrt>0
k=1

ot Ny est un processus de Poisson d’intensité ¢ > 0 et (yi),cy s0nt i.1.d. des variables
aléatoires indépendantes de N. Soit y une variable aléatoire ayant la méme distribution
que yi. On note par F, la mesure de Lévy qui a la formulation v (dx) = c¢F, (dz). Donc,

on définit I’exposant de Laplace par

U (s) = —ns + c/ (L4 ¢y?)” — 1) F, (dy)

D’ou
V(1) =—n+@cE (y°) et W(2)=—2n+2pcE (y°) + ¢°cE (y)

Sion a E(L(1)) =0 etvar(L(1)) =1, alors i faut que E (y*) = X pour calculer p =
W (1)] = n — . Les conditions E(L* (1)) =0 et [a3vy (dx) = 0 seront transformées

R
respectivement par E (y*) < oo et E (y®) = 0. De plus, on obtient
E (y*
V(2) = 20p-m+¢' Eygg
E(y*)
= —2p+¢’ :
E(y?)

et la condition W (2) < 0 est substituée par ¢* < —2Lr. Cette condition satisfit le
cE(y*)
processus gouverné par celui de Poisson avec une intensité unitaire ¢ = 1.

4.4 DEUXEME ETAPE les processus COGARCH (p,q)

A coefficients variables

Definition 2 On définit le processus COGARCH (p,q) avec les paramétres M (t),
a(t), ao(t) et gouverné par le processus de Lévy L correspondant a :

{ dG (t) = /V (®)dL (t) ,t>0

G (0) = Gy
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ot L = (L (1)),5¢ est le processus de Lévy avec une mesure non triviale et (V (1)), est

un processus de volatilité (continué a gauche). Soit (o (t))o< i< , €t (8 (t))0< i< g des

suits des fonctions telles que : oy (1) = ... = ay (t) = 0 et le processus de volatilité
est défini par

V(1) = ao(t) + (a (1) Y () , >0

V(0) = ao (t) + (a () Y.(0)

otva(t) = (ay (t),az(t),....,a, (1)), ag(t) > 0 et le processus espace d’état (Y ()50 =

Y qui est la solution unique et cadlag de I’E.D.S suivante
AY (1) = M()Y () dt + e(t)(ao(t) + (a(t) Y ()d (1, LP) () ¢>0

ot e(t) = (0,...0,h(t)) tels que h(t) est une fonction de t. Cette équation peut étre
écrite sous la forme suivante

Y' () = M(£)Y (t) dt + b(t). (4.37)
0 b(t) = e(t)(ao(t) + (a(®))' Y (£))d ([L, L)) (1).

L’étude de I'E.D.S (4.37) est identique a ’étude de I’.E.D.S & paramétres scalaires
d’ordre ¢ qui est défini par

68 + 6,y (£) 2V 4 6y () =1(t)
et si les dérivées de = & ¢ sont continues sur T', alors
GV (1) + gy (1) 27V (1) + o+ 0y (D) 2 (1) = 7(8)

pour tout ¢ € T', on pose ¢; = 3, et y; (t) = (=1 (). Pour 1 < i < q, le vecteur de
composantes y; est la solution de cette équation, si

[0 1 0o .- 0 | [0 ]
0 0 1 - 0 0
M(t) = : : : : ;o) =1 0
0 0 0o .- 1 :

| —¢y (t) —by (1) —dy(t) --- _¢q () ] L r(t) |

La matrice M (t) est appelée matrice compagne.

Théoréme 4.11 Si la matrice M(t) est continue sur T', alors le systéme suivant pos-

séde une solution unique Y (t).

{dxsz@z@ﬁ

Y(t) = Y, (4.38)

tel que to € T' et Y, est le vecteur constant.
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Théoréme 4.12 Supposons que la matrice M (t) est continue surT, b(t) est un vecteur
continu et ¥ (t) = eM® | pour tout t € R, alors I’E.D.S suivante

dY (1) = M(1)Y (t) dt + b(t)
X(to) = Xo

outy €T etY, € R, admet la solution

ﬂﬂz¢®¢*%ﬂ@+¢®/ﬂ*@ﬁ®%

pour tout t € T.
Preuve. oir([15]) =
Définition 4.4 Soit ¢ (t,Y ) = eM®Y la solution de (4.38), alors

1. On dit que la solution est stable si pour € > 0, il existe § > 0 tel que si ||Y,]] < 0,
alors [|¢ (t,Y,)]| < € pour tout ¢ > 0.

2. On dit que la solution est stable globalement asymptotique sur [0, 00) si elle est
stable sur [0, 00) et pour tout Y, € RY, tlim Y (t,Y,) =0.
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Chapitre 5

L’estimation dans les processus

COGARCH (1,1)

On présente dans ce chapitre deux méthodes différentes d’estimation du processus
COGARCH(1,1). Au premier lieu, on expose la méthode des moments établie par les
chercheurs : Haug, Kliipplebrg, Lindner, et Zapp. Dans le méme concept, on montre
les algorithmes d’estimation des parameétres et de la consistance de cette méthode ([11]

t [12]). Au second lieu, on illustre la méthode d’estimation semi-paramétrique des
parameétres du processus COGARCH (1, 1) en utilisant la méthode quasi-maximum de

vraisemblance et sa consistance publiée par Alexender Szimayer [40].

5.1 La méthode des moments dans les processus

COGARCH(1,1)

La premiére approche d’estimation des parameétres du processus COGARCH (1,1) a
été établie par Haug, Kliipplebrg, Lindner, et Zapp (2005) ([11]). La premiére res-
triction de cette méthode est conditionnée par des observations des processus équidis-
tances. Le but de cette section est d’estimer les parameétres (3,7, ¢) du modeéle défini
dans (4.4) avec des observations équidistances. Pour des raisons simplificatrices, on
considére r =1, E (L (1)) =0 et var (L (1)) =1 ([12]).

Théoréme 5.1 Supposons que le processus de Lévy (L (t)),s, satisfait E (L (1)) =0,

Var (L(1)) =1 et la variance 72 du M.B est connue avec 0 < 72 < Var (L (1)) =1,

E(L*(1)) = 0,et [2*vy (dx) = 0 ainsi que ¥ (2) < 0 doit étre assuré en notant
R

par (G§1)> les accroissements stationnaires du processus COGARCH (1,1) avec les
ieN

68
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parametres 3,m, ¢ > 0.Soit p,v(0), k,p > 0,les constantes
2
E ((GE”) ) _ (5.1)
4
Var (<G§1)> ) =~(0) (5.2)

p (h) = corr (<G§1)>2, (Ggi)h> 2) =ke™ | heN (5.3)

et on définie

B 52 1l—p—e
My =~ (0) — 2p 6(1 mpry T e,p)kv (0)
2ky (0) p

M>

T Mi(er—1)(1—eP)
On peut constater que My, My > 0. Les parameétres cités ci-dessus sont exprimés en
fonction par p, v (0), k et p, et leurs formulations sont

b= pu (5.4)

¢ =pV1+M—p (5.5)

n = pV1+M(1—77)+pri (5.6)
= pt+o(l—13)

Algorithme 5.1 :Les paramétres sont estimés en faisant recours auxr hypothéses sui-
vantes :

(H;) Les observations G;,i = 0, ..., n sont équidistantes et on définit les accroissements
par : Ggl) =G, —Gi_1,i=1,...,n.

(Hy) E(L(1)) =0etwvar (L(1)) =1,i,e., 0% peut étre interprété comme une volatilité.
(H3) La variance 72 du M.B est connue dans [0, 1).

(Hy) [2*vp(dz) =0, E(L*(1)) < oo et U (2) <O.

On définit les vecteurs paramétriques 8 = (k,p) et v = (5,7, )

Algorithme 5.2 :
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étapes 1 On calcule 'estimateur de p par

ou

A VA o\ - _
Tu () == ((GM) un) ((G ) /%) h=0,..d
=1

étapes 2 On calcule 'autocorrelation marginale par

G e

étapes 3 De méme, pour toute valeur fixe de d > 2, on définie I'application H :

R‘fﬂ — R par
d
( ) Z log (p,, (h)) — log k + ph)® (5.10)
h=1
et on calcule I'estimateur 0, par
0 = arg min H (p 9) (5.11)
0eR%

étapes 4 On définit application J : R — [0, 0)® par

(pp, pV/I+ My —p, py/T+ DMy (1 —73) +pr3) sip, My >0

J (1,7(0),0) = { (0,0,0) sinon

(5.12)
On calcule 'estimateur 0, = J (,&n,&n,én), celui Qn est basé sur la fonction
d’autocovariance par contre I’estimateur choisi ci-dessous est considéré lorsque k

est indépendant de 3. Ce qui donne k, = cov (<G§1)> <G§}r)h) )
Si, on calcule le minimum de H (én, Q) , on obtient
; 1 — log (p h— 4L
> (log (P, (h)) —log (p,) ) (h — %)

Ak h=1
d d+1)\2
> (h— %)

n

h=1
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)  d41

d
avec log (p,) = % >~ log (p, (d)) et p;; peut étre négatif.
h=1
On définit 'estimateur de p par
Pn = max{p;,0} .

lorsque p, = 0, il correspond & un état non stationnaire. On définit I'application
S R‘fl — R2 par p? et p, et on note

Enfin, on déduit I'estimateur Qn = (l%, ﬁ) comme une fonction de jn, c’est a dire

b,=5(3,).

5.1.1 Les propriétés de la méthode d’estimation de moment

Théoréme 5.2 :Supposons (L (t)),s, vérifie E(L* (1)) < co , et les paramétres du
processus COGARCH (1,1) satisfait ¥ (2) < 0 et (0°(t)),5, est un processus de vo-
latilité strictement stationnaire, alors pour tout r > 0 le processus <Gl(:)> est
ieN

a—mélange et décroissant. Si on assure que (02 (t)),~, est strictement stationnaire
alors que le processus des accroissements est aussi strictement stationnaire avec les
propriétés de forte mélange ce qui implique que <Gl(:)> est ergodique est appelée le
théoréme d’ergodicité de Birkhoff. <

Preuve. oir ([12]) =

Corollaire 5.1 : lorsque les conditions du théoréme précédent sont remplies, on peut

obtenir quand n — o0
; M (£))>
i, — FE ((G (t)) ) p.Ss.
Yo — 7 p-s.
Ce corollaire implique la consistance forte de l'estimateur (0,), oy et largodicité.

Proposition 5.1 : Considérons les méme conditions du théoréme 5.1 et en ajoutant

[’hypothése suivante
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(H5) 1l existe une constante § > 0, telle que E (G?J"S) < 00, alors quand n — oo

Vn ([ fin ] — [ 'f; ]) — Ng12(0,>]) en distribution

Vn
ou la covariance ) a les composantes
1)) ? 1) \? )2 1))?
Zk+2,l+2 = cov <(G§)) (G§£k> 7<Gg )> <G§421> >
- 12 1 \? 1) )? 1 2
+QZCOU ((Gg )> (Ggﬁk) 7<G§42j> (Gngj) ) :
j=1

pour k.l =0,....d
Toass=eon (@) (01)" (01"} 2 on ((60)". (612)" (602)'):

pour k=0,...,det >, , =~(0)+2> ke Pt
’ h=1

Corollaire 5.2 On conserve les méme conditions illustrées dans la proposition 5.1
alors quand n — o0

v (p, —p) — Na <0, Zp> en distribution.

Théoréme 5.3 De méme, si les conditions du théoréme 5.1 sont assurées, les hypo-
théses (Hy)-(Hy) sont satisfaites. Pour S (), on définit Iapplication Q : R4+2 — R3
par (p1,7") — Q ((1,7")) = J (1,7 (0), S (7)) , alors quand n — oo

@n B QO‘
Lorsque 'hypothése (Hs) est vérifiee et quand n — oo

Vi (0, — vg) — 9 @ (1o, Vo)) Nas2 (0, ) en distribution.

5.2 Laméthode de quasi-maximum de vraisemblance

pour ’estimation dans les processus COGARCH (1,1)

Dans cette partie, on estime le vecteur des parameétres § pour des observations au
temps continu de G. Pour atteindre ce but, on utilise la méthode de quasi-maximum
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de vraisemblance. On note par ° le vecteur des de valeurs vraies des paramétres.

Sachant que le processus de volatilité est défini par
dv(t) =k (v —v-)dt +nu-d[L,L](t) ,t>0.
et le processus COGARCH (1,1), G = (G (t)),5, est défini par
dG (t) = \/u-dL (t).

La question qui se pose est comment le vecteur de paramétre § = (k,v,7)" pouvant

étre estimé.
Remarque 5.1 : Pour simplifier le probléme, on prend E (L (t)) = 0 et E (L*(t)) = t.

Définition 5.1 On définit la base naturelle des fonctions martingales estimées par
T
b (6) = / v (8)dt — G, Gl,, pourt > 0.
0

et leur ensemble par

T
M=500) = [a@) i o) ). (5.13)

0
ot a(0) = (ar(0));5¢ est un processus prédictable de dimension trois et deuzr fois

continument différentiable en 6. Le but est de dériver la fonction d’estimation optimale
S7(0) *.

Définition 5.2 : On écrit la dérivé de la fonction estimée optimale sous la forme
dv (0) = k (v (0)) dt +nd [G,G] (1), t>0.

Uexpression de type de processus Oinstein-Uhlenbeck ( O.U) gouverné par nd [G, G| (t)
donne la solution formelle

t
vy (0) = vg (0) e + neF / eMd[G,G] (s), t>0.

0

!Optimalité dans ce cas est que 1'élément S (@) maximise l'information marginale Ig (0) =
(S (8))7, qui donne un zone de confiance minimum
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Définition 5.3 :La construction de la fonction d’estimation optimale pour la classe

des fonctions marginales estimées donnée dans (5.13), peut étre écrite sous la forme

Sir(0) = — / %dkt (). (5.14)

ot
dky () = b~ (0) dt s et dk,- (8) = &~ (8)dt , t>0.

et la projection pédictable de processus ki (0) est donnée par
A (k. (8)), = mav}- (9) dt.

otvmy = [ a*r (dr) < oo, alors le quasi-résultat est

%@ziféﬁ

i~
|

)
)

(d[G, G (t) —v- (8) dt) .

|

<

p
Pour quantifier [’estimateur QT, on résoudre [’équation
§*T <QT> =0.

Remarque 5.2 :Les dérivées partielles de v, (6) sont

t

% (0) = —t (vo—T) e — 7y / (t —5) e Id[G, G] (s). (5.15)
avt —kt

o @) =1-¢™. (5.16)

2—2<@>= / k-1 G (s) (5.17)

0
5.2.1 La consistance de la méthode de quasi-maximum de
vraisemblance

Proposition 5.2 La condition formelle pour la consistance forte (sur un événement
A € Q) est pour tout 6 > 0 (petit)

lim sup sup L7 (0) — £7(6°) | <0 ps (sur A).
e o
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ot le quasi -mazimum de vraisemblance £1 (0) est donné par

T

T
1
£T(Q):—m—4 /log V- dt+/
0

0

par différentiabilité par rapport a 0, on vérifie que

0Ly (0)
0

=S7(8).
Remarque 5.3 Dans le quasi -maximum de vraisemblance, on montre que

£r(0) — £ (6°)
T

lim sup sup

<0 p.s (surA). (5.18)
= e

alors pour une structure simple de quasi -maximum de vraisemblance, on peut montrer

la consistance forte de cette méthode si (5.18) est directement vérifiée.

Théoréme 5.4 Si E (L* (1)) < oo, alors Uestimateur 0 est forte consistance par la
méthode de quasi -mazximum de vraisemblance.

Définition 5.4 L’équation différentielle stochastique linéaire est de la forme
dX (t) = (a1 (t) X (t) + az (t)) dt + o (t) dW (t),t > 0. (5.19)

ol ay,as,0 sont des fonctions déterminées mesurables et localement bornées en t, et
W est un M.B ainsi que X est un processus stochastique, I’E.D.Ordinaire de (5.19) est

donnée par

admet la solution

(11 tZO

o\

avec ¥ (0) = 1. La solution forte de (5.19) wvérifiant la condition initiale X (0), est
donnée par

X(@#®)=v () X(0)+ /@b_l (s)as (s)ds+ /w_l (s)o(s)dW(s) |, t>0. (5.20)



Chapitre 6

CONCLUSIONS et
PERSPECTIVES

6.1 Conclusions

Le travail que nous avons présenté illustre une recherche portée sur les équations dif-
férentielles stochastiques en utilisant le processus (COGARCH). En particulier, une
application directe sur les processus COGARC'H est décrite.

Pour réaliser ce travail, nous avons étudié les modeles (GARCH) en temps continu
en faisant recours au processus de Lévy largement appliqué en finance mathématique
et économétrie.

Le but primordial de ce travail est de formuler le processus de (COGARCH) et
pour atteindre ce but, il est nécessaire de présenter et d’analyser :

e La formulation de Ito.

L’intégrale stochastique par rapport aux plusieurs processus.

La différentielle stochastique.

[’équation différentielle stochastique.

La stabilité et I'existence des solutions de I’équation différentielle stochastique.

L’établissement et ’analyse des parametres cités ci-dessus nous a conduit aux

conclusions suivantes :

76
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e La formulation du processus COGARCH :

dG(t) = o (t)dL (1)
G(0)=0

La formulation différentielle obtenue est composée d’un processus de volatilité
o (t) et celui de Lévy L (t) dont leurs formulations sont

do® (t7) = (B —no®(t)) dt + ¢o® (t)d[L, L)Y (@),
¢(0) = exp(tn (0))
avec ¢,(0) est la fonction caractéristique du processus de Lévy.

e Cette étude nous a permis d’identifier les propriétés des processus de volitilité et
d’espace d’état. L’étude a permis de distinguer la positivité et la stationnarité du
processus de volitilité. Dans le méme concept, on a pu d’analyser la stationnarité
du processus d’espace d’état.

e La stationnarité du processus (COGARCH) .La présente étude affirme que la
stationnarité du processus (COGARCH) est conditionnée par la stationnarité
de celui de volatilité.

6.2 Perspectives

Suite aux difficultés confrentées lors de I’établissement de cette étude, nous pouvons
dire que les axes suivantes pouvant étre de sujets de recherche, & savoir :

e La simulation numérique du processus (COGARCH) .
e [’estimation de ce processus dans l'ordre supérieur.

e Etude de I'équation différentielle stochastique a coefficients variables.
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