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Chapitre 1

Introduction

1.1 Motivations

Les séries temporelles sont considérées à tort comme étant une branche exclusive de l�économétrie.

Cette dernière est une discipline qui est relativement jeune alors que les séries temporelles ont été utilisées

bien avant, par exemple en astronomie (1906) et en météorologie (1968).

L�objet des séries temporelles est l�étude des variables au cours du temps. Même s�ils n�ont pas été à

l�origine de cette discipline, ce sont les économètres qui ont assuré les grandes avancées qu�a connues cette

discipline (beaucoup de « Prix Nobel » d�économie sont des économètres).

Parmi ses principaux objectifs �gurent la détermination de tendances au sein de ces séries ainsi que

la stabilité des valeurs (et de leur variation) au cours du temps. Citons par exemple : le volume des

ventes hebdomadaires d�un produit, le prix des actions de la banque de clôture du jour, le volume de la

production quotidienne de pétrole brut en Algérie, le taux de chômage dans une période connue, ....Ces

applications nécessitent beaucoup de recherches et d�expériences. Les techniques standards d�analyse de

séries temporelles ont longtemps reposé sur les propriétés fondamentales de linéarité et stationnarité.

L�essor considérable qu�a connu l�analyse statistique des séries chronologiques au cours des ces derniers

trois décennies est lié essentiellement au développement de l�approche temporelle sous deux hypothèses
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION 6

remarquables :

Stationnarit�e et lin�earit�e:

L�analyse des séries chronologiques a été considérablement développée depuis la publication de l�ouvrage

dev Box et Jenkins 1 (1970) qui a été décisive. En e¤et, dans l�ouvrage les deux auteurs développent le

très populaire modèle ARMA (Auto Regressive Moving Average). Les modèles (ARMA) ont ainsi fait

l�objet d�un intérêt croissant sur une vaste étendue disciplinaire allant de l�économétrie et la �nance à la

climatologie ou l�électrotechnique. Cependant, de nombreuses recherches ont démontré que les hypothèses

de linéarité n�étaient qu�un pis-aller utopique apportant un confort appréciable dans l�étude probabiliste

et statistique du modèle, et cette classe de processus (ARMA) jouera le rôle prépondérant dans notre

modélisation concrète des processus stationnaires, tandis que la classe encore plus large des processus

linéaires caractérisés par leurs �exibilités, facilités d�utilisation est ses utilisation pour prédire les valeurs

futures, ils sont facile à interpréter parmi la plupart des autres modèles. Cependant, les méthodes d�analyse

et d�inférence statistique sont mieux développés dans cette classe de processus, et de plus elles peuvent être

employées comme une analyse préliminaire. Habituellement, elles donnent une représentation parcimonieuse

et interprétable.

Comme il a été mentionné par Hallin (1987), dans de nombreux cas l�hypothèse qui se trouve à la

base de l�utilisation des méthodes de Box et Jenkins (dans le cas non stationnaire) peut escamoter les

problèmes de la non stationnarité plutôt que de les résoudre. Cependant, et à partir des années 70, et

dans le but de résoudre certains problèmes liés à la non stationnarité, on trouve un intérêt croissant aux

modèles dont les coe¢ cients eux mêmes sont susceptibles d�évoluer avec le temps. On peut distinguer deux

1George BOX et Gwilym JENKINS sont deux statisticiens qui ont contribué, dans les années (1970), à populariser la

théorie des séries temporelles univariées. Les procédures de modélisation sont présentées dans leur célèbre ouvrage intitulé «

Time Series Analysis : Forecasting and control » .

Ils ont proposé une démarche générale de prévision pour les séries chronologiques. Cette démarche est fondée sur la notion

de processus (ARMA) et elle comprend quatre phases : l�identi�cation a priori, l�estimation du modèle (ARMA) identi�é,

l�identi�cation a posteriori et la prévision.
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classes de modèles à coe¢ cients dépendant du temps selon que cette évolution est de nature déterministe

ou stochastique

Evolution déterministe Dans cette classe de modèles qui visent à décrire des processus de nature li-

néaires mais non stationnaires, que l�on conviendra d�appeler évolutifs, où les trajectoires des coef-

�cients s�expriment comme des combinaisons linéaires de fonction du temps, supposées connues a

priori et en nombre �ni. D�une part et du point de vue technique, l�idée de faire une projection des

trajectoires des coe¢ cients sur une base de fonctions était déjà sous-jacente aux travaux de Mendel

(1969) et Rao (1970). Dans ces travaux, la représentation évolutive apparait plutôt comme une �as-

tuce�de calcul. Liporace (1975) a été le premier à étudier l�estimation d�un modèle autorégressif suivi

par Hall, Oppenheim et Willsky (1983). Grenier (1986) a travaillé sur ce point et a proposé un jeu

d�algorithmes rapides adaptés à plusieurs variantes de modèles. D�autre part, Cramer (1961) a étendu

le résultat fondamental de Wold au cas non stationnaire ( avec variance �nie) donc nous parlerons

désormais de la décomposition de Wold-Cramer, et les mêmes arguments ; prévision et modélisation,

peuvent être obtenus à partir de la décomposition de Wold-Cramer en utilisant des modèles ARMA

à coe¢ cients dépendant du temps. Dans cette perspective, nous trouvons Mélard (1985) et Hallin

(1986; 1989), et autres (cf. Priestley (1988)), ont enrichi la littérature des séries chronologiques avec

de nombreux travaux fondamentaux.

Evolution stochastique C�est la classe des modèles qui a reçu jusqu�a présent le plus d�attention surtout

dans les domaines de l�économétrie, l�automatique, le traitement du signal, et des séries chronolo-

giques. Ces modèles (et comme dans le cas linéaire à coe¢ cients constants) visent à décrire principa-

lement des processus de nature stationnaires, mais non linéaires. La littérature sur ces modèles étant

assez dispersée. La monographie de Nicolls et Quinn (1982) et la bibliographie qu�elle contient font

d�excellentes références dans ce domaine. Plusieurs articles, citons Andel (1976) et Andel (1982) font

appel non seulement à l�erreur associée à la spéci�cation du modèle, mais aussi à la nature même

des rapports économiques pour justi�er l�existence d�une composante non-déterministe dans les coef-
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�cients de modèles. Cette hypothèse nous semble aussi plus naturellement adaptée lors de l�analyse

des séries chronologiques multiples (cf. Hannan (1970)).

Ainsi, face à une réalisation fX1; X2; : : : XNg d�un processus (Xt)t2Z ; Z = f0;�1; �2; ::::g, un statisticien,

un économètre cherchent à identi�er le �bon�modèle. Donc, il est devant deux choix fondamentaux de

modèles : modèles linéaires et modèles non linéaires, bien que la frontière entre les concepts de linéarité et

de non linéarité soit di¢ cile à concevoir, Rao et Gabr (1984) ont observés que la série décrivant le taux

de chômage dans l�Allemagne de l�ouest a un comportement non linéaire et que les prévisions obtenues en

utilisant des modèles bilinéaires sont mieux que celles obtenues par des modèles ARMA. Par conséquent,

et durant ces deux dernières décennies, les modèles non linéaires ont reçus plus d�attention. Une classe

particulière de modèles stationnaires et non linéaires qui est introduite dans la littérature de la théorie

du contrôle, et qui a trouvé d�autres champs d�applications (cf. Mohler (1988)) est la classe des modèles

bilinéaires. Cette classe de modèles, qui peut être regardée comme une extension des modèles ARMA,

a été su¢ samment étudiée par Granger et Andersen (1978a), Pham et Tran (1981), Subba Rao (1981),

Subba Rao et Gabr (1984), Guégan (1994), Shu-Ing (1985), Priestley (1988), Liu et Brockwell (1988), Liu

(1989) ; 1992, et Terdik (2000) et autres. Notons aussi qu�une sous classe particulière de modèles bilinéaires

peut être utilisée comme des résidus dans la représentation ARMA (cf. Francq (1999), Francq et Zakoian

(2000)). Dans plusieurs situations pratiques, nous sommes devant des données générées par un certain

processus non seulement non linéaire mais aussi non stationnaire. Kendall en 1953 a déjà mentionné que

�No economic system yet observed has been stationary over long periods [...]. It seems natural [to consider]

the case when the constants [in the model] are themselves slowly moving through time as the economy

changes�. Ceci suggère de considérer des modèles à coe¢ cients dépendant du temps. Autres exemples

de coe¢ cients dépendant du temps qui ont un intérêt particulier sont les coe¢ cients périodiques (pour

des données saisonnières), ou les coe¢ cients de rupture à un instant connu t0 (pour une série qui subit

un changement en un instant t0). Il existe cependant des séries qui sont soupçonées d�être à la fois non

linéaires et non stationnaires, par exemple, en théorie de l�économie, la plupart des indices d�un stock d�une
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marchandise sont des di¤érences de martingales (donc non nécessairement un processus i:i:d), pour de telles

séries les techniques des modèles linéaires habituelles sont inapplicables. Lorsque l�économie change, il est

di¢ cile de justi�er l�utilisation du même modèle (non linéaire) sur une longue période. Donc le recours aux

modèles non linéaires à coe¢ cients dépendant du temps nous semble raisonnable.

Motivés par la précédente discussion, nous allons abondonner l�hypothèse de linéarité, bien que ces

modèles ont été relativement utilisés, nous allons néanmoins consacrer notre travail dans un cadre probabi-

liste et statistique à l�étude (bien entendu non exhaustive) d�une classe de processus (Xt)t2Z dé�nis sur un

espace de probabilité (
;=; P ) non linéaires. C�est la classe de processus générés par des modèles bilinéaires

à changements de régimes markoviens dé�nis par l�équation aux di¤érences stochastiques suivante

Xt =

pX
i=1

ai(st)Xt�i +

qX
i=1

bi(st)"t�i +
PX
i=1

QX
j=1

cij(st)Xt�i"t�j + "t (0.1)

noté MS � BL (p; q; P;Q) où (ai(st))1�i�p ; (bi(st))1�i�q ; (cij(st))1�i�P;1�j�Q sont des fonctions bornées,

déterministes, dépendant éventuellement d�une chaîne de Markov à éspace d�état �ni, i.e., S = f1; :::; dg et

où ("t)t2Z est un processus de bruit blanc fort centré de variance �nie et satisfaisant l�hypothèse suivanten
"t et Xs sont indépendants pour tout s < t

o
.

La classe de modèles (0.1) contient trois sous classes

1. La classe de modèles MS �ARMA (p; q) peut être obtenue en posant cij(:) = 0 pour tout i; j, donc

(0.1) est une extension naturelle des processus MS �ARMA.

2. La classe de modèles superdiagonaux obtenue en supposant cij(:) = 0 for i � j.

3. La classe de modèles sous diagonaux obtenue en supposant cij(:) = 0 for i > j.

Du fait de la dépendance non linéaire entre Xt et "t�k; k � 1 ceci rend délicat la manipulation des termes

de type Xt"t�j ; j > 0. Pour cette raison, seule la classe des modèles super-diagonaux a reçu plus d�atten-

tion. Notons que, si dans le modèle général (0.1) les coe¢ cients sont constants et le bruit blanc ("t)t2Z

est stationnaire, nous trouvons ainsi une littérature abondante. Cette abondance est dûe aux conditions
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sous lesquelles le modèle devient stationnaire et ergodique. Cependant de nombreux travaux de recherche

existent sur le développement des propriétés probabilistes et statistiques, l�identi�cation, les tests et l�es-

timation des paramètres de certains modèles bilinéaires stationnaires (pour une bibliographie récente voir

Terdik (2000)). En revanche, lorsque le modèle est non stationnaire les méthodes classiques sont inappli-

cables.

Certes l�étude des modèles bilinéaires à coe¢ cients dépendant du temps est loin d�être achevée. De

nombreux problèmes restent ouverts. Néanmoins on peut se demander s�il est possible de résoudre, par

exemple, le problème de l�identi�cation de certains modèles bilinéaires à coe¢ cients dépendant du temps

comme ce fut le cas pour certains modèles de séries chronologiques bilinéaires stationnaires, dans la mesure

où la classe des modèles considérés est très riche et très complexe. Par contre la théorie des tests qui jusqu�à

présent a été peu étudiée (dans le cas stationnaire) doit permettre d�aboutir assez rapidement à quelques

résultats : outre les tests de stationnarité (respectivement de linéarité) pour lesquels quelques procédures

ont été proposées sous l�hypothèse de la linéarité (respectivement sous l�hypothèse de stationnarité) on a

besoin de tests portant sur le choix de la nature des coe¢ cients, autrement dit le choix des modèles.
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1.2 Le contenu de la thèse

La thèse examine certaines propriétés structurelles de modèle bilinéaire à changement de régime Marko-

vien MS �BL. Dans cette recherche, des conditions nécessaires et su¢ santes assurant l�existence de solu-

tions stationnaires ( au sens faible et forte ) et de l�inversibilité des solutions sont donnés. En conséquence,

nous observons que la stationnarité locale du processus observé n�est ni su¢ sante ni nécessaire, d�obtenir

la stationnarité globale. Existence de moments �nis et ��mélange pour les modèles super-diagonale bili-

néaire sont obtenus, et le théorème limite pour les modèle super-diagonaux. D�autre part, la consistance et

la normalité asymptotique de l�estimation par MLE pour les modèles MS �BL bilinéaire sont envisagés.



Première partie

Les propriétés probabilistes des

processus MS �BL(p; q; P;Q)
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Chapitre 2

Les modèles bilinéaires à changements de

régimes markoviens

2.1 Introduction

De nombreuses séries rencontrées en pratique comme par exemple en sciences biologiques, en �nance

sont non linéarité,et qui ne peuvent être expliquées en utilisant des modèles ARMA, et donc le recours

aux modèles non linéaires est inévitable. Cependant les modèles bilinéaire (BL) ont reçus récemment

une grande attention pour modéliser des phénomènes non gaussiens. Le développement stupé�ant de ces

modèles est basé sous l�invariance de ses paramètres, mais cette hypothèse ne peut être appropriée dans

plusieurs situations.

Les modèles à changements de régimes markoviens c�est une classe importante de modèles caractérisés

par sont dépendance de ses paramètres en une chaîne de Markov caché et à espce d�état �ni. Les change-

ments de régime peuvent être lisses ou brutal et ils peuvent se produire fréquemment ou occasionnellement

selon une probabilités de transition. L�histoire des modèles à changements de régimes soulève aux �uvres

de Quandt (1958) et Goldfeld et Quandt (1973). L�analyse des cycles économiques a été longtemps limitée

aux techniques d�analyse linéaire, qui sont incapables de suivre le rythme rapide et accéléré de l�évolution

13
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constante de l�économie d�un pays.

Cela a conduit à un intérêt croissant pour les modèles non linéaires capables de traiter les régimes de

commutation associés à une série macroéconomique. Beaucoup de séries temporelles économiques parfois

présenter des ruptures dramatiques dans leur comportement, associée à des événement tels que les crises

�nancières ( Jeann et Masson (2000) ) et par conséquent nous avons besoin de modèles non linéaires et

stationnaires par exemple les modèles markoviens (MSM) qui ont reçus récemment une grande attention

et qui sont capables de décrire adéquatement des séries temporelles aux di¤érentes périodes.

Un (MSM) à temps discret est un processus aléatoire à deux variables (Xt; st)t2Z tels que

(i) (st)t2Z est une chaîne de Markov homogène (appelé désormais "régime") à éspace d�état �ni,

(ii) La distribution conditionnelle de Xk donne (Xt�1; st)t�k dépend uniquement de (Xt�1; sk)t�k

L�utilisation du MSM est devenue de plus en plus populaire dans la modélisation des données écono-

métriques, et les modèlesMSM s�avère un outil puissant pour l�analyse des cycles économiques et donner

lieu à des distributions très souple.

2.2 Mise en équation et représentation Markovienne

Un processus (Xt)t2Z est dit bilinéaire à changements de régimes markoviens (notéMS�BL(p;q;P;Q)),

si (Xt)t2Z est généré par des équations de la forme

8t 2 Z; Xt =
pX
i=1

ai (st)Xt�i +

qX
j=0

bj (st) "t�j +
PX
i=1

QX
j=1

cij (st)Xt�i"t�j (2:1)

où ("t)t2Z est un processus strictement stationnaire, ergodique, les fonctions ai (st) ; bj (st) et cij (st) dé-

pendent d�une chaîne (st)t2Z de Markov homogène à espace d�état �ni S = f1; 2; : : : ; kg et indépendante

de ("t)t2Z.

Le modèle (2:1) contient comme cas particuliers plusieurs classes de modèles intéressants ayant étudié

dans la littérature, en e¤et

(i) Les modèles BL (p; q; P;Q) standard. Ces modèles sont obtenus en supposant que la chaîne (st)t2Z

a un seul régime (par exemple, Granger et Anderson (c.f.,[23])).
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(ii) Les modèles de Markov cachés1 (HMM) (Hidden-Markov Models) En contraste avec (MSM),

(HMM) sont caractérisés par le fait que compte tenu (st)t2Z, (Xt)t2Z est une suite de variables aléatoires

indépendantes. Cette classe est obtenue par Xt = b0 (st) "t c�est à dire ai (:) = cij (:) = 0 pour tout i; j et

bj (:) = 0 pour 1 � j � q dans (2:1) avec b0 (st) > 0 (par exemple, Fancq et Roussignol (c.f.,[15])).

(iii) Les modèles MS � ARMA. Ces modèles sont obtenus en posant cij (:) = 0 pour tout i et j dans

(2:1) (Par exemple, Francq et Zakoïan (c.f.,[19]), Stelzer (c.f.,[67]), Lee (c.f.,[39]) et Yao et Attali (c.f.,[73])).

(iv) Certaines classe de modèles bilinéaires et GARCH périodiques Ces modèles sont obtenus par la

mise en st :=
dX
k=1

kIM(k) (t) où �(k) représentant l�ensemble des indices correspondant à ki�eme régime de

l�instant t et IM désigne la fonction indicatrice de l�ensemble M (par exemple, Bibi et al (c.f.,[7]) et (c.f.,[6])

et les références citées).

(v) Certaines classe deMS�GARCH (p; q) : (par exemple, Abramson et Cohen (c.f.,[1]), Francq et Za-

koïan (c.f.,[20]) et Liu (c.f.,[51])),(voir aussi Kristensen (c.f.,[38]) pour la construction de (GARCH (p; q))

comme un cas particulier des modèles BL (p; q; P;Q)).

Pour la commodité et l�élégance des résultats, nous réécrivons le modèle (2:1) sous la forme vectorielle.

Sans perdre de généralité, on suppose que P = p

8t 2 Z; Xt =
pX
i=1

ai (st)Xt�i +

qX
j=0

bj (st) "t�j +

pX
i=1

QX
j=1

cij (st)Xt�i"t�j (2:2)

et on considère les vecteurs Xt := (Xt; Xt�1; :::; Xt�p+1)
0 et H := (1; 0; :::; 0)0, "t :=

 
qP
j=0

bj (st) "t�j

!
H,

1Un modèle de Markov caché est un modèle statistique dans lequel le système modélisé est supposé être un processus

markovien de paramètres inconnus.

Les modèles de Markov cachés sont massivement utilisés notamment en reconnaissance de formes, en intelligence arti�cielle

ou encore en traitement automatique du langage naturel, les (HMM) ont commencé à être appliqués à l�analyse de séquences

biologique, en particulier l�ADN.

Les (HMM) ont été décrits pour la première fois dans une série de publication de statistiques par Leonard E. Baum et

d�autres auteurs après 1965.
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et les matrices

A0 (st) :=

0BBBBBBBBBBBB@

a1 (st) : : : : : : : : : ap (st)

1 0 : : : : : : 0

0 1
. . . . . .

...

...
. . . . . . . . . 0

0 : : : 0 1 0

1CCCCCCCCCCCCA
p�p

et Aj (st) :=

0BBBBBBBBBBBB@

c1j (st) : : : : : : : : : cpj (st)

0 0 : : : : : : 0

...
. . . . . . 0

...

... 0
. . . . . .

...

0 : : : : : : 0 0

1CCCCCCCCCCCCA
p�p

donc 8><>: Xt = AtXt�1 + "t; t 2 Z

Xt = H
0Xt

(2.3)

où At = A0 (st)+
QP
j=1

Aj (st) "t�j . Nous appelons le modèle (2:3) le modèle vectoriel. Notons que dans le mo-

dèle super-diagonale (MS� SBL (p; q; p;Q)) pour lequel cij (:) = 0 dans (2:1) pour i < j, la représentation

suivante est considérée

Xt = A0 (st)Xt�1 +

QX
j=1

Aj (st)X
t�j
"t�j + "t (2:4)

où les première lignes des Aj (st) sont

0B@cjj (st) ; : : : ; cpj (st)| {z }
p�j+1

; 0; : : : ; 0| {z }
j�1

1CA, 1 � j � Q.
La représentation (2:3) n�est pas markovienne ni au sens fort ni faible il s�agit uniquement d�une

représentation d�espace d�état. Un représentation markovienne peut être envisagée comme suit : On pose

r = p+ q, et soient les r�vecteurs Y t := (Xt; Xt�1; : : : ; Xt�p+1; "t; "t�1; : : : ; "t�q+1)
0
r�1,

�
t
:= (b0 (st) "t; 0 : : : ; 0; "t; 0; : : : ; 0)

0
r�1, b0 (st) := (b0 (st) ; 0 : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0)

0
r�1et �t := "tb0 (st). Alors

on a la représentation suivante Y t = gt
�
Y t�1

�
+ �

t
où, pour une t 2 Z, la fonction gt : Rr ! Rr est dé�nie

par gt
�
Y t�1

�
= BtY t�1, où Bt est une r � r-matrice aléatoire dé�nie par

Bt =

0B@ Rt Tt

O(q;p) J

1CA
r�r
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avec

Rt =

0BBBBBBBBBBBBB@

a1 (st) +
QP
j=1

c1j (st) "t�j a2 (st) +
QP
j=1

c2j (st) "t�j : : : : : : ap (st) +
QP
j=1

cpj (st) "t�j

1 0 : : : : : : 0

0 1 0 : : :
...

...
. . . . . . . . .

...

0 : : : : : : 1 0

1CCCCCCCCCCCCCA
p�p

Tt =

0BBBBBBBBBBBB@

b1 (st) : : : : : : : : : bq (st)

0 : : : : : : : : : 0

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . .

...

0 : : : : : : : : : 0

1CCCCCCCCCCCCA
p�q

, J =

0BBBBBBBBBBBB@

0 0 : : : : : : 0

1 0 : : : : : : 0

0 1 0 : : : 0

...
. . . . . . . . .

...

0 0 : : : 1 0

1CCCCCCCCCCCCA
q�q

on obtient 8><>: Y t = BtY t�1 + �t

Xt = H
0Y t

(2:5)

où H 0 = (1; 0; : : : ; 0)1�r. Généralement la représentation (2:5) n�est pas markovienne mais le processus

augmenté Zt = (Y
0
t; st)

0 est un processus markovien.

A�n d�étudier les propriétés probabilistes du modèle (2:2), nous faisons les hypothèses suivantes.

H1. E
�
log+ j"tj

�
< +1 où log+ x = max flog x; 0g ; x > 0,

H2. nous supposons que "t et (Xs�1; st)s�t sont indépendants.

H3. La chaîne (st)t2Z est supposée stationnaire, irréductible et apériodiques de matrice de transition

P := (pij , (i; j) 2 S� S) où pij := pij = P (st = jjst�1 = i) pour i; j 2 S, de distribution stationnaire

initiale � = (�(1); :::; �(d))0 avec �(i) = P (st = i), i = 1; :::; d tq : �0 = �0P.

Pour l�analyse statistique, il est souvent demandé que le processus solutions (Xt)t2Z pour (2:1) devraient

être stationnaires, ergodiques et satisfait Xt = f ("t; st; "t�1; st�1; : : :) presque sûrement (p.s) où f est une

fonction réelle mesurable de R1, ces solutions sont appelées "causale" et inversible si "t = f (Xt; st; Xt�1; st�1; : : :).
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Ces propriétés mentionnées ont été étudiées récemment pour la (MS�ARMA) par francq et Zakoïan

(c.f.,[19]), Stelzer (c.f.,[67]), Lee (c.f.,[39]) et par Yao et Attali (c.f.,[73]), et pour la (MS�GARCH) par

Francq et Zakoïan (c.f.,[20]), Liu (c.f.,[51]) et Abramson et Cohen (c.f.,[1]). Toutefois, l�absence de linéarité

et de la positivité des coe¢ cients dans notre cas rend les détails plus pénibles.

Dans la suite nous utilisons les notations suivantes : Soit k:k désigner une norme sur l�ensemble des

matricesm�n etm�1, la norme d�une matriceM := (mij) est dé�nie par kMk := max
i

(
pP
j=1
jmij j

)
et pour


 2 ]0; 1] on dé�nit une opération matricielle jM j
 comme jM j
 := (jmij j
). Il est évident que jMxj
 �

jM j
 jxj
 pour tout vecteur x approprié, et
����P
i
Mi

����
 � P
i
jMij
 et

����Q
i
Mi

����
 � Q
i
jMij
 où la relation

matricielle M � N désigne la relation élément par élément mij � nij pour tous les i et j et N := (nij).

Lr := Lr (
;=; P ) désigne l�espace des vecteurs aléatoires X de telle sorte que E fkXkrg < +1 muni de la

norme habituelle k:kr dé�nie par kXkr = (E kXk
r)

1
r , r � 1.
 désigne le produit de Kronecker. Si (M (i))i2I

est une séquence de matrices n� n, on notera pour tout entier l et j,
jY
i=l

M (i) =M (l)M (l + 1) : : :M (j)

si l � j lorsque les matrices M (i), i 2 I := f1; : : : ; dg sont des matrices non aléatoires, on notera

P (M) =

0BBBBB@
p11M (1) : : : p1dM (1)

... : : :
...

pd1M (d) : : : pddM (d)

1CCCCCA �(M) =

0BBBBB@
� (1)M (1)

...

� (d)M (d)

1CCCCCA
le rayon spectral d�une matrice carrée M est à noter � (M).

2.3 Stationnarité de MS �BL

D�après (2:3) on a par récurrence

Xt =

0@t�1Y
j=0

At�j

1AX0 +

t�1X
k=1

0@k�1Y
j=0

At�j

1A "t�k + "t.
Rappelons tout d�abord quelques dé�nitions.

Dé�nition 2.3.1 Soit (Xt (X0))t�0 le processus dé�ni récursivement par (2:3) en initialisant par un

vecteur aléatoire X0 2 Rp borné (en probabilité) indépendant de (st; "t)t�1, et dé�ni par Xt (X0) =
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t�1X
k=0

Xt (k) "t�k + Xt (t)X0 où Xt (k) :=

8<:
k�1Y
j=0

At�j

9=; avec la convention Xt (0) = I(p). Alors, le pro-

cessus d�état (2:3) est dit asymptotiquement stable (resp. en moyenne) si (2:3) admet une sotution

strictement ( resp. du second ordre) stationnaire (Xt)t2Z tels que kXt �Xt (X0)k �! 0 en probabilité

(resp.kXt �Xt (X0)k2 �! 0 ) quand t �! 1,il est dit géométriquement stable (resp. en moyenne) si

presque sûrement kXt �Xt (X0)k = O
�
�t
�
(resp.kXt �Xt (X0)k2 = O

�
�t
�
) où � 2 ]0; 1[.

2.3.1 Stationnarité stricte

Comme (st; "t)t2Z est un processus stationnaire et ergodique
2, (At; "t)t2Zest aussi un processus station-

naire et ergodique et les deux quantités E�
�
log+ k"1k

	
et E�

�
log+ kA1k

	
sont �nis, donc d�après Brandt

(c.f.,[10]) (voir Bougerol et Piccard (c.f.,[9])), l�unique solution causale, borné en probabilité, strictement

stationnaire3 et ergodique de (2:3) est donnée par

Xt =

1X
k=1

Xt (k) "t�k + "t (2:6)

dès que l�exposant de Lyapunov 
L (A) associé à la suite des matrices aléatoires A = (At)t2Z dé�ni

par 
L (A) := inf
t>0
E
�
1
t log kXt (t)k

	 p:s
= lim

t�!1

�
1
t log kXt (t)k

	
est strictement négatif. Bien sûr, H 0Xt

constituent l�unique solution de (2:1) ayant les mêmes propriétés que Xt.

La nécessité de la condition 
L (A) < 0 pour l�existence de solution strictement stationnaire de (2:3) peut

être établis sous condition de contrôlabilité. Notant que, comme l�exposant de lyapunov est indépendant

de la partie moyenne mobile, nous allons supposer, sans perte de généralité que q = 0 dans (2:1) (sinon,

2Un processus (Xt)t2Z tel que E fjX1jg <1 est dit ergodique p.s. (resp. en m.q.) si

1

n
(X1 + : : :+Xn) converge p.s. (resp. en m.q.) vers E fX1g quand n tend vers +1.

3Un processus (Xt)t2Z est dite strictement stationnaire si les distributions de (Xt1 ; : : : ; Xtk ) et de (Xt1+h; : : : ; Xtk+h) sont

les mêmes pour tout entier k et pour tout t1; t2; : : : ; tk; h 2 Z:

La stationnarité au sens strict signi�e intuitivement que les graphes sur deux périodes de temps de même longueur �nie,

d�une réalisation d�un processus stochastique, présentent les mêmes caractéristiques statistiques.
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une représentation appropriée est nécessaire, voir Bibi et Aknouche (c.f.,[5])) et dans ce cas

Xt := AtXt�1 + "tH (st) (2:7)

avec H (st) := b0 (st)H. Rappelons ici, que la représentation (2:1) est dite contrôlable (resp. observable)

si les matrices Cp (st) :=
�
c1 (st)

...c2 (st)
... : : :

...cp (st)
�
(resp.Op (st) :=

�
O(1) (st)

...O(2) (st)
... : : :

...O(p) (st)
�
) ont

des rangs égaux à p (p.s) où les matrices
�
cj (st)

�
1�j�p (resp.

�
Oj (st)

�
1�j�p) sont dé�nies récursivement

par c1 (st) = H (st) et cj (st) =
�
Ai (st) cj�1 (st�j+1) ; i 2 f0; : : : ; Qg

�
pour j � 2. (resp. O(1) (st) = H et

O(j) (st) =
h
Ai (st)O(j�1) (st�j+1) ; i 2 f0; : : : ; Qg

i
pour j � 2).

Les résultats sur la stationnarité stricte sont résumés dans le théorème suivant

Théorème 2.3.1 On considère le modèle (2:1) et sa représentation d�état (2:3). Alors


L (A) < 0 est une condition su¢ sante pour que (2:3) admet une solution unique, strictement station-

naire, causale, ergodique et géométrique stable donnée par la série (2:6) qui convergent presque sûrement

pour tout t 2 Z.

Si le modèle (2:7) est contrôlable et admet une solution asymptotiquement stable alors 
L (A) < 0.

Preuve Les premières assertions sont des conséquences immédiates du théorème (1) de Brandt (c.f.,[10])

et théorème (1:1) de Bougerol et Picard (c.f.,[9]).

D�autre part,

lim sup
k



Xt (k) "t�k

 1k = exp lim sup
k

1

k
log


Xt (k) "t�k



� exp lim sup
k

1

k
log
�
kXt (k)k



"t�k

	
� exp lim sup

k

1

k
log kXt (k)k

� exp f
L (A)g < 1
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alors

kXt �Xt (X0)k =







1X
k=0

Xt (k) "t�k �
t�1X
k=0

Xt (k) "t�k �Xt (t)X0







=







1X
k=t

Xt (k) "t�k �Xt (t)X0







� K exp ft
L (A)g

où K est une constante positive. D�où la stabilité géométrique. Pour prouver la seconde assertion,

nous observons que s�il existe une solution asymptotiquement stable pour (2:6) alors presque sûrement

lim
t�!1

kXt (t)Hk = 0, par contrôlabilité on obtient presque sûrement lim
t�!1

kXt (t)k = 0. Simple modi�cation

du lemme (3:4) dans Picard (c.f.,[9]) montre que 
L (A) < 0.

Remarque 2.3.1 Il n�est pas di¢ cile de voir que la condition de la contrôlabilité de la représentation

(2:7) implique son irréductibilité dans le sens où il n�existe pas un sous-espace a¢ ne H de Rp tels que

fAtX +H (st) "t : X 2 Hg � H p.s (c.f.,Kristense (c.f.,[38]) pour plus de détails et d�exemples).

Exemple 2.3.1 [non-nécessité de stationnarité locale] considérons le (MS �BL (1; 0; 1; 1)) modèle Xt =

(a1 (st) + c11 (st) "t�1)Xt�1 + b0 (st) "t où ("t)t2Z est un i.i.d séquence. La condition de stationnarité est


L (A) = inf
t>0
E

�
1

t
log kXt (t)k

�
=

dX
i=1

� (i)E flog ja1 (i) + c11 (i) "0jg < 0

si b0 (i) 6= 0 pour tous les i 2 S, alors 
L (A) < 0 est également nécessaire car rg fc1 (st)g = 1, autrement,

Xt = 0 est l�unique solution stationnaire sans aucune contrainte sur 
L (A).

Cet exemple montre l�importance de la présence de la partie moyenne mobile pour la condition néces-

saire. Il montre également que la stationnarité locale n�est pas nécessaire, à savoir l�existence de régimes

explosifs c�est à dire E flog ja1 (i) + c11 (i) "tjg > 0 ne s�oppose pas à la stationnarité globale.

Exemple 2.3.2 [non-su¢ sance de stationnarité locale] Considérons le modèle

Xt =

8><>: Xt�1 + c11 (1)Xt�1"t + "t si st = 1

Xt�1 + c11 (2)Xt�1"t + "t si st = 2
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où ("t)t2Z est un processes i.i.d. Ensuite, le processus est non stationnaire chaque fois


L (A) = f� (1)E flog j1 + c11 (1) "tjg+ � (2)E flog j1 + c11 (2) "tjgg > 0:

Mais cette condition est compatible avec la stationnarité locale. En e¤et, chaque régime admet toujours

une solution stationnaire unique donnés par Xt = � 1
c11(i)

Ifst=ig sans aucune contrainte sur 
(i)L (A) =

� (i)E flog j1 + c11 (i) "tjg ; i = 1; 2 qu�il soit négatif ou non.

Bien que la condition 
L (A) < 0 peut être utilisé comme une condition su¢ sante pour la stationnarité,

il est peu d�utilité en pratique car cette condition est basée sur le calcul d�un produit in�ni de matrices

aléatoires. Par conséquent, certaines conditions su¢ santes simples assurant la négativité de 
L (A) peuvent

être envisagées.

Proposition 2.3.1 Considérons la représentation (2:1) avec Q = 1 et supposons que ("t)t2Z est une suite

i.i.d avec E j"0j� < 1 pour certain 0 < � � 1 et soit � (i) := E
n
jA0 (st) +A1 (st) "tj� Ifst=ig

o
. Alors

� (P (�)) < 1 où � := (� (i) ; 1 � i � d), implique que 
L (A) < 0 et donc les premières assertions du

théorème (2:3:1) sont vraies.

Preuve Comme l�exposant de lyapunov est indépendant de la norme choisie, alors on peut choisir une

norme k:k de telle sorte que kMk� �



jM j�


 (par exemple,kMk =X

i;j

jmij j) par conséquent, par hypothèse

� (P (�)) < 1, il existe 0 < � < 1 de telle sorte que lim sup
n
kPn (�)k

1
n < �. Posons I0:=

�
I(p)
... : : :

...I(p)

�
et

�0 (I) :=

�
� (1) I(p)

... : : :
...� (d) I(p)

�
. L�inégalité de Jensen et la sous multiplicativité de l�opérateur j:j� nous
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avons

�
L (A) = lim
t�!1

1

t
E

8><>:log







t�1Y
j=0

(A0 (st�j) +A1 (st�j) "t�j�1)








�
9>=>;

� lim
t�!1

1

t
logE

8><>:







t�1Y
j=0

(A0 (st�j) +A1 (st�j) "t�j�1)








�
9>=>;

� lim
t�!1

1

t
logE

8<:







t�1Y
j=0

jA0 (st�j) +A1 (st�j) "t�j�1j�







9=;

� lim
t�!1

1

t
log







E
8<:
t�1Y
j=0

� (st�j)

9=;








� lim sup
t�!1

log


I0Pt�1 (�)� (�)

 1t < 0

Autres conditions su¢ santes plus faibles basés sur les produits �ni de matrices aléatoires peut être

utilisées. En e¤et, puisque 
L (A) � 
 (A) = logE fkXt (p)kg alors nous pouvons explorer la condition

E
n
kXt (p)k�

o
< 1 pour certains � > 0 pour donner le résultat suivant.

Proposition 2.3.2 Supposons que ("t)t2Z est une suite i.i.d, avec E j"0j
� < 1 pour certains 0 < � � 1.

Si
pX
i=1

E

8><>:
������ai (st) +

QX
j=1

cij (st) "t�j�1

������
�
9>=>; < 1

p alors 
 (A) < 0 et donc les résultats de la première assertion

du théorème (2:3:1) sont vraies.

Preuve La preuve découle essentiellement des mêmes arguments que dans Liu (c.f.,[47]). Notant que

dans le cas où ("t)t2Z a une variance �nie �
2 et de moyenne nulle, une simple condition su¢ sante est

E

8<:
0@ pX
i=1

������ai (st) +
QX
j=1

cij (st) "t�j�1

������
1A29=; < 1

p tant qu�une condition est légèrement plus forte

pX
i=1

dX
k=1

� (k)

8<:a2i (k) +
QX
j=1

c2ij (k) �
2

9=; <
1

p2
:
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Le critère de Lyapunov 
L (A) < 0 semble di¢ cile d�obtenir explicitement lorsque p > 1. Cependant, on

peut véri�er la négativité de 
L (A) simulation en utilisant l�équation (2:1). Ce fait limite considérable-

ment l�intérêt de ce critère dans les applications statistiques. Dans la section suivante, nous donnons des

conditions assurant l�existence des moments pour la solution strictement stationnaire.

2.3.2 Stationnarité au second ordre

Les conditions assurants l�existence de solutions stationnaires aux second ordres 4 pour les modèles

MS�ARMA (p; q) ont été connées par Francq et Zakoïan (c.f.,[19]) (voir aussi les références citées).

Résultats généraux pour les modèles (MS�BL) n�ont pas été obtenus, à notre connaissance. Donc, dans

ce paragraphe, nous nous intéressons à des conditions garantissant l�existence de solutions stationnaires aux

second ordre qui sont aussi causales, strictement stationnaires et ergodiques. Nous donnons les résultats

sous forme explicite pour le cas Q = 2, mais les mêmes arguments peuvent être utilisés pour Q > 2.

MS �BL (p; q; p; 2)

Le théorème suivant examine les conditions garantissant l�existence des solutions stationnaires au second

ordre pour l�équation (2:3) lorsque Q = 2.

Théorème 2.3.2 Considérons l�équation (2:3) avec Q = 2, et supposons que ("t)t2Z est une suite i.i.d

4Un processus (Xt)t2Z est dit stationnaire du second ordre si

i) E
�
jXtj2

	
< 1; t 2 Z

ii) E (Xt) = m; 8t 2 Z (la moyenne ne dépend pas du temps t)

iii) 'X (r; s) = 'X (r + t; s+ t) ;8t; r; s 2 Z ('X est invariante par translation dans le temps).

Il serait alors convenable de redé�nir une fonction d�auto-covariance d�un processus stationnaire du second ordre comme

une fonction d�une seule variable

'X (h) = 'X (h; 0) = cov (Xt+h; Xt) ;8h; t 2 Z:
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avec

E f"tg = E
�
"3t
	
= 0; E

�
"2t
	
= �2 et K4 := E

�
"4t
	
< +1. (2:8)

Posons � = (� (i) ; 1 � i � d) où

� (i) :=

0BBBBB@
A
20 (i) + �2A
21 (i) A0 (i)
A2 (i) +A2 (i)
A0 (i) A
22 (i)

�2 (A0 (i)
A1 (i) +A1 (i)
A0 (i)) �2 (A1 (i)
A2 (i) +A2 (i)
A1 (i)) O(p2)

�2A
20 (i) +K4A

2
1 (i) �2 (A0 (i)
A2 (i) +A2 (i)
A0 (i)) �2A
22 (i)

1CCCCCA
alors si

� := � (P (�)) < 1 (2:9)

l�équation (2:3) a une unique solution stationnaire au second ordre, géométriquement stable et en

moyenne quadratique donnée par la série (2:6) qui converge presque sûrement et en moyenne quadratique.

De plus cette solution est strictement stationnaire et ergodique.

Corollaire 2.3.1 Pour le modèle (MS �BL (1; q; 1; 1)). La condition (2:9) se réduit à �
�
P
�
a21 + �

2c211
��
<

1. En particulier, lorsque d = 2, avec p11 = p22 = 1 � p, p12 = p21 = p, alors la condition est équivalente

aux deux conditions suivantes8><>: (2p� 1)
�
a21 (1) + c

2
11 (1)

� �
a21 (2) + c

2
11 (2)

�
+ (1� p)

�
a21 (1) + c

2
11 (1) + a

2
1 (2) + c

2
11 (2)

�
< 1

(1� p)
�
a21 (1) + c

2
11 (1) + a

2
1 (2) + c

2
11 (2)

�
< 2

Preuve Dans ce cas, A0 (st) = a1 (st), A1 (st) = c11 (st), A2 (st) = 0 et

� (i) :=

0BBBBB@
a21 (i) + �

2c211 (i) 0 0

2�2c11 (i) a1 (i) 0 0

�2a21 (i) +K4c
2
11 (i) 0 0

1CCCCCA
Un calcul simple montre que les valeurs propres non nulles de P (�) sont les mêmes que celle de P

�
a21 + �

2c211
�

d�où le résultat. A noter que cet exemple montre que la stationnarité locale du second ordre n�est ni su¢ -

sante ni nécessaire pour la stationnarité globale au second ordre.
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Corollaire 2.3.2 Lorsque Q = 1, la condition (2:9) se réduit à �
�
P
�
A
20 + �2A
21

��
< 1.

Preuve Dans ce cas, les matrices � (i) prendront la forme

� (i) :=

0BBBBB@
A
20 (i) + �2A
21 (i) O(p2) O(p2)

�2 (A0 (i)
A1 (i) +A1 (i)
A0 (i)) O(p2) O(p2)

�2A
20 (i) +K4A

2
1 (i) O(p2) O(p2)

1CCCCCA
et par conséquent les valeurs propres non nulles de P (�) sont les mêmes que celles de P

�
A
20 + �2A
21

�
.

Ainsi � (P (�)) = �
�
P
�
A
20 + �2A
21

��
.

Corollaire 2.3.3 Pour la super-diagonale (2:4) la condition (2:9) se réduit à � (P (L)) < 1, où L :=

(L (i) ; 1 � i � d)

L (i) =

0BBBBBBBBBBBB@

�1 (i) �2 (i) : : : : : : �Q (i)

I(p2) O(p2) : : : : : : O(p2)

O(p2) I(p2) O(p2) : : : O(p2)
...

. . . . . . . . .
...

O(p2) : : : O(p2) I(p2) O(p2)

1CCCCCCCCCCCCA
avec �1 (i) := A
20 (i) + �2A
21 (i) et

�j (i) := �
2

"
Aj (i)


 
j�1X
l=1

Al0 (i)Aj�l (i)

!
+

 
j�1X
l=1

Al0 (i)Aj�l (i)

!

Aj (i) +A
2j (i)

#
, j = 2; � � � ; Q.

Preuve La preuve découle les mêmes arguments utilisés dans le théorème (2:3:2).

Corollaire 2.3.4 [Le modèle MS �ARMA] Dans le cas linéaire, lorsque les coe¢ cients cij (:) dans (2:1)

sont tous nuls, la condition (2:9) se réduit à �
�
P
�
A
20

��
< 1.

Preuve Dans ce cas, les matrices � (i) prennent la forme

� (i) =

0BBBBB@
A
20 (i) O(p2) O(p2)

O(p2) O(p2) O(p2)

�2A
20 (i) O(p2) O(p2)

1CCCCCA
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de sorte que le non nuls valeurs propres de P (�) sont les mêmes de P
�
A
20

�
. Ainsi � (P (�)) =

�
�
P
�
A
20

��
, la preuve découle des arguments standards.

Dé�nissons maintenant les processus de Rp suivants

Sn (t) =

8>>>>><>>>>>:
O(p) si n < 0

"t si n = 0

AtSn�1 (t� 1) + "t si n > 0

(2:10)

et posons 4
n
(t) = Sn (t)� Sn�1 (t) donc

4
n
(t) =

8>>>>><>>>>>:
O(p) si n < 0

"t si n = 0

At4n�1 (t� 1) si n > 0

(2:11)

Preuve les récurrences (2:10) et (2:11) permettent de construire les fonctions mesurables gn : R1 �! Rp,

Gn : R1 �! Rp telles que 4
n
(t) = gn ("t�1; "t�2; :::), n � 1 et Sn (t) = Gn ("t�1; "t�2; :::), n � 0. Il est

clair Sn (t) et 4n (t) sont mesurables par rapport à =t := � (f("s; ss) ; s � tg) et sont donc strictement

stationnaire pour tout n 2 Z �xé. D�après la théorie des espaces Lp (p > 1) le problème d�existence de

solution stationnaire au second ordre de (2:3) se réduit à la convergence de (Sn (t))n�1 vers Xt dans

L2. La quantité clé de la convergence est par conséquent E
n
4
n
(t)40

n
(t)
o
! 0, ce qui implique que

Sn (t) est une suite de Cauchy dans L2. Pour ce faire, nous devons évaluer les vecteurs des moments

V n (i) = E
n
4
2
n
(t)
��� st = io, Dn (i) = E

n
4
2
n
(t) "t�1

��� st = io et Fn (i) = E
n
4
2
n
(t) "2t�1

��� st = io qui
peuvent être évalués comme suit, pour tout n � 3 nous avons d�après l�indépendance entre "t et st et de
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condition (2:7).

� (i)V n (i) =
dX
j=1

8><>:
�
A
20 (i) + �2A
21 (i)

�
V n�1 (j)+

(A0 (i)
A2 (i) +A2 (i)
A0 (i))Dn�1 (j) +A
22 (i)Fn�1 (j)

9>=>;� (j) pji
� (i)Dn (i) =

dX
j=1

8><>: �2 (A0 (i)
A1 (i) +A1 (i)
A0 (i))V n�1 (j)+

�2 (A1 (i)
A2 (i) +A2 (i)
A1 (i))Dn�1 (j)

9>=>;� (j) pji
� (i)Fn (i) =

dX
j=1

8><>:
�
�2A
20 (i) +K4A


2
1 (i)

�
V n�1 (j)+

�2 (A0 (i)
A2 (i) +A2 (i)
A0 (i))Dn�1 (j) + �2A
22 (i)Fn�1 (j)

9>=>;� (j) pji
Endé�nissant Un = (Un (i) ; 1 � i � d) où Un (i) := (� (i)V 0n (i) ; � (i)D

0
n (i) ; � (i)F

0
n (i))

0 nous obtenons

l�équation récursive homogène suivante

�(Un) = P (�)�
�
Un�1

�
Ceci montre que la condition (2:9) est su¢ sante pour (� (Un))n converger vers zéro géométriquement. Plus

précisément, il existe une constante positive K telle que

E


Sn (t)� Sn�1 (t)

2 = E




4
n
(t)



2 = E ntrace�4

n
(t)40

n
(t)
�o
� k�(Un)k

� K�
n
2

Cela implique que pour chaque t �xé, (Sn (t))n est une suite de Cauchy, donc elle converge dans L2 et

p.s que n �! 1. D�autre part, depuis Sn (t) =
nX
k=1

Xt (k) "t�k + "t alors Xt = lim
n�!1

Sn (t) satisfait

(2:3) pour Q = 2: Il convient de noter que (Sn (t))n est une solution causale, strictement stationnaire,

géométriquement stable en moyenne et ergodique, et donc sa limite Xt a les mêmes propriétés.

Discutons maintenant la nécessité de la condition (2:9). supposons que (Xt)t2Z admet une solution cau-

sale, stationnaire au second ordre solution à avec Q = 2. Alors pour tout k � 1 nous avons Xt = X
(1)
t (k)+

X
(2)
t (k) + Xt (k)Xt�k�1 où X

(1)
t (k) :=

kX
l=0

Xt (l � 1) �(1)t�l, X
(2)
t (k) :=

kX
l=0

Xt (l � 1) �(2)t�l avec �(i)t =

Ai�1 (st+1)H (st) "it, i = 1; 2. Les matrices de covariance de �
(i)
t
, i = 1; 2 sont désignés

(i)X
, i = 1; 2 respec-

tivement. Notons que X(1)
t (k) et X(2)

t (k)+Xt (k)Xt�k�1 sont non corrélés avec E
n
X
(1)
t (k)

o
= 0 et donc
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pour tous k � 1, E
n
X

0(1)
t (k)X

(1)
t (k)

o
� E fX 0

tXtg par conséquent, nous devons avoir
1X
l=0




Xt (l) �(1)t�l


2
2
<

+1 ce qui implique que
1X
l=0




Xt (l) �(1)t�l�0(1)t�lX
0
t (l)




 = 1X
l=0






I0Pl �A
20 + �2A
21
�
�

 
(1)P!




 < +1 où I0 =�

I(p2)
... : : :

...I(p2)
�
est une matrice p2 � dp2.

La discussion précédente conduit au résultat suivant.

Théorème 2.3.3 Une condition nécessaire pour l�existence d�une solution causale stationnaire au second

ordre de (2:7) est que
1X
l=0






I0Pl (�)�
 
(1)P!




 < +1 en outre, si (2:7) est contrôlable et admet une solution

asymptotiquement stable en moyen, alors la condition (2:9) est vraie.

2.3.3 Le modèle MS �BL général

Pour un entier Q > 2, le même argument utilisé dans le paragraphe précédent peut encore être appliqué.

Dans ce cas, nous supposons que ("t)t2Z satisfaisant les conditions E
n
"2Qt

o
< +1 et E f"rtg = 0 pour

tout entier r impair r < 2Q: Ainsi les processus Sn (t) et 4n (t) restent les mêmes que dans le cas

MS�BL(p; q; p; 2). Cependant, les propriétés de convergence de la séquence fSn (t)g peut être étudiée en

utilisant les mêmes arguments que dans le cas Q = 2 en introduisant les vecteurs suivants8>>>>><>>>>>:
V n (i) = E

n
4
2
n
(t)
��� st = io

D
(j)
n (i) = E

n
"t�j4
2n (t)

��� st = io , 1 � j � Q� 1

F
(jk)
n (i) = E

n
"t�j"t�k4
2n (t)

��� st = io , 1 � j � k � Q� 1
et les moments d�ordre supérieurs et nous pouvons dé�nir la récurence �(Un) = P (�)�

�
Un�1

�
.

2.3.4 Ergodicité géométrique et la propriété ��mélange

Nous continuons notre inversement ici par l�examinassions des conditions assurants l�ergodicité géomé-

trique et la ��mélange. Comme il est di¢ cile à manipuler les termes de produits Xt"t�k, k > 0, dans

(2:1), nous nous limiterons aux modèles super-diagonaux (2:4) et sans perte de généralité, nous consi-

dérons MS � SBL (p; 0; p;Q). Bien que ces modèles peuvent être considérés comme un MS � ARMA
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faible, alors les développements sont assez fastidieux. Soit r = p (Q+ 1) et dé�nissons les r�vecteurs

Y t :=
�
X 0
t; X

0
t"t; : : : ; X

0
t�Q+1"t�Q+1

�0
r�1et �st ("t) :=

�
H 0 (st) "t;H

0 (st) "2t ; O
0
(p(Q�1))

�0
r�1

et posons

Ast ("t) :=

0BBBBBBBBBBBBBBB@

A0 (st) A1 (st) A2 (st) : : : : : : AQ (st)

A0 (st) "t A1 (st) "t A2 (st) "t : : : : : : AQ (st) "t

O(p) I(p) O(p) : : : : : : O(p)

O(p) O(p) I(p) O(p) : : : O(p)
...

. . . . . . . . . . . .
...

O(p) : : : : : : O(p) I(p) O(p)

1CCCCCCCCCCCCCCCA
r�r

alors on a

Y t = Ast ("t)Y t�1 + �st
("t) : (2:12)

Pour la représentation (2:12) nous avons les résultat suivant

Proposition 2.3.3 Soit
s

L (A) l�exposant de Lyapunov associé à la suite des matrices aléatoires A :=

(Ast ("t))t2Z et supposons que ("t)t2Z est une suite i.i.d telle que E
n
j"0j�

o
< +1 pour certains � > 0.

Alors si
s

L (A) < 0 il existe �

� 2 ]0; 1[ de telle sorte que E
n
jXtj�

�o
< +1.

Preuve Notans que puisque
s

L (A) < 0, alors l�équation (2:12) admette une solution unique, causale,

strictement stationnaire, géométriquement stable et ergodique donnée par

Y t =
X
k�0

Yt (k) �st�k
("t�k) (2:13)

où Yt (k) :=

(
k�1Y
i=0

Ast�i ("t�i)

)
et la série (2:13) converge absolument p.s. Nous devons d�abord montrer

que si
s

L (A) < 0 il existe �� 2 ]0; 1[ et t0 > 0 tels que E

n
kYt (t0)k�

�o
< 1. En e¤et, considérons une

norme k:k de telle sort que kMk� �



jM j�


, par la dé�nition de s
L (A), il existe un entier t0 � 1 tel que
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E flog kYt (t0)kg < 0. D�autre part d�après la sous-multiplicativité de j:j� nous avons

E
n
kYt (t0)k�

o
� E

(





t0�1Y
i=0

��Ast�i ("t�i)���






)

=






E
(
t0�1Y
i=0

��Ast�i ("t�i)���
)






=






E
(
E

(
t0�1Y
i=0

��Ast�i ("t�i)��� jst; st�1; : : : ; st�t0+1
))






=






E
(
t0�1Y
i=0

��Ast�i (�)���
)






=


I0Pt0�1 (A (�))� (A (�))

 < +1

où A (�) =
�
jAi (�)j� ; 1 � i � d

�
et � := E

n
j"0j�

o
. Soit la fonction f (t) = E

�
kYt (t0)kt

	
comme f 0 (0) =

E flog kYt (t0)kg < 0 alors f (t) décroit dans un voisinage de 0 et comme f (0) = 1, il s�ensuit qu�il existe

�� 2 ]0; 1[ de telle sorte que E
n
kYt (t0)k�

�o
< 1 et donc kY tk �

P
k�1




Yt (k) �st�k ("t�k)


 + 


�st ("t)


.
Comme �� 2 ]0; 1[, nous obtenons kY tk

�� �
P
k�1




Yt (k) �st�k ("t�k)


�� + 


�st ("t)


�� et par le théorème
de la convergence dominée et en utilisant le fait que lim sup

k�!1




Yt (k) �st�k ("t�k)


 1k � expns
L (A)o < 1 la
dernière série converge en L�� .

La proposition suivante établit un résultat similaire à la proposition (2:3:1) pour la représentation

(2:12).

Proposition 2.3.4 Supposons que ("t)t2Z est une suite i.i.d avec E j"0j
2� < +1 pour certains 0 < � � 1,

si � (P (A (�))) < 1, alors l�équation (2:12) admette une solution unique strictement stationnaire, asymptoti-

quement stable et ergodique donnée par la série (2:13). De plus, pour tout t 2 Z ; la séquence de
�
Yt (k) y

�
k�1

converge p.s. vers 0 pour tout vecteur y 2 Rr.

Preuve La preuve décolle essentiellement de la même façon que dans la proposition (2:3:1).

La représentation (2:12) montre que "t est indépendante de
n�
Y 0s�1; ss

�0
; s � t

o
et donc

�
(Y 0t; st)

0
�
t2Z

est une chaîne homogène de Feller à valeurs dans Rr � S. Cependant, une des conditions les plus uti-

lisés dans l�établissement de stationnarité et d�ergodicité géométrique des chaînes (Zt; t 2 Z) sur Rk en
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temps discret, apériodique, ��irréductibles avec probabilité de transition à l�étape n notée Q(n) (z;A) =

Q (Zn 2 A jZ0 = z) ; (A; z) 2 BRk �Rk est la condition de dérive (voir Meyn et Tweedie (c.f.,[56]) et les ré-

férences citées). Cette condition nécessite l�existence d�une fonction g : Rk �! [1;+1[ un compact C � Rk

et une paire de constantes (b; �) 2 [0;+1[ � ]0; 1[ telle que
Z
Rk
g
�
y
�
Q
�
z; dy

�
� �g (z) + bIC (z). Pour

établir cette condition, faisons les hypothèses suivantes

A.0 ("t)t2Z est une séquence i.i.d des variables aléatoires de distribution marginale absolument continue

par rapport à la mesure de Lebesgue �. Le support de "t est dé�nie par sa densité strictement positive

contenat un ensemble ouvert et le zéro

A.1 E
n
j"tj2�

o
< +1 pour un certain 0 < � � 1.

A.2
s

L (A) < 0.

La condition A.0 assure que
�
(Y 0t; st)

0
�
t2Z

est une chaîne de Feller (�
 �)�irréductible où � est la

mesure de comptage sur S. Lorsqu�elle est associée aux propriétés de la chaîne (st), alors tout ensemble

compact est un petit ensemble. Posons
�
Y t := (Y

0
t; st)

0 avec représentation d�espace état

�
Y t =

�
Ast ("t)

�
Y t�1 +

�
�
st
("t) (2:14)

où
�
�
st
("t) :=

�
�0
st
("t) ; st

�0
et

�
Ast ("t) est une matrice appropriée.

Théorème 2.3.4 Sous les conditions A.0-A.2 la chaîne
�
�
Y t

�
t2Z

est géométriquement ergodique. En

outre, si
�
Y t est initialisée par sa distribution stationnaire, alors la première composante de

�
Y t est stricte-

ment stationnaire et ��mélangeante à vitesse exponentielle de décroissance.

Preuve Soit
�
Yt (k) =

(
k�1Y
l=0

�
Ast�l ("t�l)

)
et de (2:14), nous avons par récurrence





 �Y t



 1t � t�1X
k=0





�Yt (k)



 1t 


��st�k ("t�k)


 1t + 



�Yt (t)



 1t 



 �Y 0



 1t : (2:15)

Sous A.2 nous avons 1t log




�Yt (t)



 �! s


L (A) < 0 et donc





�Yt (t)



 1t �! exp
s

L(A) < 1 d�autre part, les

variables aléatoires





�Yt (t)



 1t sont p.s. bornées par sup
t
kAst ("t)k. D�après le théorème de convergence do-
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minée, nous avons pour tous les x 2 S, lim
t�!1

E

(



�Yt (t) Ifs1=xg



 1t
)
< 1 il s�ensuive qu�il existe p � 1

� et une

constante positive K < 1 de telle sorte que �p := sup
x2S
E

(



 �Yp (p) Ifs1=xg



 1p
)
� K. Prenons maintenant l�es-

pérance conditionnelle des deux côtes de l�inégalité (2:15), nous obtenons E

(



 �Y p



 1p ���� �Y 0 = z
)
� �p



y

 1p+
�p pour tous les z =

�
y0; x

�0 2 Rr�S où �p =
(
p�1X
k=0





 �Yp (k)



 1p 


��sp�k ("p�k)


 1p jZ0 = z
)
. Soit V la fonction

de Lyapunov dé�nie par V (z) = kzk
1
p + 1, alors nous avons E

�
V

�
�
Yp

� ���� �Y 0 = z� � �pV (z) + �p + 1
posons K 0 = �p +

1��p
2 et dé�nissons le compact

C =
n
z =

�
y0; x

�0 2 Rr � S : K 0V (z) � �pV (z) + �p + 1
o
:

Alors, il est facile de voir que 0 < K 0 < 1 et que
Z
Rr
V
�
y
�
Q
�
z; dy

�
� K 0V (z)��pIC (z) ce qui achève

la démonstration.



CHAPITRE 2. LES MODÈLES BILINÉAIRES À CHANGEMENTS DE RÉGIMES MARKOVIENS 34

2.4 L�inversibilité

L�inversibilité est une notion très importante dans l�étude des modèles de série chronologiques tant

linéaire que non linéaire, car elle permet d�une part de faire des prévisions, d�autre part, d�estimer dans

certains cas les paramètres du modèle. Précisons dans quelles circonstances ont été utilisées dans le cadre

des modèles bilinéaires. Guégan (c.f.,[26]), Quinn (c.f.,[62]), Pham et Tran (c.f.,[59]). Pour obtenir des

conditions d�inversibilité notamment pour les modèles bilinéaires. Guégan et Pam (c.f.,[27]), Subba Rao

(c.f.,[64]) ont suggérés des conditions su¢ santes d�inversibilité pour une large classes de modèles bilinéaires.

Pour �xer les idées, considérons la classe de modèles

2.4.1 MS-BL(1; 0; 1; 1)

Soit le modèle

Xt = a1 (st)Xt�1 + "t + c11 (st)Xt�1"t�1 (3:1)

ou encore

Xt = Zt�1 + "t (3:2)

où Zt�1 = [a1 (st) + c11 (st) "t�1]Xt�1 alors "t peut être calculé de manière récursive "t = Xt � Zt�1 et

Zt�1 = (a1 (st) + c11 (st) "t�1)Xt�1 (3:3)

= (a1 (st) + c11 (st)Xt�1)Xt�1 � c11 (st)Xt�1Zt�2.

Si Z0 est connu, alors (3:3) peut être utilisé pour calculer "t en fonction de X1; X2; : : : ; Xt. Comme les Zt

ne sont pas observables, on peut prendre Z0 égale à une valeur arbitraire, par exemple z0, ce qui donne une

valeur initiale du bruit que nous désignons par " ( tj z0). Cependant, et selon Granger et Andersen, nous

disons que le processus Xt est inversible si " ( tj z0) � "t converge vers 0 indépendamment de z0 au sens

que l�on précisera par la suite (c.f.,[60]). La discussion ci-dessus suppose que nous connaissons les valeurs

des paramètres a1 (st), c11 (st) du modèle. En pratique, nous ajustons le modèle aux données en supposant
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que le processus d�observation obéit au modèle (3:1) de paramètre inconnus � = (a1 (st) ; c11 (st)) que l�on

cherche à estimer. Nous sommes amenés donc à remplacer � par un certain estimateur ~� = (~a1 (st) ; ~c11 (st)).

Le bruit est alors calculé par la méthode de récursion (3:3) avec ~� au lieu de �, la valeur obtenue sera notée

"~� ( tj z0) pour indiquer sa dépendance en ~�. Ainsi, nous disons que le modèle (3:1) est inversible par rapport

au processus d�observation Xt relativement à ~� , s�il existe un processus stationnaire "~� (t) de telle sorte que

"~� ( tj z0)� "~� (t) converge vers 0. Notons que cette dé�nition est similaire à celle de Granger et Andersen

(1978b) qui exigent seulement que le second moment de "~� ( tj z0)� "t tend vers une limite �nie.

Théorème 2.4.1 Le modèle (3:1) est fortement inversible en ~� selon que
dY
i=1

(~c11 (i))
�(i) est strictement

inférieur ou strictement supérieur à exp f�E log jXtjg et E log+ jXtj < +1 (c.f.,[60]).

Preuve Considérons l�équation (3:3) avec ~a1 (st) ; ~c11 (st) à la place a1 (st) ; c11 (st) et avec une valeur

initiale z0 alors

"~� ( tj z0) = Xt � [~a1 (st) + ~c11 (st)Xt�1]Xt�1 + ~c11 (st)Xt�1Zt�2

= Xt � [~a1 (st) + ~c11 (st)Xt�1]Xt�1 +

~c11 (st)Xt�1 f[~a1 (st�1) + ~c11 (st�1)Xt�2]Xt�2 � ~c11 (st�1)Xt�2Zt�3g

= Xt � [~a1 (st) + ~c11 (st)Xt�1]Xt�1 + ~c11 (st) [~a1 (st�1) + ~c11 (st�1)Xt�2]Xt�1Xt�2

�~c11 (st) ~c11 (st�1)Xt�1Xt�2Zt�3

par récurrence, on obtient

"~� ( tj z0) = Xt�
t�1X
j=1

(�1)j�1 ~ct (j)
(

jY
k=1

Xt�k

)
f~a1 (st�j+1) + ~c11 (st�j+1)Xt�jg�(�1)t�1 ~ct (t)

(
t�1Y
k=1

Xt�k

)
z0

(3:4)

où ~ct (j) =
j�1Y
k=1

f~c11 (st�k+1)g avec ~ct (0) = 0. Le théorème ergodique montre que 1
j log

�����
jY
k=1

Xt�k

����� =
1
j

jX
k=1

log jXt�kj converge p.s. quand j �!1 vers E log jXtj donc lim
j�!1

�����
jY
k=1

Xt�k

�����
1
j

= exp fE log jXtjg p:s:
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D�autre part si
dY
i=1

j~c11 (i)j�(i) < exp f�E log jXtjg alors presque surement la série

Xt �
1X
j=1

(�1)j�1 ~ct (j)
(

jY
k=1

Xt�k

)
f~a1 (st�j+1) + ~c11 (st�j+1)Xt�jg

convergente avec une somme égale "~� (t) et nous avons "~� ( tj z0) � "~� (t) �! 0 p.s. comme que t �! 1.

Si
dY
i=1

j~c11 (i)j�(i) > exp f�E log jXtjg alors la distribution de "~� (0j z0) � "~� (0) qui est la même que celle

de X0 �
t�1X
j=1

(�1)j�1 ~ct (j)
(

jY
k=1

X�k

)
f~a1 (s�j+1) + ~c11 (s�j+1)X�jg � "~� (0) ne peut converger vers une

limite quand t �!1.

Corollaire 2.4.1 Le processus (3:1) est fortement inversible ou non selon que
dY
i=1

(c11 (i))
�(i) est stricte-

ment inférieur ou strictement supérieur à exp f�E log jXtjg et E log+ jXtj < +1.

2.4.2 MS-BL(p; q; P;Q)

Sans perdre de généralité, on suppose que Q = q

8t 2 Z; Xt =
pX
i=1

ai (st)Xt�i +

qX
j=0

bj (st) "t�j +
PX
i=1

qX
j=1

cij (st)Xt�i"t�j ; b0 (st) = 1

i.e.,

8t 2 Z; Xt =
pX
i=1

ai (st)Xt�i +

qX
j=1

"
bj (st) +

pX
i=1

cij (st)Xt�i

#
"t�j + "t

donc le modèle MS �BL(p; q; P; q) admet la représentation suivante

"t =Mt"t�1 +Kt (3:9)
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où "t := ("t; "t�1; : : : ; "t�q+1)
0
q�1 ;Kt := N (st)Xt�1, Xt := (Xt; Xt�1; : : : ; Xt�p+1)

0
p�1 ;et Mt := M0 (st) +

PP
j=1

Mj (st)Xt�j avec M0 (st), Mj (st) et N (st) sont q � q, q � q, q � p matrices dé�nies par

M0 (st) : =

0B@ b1 (st) : : : bq (st)

I(q�1) O(q�1)

1CA
q�q

Mj (st) : =

0B@ cj1 (st) : : : cjq (st)

O(q�1;p)

1CA
q�p

; j = 1; : : : ; P

N (st) : =

0B@ a1 (st) : : : ap (st)

O(q�1;p)

1CA
q�p

:

Alors on a

Proposition 2.4.1 Le modèle (MS �BL(p; 1; p; 1)) est fortement inversible si

dX
i=1

� (i)E

8<:log
������
pX
j=1

cj1 (i)Xt�j + b1 (i)

������
9=; < 0. (3:10)

En particulier, pour p = 1 et b1 (:) = 0 la condition (3:10) est équivalente à
dY
i=1

jc11 (i)j�(i) < exp f�E log jXtjg.



Chapitre 3

Théorèmes limites pour les MS �BL

super-diagonaux

Nous examinons maintenant les modèles MS �BL super-diagonaux

Xt = H"t +A0 (st)Xt�1 +A1 (st)Xt�1"t�1 (4:1)

où ("t)t2Z est une suite i.i.d. De toute évidence, (4:1) est un cas particulier de (2:2) avec q = 0 etQ = 1. Dans

cette section, nous étudions des conditions appropriées, pour que la moyenne et covariances empiriques sa-

tisfaire le théorème central limite (T:C:L) et la loi du logarithme itéré (L:I:L). Soient =t = � f"u; su; u � tg

et T l�opérateur de retard , c-à-d pour x = (:::; x�1; x0; x1; :::) 2 R1, T (x) = (:::; x0; x1; x2; :::) dans cette

section, on suppose que ("t)t2Z véri�é (2:8) et supposons que

� = �
�
P
�
A
20 + �2A
21

��
< 1 (4:2)

Alors il existe une fonction mesurable g (:) de R1 à R de telle sorte que Xt = g ("t; st; "t�1; st�1; :::)

p:s:8t 2 Z c-à-d (Xt)t2Z est causale i.e.,

Xt = H"t +
1X
k=1

k�1Y
j=0

[A0 (st�j+1) +A1 (st�j+1) "t�j ]H"t�k (4:3)

38
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où la série converge absolument presque sûrement et dans L2. Pour le processus (Xt)t2Z univarié dé�ni par

la première composante du processus (Xt)t2Z satisfaisant (4:1), alors posons Yt = g ("t; st; "t�1; st�1; :::)��

ici � = E (X0) et g (:) est la fonction mesurable déterminée par (4:3) de sorte queXt = g ("t; st; "t�1; st�1; :::).

Comme EY0 = 0, EY 20 <1 et Y0 est =0�mesurable. En outre Yt = Y0 (T 0 (")) où " = (: : : ; "�1; st; "0; s0; "1; s1 : : :)

est strictement stationnaire et ergodique. La première somme partielle qui nous s�intéresse est

Sn =

nX
t=1

Yt =
nX
t=1

Xt � n�:

Théorème 3.0.2 Considérons le modèle bilinéaire (4:1) avec (Xt) t2Z dé�ni comme étant la première

composante du processus (Xt) t2Z. Sous les hypothèses (2:8) et (4:2), on a

Snp
n

d�!
n�!+1

N
�
0; ��2

�
p.s. (4:4)

où �� =
r

lim
n�!1

E
�
S2n
n

�
<1 si en plus �� > 0 puis

lim sup
n�!+1

Snp
2n ln lnn

= �� p.s., lim inf
n�!+1

Snp
2n ln lnn

= ��� p.s. (4:5)

Preuve Nous avons pour chaque t > 0

E (Xt j=0 ) =

t�2X
j=0

E

 
jY
k=0

(A0 (st�k) +A1 (st�k) "t�k�1)H"t�j�1 j=0

!

+E

0@t�1Y
j=0

(A0 (st�j) +A1 (st�j) "t�j�1)X0 j=0

1A
= �2

t�2X
j=0

10Pj (A0)� (A1)H + 10Pt�1 (A0)� ((A0 +A1"0)X0) .

Pour établir le théorème ci-dessus, nous véri�ons seulement les conditions du théorème (5:5) de Hall et

Heyde (1980). Soit yt = E (Yt j=0 )�E (Yt j=�1 ) = E (Xt j=0 )�E (Xt j=�1 ) = H 0 (E (Xt j=0 )� E (Xt j=�1 ))

et

E (Xt j=0 ) =

8>>><>>>:
�2

t�2X
j=0

10Pj (A0)� (A1)H + 10Pt�1 (A0)� ((A0 +A1"0)X0) si t > 0

Xt si t � 0

(4:6)
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et

E (Xt j=�1 ) =

8>>>>>><>>>>>>:

�2
t�1X
j=0

10Pj (A0)� (A1)H + 10Pt (A0)�
�
(A0 +A1"�1)X�1

�
si t > 0

�
�
(A0 +A1"�1)X�1

�
si t = 0

Xt si t < 0

donc

E (Xt j=0 )� E (Xt j=�1 ) =

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

10Pt�1 (A0)

0B@ �
�
(A0 +A1"0)X0 � �2A1H

�
�

A001
0P�

�
(A0 +A1"�1)X�1

�
1CA si t > 0

X0 ��
�
(A0 +A1"�1)X�1

�
si t = 0

0 si t < 0

et yt = H 0 �10Pt�1 (A0) �� �(A0 +A1"0)X0 � �2A1H
�
�A0010P�

�
(A0 +A1"�1)X�1

���
pour tout t > 0.

Notant que (� (A))2 = � (A
A) < 1 nous avons par la proposition (2:1) de Liu et Brockwell (1988)

Ey2t = H
0E

0B@ 10Pt�1 (A0)
�
�
�
(A0 +A1"0)X0 � �2A1H

�
�A0010P�

�
(A0 +A1"�1)X�1

��
�
�0
�
(A0 +A1"0)X0 � �2A1H

�
��0

�
(A0 +A1"�1)X�1

�
P01A0

�
P0t�1 (A0)1

1CAH
� const:�t pour tout t > 0.

D�qaprès l�inégalité de Cauchy-Schwarz ona E

0@ nX
j=m

yj

1A2 � const:�m pour certains 0 < � < 1 et 80 <

m < n. Ceci établit (5:24) de Hall et Heyde (1980). D�autre part

1X
m=1

0@lim sup
n
E

0@ nX
j=m

yj

1A2 + lim sup
n
E

0@ nX
j=m

y�j

1A21A <1:

En�n, montrons que E (Y0 j=1 ) = Y0 p.s. et E (Y0 j=�1 ) = 0 p.s., où =1 = �

([
t

=t

)
et =�1 =

\
t

=t.

La première relation est évidente depuis Y0 est =0 mesurable. Pour montrer la seconde, observons que pour

Y t = Xt � � on a pour tout 8m > 0

E (Y 0 j=�m ) = E
�
X0 � � j=�m

�
= E (X0 j=�m )� �

= �2
m�1X
k=1

10Pk�1 (A0)� (A1)H + 10Pm�1 (A0)�
�
(A0 +A1"�m)X�m

�
� �
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et � = �2
1X
k=1

10Pk�1 (A0)� (A1)H et en appliquant l�inégalité de Cauchy-Schwarz on a

E (E (Y0 j=�1 ))2 = E (E (E (Y0 j=�m ) j=�1 ))2 � E
�
E
�
(E (Y0 j=�m ))2 j=�1

��
�!

m�!1
0

De même, on peut considérer la fonction de covariance empirique 
̂ (k) = 1
n

nX
j=k+1

�
Xj �X

� �
Xj�k �X

�
,

k � 0 où X = 1
n

nX
t=1

Xt en considérons la seconde somme partielle suivante

Sn (k) =

nX
j=k+1

XjXj�k � (n� k)� (k) ; k � 0

où � (k) = E (XkX0) alors

Théorème 3.0.3 Soit (Xt)t2Z le processus dé�ni par la première composante du processus (Xt)t2Z dé�ni

par (4:1). Supposons que les conditions (2:8) et (4:2) sont satisfaites. Alors

Sn (k)p
n

d�!
n�!+1

N
�
0; �2 (k)

�
où � (k) =

r
lim

n�!+1
E(S2n(k))

n <1 si de plus � (k) > 0, presque sûrement on a

lim sup
n�!+1

Sn (k)p
2n ln lnn

= � (k) et lim inf
n�!+1

Sn (k)p
2n ln lnn

= �� (k)

Preuve La preuve est la même comme pour le théorème précédent et en manipulant des espérances

conditionnelles.



Deuxième partie

L�inférence statistique asymptotique

dans les MS �BL

42



Chapitre 4

L�estimation dans les modèles MS �BL

Dans les applications de la statistique, il arrive fréquemment que certaines valeurs soient manquantes

dans les jeux de données utilisés par les praticiens. Lorsque cette situation survient, plusieurs méthodes sont

mises à la disposition des statisticiens pour remplacer les données manquantes par des valeurs imputées.

De plus, lorsque toutes les données sont présentes et que leur distribution est connue, certaines méthodes

peuvent être utilisées pour estimer les paramètres de la distribution. Dans ce chapitre, une technique qui

permet d�estimer les paramètres lorsque des données sont absentes est étudiée.

4.0.3 La fonction de vraisemblance dans les modèles MS �BL (p; 0; P;Q)

Soit b0(st) = 1;mx = max fp; Pg, m" = Q et supposons qu�on a fX�mx+1; :::; X0; X1; :::; XNg une

observation du processus MS � BL (p; 0; P;Q) stationnaire au second order (Xt)t2Z causal et inversible.

Notons �:= (�(k); k = 1; :::; d) où �(k) =
�
a0(k); c0(k); p0(k); �(k); � (k)

�0 où a0(k) = (aj(k); 1 � j � p),

c0i;j(k) = (ci;j(k); 1 � i � P; 1 � j � Q), p0(k) = (pk;j ; 1 � j � d). Supposons que

H0 la suite ("t)t est une suite i:i distribuée selon une loi nornmale N
�
0; �2

�
.

On suppose que les observation X0 où Xt = f(X�mx+1; "�m"+1) ; :::; (Xt; "t)g connues, alors la vrai-

semblance conditiontinalle (sachant Xt�1) par rapport à la mesure d(� 
 �) (où � désigne la mesure de
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Lebesgue et � désigne celle de comptage sur S) est dé�nie pour tout �2 � par

LN (X1; X2; :::; XN ; �) =
NY
k=1

L( XkjXk�1; �) = L( XN jXN�1; �)
N�1Y
k=1

L( XkjXk�1; �)

=

NX
i=1

L( XN jXN�1; sN = ei; �)P
�
sN = eijXN�1; �

�N�1Y
k=1

L( XkjXk�1; �)

Si on note

1. �t(i) = P
�
st = eijXt�1; �

�
2. bt(i) = L( XtjXt�1; st = ei; �), la densité conditionnelle de Xt sachant Xt�1 et st = ei.

3. �0i = (�t(1); �t(2); : : : ; �t(i)) et b
0
i = (bt(1); bt(2); : : : ; bt(i)).

Alors on aura

LN (X1; X2; :::; XN ; �) = b
0
N�N

N�1Y
k=1

L( XkjXk�1; �) =
NY
k=1

b0k�k

On en déduit une forme pratique de la log-vraisemblance

logLN (X1; X2; :::; XN ; �) =
NX
k=1

log
�
b0k�k

	
Comme la Jacobienne de la transformation de (Xt) vers ("t) est égale à 1, alors

bt(i) = L( XtjXt�1; st = ei; �) = fei(XtjXt�1; �)

=
1p
2��2

exp

8<:� 1

2�2

8<:Xt �
pX
l=1

al (ei)Xt�l �
PX
l=1

QX
j=1

clj (ei)Xt�l"t�j(ei)

9=;
29=;

=
1p
2��2

exp

�
� 1

2�2
"2t (ei))

�
Notons que la vraisemblance des données complètes (4:2) peut s�écrire sous la forme

LN (X1; X2; :::; XN ; �) =
P

(e1;:::;eN )2SN
p� (X1; X2; :::; XN jX0) (4.2)

où

p� (X1; X2; :::; XN jX0) = �(e1)
NQ
t=2
pet�1;et

�
NQ
t=1
fet(XtjXt�1; �)

�
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ou encore

LN (X1; X2; :::; XN ; �) = 1
0

(
NY
t=2

M�(f(Xt))

)
�(f(X1)) (4.3)

oùM�(f (xt)) = P
�
f(xtjxt�1; �)

�
et�(f(X1)) = �(f(x1jx0; �)) où f(xtjxt�1; �) =

�
f1(xtjxt�1; �); :::; fd(xtjxt�1; �)

�
:

Il est aussi cependant préférable d�utiliser la formule

LN (X1; X2; :::; XN ; �) =
NY
t=1

p�(XtjXt�1) (4.4)

où p�(XtjXt�1) =
P
s2S
p�
�
XtjXt�1; st = s

�
p�(st = sjXt�1): D�autre part, il est facile (pour des techniques

de démonstrations) de considérer la vraisemblance conditionnelle suivante

L�N (X1; X2; :::; XN ; �) =
P

(e1;:::;eN )2SN
�(e1)

�
NQ
t=2
pet�1;et

��
NQ
t=1
fet(XtjX�1; �)

�

= 10

(
NY
t=2

M�
� (f(Xt))

)
�(f(X1))

dans lesquelles X�1 = f(Xt�s; "t�s) ; s � 1g. Notons

1. p�(XtjXt�1) la densité de Xt sachant Xt�1 et g�(XtjXt�1) sa logarithme

2. p��(XtjX�1) la densité de Xt sachant X�1 et g��(XtjX�1) sa logarithme

4.0.4 Consistence du MLE

Dans la suite nous supposerons que

H1 � est un compact

H2 Pour �= �0 la chaîne (st)t est irréductible et apériodique

H3 Pour �= �0, le modèle (2:2) admit une solution strictement stationnaire et ergodique

H4 Pour tout �2 �, 0 < min
k
fk(xtjx�1; �) � max

k
fk(xtjx�1; �) < +1 et il existe un voisinage

V (�) =
�
�0 :



� � �0

 < �	 de � tel que E�0
(
sup

�02V(�)

���g��0(XtjX�1)
���) < +1.

H5 Pour tout �1; �2 2 �, si presque sûrement p��1(XtjX�1) = p
�
�2
(XtjX�1) alors �1 = �2

Commençons par montrer le résultat général suivant
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Lemma 4.0.1 Pour tout �2 �

lim
N!1

1

N
logL�N (X1; X2; :::; XN ; �) = lim

N!1

1

N
logLN (X1; X2; :::; XN ; �)

= E�0

n
g��(XtjX�1)

o
Preuve La seconde égalité découle du théorème ergodique car le processus

�
g��(XtjXt�1)

�
t
� 1 est sta-

tionnaire est ergodique et en observant que

1

N
logL�N (X1; X2; :::; XN ; �) =

1

N

NX
t=1

g��(XtjX�1)

1

N
logLN (X1; X2; :::; XN ; �) =

1

N

NX
t=1

g�(XtjXt�1).

Montrons maintenant que ces deux quantités sont asymptotiquement presque sûrement égales quand n!

+1. Soit Zt(T ) = sup
l�T

���g�(XtjXt�l)� g��(XtjX�1)
���, alors le processus Zt(T ) est statitionnaire, erqodique

et E�0 fjZt(T )jg < +1 et on a

lim sup
N!1

����� 1N
NX
t=1

�
g��(XtjX�1)� g�(XtjXt�1)

������ � lim sup
N!1

1

N

NX
t=1

���g��(XtjX�1)� g�(XtjXt�1)
���

� lim sup
N!1

1

N

NX
t=T+1

Zt(T ) = E�0 fjZt(T )jg

mais lorsque T !1; Zt(T )! 0. D�où le résultat.

Lemma 4.0.2 Posons

QN (�) =
1

N
log

L�N (X1; X2; :::; XN ; �)

L�N (X1; X2; :::; XN ; �0)

pour tout �2 �. Alors sous les condition H1 �H4, presque sûrement lim
N!1

QN (�) � 0 avec égalité si et

seulement si �= �0.

Preuve Sous les condition H1�H4, presque sûrement QN (�) est bien dé�nie. D�après le lemme précédent

et l�inégalité de Jensen, on a

lim
N!1

QN (�) = E�0

(
log

p��(XtjX�1)

p��0
(XtjX�1)

)
� logE�0

(
p��(XtjX�1)

p��0
(XtjX�1)

)
= 0:
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D�où le résultat.

Notons � (�) l�exposent de Lypunov associé à la suite des matrices aléatoires M� = (M�("t))t, alors

� (�) = lim
N!1

E�0

(
1

N
log







NY
t=2

M�(f(Xt))







)

= inf
N>0

E�0

(
1

N
log







NY
t=2

M�(f(Xt))







)

= lim
N!1

(
1

N
log







NY
t=2

M�(f(Xt))







)

Notons que d�après (4:3). On a

min
j
�(ej)fej(XtjX�1; �)







NY
t=2

M�
� (f(Xt))







� L�N (X1; X2; :::; XN ; �)

� max
j
�(ej)fej (XtjX�1; �)







NY
t=2

M�
� (f(Xt))







et on obtient

� (�) = lim
N!1

E�0

�
1

N
log LN (X1; X2; :::; XN ; �)

�
= lim
N!1

1

N
log LN (X1; X2; :::; XN ; �) p:s:

Cette discussion nous amènes à

Lemma 4.0.3 Sous les hypothèses H1�H5, pour tout �1 d�un sous compact de � et �0 6= �1, il existe un

voisinage V(�1) de �1 tel que presque surement

lim sup
N!1

sup
�2V(�1)

QN (�) < 0

Preuve Cf. [15].

Théorème 4.0.4 Pour le modèle MS�BL (p; 0; P;Q), sous les hypothèses H0�H5, soit b�N l�estimateur
MLE sur un sous compact �� véri�ant presque sûrement

LN (X1; X2; :::; XN ;b�N ) = sup
�2��

LN (X1; X2; :::; XN ; �)

alors b�N ! �0, p:s: quand N !1.
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Preuve Supposons que b�N ne converge pas vers �0, p:s: quand N ! 1. Cela signi�e que pour tout

N (su¢ samment grand), 9� > 0 et n > N tels que



b�n � �0


 > �. D�après le lemme 4.0.3 il vient que

Ln(X1; X2; :::; Xn;b�n) < Ln(X1; X2; :::; Xn; �0). Cependant d�après la dé�nition du MLE on a

Ln(X1; X2; :::; Xn;b�n) = sup
�2��

Ln(X1; X2; :::; Xn; �) � Ln(X1; X2; :::; Xn; �0)

Ce qui contredis les résultats précédents

4.0.5 Normalité asymptotique du MLE

La preuve de la normalité asymptotique reste standard, et donc elle n�est pas surprenante, mais elle

nécessite des hypothèses supplémentaires faisons intervenant le vecteur gradient r� et la matrice hessienne

r2�.

H6 La fonction � ! g��(XtjX�1) est de classe C(2) sur V(�0)

H7 sup
�2�



r�g��(XtjX�1)


 < +1 , sup

�2�



r2�g��(XtjX�1)


 < +1,

H8 E
�
sup
�2�



r�g��(XtjX�1)


� < +1, E�sup

�2�



r2�g��(XtjX�1)


� < +1

Pour montrer la normalité asymptotique du MLE, nous avons besoin à montrer deux lemme extrême-

ment importants..

Lemma 4.0.4 Sous les conditions H1�H8, et pour toute suite
�b�n�

n�1
convergente p:s: vers �0, alors

en probabilité

1

n
r2�Ln(b�n)! �I (�0)

où I (�0) est la matrice d�information de Fisher.

Le second lemme concerne un théorème central limite du vecteur gradient.

Lemma 4.0.5 Sous les conditions H1�H8, on a

n�1=2r�Ln(b�n) N (0; I (�0))
Ces deux lemmes, nous permet de montrer le théorème suivant
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Théorème 4.0.5 Sous les hypothèses H1�H8 nous avons

p
n
�b�n � �0� N �0; I�1 (�0)�

Preuve Cf [14] and [8]
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4.1 Simulation

Nous limitons notre étude expérimentale aux modèles autorégressifs à changement de régimes marko-

viens. A cet e¤et nous simulons un ensemble de modèles d�ordres p 2 f3; 4g de taille N 2 f500; 1000; 5000g

dont l�espace d�état de notre chaîne est de cardinal s = 2 et 4:

4.1.1 Modèle (1)

Le premier modèle est dé�ni par

Xt = a1(st)Xt�1 + a2(st)Xt�2 + a3(st)Xt�3 + et

où (et)t=1;:::N est un processus i:i:d: distribuée selon une loi N (0; 1), (st)t=1;:::N est une chaîne de Markov

à espace d�état f1; 2g de matrice de transition

P =

0B@ p11 p12

p21 p22

1CA
Noton � le vecteur des paramètres (ai(st))0�i�2 i,e,

� =

0BBBBB@
a1(1) a1(2)

a2(1) a2(2)

a3(1) a3(2)

1CCCCCA
Les trajectoires de longeurs 250 associées à chaque matrice de transition P et à chaque vecteur � sont

raportées dans les �gures ci-dessous.
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Les résultats de la simulation sont donnés dans le tableau suivant

N Vraies valeurs Valeurs estimées

500 � =

0BBBBB@
05 �0:2

�0:3 0:1

�0:1 0:1

1CCCCCA b� =
0BBBBB@

0:379 �0:070

�0:238 0:203

�0:0917 0:044

1CCCCCA
P =

0B@ 0:9 0:1

0:2 0:8

1CA bP =
0B@ 0:92 0:08

0:16 0:84

1CA

1000 � =

0BBBBB@
05 �0:2

�0:3 0:1

�0:1 0:1

1CCCCCA b� =
0BBBBB@

0:445 �0:128

�0:265 0:068

�0:130 0:138

1CCCCCA
P =

0B@ 0:9 0:1

0:2 0:8

1CA bP =
0B@ 0:92 0:08

0:24 0:76

1CA

5000 � =

0BBBBB@
05 �0:2

�0:3 0:1

�0:1 0:1

1CCCCCA b� =
0BBBBB@

0:505 �0:209

�0:331 0:093

�0:006 0:097

1CCCCCA
P =

0B@ 0:9 0:1

0:2 0:8

1CA bP =
0B@ 0:90 0:1

0:19 0:81

1CA
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Dans ses appendices on donne les dé�nitions, les concepts et les outils fondamentaux qui s�avèrent

nécessaires dans notre étude.

4.2 Annexe1

4.2.1 Chaînes de Markov à temps discret

Cette annexe à pour objectifs de rappeler les dé�nitions de base concernant les chaînes de Markov 1 à

temps discret.

Dé�nition 4.2.1 Soit (st)t2Z une suite de v.a (
;=; P ) �! (S;P (S)) est dite chaîne de Markov si

8t 2 Z;8s0; s1; : : : ; st 2 S on a P (st = st jst�1 = st�1; : : : ; s0 = s0 ) = P (st = st jst�1 = st�1 )(c.f.,[11]).

Donc chaîne de Markov est un processus aléatoire dont le prochain état ne dépend que de l�état actuel et

non sur le passé. L�ensemble S est appelé l�espace des états.

La probabilité de transition

La probabilité de transition de l�état j à l�état i est notée pij tq : pij = P (st = j jst�1 = i)8 i; j 2 S; t 2 Z

et p(n)ij = P (st = j jst�n = i) (c.f.,[52] et [36]) est appelée la probabilité de transition de l�état j à l�état i

à nieme étape.

Homogénéité

On dira de plus que la chaîne de Markov est homogène si p(n)ij = pij 8 n � 1 (c.f.,[29]).
1Historique brève Markov : Andrei Andreevich Markov (1856� 1992) était un professeur à l�Université de Saint-Petersberg

de l�ex-Union soviétique en (1886), il devint membre à part entière de l�Académie des Sciences de Saint-Petersberg depuis

(1896), a commencé à étudier les chaînes simples en (1906) et a publié de nombreux des recherches sur ce sujet et après une

période de la renommée a un chef de �le dans ce domaine, a comparu devant la chaîne de Markov terme en (1926).
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Matrice de transition

On appelle une matrice de transition tout matrice P tel que P = (pij)(i;j2S):

Exemple 4.2.1 L�étude statistique du phénomène de la pluie sur une ville donnée a été, convenablement,

caractérisée ou décrit par les chaînes de Markov à 2 états :

L�état 1 représente les jours secs.

L�état 2 simule les jours pluvieux.

Sous les 2 hypothèses suivantes :

Si le jour actuel est pluvieux alors la probabilité que le lendemain sera pluvieux est de P22 = 0:8.

Si le jour actuel est sec, alors la probabilité que le lendemain sera pluvieux est de P12 = 0:4:

De sorte que l�on peut écrire la matrice de transition comme suit :

P =

0B@ 0:6 0:4

0:2 0:8

1CA
L�analyse de cette matrice de transition donne ce quit suit :

1: P11 = 0:6 caractérise l�état que si audjourd�hui est sec, alors le lendemain restera sec avec la

probabilité de 0:6:

2: P21 = 0:2 représente l�état que si audjourd�hui est pluvieux, alors le lendemain sera sec avec la

probabilité de 0:2:

Théorème 4.2.1 8 n � 0 P(n) = Pn la matrice P(n) est appelée la matrice de transition en n étapes

P(n) = (p(n)ij )(i;j2S) (c.f.,[11] et [12]).

Remarque 4.2.1 On a évidemment p(1)ij = pij et P(1) = P (c.f.,[12]).Convention P(0) = I c-à-d p(0)ij =

�ij =

8><>: 1 si i = j

0 sinon
:
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Equation de Chapman �Kolmogorov

Soit P(n); n � 0 la matrice de transition de n étapes d�une chaîne de Markov alors 8 l; m � 0; P(l+m) =

P(l)P(m) = PlPm = Pl+m (c.f.,[21]) Ce qui s�écrit sous forme développée p(l+m)ij =
X
k2S

p
(1)
ik p

(m)
kj 8i; j 2 S.

Classi�cation des états

Communiquent

Dé�nition 4.2.2 L�état j est accessible depuis l�état i, s�il existe au moins un chemin de i à j (i �! j)

(c.f.,[53]).

Remarque 4.2.2 Tout état j est accessible depuis lui �même.

Lemma 4.2.1 L�état j est accessible depuis l�état i ssi s�il existe n > 0 t.q : p(n)ij > 0 (c.f.,[68]).

Dé�nition 4.2.3 Les états i et j communiquent s�ils sont accessibles l�un à partir de l�autre i �! j et

j �! i (c.f.,[66]).

Lemma 4.2.2 Les états i et j communiquent ssi il existe n > 0 et m > 0 t.q : p(n)ij > 0 et p(m)ji > 0

(c.f.,[66]).

Proposition 4.2.1 Les états i est absorbant ssi pii = 1 (Ou a alors pij = 0; 8 i 6= j ) (c.f.,[37] et [53]).

Irréductible

Dé�nition 4.2.4 Une chaîne de Markov (st)t2Z à espace d�état S et la matrice de transition P est dite

irréductible si pour tous i; j 2 S nous avons que i ! j. Sinon la chaîne est dite réductible (c.f.,[29]).

Proposition 4.2.2 Une chaîne de Markov est irréductible ssi toutes ses paires d�états communiquent.
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Périodicité La période d de l�état i d�une chaîne de Markov est égale au plus grand diviseur commun

de tous les n pour lesquels p(n)ii > 0 (c-à-d d = PGCD(n � 1; p(n)ii > 0)).

L�état i est périodique lorsque d > 1 et apériodique lorsque d = 1 à la convention d = +1 s�il n�existe

pas de n � 1 avec p(n)ii > 0 (c.f.,[11] et [68]).

Lemma 4.2.3 Si pii > 0 l�état i est apériodique.

Distribution initiale

La distribution des états d�une chaîne de Markov après n transitions est notée � (n) tq : � (n) = P (sn =

i);8 i 2 S (c.f.,[11] et [36]). et la distribution initiale � (0) est � (0) = P (s0 = i).

Théorème 4.2.2 Soit P la matrice de transition d�une chaîne de Markov et � (0) la distribution initiale,

pour tout n � 1 on a (c.f.,[29] et [40]) 8><>: � (n) = � (0)Pn

� (n) = � (n� 1)P
.
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4.3 Annexe2

Dans cette annexe, nous présentons plusieurs résultats utiles de théorie de la matrice, en particulier

en ce qui concerne le produit Kronecker des vecteurs et des matrices, ainsi les concepts et les outilles

fondamentaux qui s�avèrent nécessaires dans notre étude.

4.3.1 Produit de Kronecker

Produit de Kronecker, également connu comme un produit direct ou d�un produit tensoriel est un

concept ayant son origine dans la théorie des groupes et a d�importantes applications en physique des

particules. Mais la technique a été appliquée avec succès dans divers domaines de la théorie des matrices,

par exemple dans la solution des équations de la matrice qui se posent lors de l�utilisation approche

Lyapunov à la théorie de la stabilité. En mathématiques le produit de Kronecker est une opération portant

sur les matrices, Il est ainsi dénommé en hommage au mathématicien allemand Leopold Kronecker2.

Dé�nition 4.3.1 Soient A = (aij) une matrice de taille (m� n) et B = (bij) une matrice de taille (p� q).

Leur produit tensoriel est la matrice de taille (mp� nq), dé�nie par blocs successifs de taille p� q, le bloc

d�indice i; j valant aijB En d�autres termes (c.f.,[71] et [2] et [35] )

A
B =

0BBBBB@
a11B : : : a1nB

...
. . .

...

am1B : : : amnB

1CCCCCA
(mp�nq)

Notez que le produit de Kronecker est dé�ni indépendamment de l�ordre des marques concernées, De

ce point de vue, c�est un concept plus général que la multiplication de matrices.

2Leopold Kronecker (7 décembre 1823 - 29 décembre 1891) est un mathématicien et logicien allemand. Persuadé que

l�arithmétique et l�analyse doivent être fondées sur les « nombres entiers » , il est célèbre pour la citation suivante « Dieu �t

les nombres naturels ; tout le reste est l��uvre de l�homme. »
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Les propriétés remarquables sont

Pour toutes trois matrices A; B; C, alors (A
B)
 C = A
 (B 
 C) (associativité).

Pour toutes quatre matrices A; B; C; D, où A et B sont des mêmes ordres, et C; D sont des mêmes

ordres et � 2 R, alors

(A+B)
 (C +D) = (A
 C) + (A
D) + (B 
 C) + (B 
D)

(A
B) (C 
D) = (AC)
 (BD) (Propriétés sur le produit usuel)8><>: (A
B) + � (A
 C) = A
 (B + � � C)

(A
 C) + � (B 
 C) = (A+ � �B)
 C
(Bilinéarité) :

Pour toutes matrices A; B; C; D;et B; C sont des mêmes ordres8><>: A
 (B � C) = A
B �A
 C

(B � C)
A = B 
A� C 
A
:

Le produit de Kronecker n�est pas commutatif en général A 
 B 6= B 
 A. On peut en déduire que

(A
B) inversible si et seulement si A et B sont inversibles, auquel cas (A
B)�1 = A�1 
B�1 et

donc si �1; �2; : : : ; �n et �1; �2; : : : ; �n sont les valeurs propres de A et B, alors�
�i � �j ; i = 1; : : : ; n et j = 1; : : : ;m

	
sont les valeurs propres de (A
B).

tr (A
B) = tr (A) tr (B)

� (A
B) = � (A) rg (B)

où tr désigne la trace.

(A
B)0 = A0 
B0(Transposition):

Si A est n� n matrice et B est m�m matrice, alors det (A
B) = (detA)n (detB)m, où det désigne

le déterminant.

A
B = 0 si et seulement si A = 0 ou B = 0.

Pour toute matrice A le Kroneckerian puissance est donnée par A
k = A
 : : :
A| {z }
k fois

donc A
kB
k =

(AB)
k
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exp (Im 
A) = Im 
 exp (A) et exp (A
 Im) = exp (A)
 Im.

Si A(m�n); B(p�q); C(r�s); D(n�k); E(q�l); F(s�t) (A
B 
 C) (D 
 E 
 F ) = AD 
BE 
 CF .

Si � est un scalaire, alors �
A = �A = A� = A
 �.
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4.4 Annexe3

4.4.1 Normes matricielles et rayon spectral

Rappelons norme matricielle.

Soient A;B 2 Mn, ensemble des matrices réelles de format n� n. Alors, l�application k:k :Mn �! R

est une norme matricielle telle que kAk = max
i

P
j
jaij j et kBk = max

i

P
j
jbij j et A = (aij), B = (bij) si elle

satisfait les propriétés suivantes

1) kAk � 0;8A 2Mn et kAk = 0, A = O(n).

2) k�Ak = j�j kAk et ce pour tout scalaire � et tout A dansMn.

3) kA+Bk � kAk+ kBk et ce pour tout A et B dansMn.

4) kABk � kAk kBk et ce pour tout A et B dansMn.

La rayon spectral � (A) = max
i
j�ij où �i sont les valeurs propres de A. On a � (A) � kAk.

4.4.2 Dérivation Vectorielle et Matricielle

Soient les vecteurs X,Y et la matrice M , on a

1) dY
0X

dX = dX0Y
dX = Y où X et Y de dimensions n� 1.

2)dX
0MY
dM = XY 0 et dX

0MY
dM 0 = Y X 0 où X et Y de dimensions n� 1 et m�1 resp et la matrice M est de

dimension n�m
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Résumé
Dans cette étude nous examinons quelques problèmes de séries temporelles non linéaires. La classe

particulière des modèles bilinéaires à changement de régimes markoviens. Les conditions nécessaires et

su¢ santes pour la stationnarité au second ordre, au sens stricte.

L�objectif principal de ce travail est l�estimation dans les modèles bilinéaires à changement de régimes

markoviens par la méthode MLE, à partir des conditions on obtient des estimateurs consistants forts et

asymptotiquement normaux.

Mots Cles Les modèles Non Linéaires, bilinéaire BL, Markov commutation, Produit de Kronecker,
stationnarité, Ergodicité, MLE, Consistance forte, Normalité Asymptotique.
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Abstract
In this memory we examine some problems of non linear time series. The particular class of bilinear

models Markov-switching. The necessary and su¢ cient conditions for stationarity to second order in the

strict sense.

The main objective of this memory is the estimation in the bilinear models Markov-switching by the

MLE, from the conditions we obtain strong consistent estimators and asymptotically normal.

KeyWords. Nonlinear models, bilinear BL, Markov-switching, Kronecker product, Stationarity, Er-

godicity, MLE, Strong consistency, Asymptotic normality.


