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Notations

 un ouvert born�e de Rn.� = @
 la fronti�ere de l'ensemble 
.H espace de Hilbert.A� adjoint de A.0 op�erateur de trace.Ck(
) l'espace des fonctions k fois d�erivable et la d�eriv�e d'ordre k est contuine.C1c (
) l'espace des fonctions ind�e�niment d�erivable �a support compact.Lp(
) l'espace de Lebesgue, 1 � p � 1.D(
) l'espace des distributions.rf(x) = � @f@x1 (x); : : : ; @f@xn (x)�, le gradient de la fonction f en x 2 Rn.Wm;p(
) l'espace de Sobolev, 1 � p � 1.Wm;p0 (
) la fermeture de C1c (
) dans Wm;p(
) , 1 � p <1.Hm(
) = Wm;2(
).� le Laplacian �� = �ni=0 @2@x2i �.Im(A) l'image de A.p:p: presque partout.'t = @'@t = '0 la d�eriv�ee de ' par rapport �a t. t = @ @t =  0 la d�eriv�ee de  par rapport �a t.'tt = @2'@t2 la d�eriv�ee d'ordre 2 de ' par rapport �a t. tt = @2 @t2 la d�eriv�ee d'ordre 2 de  par rapport �a t.'x = @'@x la d�eriv�ee de ' par rapport �a x. x = @ @x la d�eriv�ee de  par rapport �a x.'xx = @2'@x2 la d�eriv�ee d'ordre 2 de ' par rapport �a x. xx = @2 @x2 la d�eriv�ee d'ordre 2 de  par rapport �a x.'xt = @2'@x@t la d�eriv�ee d'ordre 2 de ' par rapport �a x par rapport �a t. xt = @2 @x@t la d�eriv�ee d'ordre 2 de  par rapport �a x par rapport �a t.
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Introduction
Un mod�ele simple d�ecrivant la vibration transversale d'un faisceau a �et�e d�evelopp�e dans[30] et donn�e par le syst�eme des �equations hyperboliques coupl�ees suivant :( �utt = (k(ux � '))x dans (0; L)� (0;+1)I�'tt = (EI'x)x + k(ux � ') dans (0; L)� (0;+1); (1)
o�u t d�esigne la variable de temps, x est la variable de l'espace le long du faisceau delongueur L dans sa con�guration d'�equilibre, u est le d�eplacement transversal du faisceau, 'est l'angle de rotation du �lament du faisceau, et �; I�; E; I et k d�esignent, respectivement, ladensit�e (la masse par unit�e de longueur), le moment polaire de l'inertie d'une coupe, modulede Young d'�elasticit�e, le moment de l'inertie d'une coupe, et le module de cisaillement.Kim et Renardy [24] ont consid�er�e (1) avec deux contrôles sur le bord de la forme( k'(L; t)� k @u@x(L; t) = �@u@t (L; t); 8t � 0EI @'@x (L; t) = �� @'@t (L; t); 8t � 0et ont utilis�e les techniques de multiplicateurs pour �etablir un r�esultat de stabilit�e expo-nentielle pour l'�energie normale de (1). Ils ont �egalement fourni des �evoluations num�eriquesaux valeurs propres de l'op�erateur li�ees au syst�eme (1). Un r�esultat analogue a �et�e �egalement�etabli par Feng [12] o�u la stabilisation d'un syst�eme de Timoshenko a �et�e �etudi�ee. Raposoet al [9] ont �etudi�e (1) avec des conditions aux limites de type Dirichlet homog�enes et descontrôles lin�eaires ; ils ont regard�e le syst�eme suivant :8>><>>:

�1utt � k(ux � ')x + ut = 0 dans (0; L)� (0;+1)�2'tt � b'xx � k(ux � ') + 't = 0 dans (0; L)� (0;+1)u(0; t) = u(L; t) = '(0; t) = '(L; t) = 0; 8t � 0 (2)
et ont montr�e que l'�energie li�ee �a (2) d�ecroit exponentiellement. Ce r�esultat est semblablecelui obtenu par Taylor [31]. La m�ethode utilis�ee est di��erente de l'habituelle telle que lam�ethode classique d'�energie. Il emploie principalement la th�eorie de semi-groupes. Soufyane
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Introduction

et Wehbe [8] ont prouv�e que c'est possible de stabiliser uniform�ement (1) en employant unfeedback localement distribu�e unique. Ainsi ils ont consid�er�e8>><>>:
�utt = (k(ux � '))x dans (0; L)� (0;+1)I�'tt = (EI'x)x + k(ux � ')� b't dans (0; L)� (0;+1)u(0; t) = u(L; t) = '(0; t) = '(L; t) = 0; 8t � 0; (3)

o�u b est une fonction positive et continue qui satisfait
b(x) � b0 > 0; 8x 2 [a0; a1] � [0; L] :

En fait, ils ont montr�e que la stabilit�e uniforme de (3) tient si et seulement si les vitessesde propagation sont �egales �k� = EII�
� ; autrement, seulement la stabilit�e asymptotiquea �et�e prouv�ee. Xu et Yung [17] ont �etudi�e un syst�eme de Timoshenko et ont examin�e lastabilit�e du syst�eme en utilisant les valeurs propres et les fonctions propres. M~unoz Riveraet Racke [22] ont trait�e un syst�eme non lin�eaire de la forme8>><>>:

�1'tt � ('x +  )x = 0 dans (0; L)� (0;+1)�2 tt � b xx + k('x +  ) + ��x = 0 dans (0; L)� (0;+1)�3�t �K�xx + � xt = 0 dans (0; L)� (0;+1);o�u ';  et � sont des fonctions de (x; t) mod�elisant le d�eplacement transversal du faisceau,l'angle de rotation du �lament et la temp�erature de di��erence, respectivement. Sous desconditions appropri�ees sur ; �i; b; k; �; (i = 1; 2; 3), ils ont prouv�e la stabilit�e exponentieldu syst�eme dans le cas des mêmes viteses de propagation. Ammar Khodja et al [14] ontconsid�er�e un syst�eme de Timoshenko lin�eaire avec un contrôle de type m�emoire de la forme( �1'tt � k('x +  )x = 0�2 tt � b xx + R t0 g(t� s) xx(s)ds+ k('x +  ) = 0 (4)
dans (0; L)� (0;+1), avec conditions aux limites de type Dirichlet homog�enes. Ils ontemploy�e la technique de multiplicateur et ont montr�e que le syst�eme est uniform�ementstable si et seulement si les vitesses de propagation sont �egales � k�1 = b�2

� et g d�ecroitexponentiellement vers 0, et la stabilit�e polynômiale si g d�ecroit polynômialement. Ils ont�egalement consid�er�e quelques conditions techniques suppl�ementaires sur g0 et g00 pour obtenirleur r�esultat. Les feedbacks de type m�emoire ont �et�e �egalement employ�e par De Lima Santos[25] o�u ils ont consid�er�e un syst�eme de Timoshenko et ont montr�e �a que la pr�esence des deuxfeedbacks du type m�emoire sur une partie de la fronti�ere stabilise le syst�eme uniform�ement.
7



Introduction

Ils ont �egalement obtenu le taux de d�ecroissance de l'�energie en fonction des feedbacks. Shi etFeng [11] ont �etudi�e un syst�eme de Timoshenko non uniforme rayonn�e de relaxation soumis�a des contrôles localement distribu�es et ont montr�e la stabilit�e exponentielle du syst�eme.A. Guesmia et S. A. Messaoudi [3] ont consid�er�e le syst�eme suivant :8>>>>>>><>>>>>>>:

'tt � ('x +  )x = 0; (0; 1)� R+ tt �  xx + 'x +  + R t0 g(t� s)(a(x) x(s))xds+ b(x)h( t) = 0; (0; 1)� R+'(0; t) = '(1; t) =  (0; t) =  (1; t) = 0; t � 0'(x; 0) = '0(x); 't(x; 0) = '1(x); x 2 (0; 1) (x; 0) =  0(x);  t(x; 0) =  1(x); x 2 (0; 1)
(5)

(soumis �a un contrôle frictional et un contrôle de type m�emoire compl�ementaires) et ont�etudi�e l'inuence de ces contrôles sur le taux de stabilit�e des solutions. Ils ont obtenu lastabilit�e exponentielle et polynômiale sous des conditions plus faibles sur la fonction derelaxation g.Dans ce travail, nous consid�erons le syst�eme suivant :8>>>>>>><>>>>>>>:

�1'tt � k1('x +  )x = 0; (0; L)� R+�2 tt � k2 xx + k('x +  ) + h( t) = 0; (0; L)� R+'(0; t) = '(L; t) =  (0; t) =  (L; t) = 0; t � 0'(x; 0) = '0(x); 't(x; 0) = '1(x); x 2 (0; L) (x; 0) =  0(x);  t(x; 0) =  1(x); x 2 (0; L);
(6)

o�u �1; �2; k1; k2; k; L 2 R+ et h : R �! R une fonction donn�ee, et nous montreronsla stabilit�e exponentielle de (P) ; c'est-�a-dire
9 c; w > 0 tq E(t) � ce�wt; 8t � 0; (7)

o�u E : R+ �! R+ est l'�energie de (P) (voir chapitre 3 pour la d�e�nition) dans lecas k1�1 = k2�2 et k � k1 est assez petit.
Notre que, si k1 6= k, alors (6) n'est pas n�ecessairement dissipatif (c'est-�a-dire son �energieE n'est pas n�ecessairement d�ecroissante) contrairement au cas des syst�emes cit�es ci-dessus.L'objectif de ce travail est de montrer que la stabilit�e exponentielle (7) reste vrai sik � k1 est assez petit.Sans perte de g�en�eralit�e (et juste pour simpli�er les calculs), on suppose que

�1 = �2 = k1 = k2 = L = 1:
8



Introduction

Donc on va consid�erer la forme suivante :8>>>>>>><>>>>>>>:

'tt � ('x +  )x = 0 dans (0; 1)� R+ tt �  xx + k('x +  ) + h( t) = 0 dans (0; 1)� R+'(0; t) = '(1; t) =  (0; t) =  (1; t) = 0; t � 0'(x; 0) = '0(x); 't(x; 0) = '1(x); x 2 (0; 1) (x; 0) =  0(x);  t(x; 0) =  1(x); x 2 (0; 1):
(P)

Notre travail est partag�e en trois chapitres :� Chapitre 1 : Rappels.� Chapitre 2 : In�egalit�es int�egrale.� Chapitre 3 : Stabilit�e exponentielle.
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Chapitre 1
Rappels et notions pr�eliminaires

1.1 Quelques espaces et in�egalit�es connus
1.1.1 Espaces Lp

D�e�nition 1.1.1 : Lp(
); p 2 [1;+1].
On d�e�nit Lp(
) (p 2 [1;+1]) par :� Si p 2 [1;+1[ :

Lp(
) = �f : 
 �! R tqZ
 jf(x)jp dx <1� :
On d�e�nit sur Lp(
) la norme

kfkLp(
) = �Z
 jf(x)jp dx
�1p :

� Si p = +1 :
L1(
) = ff : 
 �! R tq 9 c 2 R v�eri�ant : jf j � c p : p sur 
g :

On d�e�nit sur L1(
) la norme
kfkL1(
) = inf fc 2 R tq jf j � c p : p sur 
g :

Proposition 1.1.2 :
1) Si p 2 [1;+1], alors Lp(
) est un espace de Banach (i.e. norm�e complet).2) Si p 2 [1;+1[, alors Lp(
) est s�eparable (i.e. il existe un ensemble d�enombrabledense dans Lp(
)).

10



Rappels et notions pr�eliminaires

3) L2(
) est un espace de Hilbert avec le produit scalaire
< f; g >L2(
)= Z
 f(x)g(x)dx:Th�eor�eme 1.1.3 :

Soit 
 un domaine ouvert de Rn de fronti�ere de classe Cm. Pour tous m � 1 et1 � p <1, on a1) 1p � mn > 0 =) Wm;p(
) ,! Lq(
); 8q 2 [p; q�] o�u 1q� = 1p � mn .
2) 1p � mn = 0 =) Wm;p(
) ,! Lq(
); 8q 2 [p;+1].
3) 1p � mn < 0 =) Wm;p(
) ,! L1(
).
1.1.2 Espace de Sobolev Wm;p(
) (m 2 N; p 2 [1;+1])
D�e�nition 1.2.1 : Wm;p(
).

Soient (m; p) 2 N� [1;+1]. On d�e�nit Wm;p(
) par :
Wm;p(
) = ff 2 Lp(
) tq 8 � 2 Nn avec j�j � m; 9$� 2 Lp(
) v�eri�ant :R
 f(x)D�'(x)dx = (�1)j�j R
$�(x)'(x)dx; 8' 2 D(
)	.On pose D�f = $�On d�e�nit sur Wm;p(
) la norme

kfkWm;p(
) = X
j�j�m k$�kLp(
) :

Si 1 � p < +1, on peut consid�erer sur Wm;p(
) la norme �equivalente
kfkWm;p(
) =

0@Xj�j�m k$�(x)kpLp(
)
1A 1p :

Cas particulier :1) W 0;p(
) = Lp(
).2) p = 2 : Wm;2(
) = Hm(
).

11



Rappels et notions pr�eliminaires

Proposition 1.2.2 :
Hm(
) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

8f; g 2 Hm(
) : hf; gi = X
j�j�m

Z

D�f(x)D�g(x)dx = X

j�j�m hD�f;D�giL2(
) :
Remarque : Cm(
) � Hm(
) mais l'inverse n'est pas vrait.

Proposition 1.2.3 :
D(Rn) est dense dans H1(Rn):
Remarque : en g�en�eral D(
) n'est pas dense dans H1(
).

D�e�nition 1.2.4 : Hm0 (
).On d�e�nit Hm0 (
) = D(
) (par rapport �a la norme de Hm(
)) ;c'est-�a-dire :
Hm0 (
) = nf 2 Hm(
)=9('k) 2 D(
) v�eri�ent : k'k � fkHm(
) ! 0 tand k ! +1o :
De même Wm;p0 (
) = D(
) par rapport �a la norme de Wm;p(
).

D�e�nition 1.2.5 : D�eriv�ee normale.
On d�e�nit la d�eriv�ee normale d'une fonction f , not�ee par @f@� , comme �etant nPi=1 @f(x)@xi �i(x)pour tout x 2 �.On pose  : D(
) �! L2(�)' �! (') = @'@� =� ;0 : D(
) �! L2(�)' �! 0(') = '=�.L'application 0 se prolonge par continuit�e �a H1(
)0 : H1(
) �! L2(�)f �! 0(f) = limn�!+1'n=�(0 est dit l'application de trace).
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Rappels et notions pr�eliminaires

Th�eor�eme 1.2.6 :
Si � est de classe C2 alors  se prolonge sur H2(
) : H2(
) �! L2(
)f �! (f) = @f@� =�.

D�e�nition 1.2.7 : H20 (
).H20 (
) = D(
) (par rapport la norme de H2(
)).
Proposition 1.2.8 :

Si � est de classe C2, alors H20 (
) = ker 0T ker  (i.e. f 2 H2(
) tq : f = 0 p . p sur �et @f@� = 0 p . p sur � ). De même, H10 (
) = ker 0 = ff 2 H1(
) tq : f = 0 p . p sur �gsi � est de classe C1.
1.1.3 In�egalit�e d'interpolation :

Soit m 2 N= f0; 1g et p1; p2; :::::::; pm 2 [1;+1] tq : 1p1 + 1p2 + :::::: + 1pm � 1. On pose1p = 1p1+ 1p2+::::::+ 1pm . On a : 8fi 2 Lpi(
); i = 1; :::::::;m, alors f = f1:f2:::::::::fm 2 Lp(
)et on a : kfkLp(
) � m�i=1 kfikLpi (
).
1.1.4 In�egalit�e de H�older :

Soient p; q 2 [1;+1] tq 1 = 1p+ 1q . Alors pour tous f 2 Lp(
) et g 2 Lq(
) : fg 2 L1(
)et on a : kfgkL1(
) � kfkLp(
) kgkLq(
)
 i:e:( R
 jf(x)g(x)j dx � �R
 jf(x)jp dx� 1p �R
 jg(x)jq dx� 1q si p; q 2]1;+1[;R
 jf(x)g(x)j dx � kgkL1(
) R
 jf(x)j dx si p = 1 et q = +1

! :
1.1.5 Formule de Green :

Soient f; g 2 H1(
) (o�u 
 � Rn un ouvert born�e) de fronti�ere � de classe C1. AlorsZ

 @f(x)@xi g(x)dx = �Z
 f(x)@g(x)@xi dx+ Z� f(x)g(x)�i(x)dx:

13



Rappels et notions pr�eliminaires

1.1.6 In�egalit�e de Young :
Pour tous a; b 2 R (ou C ) et pour tous p; q 2]1;+1[ avec 1p + 1q = 1, on a :

jabj � 1p jajp + 1q jbjq :
1.1.7 In�egalit�e de Poincar�e :

Soit 
 � Rn un ouvert born�e. Il existe une constante c > 0 v�eri�ant :
kfkL2(
) � c krfkL2(
) ; 8f 2 H10 (
);

o�u rf = � @f@x1 ; :::::::::; @f@xn
�, c'est-�a-dire :Z


 f 2(x)dx � c Z

nX
i=1
���� @f@xi

����2 dx:
1.2 Th�eorie de semi-groupes

Soit H un espace de Hilbert r�eel ou complexe muni de la norme x �! kxkH . On d�esignepar L(H) l'espace vectoriel des applications lin�eaires continues de H en lui même.L(H) est un espace de Banach pour la norme S �! kSk d�e�nie par :
kSk = sup kSxkHkxkH=1 = supx 6=0 kSxkHkxkH : (1.1)

D�e�nition 1.2.1 :
On appelle l'application S : [0;+1[ �! L(H) semi-groupes fortement continu dans Hsi elle v�eri�e les propri�et�es suivantes :i) S(0) = Id.ii) S(t+ s) = S(t)S(s), 8t � 0, 8s � 0.iii) 8x 2 H, l'application S(:)x est continue sur [0;+1[ dans H.Dans la suite, on appelle une telle application semi-groupes de classe C0 et on la note parC0-semi-groupe.

Proposition 1.2.2 :
Si (S(t))t�0 est un C0-semi-groupes dans H, alors l'op�erateur adjoint (S�(t))t �0 est aussisemi-groupes de classe C0 dans H.

14



Rappels et notions pr�eliminaires

Lemme 1.2.3 :
Soit S(t) un C0-semi-groupes Alors

9M � 1;9w 2 R tels que : kS(t)k �Mewt; 8t � 0: (1.2)
Preuve : Consid�erons le compact [0; 1], comme (S(t))t�0 est fortement continue, alorsl'application t 7�! S(t)x est continue. Donc l'image de [0; 1] par cette application estcompacte, et par cons�equent

9Mx tel que : kS(t)xk �Mx; 8t 2 [0; 1] :
D'apr�es le th�eor�eme de Banach-Steinhauss :

9M tel que : kS(t)k �M; 8t 2 [0; 1] :
On remarque que la constante M � 1 (1 = kS(0)k �M).Maintenant si t =2 [0; 1], on �ecrit t = n+ � avec n 2 N� et � 2 ]0; 1[ donc

S(t) = S(n+ �)= S(n)S(�)= (S(1))nS(�):Alors
kS(t)k = k(S(1))nS(�)k � k(S(1))nk kS(�)k

�MnM
�Men logMOn pose logM = w, donc

kS(t)k �Menw �Metw:
Remarque : Si (S(t))t�0 est un semi-groupes fortement continu �a l'origine v�eri�ant lamajoration (1.2), alors il est fortement continue.

15



Rappels et notions pr�eliminaires

Preuve :� Si s � 0 : kS(t+ s)x� S(t)xkH = kS(t):S(s)x� S(t)xkH :On pose y = S(t)x donc
kS(t+ s)x� S(t)xkH = kS(s)y � ykH �!s�!0 0(car (S(t))t�0 est fortement continue �a l'origine).� Si s < 0 :

kS(t+ s)x� S(t)xkH = kS(t+ s)x� S(�s)S(t+ s)xkH
= k�S(t+ s) [S(�s)x� x]kH
� kS(t+ s)kH kS(�s)x� xkH
�Mew(t+s) kS(�s)x� xkH �!s�!0 0:Maintenant on va voir que l'estimation (1.2) peut être am�elior�ee. En e�et, posonsw(t) = log kS(t)k ; 8t > 0 et w0 = inft>0w(t)t :Soit " � 0 su�samment petit, alors il existe une constante � � 0 telle que :
w(�)� � w0 + "Soit t = k�+ r avec k 2 N�; 0 < r < �, donc :

w(t)t = w(k�+ r)k�+ r
� kw(�) + w(r)k�+ r
� w0 + "+ w(r)td'o�u kS(t)k �Met(w0+"):Si en plus w0 = �1, alors il existe N > 0 tel que kS(t)k �Me�tN :
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D�e�nition 1.2.4 :
On dit que S(t) est un semi-groupes born�e si

9M � 0 tel que kS(t)k �M; 8t � 0:
Remarque : Si M � 1, S(t) est dit de contraction.

D�e�nition 1.2.5 :
Soit S(t) est C0-semi-groupes, et soit Ax = limh�!0+S(h)x� xh . L'op�erateur A est unop�erateur lin�eaire et continue. On d�e�ni son domaine A par :

D(A) = �x 2 H; tel que : limh�!0+S(h)x� xh existe� :L'op�erateur A est appell�e g�en�erateur in�nit�esimal de semi-groupe S(t) sur H:
Proposition 1.2.6 :

Pour tout x 2 D(A), v�eri�ant S(t)x 2 D(A), on a :ddtS(t)x = AS(t)x = S(t)Ax:
Preuve : Soit x 2 D(A). Posons y(t) = S(t)x; 8t � 0 on a :

limh�!0+y(t+ h)� y(t)h = limh�!0+S(t+ h)x� S(t)xh
= limh�!0+S(t)S(h)x� xh
= S(t)Ax:De même mani�ere on a aussi :

limh�!0+y(t+ h)� y(t)h = limh�!0+S(t+ h)x� S(t)xh
= limh�!0+S(h)� Ih S(t)x
= AS(t)x:
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Th�eor�eme 1.2.7 :
Si A est un g�en�erateur in�nit�esimal de semi-groupes S(t), alors A est un op�erateur ferm�e.
Preuve : Pour la d�emonstration, voir [19].

Proposition 1.2.8 :
Le domaine D(A) d'un g�en�erateur in�nit�esimal A de semi-groupes S(A) est un espacevectoriel dense dans H.
Preuve : Pour la d�emonstration, voir [19].

Corollaire 1.2.9 :
Soit S(t) un C0-semi-groupes sur H de g�en�erateur in�nit�esimal A. Alors pour toutu0 2 D(A), le syst�eme : ( u0(t) + Au(t) = 0; 8t � 0u(0) = u0 (1.3)
admet une unique solution u 2 C1([0;+1[ ;H)TC([0;+1[ ;D(A)) donn�ee par

u(t) = S(t)u0: (1.4)
Preuve : Pour la d�emonstration, voir [7].

Corollaire 1.2.10 :
Supposons que u0 dans D(A) et f est continue sur R+, alors

u(t) = S(t)u0 + Z +10 S(t� s)f(s)ds (1.5)est la solution du syst�eme non homog�ene suivant :( u0(t) + Au(t) = f(t); 8t � 0u(0) = u0: (1.6)
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Exemple de semi-groupes 1.2.11 :
Exemple 1 : Soit H espace de Hilbert, soit A un op�erateur lin�eaire continue sur H. Alors

S(t) = eAt = +1X
i=0 t

iAii!est un C0-semi-groupes puisque :S(0) = I, S(t+ s) = eA(t+s) = eAteAs = S(t)S(s) et limt�!0+ eAtx� xt = Ax:Donc A est g�en�erateur in�nit�esimal d'un semi-groupes S(t).
Exemple 2 : Soit H = C([�1;+1]) l'espace des fonctions uniform�ement continues munide la norme : kx(t)k = supt�0 jx(t)j : Soit (S(t)x)(s) = x(t + s). Alors S(t) est un op�erateur
lin�eaire de C0-semi-groupes, et son g�en�erateur in�nit�esimal est d�e�ni par : Ax = ddsx.
Exemple 3 : Soit H = C([�1;+1]) et kx(t)k = supt�0 jx(t)j. Soit Kt(y) = (2�t)� 12 e� y22tpour tous y 2 ]�1;+1[ et t > 0. On pose Ss(t)x = R +1�1 Kt(s � y)x(y)dy, 8t > 0.L'op�erateur S(t) est un semi-groupes de classe C0 et A son g�en�erateur in�nit�esimal estdonn�e par : Ax = 12 d2ds2x.
Exemple 4 : Soit `2 l'espace d�e�ni par :

`2 = (x = (x1; ::::xn; ::::::); +1Xi=1 x2i < +1)
(S(t)x)n = �e� tnxn�n2N� est un C0-semi-groupes et (Ax)n = ��xnn �n2N� est song�en�erateur in�nit�esimal.

1.3 Op�erateur maximal monotone
Soit H un espace de Hilbert et A : D(A) �! H un op�erateur donn�e o�u D(A) est sondomaine de d�e�nition d�e�ni par D(A) = fu 2 H tq Au 2 Hg.

D�e�nition 1.3.1 :
On dit que A est monotone si

hAu� Av; u� viH � 0; 8u; v 2 D(A):
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Remarque : Si A est lin�eaire, alors A est monotone si hAu; uiH � 0; 8u 2 D(A).
D�e�nition 1.3.2 :

On dit que A est maximal si Id + A : D(A) �! H est surjectif ; c'est-�a-dire8f 2 H;9u 2 D(A) tq : u+ Au = f:
Proposition 1.3.3 :

Soit H un espace de Hilbert (r�eel). Les propri�et�e suivantes sont �equivalentes :1) A est maximal monotone dans H.2) (I + �A)�1 est de contraction pour tout � � 0.3) A est monotone et il existe � positif tel que (I + �A) est surjectif.
Th�eor�eme 1.2.4 :

Supposons que A est maximal monotone. Alors :1) Pour tout u0 2 D(A), le syst�eme (1.3) admet une solution unique u 2 C(R+; H)(c'est-�a-dire 8t0 2 R+ : ku(t)� u(t0)kH �! 0 quand t �! t0). La solution u est ditefaible (u n'est pas d�erivable au sens classique mais v�eri�e (1.3) au sens des distributionshu0(t) + Au(t); viH = 0; 8v 2 H).
2) Si u0 2 D(A), alors u 2 W 1;1(R+; H)TW 0;1(R+; D(A)) o�u sur D(A) on consid�erela norme du graphe kukD(A) = qkuk2H + kAuk2H : La solution u est dite forte (la r�egularit�ede u signi�e que : supt�0 ku(t)kH < 1; supt�0 ku(t)kD(A) < 1 et u est d�erivable au sens desdistributions).
3) Si A est lin�eaire et u0 2 D(A), alors u 2 C(R+; D(A))TC1(R+; H): La solution uest dite classique.
Remarque : Si A est lin�eaire, alors D(A) = H:
Remarque : Si A est lin�eaire, alors on a le r�esultat plus g�en�eral que (3) suivant :8n 2 N;8u0 2 D(An); u 2 Tnk=0Cn�k(R+; D(Ak)) o�u D(A0) = H, D(A1) = D(A),D(An) = fu 2 D(An�1) tq Au 2 D(An�1)g ; 8n � 1 etkukD(An) =qkuk2H + kAuk2H + kA2uk2H + :::::::+ kAnuk2H :
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Chapitre 2
In�egalit�es int�egrales

2.1 Cas dissipatif
Les r�esultats de nombreux auteurs concernant l'estimation de d�ecroissance de l'�energiede certaines probl�emes dissipatifs sont bas�es sur le lemme suivant :

Lemme 2.1.1 (A. Haraux [5, 6], V. Komornik [32], P. Martinez [28]) :
Soient E : R+ �! R+ une fonction continue d�ecroissante et � : R+ �! R+ une fonctionstrictement croissante de classe C1 telle que

�(0) = 0 et limt�!+1�(t) = +1: (2.1)Supposons qu'il existe r � 0 et d > 0 tels queZ +1s �0(t)Er+1(t)dt � 1dEr(0)E(s); 8s � 0: (2.2)Alors E v�eri�e les estimations suivantes :
E(t) � E(0)e1�d�(t) si r = 0; (2.3)
E(t) � E(0)� 1 + r1 + rd�(t)� 1r si r > 0: (2.4)

Ce lemme a �et�e d�emontr�e et utilis�e par A. Haraux [6] dans le cas r = 0 et �(t) = t surR+ pour l'�etude de la stabilisation de certains probl�emes lin�eaires dissipatifs. A. Haraux [5]a d�emontr�e aussi le lemme 1.1 dans le cas particulier r = 12 et �(t) = t sur R+, etV. Komornik [32] l'a g�en�eralis�e au cas r > 0 et �(t) = t sur R+ pour �etudier la stabilisation
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des probl�emes dissipatifs non n�ecessairement lin�eaires. V. Komornik [32] a d�emontr�e aussil'optimalit�e de (2.3) et (2.4) dans ce cas-l�a.Quand �(t) = t sur R+, la fonction E est forc�ement int�egrable sur R+ et converge versz�ero au moins polynômialement. En utilisant un changement de variables, P. Martinez [28]a d�emontr�e (2.3) et (2.4) ce qui lui a permis de consid�erer des fonctions d�ecroissantes quiconvergent vers z�ero plus lentement que t �! 1(t+ 1)p pour tout p > 0 (comme par exemple,
E(t) = 1ln(t+ 2)).En combinant la m�ethode des multiplicateurs et les techniques d'analyse micro-localed�evelopp�ees par C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch [10], I. Lasiecka et D. Tataru [20]et I. Lasiecka et R. Triggiani [21] ont trait�e le cas de l'�equation des ondes dissipative (avecdes conditions de Dirichlet ou de Neumann sur le bord) sous des hypoth�eses g�eom�etriquesplus g�en�erales avec un feedback non lin�eaire sans hypoth�ese de croissance �a l'origine. Letaux de d�ecroissance obtenu pour l'�energie d�epend de celui d'une �equation di��erentielle ;plus pr�ecis�ement, ils ont d�eduit l'estimation

E(t) � h� tt0 � 1� ; 8t � t0; (2.5)
o�u t0 > 0 et h est la solution de l'�equation di��erentielle

h0(t) + q(h(t)) = 0; 8t � 0 et h(0) = E(0); (2.6)et q est une fonction qui fait intervenir implicitement la nonlin�earit�e du feedback, enmontrant que E v�eri�e
(Id� q)�1 (E((m+ 1)t0)) � E(mt0); 8m 2 N:Dans l'objectif de trouver une formule g�en�erale qui permet d'obenir le taux de d�ecroissancede l'�energie de certains syst�emes hyperboliques dissipatifs en fonction du comportement auvoisinage de z�ero du terme de dissipation (ce qui permet d'uni�er tous les cas et notam-ment ceux pour lesquels le feedback crô�t polynômialement et ceux pour lesquels il s'�ecraseexponentiellement en z�ero lorsque t �! +1), M. Eller, J. E. Lagnese et S. Ncaise [26] etF. Alabau-Boussouira [13] ont consid�er�e le cas d'une fonction d�ecroissante E : R+ �! R+v�eri�ant : Z +1s '(E(t))dt � 1dE(s); 8s � 0; (2.7)

22



In�egalit�es int�egrales

o�u d est un r�eel strictement positif et ' : R+ �! R+ est une fonction convexe etstrictement croissante v�eri�ant '(0) = 0 et ils ont montr�e les r�esultats suivants :
Lemme 2.1.2 (M. Eller , E. Lagnese et S. Nicaise [26]) :

Soit E : R+ �! R+ une fonction continue d�ecroissante v�eri�ant (2.7). Alors il existetrois r�eels strictement positifs t0; c0; c1 tels que
E(t) � '�1� �1(c0t)c1t

� ; 8t � t0; (2.8)
o�u  : R�+ �! R est d�e�nie par :

 (s) = Z 1s 1'(t)dt; 8s � 0: (2.9)
Lemme 2.1.3 (F. Alabau-Boussouira [13]) :

Soit E : R+ �! R+ une fonction continue d�ecroissante v�eri�ant (2.7) avec
'(t) = tF�1(t); 8t � 0 (2.10)et F : R+ �! [0; b[ est une fonction strictement croissante v�eri�ant, pour un r�eelb > E(0); F (0) = 0 et limt�!+1F (t) = b: Alors il existe trois r�eels strictement positifst0; c0; c1 tels que

E(t) � F � 1 �1(c0t)� ; 8t � t0 (2.11)
o�u  : [c0t0;+1[ �! R est d�e�nie par :

 (s) = s+ Z c1F ( 1s ) 1'(t)dt; 8s � c0t0: (2.12)
2.2 Cas non dissipatif
Lemme 2.2.1 (A. Guesmia [2]) :

Soient E : R+ �! R+ une fonction d�erivable, a : R+ �! R�+ et � : R+ �! R+ deuxfonctions continues. Supposons qu'il existe r � 0 tel que( R +1s Er+1(t)dt � a(s)E(s); 8s � 0E 0(t) � �(t)E(t); 8t � 0: (2.13)
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Alors E v�eri�e, pour tout t � 0, les estimations suivantes :
E(t) � E(0)w(0)w(h(t))e��(t)���(h(t))e� R h(t)0 w(�)d� si r = 0; (2.14)

E(t) � w(h(t))e��(t)���(h(t)) �w(0)E(0)�r + r Z h(t)0 (w(�))r+1 d�!�1r si r > 0 (2.15)
o�u

��(t) = Z t0 �(�)d�; h(t) = ( 0 si t 2 �0; D�1(�rw )�g�1(t) = K�1(D(t)) si t 2 �D�1(�rw );+1�avec � = 1E(0) et w = 1a et K, D sont les deux fonctions d�e�nies sur R+ par :
K(t) = D(t) + e(r+1)��(t)�rt+ �rw � ; D(t) = Z t0 e(r+1)��(�)d�:

Lemme 2.2.2 (A. Guesmia [1]) :
Sous les hypoth�eses du Lemme 2.2.1, E v�eri�e pour tout t > 1, les estimations suivantes :

E(t) � E(0)w(0)e��(t)�Z tt�1 e��(�)d�
��1 e� R t�10 w(�)d� si r = 0; (2.16)

E(t) � e��(t)�Z tt�1 e(r+1)��(t)d�
� �1r+1 ���w(0)E(0)�r + r Z t�10 (w(�)))r+1d�� �1r(r+1) si r > 0: (2.17)

Lemme 2.2.3 (A. Guesmia [1]) :
Sous les hypoth�eses du Lemme 2.2.1 et si � 2 R+ et a(s) = c1e�c2s avec c1 > 0 et c2 2 R,alors il existe une constante c > 0 telle que E v�eri�e, pour tout t > 1, les estimationssuivantes :

E(t) � ce� 1c1 t si r = c2 = 0;E(t) � ce� e�c2c1c2 ec2t si r = 0 et c2 6= 0;E(t) � ct �1r(r+1) si r > 0 et c2 = 0;
E(t) � c�e(r+1)c2(t�1) � 1c2

� �1r(r+1) si r > 0 et c2 6= 0:
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Lemme 2.2.4 (A. Guesmia [1]) :
Sous les hypoth�eses du Lemme 2.2.1 et si � 2 R+ et a(s) = c1(s + 1)�c2 avec c1 > 0 etc2 2 R, alors il existe une constante c > 0 telle que E v�eri�e, pour tout t > 1, les estimationssuivantes :

E(t) � ct� 1c1 si r = 0 et c2 = �1;E(t) � ce �1c1(c2+1) tc2+1 si r = 0 et c2 6= �1;E(t) � c(ln(t)) �1r(r+1) si r > 0 et c2 = �1r + 1;E(t) � c�tc2(r+1)+1 � 1c2(r + 1) + 1� �1r(r+1) si r > 0 et c2 6= �1r + 1 :
Lemme 2.2.5 (A. Guesmia [1]) :

Sous les hypoth�eses du Lemme 2.2.1 et si � 2 R+ et a(s) = c1(ln(s+2))�c2 avec c1 > 0 etc2 2 R, alors il existe une constante c > 0 telle que E v�eri�e, pour tout t > 1, les estimationssuivantes :
E(t) � c(ln(t+ 1))�2c1 si r = 0 et c2 = �1;E(t) � ce� �2c1(c2+1) (ln(t+1))c2+1 si r = 0 et c2 6= �1;E(t) � c(ln(ln(t+ 1))) �1r(r+1) si r > 0 et c2 = �1r + 1;E(t) � c�(ln(t+ 1))c2(r+1)+1 � 1c2(r + 1) + 1 � �1r(r+1) si r > 0 et c2 6= �1r + 1 :

Lemme 2.2.6 (A. Guesmia [2]) :
Soient E : R+ �! R+ une fonction d�erivable, a3 2 R+; a1; a2 : R+ �! R�+ et� : R+ �! R+ trois fonctions continues. Supposons qu'il existe r; p � 0 tels que

a3(r + 1)supt�0 f�(t)g < 1
et, pour tout 0 � s � T < +1;

( R Ts Er+1(t)dt � a1(s)E(s) + a2(s)Ep+1(s) + a3Er+1(T ); 80 � s � TE 0(t) � �(t)E(t); 8t � 0: (2.18)
Alors E v�eri�e (2.14) et (2.15) o�u
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��(t) = Z 10 �(�)d�; w = 1a; a = a1(s) + a2(s)(d(s))p + a3(s)(d(s))r1� a3(r + 1)supt�0 f�(t)g ;
d(s) = min(E(0)e��(s); �b(0)E(0)f0(s) � 1r+1) ; 8s � 0 et f0(s) = e�(r+1)��(s) Z s0 e(r+1)��(�)d�:
Lemme 2.2.7 (A. Guesmia [1]) :

Soient E : R+ �! R+ une fonction d�erivable, a1; a2 2 R�+ et a3; r; p; � 2 R+:Supposons que( R Ts Er+1(t)dt � a1(s)E(s) + a2Ep+1(s) + a3Er+1(T ); 0 � s � TE 0(t) � �(t)E(t); 8t � 0:Si a3�(r + 1) < 1; alors il existe deux constantes strictement positives w et c telles que,pour tout t � 0;
E(t) � ce�wt si r = 0; (2.19)
E(t) � c(1 + t)�1r si r > 0 et � = 0; (2.20)
E(t) � c(1 + t) �1r(r+1) si r > 0 et � > 0: (2.21)

Lemme 2.2.8 (A. Guesmia [1]) :
Soient E : R+ �! R+ une fonction d�erivable, � 2 R+ et ' : R+ �! R+ une fonctionconvexe et strictement croissante v�eri�ant : '(0) = 0:Supposons que ( R +1s '(E(t))dt � E(s) si s � 0E 0(t) � �E(t) si t � 0:Alors E v�eri�e l'estimation suivante :

E(t) � g�1 �e�(t�h(t))' � �1 (h(t) +  (E(0)))�� ; 8t > T0 (2.22)o�u
 (t) = Z 1t 1'(s)ds; 8t > 0; g(t) = 8<: '(t) si � = 0;R t0 '(s)s ds si � > 0; 8t � 0;
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h(t) = ( Z�1(D(t)); 8t > T00; t 2 [0; T0] avec T0 = D�1� E(0)'(E(0))� ;et 8><>: Z(t) = D(t) +  �1(t+  (E(0)))'( �1(t+  (E(0))))e�t; 8t � 0D(t) = R t0 e�sds; 8t � 0: (2.23)
Remarque : Pour la d�emonstration de ces lemmes, voir [1].
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Chapitre 3
Stabilisation non dissipative du
syst�eme (P)

Hypoth�eses : Dans l'�etude du syst�eme de Timoshenko (P), nous consid�erons leshypoth�eses suivantes :H1) h : R �! R est une fonction continue croissante tel que :9c1; c2 > 0 : c2jsj � jh(s)j � c1jsj; 8s 2 R:
Remarque : L'hypoth�ese (H1) =) sh(s) � 0; 8s 2 R.

3.1 Existence et unicit�e de solution du syst�eme (P)
Proposition 3.1.1 :

Soient ('0; '1) ; ( 0;  1) 2 H10 (0; 1)� L2(0; 1). Alors le syst�eme (P) admet une solutionglobale (faible) unique v�eri�ant :
' ;  2 C �R+;H10 (0; 1)�\C1 �R+;L2(0; 1)� : (3.1)

Si ('0; '1) ; ( 0;  1) 2 �H2(0; 1)\H10 (0; 1)��H10 (0; 1);
alors la solution satisfait (dite forte) :
' ;  2 L1 �R+;H2(0; 1)\H10 (0; 1)�\W 1;1 �R+;H10 (0; 1)�\W 2;1 �R+;L2(0; 1)� :
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Remarque : Si h est lin�eaire et
('0; '1) ; ( 0;  1) 2 �H2(0; 1) \ H10 (0; 1)��H10 (0; 1)

alors
' ;  2 C �R+;H2(0; 1)\H10 (0; 1)� \C1 �R+;H10 (0; 1)� \C2 �R+;L2(0; 1)� : (3.2)

Remarque : Ce r�esultat peut être prouv�e en utilisant des arguments standards de lam�ethode de semi-groupes non lin�eaire.Il est important de montrer ces r�esultats d'existence de la solution en ecrivant (P) sous laforme (1.3), en montrant que A est maximal monotone et en appliquant le Th�eor�eme 1.2.4.
Maintenant ; nous pr�esentons la fonction d'�energie d�e�nie par :

E(t) := 12 Z 10 �'2t +  2t +  2x + ('x +  )2� dx: (3.3)
Le r�esultat de stabilit�e de notre travail est le suivant :

Th�eor�eme 3.1.2 :
Supposons que jk � 1j est assez petit. Soient ('0; '1) ; ( 0;  1) 2 H10 (0; 1) � L2(0; 1).Alors il existe deux constantes positives c et w telles que la solution de (P) satisfait :

E(t) � ce�wt; 8t � 0: (3.4)
3.2 Stabilisation de syst�eme (P) :

Dans cette section nous prouvons notre r�esultat principal. Pour cela, nous allons d�emontrerplusieurs lemmes.
Lemme 3.2.1 :

Soit (';  ) une solution de (P), alors l'�energie satisfait :
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E 0(t) = �Z 10  th( t)dx+ (1� k)Z 10 ('x +  ) tdx (3.5)
Donc

E 0(t) � j1� kjE(t); 8t � 0:
Preuve : En multipliant les deux �equations de (P) par 't et  t, respectivement, int�egrantsur (0; 1), utilisant l'int�egration par partie et la formule de Green, on obtient

( ('tt � ('x +  )x)'t = 0( tt �  xx + k ('x +  ) + h( t)) t = 0;
Donc Z 10 ('tt � ('x +  )x)'tdx+ Z 10 ( tt �  xx + k('x +  ) + h( t)) tdx = 0

=) Z 10 'tt'tdx�Z 10 'xx'tdx�Z 10  x'tdx+Z 10  tt tdx�Z 10  xx tdx+k Z 10 ('x+ ) tdx
+ Z 10  th( t)dx = 0

=) Z 10 'tt'tdx�Z 10 'xx'tdx�Z 10  x'tdx+Z 10  tt tdx�Z 10  xx tdx+k Z 10 ('x+ ) tdx
+ Z 10  th( t)dx+ Z 10 ('x +  ) tdx� Z 10 ('x +  ) tdx = 0

=) 12 Z 10 ('2t )tdx+ 12 Z 10 ( 2t )tdx+ Z 10 'x'xtdx+ Z 10  'txdx+ (k � 1) Z 10 ('x +  ) tdx
+ Z 10  x xtdx+ Z 10  th( t)dx+ Z 10 'x tdx+ Z 10   tdx = 0
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=) 12 Z 10 ('2t )tdx+ 12 Z 10 ( 2t )tdx+ 12 Z 10 ('2x)tdx+ 12 Z 10 ( 2x)tdx+ Z 10  th( t)dx
+ Z 10 ( 'tx + 'x t)dx+ (k � 1) Z 10 ('x +  ) tdx+ 12 Z 10 ( 2)tdx = 0

=) 12 Z 10 ('2t )tdx+ 12 Z 10 ( 2t )tdx+ 12 Z 10 ('2x)tdx+ 12 Z 10 ( 2x)tdx+ 12 Z 10 ( 2)tdx
+ Z 10 ('x )tdx+ (k � 1) Z 10 ('x +  ) tdx+ Z 10  th( t)dx = 0

=) 12 Z 10 ('2t + 2t +'2x+ 2x+ 2+2'x )tdx = �Z 10  th( t)dx+(1�k)Z 10 ('x+ ) tdx
=) 12 Z 10 ('2t +  2t ++ 2x + ('x +  )2)tdx = �Z 10  th( t)dx+ (1� k)Z 10 ('x +  ) tdx:
On pose

E(t) := 12 Z 10 ('2t +  2t +  2x + ('x +  )2)dx;et on a
E 0(t) = �Z 10  th( t)dx+ (1� k)Z 10 ('x +  ) tdx:

On plus et en utilisant l'in�egalit�e de Young et le fait que sh(s) � 0; 8s 2 R
E 0(t) � �Z 10  th( t)dx+ j1� kj2 Z 10 �('x +  )2 +  2t � dx

� j1� kj2 Z 10 �('x +  )2 +  2t � dx (car sh(s) � 0;8s 2 R)
� j1� kj2 Z 10 �('x +  )2 +  2t +  2x + '2t � dx
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� j1� kjE(t):Et par cons�equent
E 0(t) � j1� kjE(t) =) �e�j1�kjtE(t)�0 � 0

=) e�j1�kjtE(t)� E(0) � 0
=) E(t) � E(0)ej1�kjt:

Remarque : Nous obtenons donc (3.5) pour n'importe quelle solution r�eguli�ere. Cette�egalit�e reste valable pour toute solution faible (par arguments simples de densit�e).
Pour montrer la stabilit�e exponentielle, on va construire une fonction de Lypunov F�equivalente �a E v�eri�ant :

9� > 0 tel que F 0(t) � ��F (t); 8t � 0:
Pour cela, nous allons d�e�nir plusieurs fonctions qui nous permetterant d'obtenir desestimations n�ecessaires.Dans toute la suite, c d�esigne une constante positive g�en�erique (qui peut changer d'uneligne �a une autre) mais qui ne d�epend pas de k.

Lemme 3.2.2 :
La fonction J d�e�nie par :

J(t) := �Z 10 (  t + ''t)dxsatisfait l'estimation :
J 0(t) � �Z 10 ( 2t + '2t )dx� (1� k)Z 10  ('x +  )dx+ Z 10 ('x +  )2dx (3.6)

+c Z 10  2xdx+ cZ 10 h2( t)dx:
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Preuve : L'exploitation des �equations (P) implique
J 0(t) = �Z 10 ( 2t +   tt + '2t + ''tt)dx

= �Z 10 ( 2t + '2t )dx� Z 10  ( xx � k('x +  )� h( t))dx� Z 10 '('x +  )xdx
= �Z 10 ( 2t + '2t )dx� Z 10   xxdx+ k Z 10  ('x +  )dx+ Z 10  h( t)dx

�Z 10 ''xxdx� Z 10 ' xdx:
En utilisant la formule de Green, on a :
J 0(t) = �Z 10 ( 2t + '2t )dx+ Z 10  2xdx� (1� k)Z 10  ('x +  )dx+ Z 10  h( t)dx

+ Z 10 '2xdx� Z 10 ' xdx+ Z 10  ('x +  )dx
= �Z 10 ( 2t + '2t )dx+ Z 10  2xdx� (1� k)Z 10  ('x +  )dx+ Z 10  h( t)dx

+ Z 10 '2xdx� Z 10 ' xdx+ Z 10  'xdx+ Z 10  2dx
= �Z 10 ( 2t + '2t )dx+ Z 10  2xdx� (1� k)Z 10  ('x +  )dx+ Z 10  h( t)dx

+ Z 10 ('x +  )2dx:
D'apr�es l'in�egalit�e de Young et l'in�egalit�e de Poincar�e :

J 0(t) � �Z 10 ( 2t + '2t )dx� (1� k)Z 10  ('x +  )dx+ Z 10 ('x +  )2dx
+cZ 10  2xdx+ c Z 10 h2( t)dx:
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Lemme 3.2.3 :
La fonction K d�e�nie par :

K(t) := Z 10  t('x +  )dx+ Z 10  x'tdx
satisfait l'estimation :

K 0(t) � ['x x]x=1x=0 + (1� k)Z 10 ('x +  )2dx� (1� ")Z 10 ('x +  )2dx (3.7)
+ Z 10  2t dx+ c" Z 10 h2( t)dx

pour tout 0 < " < 1:
Preuve : En exploitant les �equations de (P) et on r�ep�etant le même proc�ed�e, on a :

K 0(t) = Z 10  tt('x +  )dx+ Z 10  t('x +  )tdx+ Z 10  xt'tdx+ Z 10  x'ttdx
= Z 10 ('x +  )( xx � k('x +  )� h( t))dx+ Z 10  t('x +  )tdx

+ Z 10  xt'tdx+ Z 10  x('x +  )xdx
= Z 10 ('x +  ) xxdx� Z 10 k('x +  )2dx� Z 10 h( t)('x +  )dx+ Z 10  2t dx

+ Z 10  t'xtdx+ Z 10  xt'tdx+ Z 10  x'xxdx+ Z 10  2xdx
= Z 10  2xdx+ Z 10   xxdx� Z 10 k('x +  )2dx� Z 10 h( t)('x +  )dx
+ Z 10  2t dx+ Z 10  t'xtdx+ Z 10  xt'tdx+ Z 10  x'xxdx+ Z 10 'x xxdx
= Z 10  2xdx� Z 10  2xdx� Z 10 k('x +  )2dx� Z 10 h( t)('x +  )dx
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+ Z 10  2t dx+ Z 10  t'xtdx+ Z 10  xt'tdx+ Z 10 ('x xx + 'xx x)dx
= Z 10 ('x x)xdx+ (1� k)Z 10 ('x +  )2dx� Z 10 h( t)('x +  )dx+ Z 10  2t dx

+ Z 10 ('t t)xdx� Z 10 ('x +  )2dx
= ['x x]x=1x=0 + (1� k)Z 10 ('x +  )2dx� Z 10 h( t)('x +  )dx+ Z 10  2t dx

�Z 10 ('x +  )2dx:
Et en utilisant l'in�egalit�e de Young :
K 0(t) � ['x x]x=1x=0 + (1� k)Z 10 ('x +  )2dx+ "2 Z 10 ('x +  )2dx+ c" Z 10 h2( t)dx

+ Z 10  2t dx� Z 10 ('x +  )2dx
� ['x x]x=1x=0 + (1� k)Z 10 ('x +  )2dx� (1� ")Z 10 ('x +  )2dx

+ Z 10  2t dx+ c" Z 10 h2( t)dx:
Lemme 3.2.4 :

Soit m 2 C1 ([0; 1]) une fonction v�eri�ant m(0) = �m(1) = 2 (on peut prendrem(x) = 2� 4x). Il existe une constante c > 0 telle que, pour tout " > 0,
ddt Z 10 m(x) t xdx � � � 2x(1; t) +  2x(0; t)�+ (1� k)Z 10  x('x +  )dx (3.8)

+"Z 10 ('x +  )2dx+ c Z 10  2t dx+ c" Z 10  2xdx+ cZ 10 h2( t)dx:
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et
ddt Z 10 m(x)'t'xdx � � �'2x(1; t) + '2x(0; t)�+ c Z 10 �'2t + '2x +  2x� dx: (3.9)

Preuve : En exploitant les �equations de (P) et en r�ep�etant le même proc�ed�e, on obtient
ddt Z 10 m(x) t xdx = Z 10 m(x)( tt x+ t xt)dx

= Z 10 m(x) tt xdx+ Z 10 m(x) t xtdx
= Z 10 m(x) x( xx � k('x +  )� h( t))dx+ Z 10 m(x) t xtdx
= Z 10 m(x) x xxdx+(1�k)Z 10 m(x) x('x+ )dx�Z 10 m(x) xh( t)dx

+ Z 10 m(x) t xtdx� Z 10 m(x) x('x +  )dx
= �12m(x) 2x�x=1x=0� 12 Z 10 m0(x) 2xdx+�12m(x) 2t �x=1x=0� 12 Z 10 m0(x) 2t dx
+(1�k)Z 10 m(x) x('x+ )dx�Z 10 m(x) xh( t)dx�Z 10 m(x) x('x+ )dx

= 12 �m(1) 2x(1; t)�m(0) 2x(0; t)�� 12 Z 10 m0(x) 2xdx� 12 Z 10 m0(x) 2t dx
+(1�k)Z 10 m(x) x('x+ )dx�Z 10 m(x) xh( t)dx�Z 10 m(x) x('x+ )dx

= 12 ��2 2x(1; t)� 2 2x(0; t)�� 12 Z 10 m0(x) 2xdx� 12 Z 10 m0(x) 2t dx
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+(1�k)Z 10 m(x) x('x+ )dx�Z 10 m(x) xh( t)dx�Z 10 m(x) x('x+ )dx
= � � 2x(1; t) +  2x(0; t)�� 12 Z 10 m0(x) 2xdx� 12 Z 10 m0(x) 2t dx

+(1�k)Z 10 m(x) x('x+ )dx�Z 10 m(x) x('x+ )dx�Z 10 m(x) xh( t)dx
� � � 2x(1; t) +  2x(0; t)��12 Z 10 m0(x) 2xdx�12 Z 10 m0(x) 2t dx+c" Z 10  2xdx
+(1� k)Z 10 m(x) x('x +  )dx+ "Z 10 ('x +  )2dx+ cZ 10 h2( t)dx
� � � 2x(1; t) +  2x(0; t)�+ (1� k)Z 10  x('x +  )dx+ " Z 10 ('x +  )2dx

+c Z 10  2t dx+ c" Z 10  2xdx+ cZ 10 h2( t)dx:
De même
ddt Z 10 m(x)'t'xdx = Z 10 m(x)('tt'x + 't'xt)dx

= Z 10 m(x)'tt'xdx+ Z 10 m(x)'t'xtdx
= Z 10 m(x)'x('x +  )xdx+ Z 10 m(x)'t'xtdx
= Z 10 m(x)'x'xxdx+ Z 10 m(x)'x xdx+ Z 10 m(x)'t'xtdx
= �12m(x)'2x�x=1x=0 � 12 Z 10 m0(x)'2xdx+ Z 10 m(x)'x xdx
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+ �12m(x)'2t�x=1x=0 � 12 Z 10 m0(x)'2tdx
= 12 �m(1)'2x(1; t)�m(0)'2x(0; t)�� 12 Z 10 m0(x)'2xdx

+ Z 10 m(x)'x xdx� 12 Z 10 m0(x)'2tdx
= 12 ��2'2x(1; t)� 2'2x(0; t)�� 12 Z 10 m0(x)'2xdx

+ Z 10 m(x)'x xdx� 12 Z 10 m0(x)'2tdx
= � �'2x(1; t) + '2x(0; t)�� 12 Z 10 m0(x)'2xdx� 12 Z 10 m0(x)'2tdx

+ Z 10 m(x)'x xdx
� � �'2x(1; t) + '2x(0; t)�+ c Z 10 ('2x +  2x + '2t )dx:

Lemme 3.2.5 :
La fonction L d�e�nie par :

L(t) := K(t) + 14" Z 10 m(x) t xdx+ " Z 10 m(x)'t'xdx;o�u " 2 ]0; 1[ , satisfait l'estimation :
L0(t) � ��34 � "c�Z 10 ('x +  )2dx+ (1� k)Z 10 ('x +  )�'x +  + 14" x� dx (3.10)

+c" Z 10  2t dx+ c"2 Z 10  2xdx+ "cZ 10 '2tdx+ c" Z 10 h2( t)dx:
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Preuve : Lemme 3.2.3, Lemme 3.2.4 et l'inegalit�e de Young impliquent
L0(t) = K 0(t) + 14" ddt Z 10 m(x) t xdx+ " ddt Z 10 m(x)'t'xdx

� ['x x]x=1x=0+(1�k)Z 10 ('x+ )2dx�(1�")Z 10 ('x+ )2dx+Z 10  2t dx+ c" Z 10 h2( t)
+ 14" �� � 2x(1; t) +  2x(0; t)�+ (1� k)Z 10  x('x +  )dx+ " Z 10 ('x +  )2dx+ cZ 10  2t dx

+c" Z 10  2xdx+ c Z 10 h2( t)dx�+ " �� �'2x(1; t) + '2x(0; t)�+ cZ 10 ('2x +  2x + '2t )dx�

� ['x x]x=1x=0 � 14" � 2x(1; t) +  2x(0; t)�� " �'2x(1; t) + '2x(0; t)�+ "c Z 10 ('2x + '2t )dx
+(1� k)Z 10

�('x +  )2 + 14" x('x +  )� dx� �1� "� "4"�Z 10 ('x +  )2dx
+ c4" Z 10  2t dx+ � c4"2 + "c�Z 10  2xdx+ �c" + c4"�Z 10 h2( t):

Or
'2x � 2('x +  )2 + 2 2;

et
'x x � "'2x + 14" 2x ;

et d'apr�es l'in�egalit�e de Poincar�e, on trouve
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L0(t) � " �'2x(1; t) + '2x(0; t)�+ 14" � 2x(1; t) +  2x(0; t)�� 14" � 2x(1; t) +  2x(0; t)�
�" �'2x(1; t) + '2x(0; t)�+ (1� k)Z 10 ('x +  )�'x +  + 14" x� dx

��1� "� 14�Z 10 ('x +  )2dx+ c4" Z 10  2t dx+ "c Z 10 '2tdx+ 2"c Z 10  2dx
+� c4"2 + "c�Z 10  2xdx+ 2"cZ 10 ('x +  )2dx+ c" Z 10 h2( t)dx

� ��34 � "c�Z 10 ('x +  )2dx+ (1� k)Z 10 ('x +  )�'x +  + 14" x� dx
+c" Z 10  2t dx+ c"2 Z 10  2xdx+ "cZ 10 '2tdx+ c" Z 10 h2( t)dx:

Lemme 3.2.6 :
Soit la fonction L1 d�e�nie par :

L1 (t) := L (t) + 2c"J (t) :Alors nous avons l'in�egalit�e suivante :
L01 (t) � �12 Z 10 ('x +  )2dx+ cj1� kj Z 10 ('2x +  2x)dx+ c Z 10  2t dx (3.11)

+c Z 10  2xdx� cZ 10 '2tdx+ cZ 10 h2( t)dx:
Preuve : L1 (t) = L (t) + 2c"J (t) =) L01 (t) = L0 (t) + 2c"J 0 (t) :Les Lemme 3.2.5 et 3.2.2 impliquent
L01 (t) � ��34 � "c�Z 10 ('x+ )2dx+(1�k)Z 10 ('x+ )�'x +  + 14" x� dx+c" Z 10  2t dx
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+ c"2 Z 10  2xdx+ "c Z 10 '2tdx+ c" Z 10 h2( t)dx+ 2c" ��Z 10 ( 2t + '2t )dx
+ Z 10 ('x +  )2dx+ cZ 10  2xdx� (1� k)Z 10  ('x +  )dx+ cZ 10 h2( t)dx�

� ��34 � "c� 2c"�Z 10 ('x+ )2dx+(1�k)Z 10 ('x+ )�'x +  (1� 2c") + 14" x� dx
+�c" � 2c"�Z 10  2t dx+� c"2 + 2c2"�Z 10  2xdx+("c� 2c")Z 10 '2tdx+�c" + 2c2"�Z 10 h2( t)dx:
Donc, avec " 2]0; 1[ assez petit, on obtient

L01(t) � �12 Z 10 ('x +  )2dx+ cj1� kjZ 10 ('2x +  2x)dx+ cZ 10  2t dx
+c Z 10  2xdx� cZ 10 '2tdx+ cZ 10 h2( t)dx:

Comme dans [14], nous consid�erons la fonction w d�e�nie par :
�wxx =  x o�u w (0) = w (1) = 0: (3.12)On a :
w(x) = �Z x0  (y)dy + xZ 10  (y)dy:

Lemme 3.2.7 :
La solution w de (3.12) satisfait :Z 10 w2xdx � Z 10  2dx;
et Z 10 w2t dx � Z 10  2t dx:
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Preuve : On multiplie l'�equation (3.12) par w et on int�egre par partie, on obtientZ 10 �wxxwdx = Z 10  xwdx
=) Z 10 w2xdx = Z 10  xwdx = �Z 10  wxdx:

L'in�egalit�e de Couchy-Schwarz implique alorsZ 10 w2xdx � 12 Z 10  2dx+ 12 Z 10 w2xdx =) Z 10 w2xdx � Z 10  2dx:
De même Z 10 w2xtdx � Z 10  2t dx:
Et d'apr�es l'in�egalit�e de Poincar�e, on aZ 10 w2t dx � Z 10 w2xtdx;
alors Z 10 w2t dx � Z 10  2t dx:

lemme 3.2.8 :
La fonction J1 d�e�nie par :

J1 (t) := Z 10 (  t + w't) dxsatisfait l'estimation :
J1 (t) � �12 Z 10  2xdx+ (1� k)Z 10  ('x +  )dx+ c"1

Z 10  2t dx+ "1 Z 10 '2tdx (3.13)
+c Z 10 h2( t)dx

pour tout 0 < "1 < 1:
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Preuve :
J 01 (t) = Z 10 � 2t +   tt + wt't + w'tt� dx

= Z 10  2t dx+ Z 10   ttdx+ Z 10 wt'tdx+ Z 10 w'ttdx
= Z 10  2t dx+Z 10 wt'tdx+Z 10  ( xx � k('x +  )� h( t)) dx+Z 10 w('x+ )xdx
= Z 10  2t dx+ Z 10 wt'tdx� Z 10  2xdx� k Z 10  ('x +  )dx� Z 10  h( t)dx

�Z 10 wx('x +  )dx
� Z 10  2t dx+ Z 10 wt'tdx� Z 10  2xdx+ (1� k)Z 10  ('x +  )dx+ 12 Z 10  2xdx

+cZ 10 h2( t)dx� Z 10 wx('x +  )dx� Z 10  ('x +  )dx
� �12 Z 10  2xdx+ (1� k)Z 10  ('x +  )dx+ c"1

Z 10  2t dx+ "1 Z 10 '2tdx
+c Z 10 h2( t)dx:

Lemme 3.2.9 :
Pour tous N1 > 1 et N2 > 1, On pose

$ (t) = N1E (t) +N2J1 (t) + L1 (t) :Alors $ est �equivalent �a E et il existe c > 0 v�eri�ant
$0 (t) � �cE(t)� cE 0(t); 8t � 0:
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Preuve :
$ (t) = N1E (t) +N2J1 (t) + L1 (t)

=) $0 (t) = N1E 0 (t) +N2J 01 (t) + L01 (t) :
Par l'addition des estimations (3.5), (3.11) et (3.13), on obtient

$0 (t) � N1��Z 10  th( t)dx+ (1� k)Z 10 ('x +  ) tdx�+N2�(1� k)Z 10  ('x +  )dx
�12 Z 10  2xdx+ c"1

Z 10  2t dx+ "1 Z 10 '2tdx+ cZ 10 h2( t)�� 12 Z 10 ('x +  )2dx
+cj1� kj Z 10 ('2x +  2x)dx+ c Z 10  2t dx+ c Z 10  2xdx� cZ 10 '2tdx+ c Z 10 h2( t)
� j1� kj�N1 Z 10 j('x +  ) tjdx+ c Z 10 ('2x +  2x)dx+N2 Z 10  ('x +  )dx�

��N1 � cN2"1 � c�Z 10  2t dx� �N22 � c�Z 10  2xdx� 12 Z 10 ('x +  )2dx
� ("1N2 � c)Z 10 '2tdx�N1 Z 10  th( t)dx+N2cZ 10 h2( t)dx+ c Z 10 h2( t)dx
� cj1� kj Z 10 �'2x +  2x +  2t � dx� �N1 � cN2"1 � c�Z 10  2t dx� �N22 � c�Z 10  2xdx

� ("1N2 � c)Z 10 '2tdx� 12 Z 10 ('x +  )2dx�N1 Z 10  th( t)dx
+N2cZ 10 h2( t)dx+ cZ 10 h2( t)dx
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� cj1� kjE(t)� �N1 � cN2"1 � c�Z 10  2t dx� �N22 � c�Z 10  2xdx
� ("1N2 � c)Z 10 '2tdx� 12 Z 10 ('x +  )2dx+ c Z 10 � th( t) + h2( t)� dx:

Nous choisissons N1 et N2 assez grands et "1 assez petit tels que
N1 � cN2"1 � c > 0; N22 � c > 0 et "1N2 � c > 0;

On obtient
$0 (t) � �cZ 10 � 2t +  2x + '2t + ('x +  )2� dx+ cZ 10 � th( t) + h2( t) +  2t � dx

+cj1� kjE(t):Nous choisissons j1� kj assez petit, on trouve
$0 (t) � �cZ 10 � 2t +  2x + '2t + ('x +  )2� dx+ c Z 10 � th( t) + h2( t) +  2t � dx

� �cE(t) + cZ 10 � th( t) + h2( t) +  2t � dx:Or h2( t) +  2t � c th( t);donc, d'apr�es (3.5),
Z 10 � th( t) + h2( t) +  2t � dx � cZ 10  th( t)

� �cE 0(t) + c(1� k)Z 10 ('x +  ) tdx
� �cE 0(t) + cj1� kjE(t):Donc

$0(t) � �cE(t)� cE 0(t) + cj1� kjE(t):
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Avec j1� kj assez petit, on obtient
($+ cE)0 � �cE(t):

D'autre par, on a ( jJ1(t)j � cE(t)jL1(t)j � cE(t) ; 8t � 0:
Donc

$(t) � cE(t):De même, $(t) � N1E(t)�N2cE(t)� cE(t):Avec N1 assez grand, on a
$(t) � cE(t):D'o�u donc $ � EOn pose maintenant F = $+ cE, on obtient F est �equivalante �a E et

F 0(t) � �cF (t); 8t � 0:
Alors

9� � 0 tel que F 0(t) � ��F (t) =) �e�tF (t)�0 � 0
=) e�tF (t)� F (0) � 0
=) F (t) � F (0)e��t
=) F (t) � ce��t:

Donc, comme F � E,
E (t) � ce��t; 8t � 0:
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R�esum�e

Dans ce le travail, nous consid�erons le syst�eme de Timoshenko suivant :8>>>>>>><>>>>>>>:

'tt � ('x +  )x = 0; (0; 1)� R+ tt �  xx + k('x +  ) + h( t) = 0; (0; 1)� R+'(0; t) = '(1; t) =  (0; t) =  (1; t) = 0; t � 0'(x; 0) = '0(x); 't(x; 0) = '1(x); x 2 (0; 1) (x; 0) =  0(x);  t(x; 0) =  1(x); x 2 (0; 1)
o�u k 2 R et h : R �! R une fonction donn�ee.Nous montrons, sous des hypoth�eses sur la fonction h et la constante k, que ce syst�emeest exponentiellement stable ; c'est-�a-dire

9 c; w > 0 tq E(t) � ce�wt; 8t � 0;
o�u E : R+ �! R+ est l'�energie du syst�eme.La m�ethode de la d�emonstration est bas�ee sur la m�ethode des multiplicateurs et quelquesin�egalit�es int�egrales.
Mots cl�es : stabilit�e exponentielle, multiplicateurs, Timoshenko, in�egalit�es it�egrales.



Abstract

In this work we consider the following Timoshenko system8>>>>>>><>>>>>>>:

'tt � ('x +  )x = 0; (0; 1)� R+ tt �  xx + k('x +  ) + h( t) = 0; (0; 1)� R+'(0; t) = '(1; t) =  (0; t) =  (1; t) = 0; t � 0'(x; 0) = '0(x); 't(x; 0) = '1(x); x 2 (0; 1) (x; 0) =  0(x);  t(x; 0) =  1(x); x 2 (0; 1);
where k 2 R and h : R �! R is given function.We establish that, under some hypotheses on the function h and the constant k, thissystem is exponentially stable ; that is

9 c; w > 0 = E(t) � ce�wt; 8t � 0;
where E : R+ �! R+ is the energy of system.The method of proof is based on the multiplier method and some integral inequalities.
Key words : exponential decay, fractional damping, multipliers, Timoshenko, integralinequalities.
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