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Notations

A
7o
CH(Q)
C ()
Lr(82)
2(Q)
Vix

Pt
(o
P
Vo
Prz
Vaa
Pt
Ut

un ouvert borné de R”.

= 01} la frontiere de ’ensemble ().

espace de Hilbert.

adjoint de A.

opérateur de trace.

I’espace des fonctions k& fois dérivable et la dérivé d’ordre & est contuine.
I'espace des fonctions indéfiniment dérivable a support compact.
I'espace de Lebesgue, 1 < p < oo.

I’espace des distributions.

= (88—51(35), e %(m)), le gradient de la fonction f en x € R".
I’espace de Sobolev, 1 < p < .

la fermeture de C'2°(€2) dans W™P(Q) , 1 < p < 0.

= Wm2(Q).

le Laplacian (A = Eﬁzo%).

I'image de A.

presque partout.

= %f = ¢’ la dérivée de ¢ par rapport a t.

= %—f =)' la dérivée de 1 par rapport a t.

= %2730 la dérivée d’ordre 2 de ¢ par rapport a t.

%

= 5 la dérivée d’ordre 2 de ¢ par rapport a ¢.

= g—f la dérivée de ¢ par rapport a z.

— 9
T Oz
o)
ox?
_ 0%
— Ox?

la dérivée de v par rapport a x.

la dérivée d’ordre 2 de ¢ par rapport a x.

la dérivée d’ordre 2 de 1) par rapport a z.

= % la dérivée d’ordre 2 de ¢ par rapport a x par rapport a t.

= % la dérivée d’ordre 2 de v par rapport a x par rapport a t.



Introduction

Un modele simple décrivant la vibration transversale d’'un faisceau a été développé dans

[30] et donné par le systeme des équations hyperboliques couplées suivant :

1
Loy = (Elpg)y + k(uy — ) dans (0,L) x (0, +00), M)

{ puy = (k(ugy — ¢)), dans (0, L) x (0, +o0)

ou t désigne la variable de temps, = est la variable de I'espace le long du faisceau de

longueur L dans sa configuration d’équilibre, u est le déplacement transversal du faisceau, ¢

est 'angle de rotation du filament du faisceau, et p, I,, F, I et k désignent, respectivement, la

densité (la masse par unité de longueur), le moment polaire de l'inertie d’une coupe, module
de Young d’élasticité, le moment de I'inertie d’une coupe, et le module de cisaillement.

Kim et Renardy [24] ont considéré (1) avec deux contrdles sur le bord de la forme

{ k(L t) — k2(L,t) = a24(L,t), ¥t >0
EI%(L,t) = —p%(L,t), ¥t >0

et ont utilisé les techniques de multiplicateurs pour établir un résultat de stabilité expo-
nentielle pour I'énergie normale de (1). Ils ont également fourni des évoluations numériques
aux valeurs propres de 'opérateur liées au systeme (1). Un résultat analogue a été également
établi par Feng [12] ou la stabilisation d’un systéeme de Timoshenko a été étudiée. Raposo
et al [9] ont étudié (1) avec des conditions aux limites de type Dirichlet homogenes et des

contréles linéaires ; ils ont regardé le systeme suivant :

prug — k(uy — @)z +u =0 dans (0,L) x (0, 4+00)
P2 — bpyy — k(uy — @) + ¢, =0 dans (0,L) x (0,+00) (2)
w(0,t) = u(L,t) = ¢(0,t) = o(L,t) =0, ¥t > 0
et ont montré que I'énergie liée a (2) décroit exponentiellement. Ce résultat est semblable
celui obtenu par Taylor [31]. La méthode utilisée est différente de I'habituelle telle que la

méthode classique d’énergie. Il emploie principalement la théorie de semi-groupes. Soufyane
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et Wehbe [8] ont prouvé que c’est possible de stabiliser uniformément (1) en employant un

feedback localement distribué unique. Ainsi ils ont considéré

puy = (k(ugy — ¢)), dans (0, L) x (0, +o0)
Low = (Elpy)y + k(ug, — @) — by dans (0, L) x (0, +oc) (3)
u(0,t) = u(L,t) = ¢(0,t) = ¢(L,t) =0, Vt >0,

ol b est une fonction positive et continue qui satisfait
b(z) > by >0, V€ lag,a] C[0,L].

En fait, ils ont montré que la stabilité uniforme de (3) tient si et seulement si les vitesses

. . El e .
de propagation sont égales | — = T ; autrement, seulement la stabilité asymptotique

1% P
a été prouvée. Xu et Yung [17] ont étudié un systeme de Timoshenko et ont examiné la
stabilité du systeme en utilisant les valeurs propres et les fonctions propres. Munoz Rivera

et Racke [22] ont traité un systeéme non linéaire de la forme

prow — V(pz +¢)e =0 dans (0,L) x (0, +00)
potby — by + k(p, + ) + 00, =0 dans (0, L) x (0, +00)
p30; — KOyy + 61byy = 0 dans (0, L) x (0, +00),

ol ¢, 1 et O sont des fonctions de (x,t) modelisant le déplacement transversal du faisceau,
I’angle de rotation du filament et la température de différence, respectivement. Sous des
conditions appropriées sur v, p;, b, k,d, (i = 1,2,3), ils ont prouvé la stabilité exponentiel
du systéme dans le cas des mémes viteses de propagation. Ammar Khodja et al [14] ont

considéré un systeme de Timoshenko linéaire avec un contréle de type mémoire de la forme

{ 1w — k(s + 1) =0 ()

ptht - bwa?x + f(f g(t - S)wmm(s)ds + k‘(QOI + 1/}) =0

dans (0, L) x (0, +00), avec conditions aux limites de type Dirichlet homogenes. Ils ont
employé la technique de multiplicateur et ont montré que le systéme est uniformément

stable si et seulement si les vitesses de propagation sont égales | — = — |} et g décroit

exponentiellement vers 0, et la stabilité polynomiale si g décroit po?;némpizlement. Ils ont
également considéré quelques conditions techniques supplémentaires sur ¢' et ¢"” pour obtenir
leur résultat. Les feedbacks de type mémoire ont été également employé par De Lima Santos
[25] ou ils ont considéré un systeme de Timoshenko et ont montré a que la présence des deux

feedbacks du type mémoire sur une partie de la frontiere stabilise le systeme uniformément.
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Ils ont également obtenu le taux de décroissance de 1’énergie en fonction des feedbacks. Shi et
Feng [11] ont étudié un systeme de Timoshenko non uniforme rayonné de relaxation soumis
a des controles localement distribués et ont montré la stabilité exponentielle du systeme.

A. Guesmia et S. A. Messaoudi [3] ont considéré le systeme suivant :

p

ou— (e +1), =0, (0,1) xRy

Yir — Yz + o+ 0+ [3 g(t — 5)(a(x)1hy(s))eds + b(@)h(1h) =0, (0,1) x R,

0(0,1) = ¢(1,1) = 9(0,t) = ¢(1,1) =0, >0 (5)
p(z,0) = @o(2), pu(®,0) = pi1(z), x€(0,1)

[ ¥(2,0) = Po(2), ¥u(2,0) = ¥i(z), =€ (0,1)

(soumis & un controle frictional et un contréle de type mémoire complémentaires) et ont
étudié 'influence de ces controles sur le taux de stabilité des solutions. Ils ont obtenu la
stabilité exponentielle et polynomiale sous des conditions plus faibles sur la fonction de
relaxation g.

Dans ce travail, nous considérons le systeme suivant :

prew — ki(pe + 1) =0,  (0,L) x Ry

P2 — katus + k(e + ) + h(¢) =0, (0,L) x Ry

0(0,t) = (L, 1) = 4(0,1) = ¢(L,£) =0, >0 (6)
(2, 0) = po(2),01(2,0) = a(z), z€(0,L)

[ ¥(2,0) = Yo(x), ¢u(z,0) = (z), = €(0,L),

ol py, pa, ki, ko, k, L€ R, et h: R — R une fonction donnée, et nous montrerons

la stabilité exponentielle de (P); c’est-a-dire

Je,w>0 tq E(t) <ce ™, Vt>0, (7)
ou E: Ry — R, est]1'énergie de (P) (voir chapitre 3 pour la définition) dans le
k k
cas —L =2 et k-— ki est assez petit.
(SR )

Notre que, si k1 # k, alors (6) n’est pas nécessairement dissipatif (¢’est-a-dire son énergie
E n’est pas nécessairement décroissante) contrairement au cas des systémes cités ci-dessus.

L’objectif de ce travail est de montrer que la stabilité exponentielle (7) reste vrai si
k — ki est assez petit.

Sans perte de généralité (et juste pour simplifier les calculs), on suppose que
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Donc on va considérer la forme suivante :

@(Ovt) = Qp(lvt) = ¢(07t) = ¢(
©(x,0) = po(x), @
\ w(ﬁ,()) = wo(ﬂf), Py

x,

0
0

&

Notre travail est partagé en trois chapitres :
e Chapitre 1 : Rappels.
e Chapitre 2 : Inégalités intégrale.

e Chapitre 3 : Stabilité exponentielle.

o — (o + ), =0 dans (0,1)

) = @1(7),
) ) = ¢1($)7



Chapitre 1

Rappels et notions préliminaires

1.1 Quelques espaces et inégalités connus

1.1.1 Espaces L?
Définition 1.1.1 : L?(2), p € [1,+o<].

On définit LP(Q2) (p € [1,4+o0]) par :
e Sipell,+oof:

L”(Q):{f:Q—HR tq/ﬂ\f(z)\pdac<oo}.

On définit sur LP(2) la norme
1
P
ey = ([ 1560 ar )

L*Q)={f: Q2 — R tqIceRvérifiant : |f|<c p.p sur Q}.

e Sip=+o00:

On définit sur L*°(€2) la norme
[fll oo =inf{c €R tq [f|<c p.p sur Q}.

Proposition 1.1.2 :

1) Sip € [1,+o0], alors LP(§2) est un espace de Banach (i.e. normé complet).
2) Sip € [1,4o0[, alors LP(Q) est séparable (i.e. il existe un ensemble dénombrable

dense dans LP(2)).

10



Rappels et notions préliminaires

3) L*(€)) est un espace de Hilbert avec le produit scalaire
< fg > [ @)

Théoréme 1.1.3 :

Soit ©Q un domaine ouvert de R™ de frontiere de classe C™. Pour tous m > 1 et

1<p<oo,ona

1 1 1

1) —— 250 — Wmr(Q) = LYQ), Vg€ [pg]ot —=———.
p n q p n
1

2) - % =0 = W™(Q) < LUSQ), Vg € [p, +o).
1

3) - % <0 = W™ (Q) = L®(Q).

1.1.2 Espace de Sobolev W™P(Q) (m € N, p € [1,+o0])
Définition 1.2.1 : W™P(Q).

Soient (m,p) € N x [1, +o0]. On définit W™P(2) par :

WmP(Q)={f € LP(Q) tq ¥V a € N" avec |a| <m, I£, € LP(Q) vérifiant :
Jo f( (z)dz = (1)l [, £q z)dz, Vo € D(Q)}.
On pose D*f = £,

On définit sur W"P(Q) la norme

1 lymsgy = D N£allzago

|a|<m

Si 1 <p < 400, on peut considérer sur WP(§2) la norme équivalente

1
P

I llmriy = | D 1€a(@lfn
la|l<m

Cas particulier :

1) WO(Q) = LP(Q).
2) p=2: Wm2(Q) = H™(Q).

11



Rappels et notions préliminaires

Proposition 1.2.2 :

H™(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

Vi,ge H"(Q):(f.9)= ) /QDO‘f(UC)D“g(ﬂf)diE = Y (D, D) oy -

la|<m la|<m
Remarque : C™(Q2) C H™(2) mais l'inverse n’est pas vrait.

Proposition 1.2.3 :

D(R") est dense dans H'(R").
Remarque : en général D(Q) n’est pas dense dans H'(Q).

Définition 1.2.4 : H*(Q).

On définit H*(2) = D(Q) (par rapport a la norme de H™(Q));

c’est-a-dire :

Hy'(2) = {f € H"(9)/3(¢x) € D) vérifient :|lx — f

() 0 tand k£ — +oo} .

De méme Wy () = D(Q) par rapport a la norme de W™?(Q).

Définition 1.2.5 : Dérivée normale.

, comme étant zn: %m)uz(x)
T

On définit la dérivée normale d’une fonction f, notée par W
v i=1

pour tout x € I.
On pose 7 :D(Q) — L*(T)
dp
p—rlp) =5 /e
Yo : D(Q) — LA(I)
© — Y(p) = ¢/r.
L’application 7, se prolonge par continuité a H'(Q)
v 2 HY(Q) — L*(T)
f—%(f)= nir{lmson/r
(7o est dit Papplication de trace).

12



Rappels et notions préliminaires

Théoréme 1.2.6 :

Si T est de classe C? alors 7y se prolonge sur H?({2)
v H*(Q) — L*(Q)

Définition 1.2.7 : HZ(Q).

HZ(Q2) = D(Q) (par rapport la norme de H?(2)).

Proposition 1.2.8 :

Si T est de classe C?, alors HZ(2) = keryy [\ kery (i.e. f € H*(Q)tq: f=0p.psurT
0
eta—f:0p.psurF). De méme, HJ(Q) =keryy ={f € H'(Q) tq: f=0 p.psur '}
v

si T est de classe C.

1.1.3 Inégalité d’interpolation :

1 1 1
Soit m € N/ {0, 1} et pi, pa, ....... ,Pm € [1,4+00] tq: —+ — + ... + — > 1. On pose
4 D2 Pm
1 1 1 1 _ .
—=—+—+..+—.Ona:Vf, e LPi(Q), i=1,....... ,m,alors f = f1.fouuo.... fm € LP(Q)
p P P2 Pm

1.1.4 Inégalité de Holder :

1 1
Soient p, q € [1,+00] tq 1 = —+ —. Alors pour tous f € LP(Q) et g € LY(Q) : fg € L}(Q)
P 4

et on a:

||fg||L1(Q) < ||f||LP(Q) ||g||L<1(Q)

( { JolF@)g(@) de < (fo | (@) )7 (J,,lg(2)|"dz)7 si p,q €]L,+oo], ) |

JoIf(@)g(@)| da < [|gllze(e) JoIf(2)|dz st p=1et ¢=+oc

1.1.5 Formule de Green :

Soient f,g € H'(Q) (ot © C R" un ouvert borné) de frontiere I' de classe C'*. Alors

/Q agg)g(f’?)dﬂf = /Q f(l’)agg)dx + /F f(@)g(x)vi(x)da.

13



Rappels et notions préliminaires

1.1.6 Inégalité de Young :

1 1
Pour tous a,b € R (ou C ) et pour tous p,q €]1,+oo[ avec —+ — =1, 0on a:
p 4q

1 1
lab] < = lal” + —|b|?.
b q
1.1.7 Inégalité de Poincaré :
Soit 2 C R™ un ouvert borné. Il existe une constante ¢ > 0 vérifiant :
1l 20y < eVl Vf € Hy(),
of af

ou Vf = (8_:51’ ......... , 8%), c’est-a-dire :

[ e[ Z

1.2 Théorie de semi-groupes

2
dz.

of
0@

Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe muni de la norme x — ||z|| ;. On désigne
par L(H) l'espace vectoriel des applications linéaires continues de H en lui méme.
L(H) est un espace de Banach pour la norme S — ||S|| définie par :

S
IS = sup |l = sup o2l
]| =1 220 ||zl 5

(1.1)

Définition 1.2.1 :

On appelle Papplication S : [0, +oc][ — L(H) semi-groupes fortement continu dans H

si elle vérifie les propriétés suivantes :
i) S(0) = 1.
ii) S(t+s)=S5()S(s), V>0, Vs >0.
iii) Vz € H, Papplication S(.)z est continue sur [0, oo dans H.

Dans la suite, on appelle une telle application semi-groupes de classe Cy et on la note par

Cy-semi-groupe.

Proposition 1.2.2 :

Si (S(t))>0 est un Cy-semi-groupes dans H, alors 'opérateur adjoint (S*(¢)): o est aussi

semi-groupes de classe Cy dans H.

14



Rappels et notions préliminaires

Lemme 1.2.3 :

Soit S(t) un Cy-semi-groupes Alors

IM > 1,3w € R tels que : ||S(1)]| < Me*, V> 0. (1.2)

Preuve : Considérons le compact [0, 1], comme (S(¢))¢>o est fortement continue, alors
I'application ¢ —— S(t)x est continue. Donc l'image de [0, 1] par cette application est

compacte, et par conséquent

M, tel que : ||S(t)z|| < M,, Vte[0,1].
D’apres le théoreme de Banach-Steinhauss :

M tel que :  ||S(t)|| < M, Vte[0,1].

On remarque que la constante M > 1 (1 =|S(0)]| < M).
Maintenant si ¢ ¢ [0, 1], on écrit t =n + 6 avec n € N* et § € |0, 1] donc

S(t) = S(n+ 0)

Alors
SN = [1(S@)"SO) < NS SO
< M"M
S MenlogM
On pose log M = w, donc

IS < Me™ < Metv.

Remarque : Si (S(¢));>0 est un semi-groupes fortement continu & l'origine vérifiant la

majoration (1.2), alors il est fortement continue.

15



Rappels et notions préliminaires

Preuve :
eSis>0:
1S(t + s)z — S(t)xlly = [[S(E).S(s)x = S(t)zl -

On pose y = S(t)x donc

IS0+ s}z — SOl = 15()y =yl — 0
(car (S(t));>o est fortement continue a l’origine).
®Sis<O0:

IS(t + s)z — S()zlly = ISt + s)z — S(—5)S(t + 5)z |
= =S +5)[S(=s)z =]l
< IS+ 8)lg 15(=s)a — |y

< M9 1S (=s)w — x|, — 0.
s—>

Maintenant on va voir que I'estimation (1.2) peut étre améliorée. En effet, posons

_ _ L cw(t)
w(t) =log||S()]|, Vt>0 et wo—%ggT.

Soit ¢ > 0 suffisamment petit, alors il existe une constante o > 0 telle que :

Méwo_i_g

o
Soit t = ka4 r avec k € N*,0 < r < «, donc :

w(t)  w(ka+71)
t  ka+r

< kw(a) + w(r)
- koo +r
w(r)

wo + & + —2
0 t

IN

d’ol
IS@)] < Metteete),

Si en plus wy = —oo, alors il existe N > 0 tel que ||S(?)|| < Me™tV.

16



Rappels et notions préliminaires

Définition 1.2.4 :

On dit que S(t) est un semi-groupes borné si

M > 0 tel que [|S(?)]] < M, VE>0.
Remarque : Si M <1, S(t) est dit de contraction.

Définition 1.2.5 :

. . ) . Sh)r —=

Soit S(t) est Cy-semi-groupes, et soit Az = lim Stz -z
h— 0t h

opérateur linéaire et continue. On défini son domaine A par :

. L’opérateur A est un

h—0+ h

W —
D(A) = {x € H,tel que: lim Sz = existe} .

L’opérateur A est appellé générateur infinitésimal de semi-groupe S(t) sur H.

Proposition 1.2.6 :

Pour tout z € D(A), vérifiant S(t)x € D(A), on a :

d
aS(t)a: = AS(t)x = S(t)Ax.

Preuve : Soit x € D(A). Posons y(t) = S(t)z, Yt >0ona:

y(t+ h) — y(t) S(t+ h)x — S(t)x

hEI(l)Jr h - th(l)Jr h
S(h)r —x
= lim S(¢
WSO,
= S(t)Ax

De méme maniere on a aussi :

L) — ()

= 1
h—s0+ hg%* h
Sy -1
=1
W SO
= AS(t)x

17



Rappels et notions préliminaires

Théoréme 1.2.7 :

Si A est un générateur infinitésimal de semi-groupes S(t), alors A est un opérateur fermé.

Preuve : Pour la démonstration, voir [19].

Proposition 1.2.8 :

Le domaine D(A) d’'un générateur infinitésimal A de semi-groupes S(A) est un espace

vectoriel dense dans H.
Preuve : Pour la démonstration, voir [19].

Corollaire 1.2.9 :

Soit S(t) un Cy-semi-groupes sur H de générateur infinitésimal A. Alors pour tout

up € D(A), le systeme :

{w@+Am@:m Vi >0

Preuve : Pour la démonstration, voir [7].

Corollaire 1.2.10 :
Supposons que uy dans D(A) et f est continue sur R, alors
+oo

u(t) = S(t)ug + i S(t—s)f(s)ds

est la solution du systéme non homogene suivant :

{1M®+AM®:f@, Vi >0
u(0) = up.
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Rappels et notions préliminaires

Exemple de semi-groupes 1.2.11 :

Exemple 1 : Soit H espace de Hilbert, soit A un opérateur linéaire continue sur H. Alors

+00 i Ad

A"
_ LAt
Sh=e"=3 7
1=0
est un Cy-semi-groupes puisque :
At _
S(0) = I, S(t + s) = eA0+9) = AleAs = §(1)S(s) et lim — —© = Ag.
t—0+ t

Donc A est générateur infinitésimal d’un semi-groupes S(t).

Exemple 2 : Soit H = C'([—o0, +00]) I'espace des fonctions uniformément continues muni
de la norme : ||z(t)|| = sup |z()|. Soit (S(t)z)(s) = z(t + s). Alors S(t) est un opérateur
>0
d

linéaire de Cy-semi-groupes, et son générateur infinitésimal est défini par : Az = —uzx.

ds

Exemple 3 : Soit H = C([—o0,+00]) et ||z(t)|| = sup |x(t)]. Soit Ki(y) = (27?15)’56’%
£>0

pour tous y € |—o0,+oc[ et ¢ > 0. On pose Ss(t)xiz fj;o Ki(s — y)x(y)dy, Yt > 0.

L’opérateur S(t) est un semi-groupes de classe Cy et A son générateur infinitésimal est

1 d?
donné D Ar = ——ux.
onné par : Av = 55w

Exemple 4 : Soit ¢, 'espace défini par :

n
(S(t)x), = (e*%xn) est un Cp-semi-groupes et (Az), = <—$—> est son
n neN*

N*

générateur infinitésimal.

1.3 Opérateur maximal monotone

Soit H un espace de Hilbert et A : D(A) — H un opérateur donné ou D(A) est son
domaine de définition défini par D(A) ={u € H tq Au € H}.

Définition 1.3.1 :

On dit que A est monotone si

(Au — Av,u —v); >0, Vu,v e D(A).
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Remarque : Si A est linéaire, alors A est monotone si (Au,u),; >0, Vu e D(A).

Définition 1.3.2 :

On dit que A est maximal si I;+ A : D(A) — H est surjectif; c’est-a-dire

Vfe Hdue D(A) tq: u+ Au=f.

Proposition 1.3.3 :

Soit H un espace de Hilbert (réel). Les propriété suivantes sont équivalentes :
1) A est maximal monotone dans H.
2) (I + AA)~! est de contraction pour tout A > 0.

3) A est monotone et il existe A positif tel que (I + AA) est surjectif.

Théoréme 1.2.4 :

Supposons que A est maximal monotone. Alors :

1) Pour tout uy € D(A), le systéme (1.3) admet une solution unique u € C(R,, H)

(c’est-a-dire Vtg € Ry @ [Ju(t) —u(to)||; — 0 quand t — tp). La solution u est dite

faible (u n’est pas dérivable au sens classique mais vérifie (1.3) au sens des distributions

(W' (t) + Au(t),v); =0, Yv € H).

2) Siug € D(A), alors u € WH(Ry, H)W**(R,, D(A)) ol sur D(A) on considere

la norme du graphe [|ul| 4 = \/||u||fq + || Aul)?,. La solution u est dite forte (la régularité

de w signifie que : sup [lu(t)||; < oo, sup [Ju(t)||pay < 0o et u est dérivable au sens des
£>0 >0

distributions).

3) Si A est linéaire et uy € D(A), alors u € C(Ry, D(A)) N C' (R, H). La solution u

est dite classique.

Remarque : Si A est linéaire, alors D(A) = H.

Remarque : Si A est linéaire, alors on a le résultat plus général que (3) suivant :
Vn € N,Vuy € D(A"),u € N_, C" F(R,, D(A*)) ou D(A%) = H, D(A") = D(A),
DAY ={ue D(A" Y tq Au € D(A" 1)}, Vn>1 et

[ull peany = \/||UI|§; + (| Aullf + [A2ullfy + e+ (Al
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Chapitre 2

Inégalités intégrales

2.1 Cas dissipatif

Les résultats de nombreux auteurs concernant ’estimation de décroissance de 1’énergie

de certaines problemes dissipatifs sont basés sur le lemme suivant :

Lemme 2.1.1 (A. Haraux [5, 6], V. Komornik [32], P. Martinez [28]) :

Soient F : RT — R* une fonction continue décroissante et ¢ : R™ — R* une fonction

strictement croissante de classe C'! telle que

#(0) =0et lim ¢(t) = +oo. (2.1)

t— 400

Supposons qu’il existe r > 0 et d > 0 tels que

T B )t < éE’“(O)E(s), Vs > 0. (2.2)

Alors E vérifie les estimations suivantes :

E(t) < E(0)e'=%0 5 7 =0; (2.3)
E(t) < E(0) (%) "5 e (2.4)

Ce lemme a été démontré et utilisé par A. Haraux [6] dans le cas r = 0 et ¢(t) = t sur

R* pour I’étude de la stabilisation de certains problémes linéaires dissipatifs. A. Haraux [5]
1

a démontré aussi le lemme 1.1 dans le cas particulier r = 3 et ¢(t)=1t¢ sur RT et

V. Komornik [32] I'a généralisé au cas r > 0 et ¢(t) = ¢ sur R™ pour étudier la stabilisation
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Inégalités intégrales

des problemes dissipatifs non nécessairement linéaires. V. Komornik [32] a démontré aussi
I'optimalité de (2.3) et (2.4) dans ce cas-la.

Quand ¢(t) =t sur RT, la fonction E est forcément intégrable sur R* et converge vers
z¢éro au moins polynomialement. En utilisant un changement de variables, P. Martinez [28]

a démontré (2.3) et (2.4) ce qui lui a permis de considérer des fonctions décroissantes qui

convergent vers zéro plus lentement que t — pour tout p > 0 (comme par exemple,

1
Et)=——).
®) In(t + 2))
En combinant la méthode des multiplicateurs et les techniques d’analyse micro-locale

développées par C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch [10], I. Lasiecka et D. Tataru [20]

et I. Lasiecka et R. Triggiani [21] ont traité le cas de 1’équation des ondes dissipative (avec

(t+1)r

des conditions de Dirichlet ou de Neumann sur le bord) sous des hypotheéses géométriques
plus générales avec un feedback non linéaire sans hypothese de croissance a 'origine. Le
taux de décroissance obtenu pour 1’énergie dépend de celui d’une équation différentielle;

plus précisément, ils ont déduit ’estimation

E(t) <h (ti _ 1) V> o, (2.5)

0

oll tg > 0 et h est la solution de ’équation différentielle

() +q(h(t) =0, V>0 et h(0) = E(0), (2.6)

et ¢ est une fonction qui fait intervenir implicitement la nonlinéarité du feedback, en

montrant que E vérifie

(Id —q) " (E((m+ 1)to)) < E(mty), Vm e N.

Dans 'objectif de trouver une formule générale qui permet d’obenir le taux de décroissance
de I’énergie de certains systemes hyperboliques dissipatifs en fonction du comportement au
voisinage de zéro du terme de dissipation (ce qui permet d’unifier tous les cas et notam-
ment ceux pour lesquels le feedback croit polynémialement et ceux pour lesquels il s’écrase
exponentiellement en zéro lorsque t — +o0), M. Eller, J. E. Lagnese et S. Ncaise [26] et
F. Alabau-Boussouira [13] ont considéré le cas d’une fonction décroissante £ : R — R*

vérifiant :

/m S(E(t)dt < éE(sL Ws >0, (2.7)
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ou d est un réel strictement positif et ¢ : RT — R est une fonction convexe et

strictement croissante vérifiant ¢(0) = 0 et ils ont montré les résultats suivants :

Lemme 2.1.2 (M. Eller , E. Lagnese et S. Nicaise [26]) :

Soit E : RT — R une fonction continue décroissante vérifiant (2.7). Alors il existe

trois réels strictement positifs g, cg, ¢; tels que

-1
s <o () vz 23)
Clt
ot ¥ : RY — R est définie par :
L
U(s :/ ——dt, Vs >0. 2.9
(s) o0 (2.9)

Lemme 2.1.3 (F. Alabau-Boussouira [13]) :

Soit E : Rt — R une fonction continue décroissante vérifiant (2.7) avec

o(t) =tF '(t), Vt>0 (2.10)

et F :RT — [0,b] est une fonction strictement croissante vérifiant, pour un réel
b > E(0), F(0) =0 et . lirE F(t) = b. Alors il existe trois réels strictement positifs
— 100

to, ¢, ¢1 tels que

1
Et) < F|—— Vi >1 2.11
0= (g ) vz (2.11)
olt ¢ : [coto, +00[ — R est définie par :
Y(s) +/Cl 1dt Vs > cot (2.12)
s)=s ——dt, Vs> cytp. :
r(1) (1) -

2.2 Cas non dissipatif

Lemme 2.2.1 (A. Guesmia [2]) :

Soient E' : Rt — R™ une fonction dérivable, a : Rt — R% et A : Rt — R* deux

fonctions continues. Supposons qu’il existe r > 0 tel que

{ [ Er (t)dt < a(s)E(s), Vs>0 (213

E'(t) < ADE(®), Vt>0.
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Alors E vérifie, pour tout ¢ > 0, les estimations suivantes :

E(t) < ww(h(t))ewfﬂh(ﬂ)e* o e g = (2.14)
w(0)
so—an) [ (wO)) Ao v\
E(t) <w(h(t))e —= ) +r (w(r))"" dr sir>0 (2.15)
E(0) 0
ol
< ! 0 i te[0,DN(E
A = [ Awdn, ho) = e D)
0 g ') =K (D) si te]D($) +oof
1
avec o = B0) et w= o et K, D sont les deux fonctions définies sur Rt par :

B r t B
K(t) = D(t) + e tDA0 <7"t + a_) , D(t) = / DA g7
w 0

Lemme 2.2.2 (A. Guesmia [1]) :

Sous les hypotheses du Lemme 2.2.1, F vérifie pour tout ¢ > 1, les estimations suivantes :

-1

E0) ; by -1
E(t) < ( )e’\(t) (/ 6)\(T)d7') P Co L s g 0; (2.16)
w(0) t—1

—1

. t . L
E(t) < O </ e(r+1))\(t)d7_> 1 y
t—1

((%)T+r/otl (w(T)))r“dT)@” Sor>0. (217)

Lemme 2.2.3 (A. Guesmia [1]) :

Sous les hypotheéses du Lemme 2.2.1 et si A € R et a(s) = cie”* avec ¢; > 0 et ¢ € R,
alors il existe une constante ¢ > 0 telle que E vérifie, pour tout ¢ > 1, les estimations

suivantes :

1

E(t) < ce o1t si r=cy=0;
Et) < ce” e ¢ si r=0etcy #0;
E(t) < ctr(lem si r>0etcy=0;
erHea(t=1) _ 1\ 74D
E(t) < c( ) si r>0etcy#0.
Co
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Lemme 2.2.4 (A. Guesmia [1]) :

Sous les hypotheses du Lemme 2.2.1 et si A € R et a(s) = ¢1(s + 1)7 avec ¢; > 0 et
¢ € R, alors il existe une constante ¢ > 0 telle que E vérifie, pour tout ¢ > 1, les estimations

suivantes :

1

E(t) < et e sio r=0etc=—1;
E(t) < cerm T sio r=0etc#—1;
1 —
E(t) < c¢(In(t))7 @D i r>0etey= —
(t) < e(In(?)) B sior et =
pea(r+1)+1 _ 1\ 704D —1
Eit) < _ si >0 et .
) = c(cg(r+1)+1> b Cg#r%—l

Lemme 2.2.5 (A. Guesmia [1]) :

Sous les hypotheses du Lemme 2.2.1 et si A € Rt et a(s) = ¢;(In(s+2)) " avec ¢; > 0 et

co € R, alors il existe une constante ¢ > 0 telle que E vérifie, pour tout ¢ > 1, les estimations

suivantes :

E(t) = C(ln(t - 1))%12 si r=0etc=—1,;

E(t) < e amm ey si r=0e¢tc £ —1;
B = ¢(In(In(t + 1)))%1) si r>0etcy=- _+ 15

r

(In(t + 1))c20+D+1 _ 1\ 700 o
Ei#) < 0 et =

(t) < ( R i or>0eta s b

Lemme 2.2.6 (A. Guesmia [2]) :

Soient £ : R* — R" une fonction dérivable, as € R", aj,as : Rt — RY et
A:RT — Rt trois fonctions continues. Supposons qu’il existe r,p > 0 tels que
az(r+ 1)sup{A(t)} < 1
>0
et, pour tout 0 < s < T < 400,
(2.18)

JFEH ()dt < ai(s)E(s) + as(s)EPY(s) + as BT N(T), Y0O<s<T
E't) < A®E@), Vt>0.

Alors E vérifie (2.14) et (2.15) ou
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1

d(s) = min {E(O)e“s), (M) ==

) VS Z 0 et fo S) = 6(r+1)5‘(5)/ e(r+1)5\(7—)d7_.
fo(s) } (s) :

Lemme 2.2.7 (A. Guesmia [1]) :

Soient £ : Rt — R™ une fonction dérivable, a1, as € RY et as,7,p, A € R,

Supposons que
[F B (t)dt < ay(s)E(s) + asBPY(s) + a3 B"TY(T), 0<s<T
E'(t) < MOE(),  Vt>0.

Si agA(r + 1) < 1, alors il existe deux constantes strictement positives w et ¢ telles que,

pour tout ¢ > 0,

Et)<ce™ s r=0 (2.19)
EMQ) <c(l+8)7 sir>0etA=0; (2.20)
E(t) <e(1+8)70 sir>0et\> 0, (2.21)

Lemme 2.2.8 (A. Guesmia [1]) :

Soient F : Rt — R* une fonction dérivable, A € R et ¢ : Rt — R™ une fonction
convexe et strictement croissante vérifiant : ¢(0) = 0.
Supposons que
[ e(B(t)dt < E(s) si >0
{ E'(t)y < AE(t) si t>0.

Alors E vérifie I'estimation suivante :

E(t) < g7 ("D (¢! (h(t) + ¢ (B(0)))) . VE> T (2.22)
1 (t) si A=0,
W(t) = /t ﬁds, Vi >0, g(t)= QDt @ds D v 0 vVt >0,
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ht) = Z7 YD), Vt>Tp
Bl 0, tel0,Ty
et

Y+ 9(E(0)
(1t + ¥ (E(0))))
D(t) = [} e*ds, Vi > 0.

Z(t) = D)+

Remarque : Pour la démonstration de ces lemmes, voir [1].
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Chapitre 3

Stabilisation non dissipative du

systeme (P)

Hypotheéses : Dans I’étude du systeme de Timoshenko (P), nous considérons les

hypotheses suivantes :

H1) h: R — R est une fonction continue croissante tel que :

ey, 00 >0 cols| < Jh(s)] < efs], VseR.

Remarque : L’hypothese (H1) = sh(s) >0, VsecR.

3.1 Existence et unicité de solution du systeme (P)

Proposition 3.1.1 :

Soient (g, 1), (Yo, v1) € Hy(0,1) x L*(0,1). Alors le systéme (P) admet une solution

globale (faible) unique vérifiant :

v . e C (R Hy(0,1)[)C" (R L*(0,1)) . (3.1)

Si
(0, 01)s (o, vn) € (H2(0,1) [V H(0,1)) x H{(0,1),

alors la solution satisfait (dite forte) :
o, € L% (R H20,1) () H3(0,1)) (YW Ry HY(0,1)) (W2 (Ry5 L2(0, 1))
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Remarque : Si h est linéaire et

(90, 01) 5 (o, 0n) € (H2(0,1) () HI(0,1)) x H}(0,1)
alors
o, be C(R+;H2(o,1)ﬂH§(o,1)) NC! (R H3(0,1) (O (R L%(0,1)) . (32)

Remarque : Ce résultat peut étre prouvé en utilisant des arguments standards de la
méthode de semi-groupes non linéaire.
Il est important de montrer ces résultats d’existence de la solution en ecrivant (P) sous la

forme (1.3), en montrant que A est maximal monotone et en appliquant le Théoreme 1.2.4.

Maintenant ; nous présentons la fonction d’énergie définie par :

E(t) := %/0 (97 + U7 + 2 + (v +0)?) da. (3.3)

Le résultat de stabilité de notre travail est le suivant :

Théoréme 3.1.2 :

Supposons que |k — 1| est assez petit. Soient (pg, ¢1), (Yo, ¥1) € H{(0,1) x L2(0,1).

Alors il existe deux constantes positives ¢ et w telles que la solution de (P) satisfait :

E(t) <ce™, Vt>0. (3.4)

3.2 Stabilisation de systéeme (P) :

Dans cette section nous prouvons notre résultat principal. Pour cela, nous allons démontrer

plusieurs lemmes.

Lemme 3.2.1 :

Soit (i, 1) une solution de (P), alors I’énergie satisfait :
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Stabilisation non disstpative de systéme (P)

E'(t) = — /0 1 Yeh(y)dz + (1 — k) /0 1 (¢s + ) rda (3.5)

Donc
E'(t) <|1—Fk|E(t), Vt>0.

Preuve : En multipliant les deux équations de (P) par ¢, et 1, respectivement, intégrant

sur (0,1), utilisant 'intégration par partie et la formule de Green, on obtient

{ (oo — (9o +10),) e =0
(V1 — VYuw + k (0z +90) + h(1y)) Y = 0,

Donc

1 1
/0 (o — (0 + )a) e + /0 (rr = than + k(0 + ) + h(th)) e = 0

1 1 1 1 1 1
:>/ SOttSOthC—/ Sﬁmgﬁtdﬂf—/ wa:SOtdQT“‘/ wtﬂﬁtdﬂf—/ wmwtdﬂf‘Fk/ (e +1)hde
0 0 0 0 0 0

1
+ /0 Gih(i)dx = 0

1
0

1 1 1 1 1
— / i — / raiprd— / prda+ / Vuptbrd— / rathidz-+k / (0 +0)tnda
0 0 0 0 0
1
0

1 1
+/0 Yih(vy)dx +/0 (2 +)Pdx — / (0o +V)hpdr =0

1 1 ) 1 1 ) 1 1 B 1
= 2/0 (¢ )edx + 2/0 (wt)td:v+/0 sozeondwr/o Yordr + (k 1)/0 (¢ + V)thyda

1 1 1 1
+ /0 Ut + /0 Geh(in)da + /0 utbuda + /0 Snda = 0
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1 1 ! ! '
— %/0 (@?)tdx"i'%/o (ﬁ)f)tdx—i-%/o (%Qc)tdx—i-%/o (@Di)tdx—i—/o Yeh(y)da

1 1 1
+A(M%+wﬂww+%k—né(%+¢MM¢+%A(WMMZO

I I I I I
— 5 [ e s [+ [(@ndorg [ @hdor s [ (@

1 1 1
N / (patb)edz + (k1) / (0 + V)b + / i)z = 0

1
—! / (02402 2,00)0d /wt (s dz+(1—k)/o<%+w)wtda:
1
@ h(1y)d —k . dr.
! / (& 07+ 1+ + (0 + D)), /@wt (o) + (1 )/0(s0 + )ude
On pose

1
P) =5 [ (602 + 02+ (g + e

et on a

- / Geh () + (1— k) / (a + ) vhde.

On plus et en utilisant I'inégalité de Young et le fait que sh(s) >0, Vs € R

1
- [ onta+ B 2+ ) d
0
< |1 — k| /1 ((0z + V) + ¢7) dz (car sh(s) > 0,Vs € R)
0
— k| [t
<M ‘A(@ww¥+ﬁ+%+ﬁwx
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< [1— K E@).

Et par conséquent

!/

E't) < |1 -kl Blt) = (e "*E®) <0
— e R - E(0) <0

— F(t) < B(0)el* *,

Remarque : Nous obtenons donc (3.5) pour n’importe quelle solution réguliere. Cette

égalité reste valable pour toute solution faible (par arguments simples de densité).

Pour montrer la stabilité exponentielle, on va construire une fonction de Lypunov F'

équivalente a F vérifiant :

I\ > 0 tel que F'(t) < —AF(t), Vt>0.

Pour cela, nous allons définir plusieurs fonctions qui nous permetterant d’obtenir des
estimations nécessaires.
Dans toute la suite, ¢ désigne une constante positive générique (qui peut changer d’une

ligne & une autre) mais qui ne dépend pas de k.

Lemme 3.2.2 :

La fonction J définie par :

J(t) = — / (e + pipr)da

satisfait 'estimation :
1 1 1
J' — 24 odr — (1 -k . d . 2d 3.6
0= [Wieehde—0-b [ vlo oot [(rofa 6o

1 1
2 2
+c/0 1/)zdx+c/0 h* () dz.
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Preuve : L’exploitation des équations (P) implique

1
Jl(t) = _/0 (%2 + Yoy + 90? + @@tt)dx
1 1 1
- / (67 + B)da / (e — k(e + ) — h(th))do — / (0o + )uda
0 0 0

1 1 1
_ 2 2 -
— / (2 + ¢)da / iadr + k / lpn + ) + / h(n)de

1
0
1 1
0 0

En utilisant la formule de Green, on a :
1 1 1 1
7O =~ [ (Wi ddet [ - =B [ wlert0)dst [ ohda
0 0 0 0

+/0190§d93—/01 deaﬂr/ol@b(soﬁwdw

1 1 1
_ 2 2 2 o _
- / (W2 + )do + /0 dr— (1 k) /0 lpw+ )i + /0 (i) do

1
0
1 1 1 1
+/ widx—/ gpl/)xdx+/ 1/1@0mdx+/ 1/)2d:1:
0 0 0 0

1 1 1
- / (62 + g?)dz + /0 e — (1 k) /0 e+ ¥)da + /0 $h()da

1
0
1
2
- dz.
+/0(go+w) X

D’apres I'inégalité de Young et I'inégalité de Poincaré :
1 1 1
PO <= [ @b -h) [ vle+vdot [ (oot uPds
0 0 0

1 1
2 2
+c/0 1/)zdx+c/0 h* () d.
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Lemme 3.2.3 :

La fonction K définie par :

1 1
K(t) = / Yoo + D) + / boprda

satisfait 'estimation :

1

K'(t) < [patbe]i2y + (1 — k)/

0

(0 +)dr — (1 —¢) /0 (¢ + ¥)*dx (3.7)

1 1
+/ ¢§dx+f/ h2 (1) dx
0 €Jo
pour tout 0 < e < 1.

Preuve : En exploitant les équations de (P) et on répétant le méme procédé, on a :

1 1 1 1
KI == tt\Px d t\Px td ot td xttd
(t /Ow<go+w)x+/0w<go+w> a:+/0wso:c+/0w .

- / (00 + ) (e — K(pn + ) — h())da + / Ylpn + V)da

1 1

1 1 1 1
= x mmd - k x 2d - h x d Qd
/Ow  )apda / (o + 0)da / () (g +w>x+/0 yRda

T Ry A (R
= [t [ vvate— [ Kot 0t [ 00+ )0
T Y R S
= [zt~ [ e [ Koot 0o = [ (e + vrie
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1 1 1 1
+/ ¢?d$ + / wwmdﬂ? + / Q/JmtSOtdfC + / (Wm¢ccac + prxr(/)m)dm
0 0 0 0

8

-/ (patha)eda + (1 k) / (e + e — / () (s + ) + / Ly

1 1
. 2
+/0 (@twt)md$ /0 (%+¢) d$

1 1 1
= Yz xmil 1—-k z 2d - h t T d 2d
[othal™=h + ( )/0(90 T g)da / (60) (9e + ) x+/0 W

1
- / (62 +¥)da.

Et en utilisant I'inégalité de Young :

. 1 - c [l
K'6) < [patnlZh+ (0= F) [ (et oo+ 5 [ (et opde+ & [ W00ds

1 1
25 2
+/0 Yydx /0 (0o +10) da

1

< [patha =) 4 (1= ) / (o + )2 — (1 2) / (o +1)2da

0

0
1 ¢ [l
+/ zpfda:+—/ B (1 )d.
0 € Jo
Lemme 3.2.4 :

Soit m € C'([0,1]) une fonction vérifiant m(0) = —m(1) = 2 (on peut prendre

m(z) = 2 — 4z). 1l existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout £ > 0,
d 1 1
G | m@ids < = (200 +020,0) + 1= 0) [ ble+ o) (33)
0 0

1 1 1 1
2 2 ¢ 2 2
+5/0 (e + 1) dx+c/0 Yidr + 6/0 wzd.’I)—FC/ R* (¢y)d.

0
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et

d 1 1
%/ m(z)pippdr < — (©2(1,1) + ©2(0,1)) + C/ (97 + @2 +12) dw. (3.9)
0 0

Preuve : En exploitant les équations de (P) et en répétant le méme procédé, on obtient
d 1 1
%/ m(x) b de = / m(x) (Yuthp+ e )da

0 0

1 1
0 0

- / () o (e — k(0w + ) — h(tbe))da + / () bptburda

= [ ettt (1) [ mtor e [ mev(ds
v [ maysads — [ mybnton + o
- [pmtaet] —% [ it [mit] —% [ wias
+1-8) [ maiatrtidde [ mh()de [ me)es

[N

(m(1)2(1,0) = m(00.0) =5 [ wi@ytda—5 [ ()it
(1) / () (0 + ) d— / ()b (i) d— / () ba (it 0)

1 I I
= 5 (200 —2020) = 5 [ wi@piae =5 [ i@yt
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+<1—k>!/0 () (oot tb)do— / ()b (i) dr— / () e (0ot ) da

— (v2(1,t) + ¥2(0,1)) ——/m de——/m (z)?dx

1) [ matnrtiydo= [ mi)ia(erroda= [ mn)ds
- 020, + 20) 5 [ teyzde—g [ toyidert [ otas
+(1 — k)/o m(x) Yy (s + ¢)dx +5/0 (¢ + ¥)°dz + c/o1 h? (1) dx

< - @00+ a0+ (-5 [ aln + B)da + 2 / (ot 0

1 1 1
+c/ ¢§dx+f/ ¢§d:p+c/ h2 () da
0 € Jo 0

De méme

d 1 1
%/ m(w)sot%dxz/ m(x) (Pups + Proa)d
0 0
1 1
:/ m(x)@tt@mdl"‘i‘/ m(x)prppde
0 0
1 1
=/ m(ﬂﬁ)%(%+¢)xdm+/ m(x)rpaede
0 0
1 1 1
:/ m(z)gpgcgpmdx—i-/ m(z)gpgcp/)mdx—l—/ m(z)pipmde
0 0 0

1 2 o 1 ! / 2 !
=0 0 0
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1 =1 1 1
+amwa] -1 [ e
=0 0
1 2 2 1 1 ' 9
0
1 1 1
+ / m(z)pzthpdr — 5 / m' ()2 dx
0 0

(2210 = 220.0) = 5 [ @i

N | —

1 1/
-|—/ m(x) gy hde — 5/ m'(v)¢idr
0 0

I 1 [t
= - (A0 +E0.0) - 5 [ w5 [ metis
0 0

1
ﬁﬂm@%%“

1
<= (AL +00) +e [ (vt ddn
0

Lemme 3.2.5 :

La fonction L définie par :

1 1
L(t) := K(t) + 4%/0 m(x) Py de + 5/0 m(x)pipde,

ol ¢ € ]0,1[ , satisfait estimation :
3 ! ! 1
v <= (e [t ords -0 [t o) (eatvs pun)de 610
0 0
c 1 c 1 1 c 1
+—/ Yidr + —2/ wgdx+ec/ idr + —/ h? (1) d.
€Jo e Jo 0 €

0
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Preuve : Lemme 3.2.3, Lemme 3.2.4 et 'inegalité de Young impliquent

1) = K0+t / (et + =y / m(@)gipada

1 1 1 1
< et T (1=0) [ (erPda= (=) [ (orofaos [ utdae [ Dt

1

2 2 ' ' 2 ' 2

1 n 1
+§/0 wida:%—c/o hQ(Q/)t)dx} +¢e [— (gpi(l,t)+gpi(07t)) +C/O (¢i+¢§+g@f)dz]

1
< [patha] 2y — ﬁ (V3 (1,8) +¢2(0,1)) — & (@a(1, 1) + @2(0,1)) + 60/0 (02 + ¢f)da

+(1 - k) /01 {(% +)* + ﬁ%(% + 1/})} dx — (1 —&— 4%) /01(% + ) 2da

_/ Yida + —+5c) /Olwidaﬂr(g%—i) /Olhz(wt)-

0?2 < 2pp + 1)? + 207,

et

1
Oethn < €02 + 4—1/)35 :
£

et d’apres l'inégalité de Poincaré, on trouve
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P1) < e (G000 + 620.0) + 1 (620010 +620.1) — = (U2(0,1) +05(0.1)

4e

e (A00+20.0) +1-B) [ (et 0) (oot o+ ) do

1 1 1 1 1
—(1—5——)/(@0x+1/))2d:1:+£/ ¢§dz+ac/ gpfdx—l—Qac/ i
4 0 de Jy 0 0

+ (i + 50) /1 Vidw + 250/1(90;,; + ) *dx + g/l W2 () da
0 0

2
4e 0

3

< - (Z —60> /Ol(gom+1/))2d$+ (1 —/ﬂ)/ol(%ﬂb) (%+w+ ﬁ%) dx

c 1 c 1 1 c 1
+—/ 1/)t2dx—|——2/ ¢§dz+ac/ gpfdx—l——/ h? (1) dz.
€ Jo €% Jo 0 €

0

Lemme 3.2.6 :

Soit la fonction L, définie par :

Ly (#) = L(t) + 2c2J (1) .

Alors nous avons l'inégalité suivante :

1 1 1 1
B0 <5 [ Gt olderdi=k [ (¢4 iddose [ vida
0 0 0

1 1 1
—l—c/ Yidr — c/ ©ldr + c/ h? (1) da.
0 0 0

Ly(t)= L) +2ce](t) = Ly (t) = L' (t) + 2¢ceJ" (¢) .

Preuve :

Les Lemme 3.2.5 et 3.2.2 impliquent

(3.11)

3 1 1 1 1
Li(t) < — (Z — 50) /0 (¢m+¢)2dx+(1—k)/o (pz+10) <g0m + )+ 4—6%) dx+§/0 Vido
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1 1 1 1
+5£2/0 Vldr + gc/o ©ldr + g/o B (Yy)dx + 2¢s [—/0 (Y2 + ) dw
1 1 1 1
2 200 (1 _ 2
+/0 (02 + ) d:c+c/0 dypde — (1 k)/o w(eoﬁw)dxﬂ/o h (wt)dx}
3 ' ' 1
< — (Z —cc— 268) /0 (¢I+w)2dx+(1—k‘)/0 (Qat10) (901- + ¢ (1 — 2ce) + 4—8%3) dx

1 1 1 1
¢ 2 < 2 2 _ 2 ¢ 2 2
+ ({5 205) /0 (0 d:l:—i—(82 + 2c 8) /0 Yrdr+(ec 2(:5)/0 gptdx—l—(g + 2c 5) / h*(vy)d.

0

Donc, avec £ €]0, 1] assez petit, on obtient

1 1 1 1
L) < =3 [ (eetvldut et =l [ (2 iddete [ vids
0 0 0

1 1 1
+c/ Yidr — c/ idr + c/ h? () dz.
0 0 0

Comme dans [14], nous considérons la fonction w définie par :

—Wye =Y, o w(0)=w(l)=0. (3.12)
On a:

w) =~ [“vay e [ oy

Lemme 3.2.7 :

La solution w de (3.12) satisfait :

1 1
/ wdy < / Vi,
0 0

et

1 1
/ widr < / Vida.
0 0
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Preuve : On multiplie '’équation (3.12) par w et on intégre par partie, on obtient

/1 —wmwdx—/ Ypwdx
:>/ de_/ %wdx_—/ Vw,ydr,

L’inégalité de Couchy-Schwarz implique alors

1 1 1 1 1 1 1
/ w2dr < —/ Vide + —/ widy = / widr < / Y2d.
0 2 Jo 2 Jo 0 0

De méme

/w dx</ Yide.

Et d’apres I'inégalité de Poincaré, on a

1 1
/ widr < / w?,d,
0 0

alors

1 1
/ widy < / Yida.
0 0

lemme 3.2.8 :

La fonction J; définie par :

I (f) = / (s + wipy) da

satisfait l'estimation :

Lt _ 1 o[ o
I () < 2/0 W2z + (1 k)/o ¢(¢m+¢)dx+6l/o wtdx+61/0 Sdr (3.13)

1
+e / h2 () da
0

pour tout 0 < g7 < 1.
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Preuve :

1
J{ (t) = /0 (1/)152 + Yy + weps + wgptt) dx

1 1 1 1
:/ wfdaﬂ—/ wwttda:+/ wtgotdx+/ wpnds
0 0 0 0

1 1 1 1
_ 2 _ _
= /0 ; d:lH—/O wtcptdaﬁ—/o Y (Vg — k(0r + ) — (1)) dx+/0 w(p,+1)dx

-/ gt + / g - / e - / (0t ) / (s

1
—/0 W (e + )dx

s/olwfdﬁ/Olwtsotdx—/olwidﬁ(1—k>/01w<%+w>dx+§/olwidx

1 1 1
o / W () d — / wlps + ) — / Bl + 0)da

1 1 1 1 1
g——/ ¢gdz+<1_k)/ ¢<%+w>da:+5/ l/)fd:r+61/ Sidu
2 0 0 €1 Jo 0

1
+e / h2 (1) da.
0

Lemme 3.2.9 :

Pour tous Ny >1 et Ny > 1, On pose

£() = N\E (£) + NpJy (£) + Ly (£) .

Alors £ est équivalent a F et il existe ¢ > 0 vérifiant

L' (t) < —cE(t) — cE'(t), Vt>0.
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Preuve :
£(t) = N\E(t) + NoJy () + L (£)

= £'(t) = NMiE' (t) + NoJ) (t) + L (1) .

Par 1’addition des estimations (3.5), (3.11) et (3.13), on obtient

20 <8 (- [ wtote+ @ =) [ v 13 (0=0) [ vt + oo

1 1 c 1 1 1 1 1
——/ ¢§dx+—/ I/dex—l—el/ ¢§dx+c/ hQ(z/)t)) ——/ (0z +10)dx
2 Jo €1 .Jo 0 0 2 /o
1 1 1 1 1
+c|1_k|/ (¢§+z/)§)dx+c/ 1/)t2d:r+c/ ¢§dx—c/ ¢§dx+c/ P2 (1)
0 0 0 0 0

1 1 1
< [1— K| <N1/0 |(90x+¢)¢t|dl“+0/0 (¢i+¢§)dl‘+1\72/0 ¢(@x+’¢))d$>

(=220 [upan— (B2-) [Ltar— 3 [t v

1 1 1 1
— (e Ny — 2dx — N h(vp)dx + N h%(1,)d R* (1) d
(e1N2 C)/O prax 1/0 Yeh (g )da + 26/0 (U) $+C/O (V) dx

§c|1—k|/l(@i+wi+¢f)dx—<N1—%— )/ Yidx —<——c>/ Yidx
0

1 1 1 1
~eMe=a) [ gtto =5 [ (et vpde= N [ vt

1 1
Ny / B2 () des + / B2 (1) da
0 0
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N. ! N. !
<1 —k|E®) - (Nl—u—c>/ W2dx — (—2—c>/ W2da
&1 0 2 0

1 1/ 1
— (1 Ny — c)/o Ordr — 5/0 (¢ + ¥)*dz + C/O (Vih(r) + h* () da.

Nous choisissons Ny et Ny assez grands et £, assez petit tels que

N. N.
N =22 s, 72—@>0 et &Ny —¢>0,

On obtient
1 1
L' (t) < _C/ (1/%2 + 92+ ¢} + (9o + 1/))2) dx + C/ (¢th(l/)t) + W (1hy) + 1/’?) dx
0 0

|l — k| E().

Nous choisissons |1 — k| assez petit, on trouve
1 1
L£'(t) < _C/ (%2 + 92 + 0 + (9o + 1/})2) dr + C/ (%h(l/ft) + h* () + 1/%:2) dx
0 0

< —cE(t) + c/o (Weh(r) + W () + 17 ) da.

R (W) + 7 < ceh(iy),

donc, d’apres (3.5),
1 1
/0 (Veh(r) + B (1hy) 4+ 07) do < ¢ /0 Weh(1y)

< eB'() + o1 — ) /01(% + ) uda

< —cE'(t) + ¢|]1 — k|E(¢).

Donc

L1(t) < —cE(t) — cE'(t) + |1 — k|E(t).
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Avec |1 — k| assez petit, on obtient
(£ +cE) < —cE(t).

D’autre par, on a

Donc

De méme, £(t) > N1E(t) — NocE(t) — cE(t).
Avec Ny assez grand, on a
£L(t) > cE(t).

D’ou donc £~ FE

On pose maintenant F' = £ + cE, on obtient F' est équivalante a F et
F'(t) < —cF(t), Vt>0.
Alors
3\ >0 tel que F'(t) < —AF(t) = (MF(1)) <0
= eMF(t) — F(0) <0
= F(t) < F(0)e ™

— F(t) < ce™.

Donc, comme F' ~ FE,
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Résumé

Dans ce le travail, nous considérons le systeme de Timoshenko suivant :

p

o1t — (e + 1) =0, (0,1) xRy

U — Yow + k(0p +9) + h(1h) =0, (0,1) x Ry
¢ 20,8) =p(1,8) =¢(0,8) =¢(1,t) =0, =0
p(2,0) = po(x), o1z, 0) = pi(z), x€(0,1)
[ ¥(2,0) = o(@), u(2,0) = (), 2 €(0,1)

ouk €R et h: R— R une fonction donnée.

Nous montrons, sous des hypotheses sur la fonction h et la constante k, que ce systeme

est exponentiellement stable ; c’est-a-dire
Je,w>0 tq E(t) <ce ™, Vt>0,

ou FE: R, — R, est I'énergie du systeme.
La méthode de la démonstration est basée sur la méthode des multiplicateurs et quelques

inégalités intégrales.

Mots clés : stabilité exponentielle, multiplicateurs, Timoshenko, inégalités itégrales.



Abstract

In this work we consider the following Timoshenko system

p

i —(Pz + 1) =0, (0,1) x Ry

Vi — Yua + k(s +0) +h(Y) =0, (0,1) x Ry
¢ 20,8) =p(1,8) =¢(0,8) =¢(1,t) =0, =0
p(2,0) = po(x), o1z, 0) = pi(z), x€(0,1)

[ ¥(x,0) = Yo(x), Yu(x,0) = Yu(x), =z €(0,1),

where £ € R and h : R — R is given function.

We establish that, under some hypotheses on the function A and the constant k, this

system is exponentially stable; that is
Jew>0/ E@l)<ce ™, Vt>0,

where FE: R, — R, is the energy of system.

The method of proof is based on the multiplier method and some integral inequalities.

Key words : exponential decay, fractional damping, multipliers, Timoshenko, integral

inequalities.



il

on — (o +9), =0, (0,1) xRy
wtt — wxz + k((pz + w) + h(d)t) = 0, (0, 1) X RJF

@(Ovt) = @(1725) = ¢(07t) = ¢(17t) =0, t>0
90(3770) = <:00(x>790t(1:70) = 901<I)7 LS (07 1)
L ¥(x,0) = o), Ye(x,0) = Y1 (z), x€(0,1),

Sl Ll 38t Uedt sin ol B oWl 5 b DI e 0l of
Jew>0/ E{t)<ce™, Vt>0
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