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É

RESUME

L’objet be ce travail réside dans l'extention de la nouvelle

méthodologie de la stabilisation des méthodes mixtes des éléments

rinis pour la résolution numérique des équations d’ELAEJTICITE. En

particulier, l’introduction de termes additionnels adéquats â la

formulation discrète de Galerkin permet â certaines méthodes

notoirement d’êtreprohibées. uti1isées. Des conditions

suffisantes qui s’avèrent réalisables,termes,sur ces

rétablissent la stabilité et la des méthodesconvergence

mentionnées. L’efficacité de la présente approche peut être

illustrée au moyen d’exemples pratiques.

MU I G CLES

EQUATIONS D’ELASTICITE, ELEMENTS FINIS, STABILISATION.
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INTRODUCTION

Les sciences de 1'ingénieur (mécanique des solides et des

fluides, energitique permettent de décrire le comportement

de système physiques grâce â des équations dérivéesaux

partielles.

La méthode des éléments finis est l’une des méthodes les

plus utilisées, et la mieux développée durant les deux dernières

dirames d’années pour résoudre etfectivement ces équations. C’est

s’applique 5 la majorité desune méthode très générale qui

prblèmes rencontres dans la pratique : problèmes stationnaires ou

non stationnaires, linéaires ou non linéaires, definis dans un 4.

domaine géométrique quelcoque â une, deux ou trois dimension.

La méthode des éléments finis conforme est connue pour

donner de bonnes approximation dans certains cas, mais elle peut

conduire dans d’autre cas, a des approximations non convergentes,

d'élasticité linéaireéquationspar exemple, le cas des

incompressible. Ce qui montre l’insuffisance de cette méthode pour
'

méthodece genre de cas. Alors, on se trouve a utiliser une autre

LL b MLlMUULb MIX I LC ULb LLLMLN I b h INI b .Cl mi iu s'i US Lu I HJut :

Les méthodes mixtes des éléments finis pour la résolution

numérique des problème de point-selle sont assujetties a certaines

conditions de consistance et de stabilité afin de garantir la

Ce ■convergence de la solution approchée vers la solution exacte .

sont la K-el1ipticité et la célébré BABUbKA-BREZZI qui ont été

établie par BABUSKA [31 et BRËZZI [9].

Pour le problème d’élasticité linéaire incompressible, la



vérification de la condition de BABUBKA-BREZZI est immediate, la'

difficulté réside dans la satisfaction de la condition

d’ellipticité. Cependant, cette difficulté peut Être transportée â

un problème de Stokes associé, et se transforme par la

vérification de la condition de BABUSKA-BREZZI pour ce dernier.

Parmi les couples des éléments finis stables les plus

connus, nous citons, l’élément mixte TAYLOR-HOÛD, le mini-élément,

l’élément RAVIART-THOMAS ....Malheureusement, quelques uns de ces

elements ne sont pas simples a réaliser du tait de leur coût

élevé. Malgré tout, l’obstacle crée par la satisfaction de la

condition d’ellipticité rend prohibée l’utilisation de beaucoup de

les espaces approchés,combinaisons convenables 4,enpour

particulier, celles utilisant le même ordre d’interpolation ainsi

que le bas ordre.

Le soucis d'employer les méthodes mentionnées ci dessus a

oblige hnaiinnup de cherohpurs a penser a contourner 1'obéissance

en changeant ladirecte a la technique de Galerkin et ce,

deformulation approchée par l’addition de certains termes
■7

(cf BREZZi-Hl IKARANTA [14],FRANCAUo],perturbation

FRANCA-HUGHtB [lb|, LUULA [22). entre autres).

d ’étendreClans le présent travail, proposeon se

f341)l’expérience acquise avec le problème de Btokes (voir ZAAMA

pour construire de nouvelles formulations approchées pour le

problème d ’Elasticite. Evidemment, la principale condition imposée

a ces dernières est qu'elles permettent l’emploi d’une classe plus

large de méthodes mixtes des éléments finis, sans toute fois

perdre en termes de consistence et do convergence, et c'est le but
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de notre travail.

Uans le premier chapitre, on présente une breve introduction

sut le?; equations d ’t 1ast i-c 1te avec leurs conditions aux limites.

De plus, quelques notions et résultats d’analyse fonctionnelle

sont donnes. Ensuite, on déduit une formulation variationnelle du

problème d'Elasticite. Enfin, on termine en donnant un bref aperçu

sur la méthode des elements finis,

□ans le deuxieme chapitre, on présente les méthodes mixtes

des elements finis pour 1 ’approximation numérique du problème

d’eiasticite et sa théorie classique sur la stabilité. De plus, on

donnera quelques exemples des méthodes mixtes stables et instables

le problèmepour le problème de btokes, ainsi que pour

d* Elasticité.

L'objet du troisième chapitre reside dans l’extension de la

desnouvelle méthodologie de la stabilisation des méthodes mixtes

des equationselements finis pour la resolution numérique
f

d'élasticité, ceci consiste a modifier la formulation approchée

tout en gardant les memes espaces d'approximation; en particulier,

celles qu’etaient non fiables dans le cadre de

Galerkin, et ceci en y ajoutant des termes

la méthode de

de perturbation. Des

dernières nous permettentconditions suttisantes imposées a ces

des élémentsd’utiliser une classe plus large de méthodes mixtes

tinis, sans toute fois perdre la consistence et la convergence.

i 1 lustre numériquement lach.u >i li n ,i Int 1 1 i etHans Le (m

va 1 ad i te de la théorie développée dans le chapitre précédemment au

moyen d’exemples simples.
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Dans ce chapitre, on donne une brève introduction sur les '

equations d’élasticité avec leurs conditions aux limites. De plus,

quelques notions et résultats d’analyse fonctionnelle sont énoncés

'Ensuite, la formulation variationnelle du problème considéré

est déduite. Qn termine le présent chapitre en donnant un bref

aperçu sur la méthode des éléments finis.

1-1 EQUATIONS D’ELASTICITE

Soit 0 un domaine de corps élastique dans Rn, (n = 2 , 3 );

T étant sa frontière, supposée régulière,

On considère, ici, une réaction linéaire élastique d’un

corps homogène et isotropique, avec l’imposition d’un déplacement

>Rn.nul sur la frontière T et soumis a un champ de forces f:0

a1Le problème consiste â trouver le tenseur symétrique o =
> Rn, qui> Rnx Rn, et le champ de déplacements u : 0: ft

satisfont :

(a)- L’équation d’équilibre :

(1-1)dans ftdiv o + f = 0

(b)- L’équation constitutive :

(tr o).I1 (1-2)dans ftc(u) = ~2 a

avec

Vu + (Vuj1 (1-3) 4£(U) 2

(c)— Les conditions aux limites

sur T (1-4)U = û

1

■



Ün note que:

2 P (1-5)Z p + n X

Z—P > 0 sont les constantes de Lame du materiel.

compressibilité

où p > Û , X +

P est un paramétré représentant habituellement la

du materiel.

c(v) est le tenseur donnée par :

dv dv1cu(v) - — L J V v e Rn (1-6)+dx dx
j i

On note que l’opérateur “trace" appliqué a un tenseur, est

donne par :
*

n

tr x = £ x (1-7): 1= t
i i

i = 1

OÙ. I =( 1 ) est la matrice unite d’ordre n et
i J

n
x : Ç = ? x .£i j i j

(1-8)
i , j = i

Ue plus, div est l’operateur différentiel defini sur les tenseurs

symétriques par:
i
!

dxdxdx nnn
n i2 i1 i \?t âX. I6 Ôx

(1-9)div x = dx iii = 1i = 1 i

01n
* jE 0X

'»•i = 1 i J j= 1,n

En tenant compte de ce qui précédé, les equations (1-1),(1-2) et

(1-ÿ5) peuvent être écrites dans le cas n = 2 sous la forme :

do do
1 1 12 (1-10)dans Q+ f = 0+0X dx i
i 2

2

v;



<JO(Ml
12 '22 + r2 = 0 dans 0 (1-11)+dx dx
1 ?

du du? du
dx + dx„

1 2

11 1 r
dx 2

i
■*

(1-12)c(u) =
âU2 du ÔU21 1+dx2 dx dx

1

et

(a + a )2 il 22'a a
1211

1 (1-13)((u) = 2/J
a -)

rt (O + O )2 V 11 22'O
■1 2 22

Ün en déduit que :

_
dx 2/J ]1-P1 (1-14)+ o )22'(<7v 1 1

O 21 1 y
i

du ]1-P12 (1-15)(a + o )v 11 ' 22'a
ôx2 2p 222

âXl + âX2
1 (1-1.6)= a = o
2 12 21

REMARQUÉS 1-1'

corps Élastique(i)- L’equation constitutive pour un

>+ co, ce quiincompressible est obtenue en prenant la limite X-

> Ü dans (1-5).implique p

(ii) Les equations usuelles de Stokes, qui gouvernent Y

l’écoulement incompressible d’un fluide visqueux, sont obtenues â-

¥
3



partir de (1-1), (1-2) avec p = 0, comme suit :

(a)- En prenant la trace de 1’équation (1-2), on aura :

tr F{u) = -j-\ 1tr o tr o .tr I = 0n
4.

Mais,

n du
itr e(u) ■= le.,(u) = l = div udx

i = 1 i = i i

D’où,

div u = 0 (1-17)

qui représente la condition d’incompressibilité.

(b)- En dénotant la pression hydrostatique par :
1 (1-18)P =

l’équation (1-2) devient

1 (1-19)c(u) = (a + p.I)2p y

puis en substituant dans (1-1), on obtient:En résolvant pour o

P. 1 ) + r = 0div ( 2/i t(u)

i .e.

(1-20)- div (p.I) + f = Ü2/i div c(u)

U’abord,on constate que :

(1-21)div (p.I) = v p

car ,

:)ÿdPdp dp V pdiv (p.I) = dx ’ dxo.....dx1 2

D’autre part,

a



1TAUdiv i (u) - (1-22)

car ,

n 3£

L J = 1 J

i jdiv E(U) = !'ÿ'

i = 1 , n

au .

3x.+ dx
auri ax.( 2( ))iZ

j= 1 j I J i = 1,n

n au a2a u .

+
_i

_
dx dx

i~t £ i,2( a xJ = i j
j i ss 1 t n

n 3 U a f f auj 1
ax l La* J

i v j » 1 j
TÎ

1i
+ 2c2= i a xi

i = 1,nI

-i2a ui "
2 E - -§ [* >*,]i

7Z.

= i a x i = 1 , nj •* i x 1 ,n

(d ’après (1-17)).

Alors, on peut écrire (1-20) comme suit,

(1-23)pAu-Vp + f = Q

Le problème de Stokes consiste donc â :

> Rn et p :0 > R vérifiant (1-4) ,Trouver u : 0

(1-17) et (1-23) .

Un note que dans ce contexte , u représente la vitesse du fluide.
4.\

1-2 ESPACES DE SÛBÜLEU

Soit 0 c Rn, et T sa frontière supposée régulière. On dénote
2par L (0), l'espace (de Lebesgue ) des fonctions â carre

5

•J
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intégrable sur 0, muni du produit scalaire :

v f.g c L2(Q)f.g dO(f,g)0 = (1-24)
f0

et de la norme correspondante :

1/2

lit II (f.f) (1-25)o,0 o,0

Un utilisera aussi l’espace :

Lo(0) = f e L2(0) / f dO = û (1-26)
J0

ûn désigne par Hm(0), l’espace (de 5060LEV ) d’ordre m

fonctions f e l_2(0) telles que Djf e L2(0) pour |j| ≤ m

des

où j

DJ. j ) est un n-couple de nombres entiers non négatifs.
n

dénote l’opérateur différentiel d ’ordre |j|

donné pour toute fonction f = f(x .x.
1 t.

(i
i ’

+jj +j +
1 2

X„) PaP :

M.a fjD f = jj. iPT. n
dx dx ....dx
12 n

Donc ,

f e L2(0) / D 1f € 1_2(0), Û ≤|j| mHm(0) = (1-27)

Hm(0) est muni de la norme:

1/2

|Djf|2 dOlfL.o - (1-28)

et de la semi norme :

6



1/2
Y |U ‘t i dfi |

MîT-JQ JifL.o = (1-29)

Cln sait que Hm(Q) est un espace de HILBERT pour la norme

(voir | 1 | . | B | , | 24 I ) .
* "m.Q

4\

Un remarque que H°(fi) = L‘(fi) . Pour des considérations qui seront

H;(Q),précisées plus tard, on utilise aussi l'espace, dénoté par
ides tonctions de H (0) qui s’annulent sur la frontière T,

i. e.
i i (1-30)f c H (fi) / f = 0 sur TH (fi) =o v ’

1
!

Notons que si fi est borné, la semi-norme (1-29) est une norme

Hÿfi), équivalente â la norme induite par (1-28) (voir [1],[24]).

sur

Pour les fonctions vectorielles , on définit les espaces :

. . t ) / f <" H'" ( fi ) ,i=1,n (1-31)III"' (fi) = H'" (fi) t = ( t
1 1

munis des normes:

\ 1/2

l IfiH.oM = 1 v
(1-32)llm.fi "

et des semi-normes:

1/2n
(1-33)l IMlrL,fi _

i =i

Ûe même, on définit:

n
1H1, (fi)IH1 (fi) =n v (1-34)= (f / f ,6 H0(fi) . i = 1 -n

i-

7



□n munit l’espace x L2(9) de la norme:De plus,

lll(f.9)111 = |f||, + Ml0 (1-35)

4

Plus de details, peuvent être trouves dans GIRAULT-RAUIART [18].

1-3 FORMULATION VARIATIONNELLE

Soient W et U les espaces ( de HILBERT ) définis par:

- Ve LoÿN = T = [y ; J / T , i, j = 1,n (1-36)
* J i j

1V = H (0)
ü v ' (1-37)

munis respectivement des normes :

i 1/2 1/2

I1

JQ

n
2 dQHL = - Ix : x dO (1-38)V t- e Wi j

i ,j= iQ

" Mt.Q (1-39)V v e 1/v

Les équations d’Elasticité incompressible peuvent être

écrites sous la forme var iationnelle en multipliant scalairement ,

d'abord, (1-1) par une fonction-test v de V et (1-2) par un

tenseur-test x de 4/, puis, en intégrant sur 0, les equations

obtenues. Il viênt:

(1-4Cf)v dO = 0div o + f

: T j dO = üb [° : T
i-p

i: (u) : T dO + (1-41)tr a.In
0

Ü’aprés (1-9), (1-40) devient: P

8



4,

ri , dO
1
i = 1 v

do
1 i n i + t v + . . . + f v dQ = 0 d-42)v + . . .+ vdx dx1 1 1n n n
l i

En utilisant la formule de GREEN, on obtient:

dv )_n rE [-*
i , j = 1 V

J dO = 0+ f v (1-43)
i j dx J Ji

Mais ,

dvri
JZ a dd = o : c ( v ) dO (1-44)

'5'i j dx
o ‘'J-1 i O

En effet;
1

n
V a e ( v ) dO

i j i j 'i, j=1
o : c ( v ) dO =

Q Q

r.
2 i j L

dvn j dQjiZ + dxdx
ij

dvr dv1 11

-i ï ji dOdx Vi+ âx a
i jU ii , j = 1 JQ ,

' dv" dv
- °dx i j

nni i a dOi dO + ZZ= dx2 i J v
ii . j = 1J0|_i , J = 1JQ J

dvdv nn1 i o dOdo + ZZ dxdx2 i jJ > ¥l'liuQ i1 ' j = ljQ i

r dv.
— -— 1 a dft

r âV n1 n

i l 1 a dO + Z âxâx i ji J ii i , j= îJ

' dvn
i a dOZ âx i j

i,j=UQ i

9



D'où,

a : e(-V) dO + f.v dO = ü
Q

De plus, on a:

{tr o).1 : x — tr cr.tr x (1-45)

En effet, 3 partir de (1-7) et (1-6), on déduit que

- ê (ig
i ,j= 1 v ksi J-( ï v]v k = 1 J

(tr o).I : .I x
U ü

f

‘7.J * ( J>)( J,ln)I
i ,j= 1

= tr a.tr t

Par conséquent, (1-4U) est équivalente a

]_ IzËlc(u) : T dO + dQ = 0 (1-46)tr a.tr xo : x2fJ n

dite dela formulation variationnelle,h maternent ,

HELLINGER-REISSNER ([20],[25]), s’écrit:

Trouver (a,u) e 4/ X (X telle que :

(1-47)V v e O£(v) : a dft = f.v dO

: xjdQ = Û1 1-P V r e U
(1-46)

tr a.tr T dft e(u)a:x n
J QQ

Le problème (1-47) et (1-48) fait partie d’une classe plus large de

problèmes de la forme abstraite:

4

10



RRÜtiLEME (K)

Etant données 1 G N’ et <p G (/’.trouver (a.u) e /V X

tel que':

a(a ,t) + b(u,t) = £(t) V T e A/ (1-49)

b(a,v) = <p(v) V v e • (1-50)

Ici, 0 et A/ sont des espaces de HILBERT avec des etnormes ■»v
•lly respectivement; V et A/’ étant les espaces de duaux, a: A/ X kl

)R et b: W X 1ÿ > K sont des formes bilinéaires £: kl 4.

> R et <p: V > R des fonctionnelles linéaires.

L'existence et l'unicité de la solution du problème (P) sont

réglés par le résultat suivant :

I HEUKEME 1-1

Supposons que

(Al) Continuité de a ) et b(.,.)

Il existe deux constantes Ü < M.k < ®> telles que:

|a(Ç,c)| ≤ H lUHJMIy (1-51)V Ç,T G kl

|b(T.v) I ≤ k II T || u || V II v (1-52)V T e kl, VvGV
'•fi'

(H1) K-ellipticité de a(.,.) :

Il existe une constante a > 0' telle que:

|a(T ,T)| « ||T ||y (1-53)V T G K

OÙ

(1-54)CGW/b(C,V)=0,VvGt/K =

11
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(H2) Condition de LAÜYSHENSKAYA-BABUSKA BREZZI

il existe une constante £ > 0 telle que:

* ? Il vIv V V G 12 (1-55)sup
X € w
X ? 0

X
U

Alors, le problème (P) admet une solution unique {o,u} e W X (2.

La démonstration de ce Théorème est donnée par BREZZI [9].
Le tait que la formulation de HELLINGER-REISSNER, (1-47) et

(l-4ü) est un cas particulier du problème (P), qui peut Être vu

aisément en utilisant les définitions suivantes:

t/- K<o>)
1 dO

n(n+1) etW avec s = 2

- tr ç.tr T1 (1-56)= V0’Ç) = 2ÏÏa(a,Ç)

(1-57): c Çv) dO■b( i ,v) = d(i,v) = t

0

(1-58)£(t) = Ü

(1-59)f v dO<P(v) =

pour tous f,, ri W et v <- (2

MtetLes normes correspondantes de >(2 et (V sont dans ce cas

t|.||Q, respectivement.

(2Pour montrer qu’il existe une solution unique (<?,u) e W X

pour la formulation de HELLINGER-REISNER , on doit vérifier les

hypothèses, (Al), (Hl), et (H2).

12



(Al) peut être immédiatement vérifiée, en utilisant la
V

formule de CAUCHY-SCHWARTZ. En effet,en décomposons x comme suit:

x = s - q. I (1-60)-
1

OÙ q = tr xn

on constate que tr s = U

En effet,

1
n tr * — tr T.tr Itr s =„tr(x tr c

1= tr x tr x. n = 0 '

n

Üe même on note que

«<2 2 (1-61)+ nc = l|S||uVI

En ettet,

\K = IN - q - 1 II y = (s - q. 1):(s - q.I) dO = ï

2 s : q.I) dO(s : s+q.l : q.I
dQ

Mais,

nnn
= q E ss : (q.I) - £ s .(q.I .)= q I

■ ,j= ï
.ISü i ii ji ji J i , j «1i , j= 1

= q.tr S = 0

On obtient alors;

Ml = llsllÿ + Il q * i II y
Ü ’OÙ ,

n i A ||yMl = llslly (1-62) •+

En substituant dans la définition de a.(.,.), il vient,
P

13



1 1-plap(ç<°l = — tr Ç.tr xn dO2p

1 1-Pf. : x pp Ç. (tr x.I) dQ2/J
Q

l tr i .lH dQn 1y/<

1 /? î/?
î tr x .I| 2dQ|C| dQ£
2/J l JQ •

1 II5IL II' - tr t.I||u£
2/1

* -i«5iiu iis tr <s - q-I,ll„q. I
%

s I' =1 • 1 IIu

Mais.

P"||q • I II yu q. l )'' *ÿ Mlw P q . i . s( ss +s u

Alors, on a

||s - p q . 1 1| = ||s||y + P“||q.l|y ≤ max { 1 , p" } ||s||ÿ + || q - I tl y
max (1 ,p" 1 1 1 1

Ci* où.

1 U.P) IMIJÇ|IU|ap(C, x) (1-63)max

Alors. ( 1— b1) est vêrifee pour:

1M = max { 1 . p }2p

i : L ( v ) dQ . on aPour d ( i. v ) =

Q

14
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I d ( i. , u) |= - i : r ( v ) dO
Q

( v ) | dOi,

1/2 1/2

|t2| dO |c(v) I 2d0

* II x IIu IMI0
* Ml, IMIV

Û ’où.
|d(x,u)| s k ||x||u||u||v (1-64)

<
avec k=l .

Hour verifier la condition de LADYSHENKAYA-BABUSKA-BREZZI

pour ce cas particulier , on a besoin de l'important résultat

su î vont :

LEMME 1-1 : (inégalité de KÜRN; voir [24])

Soit 0 un ouvert borne de frontière F. Alors, il existe une
î

constante c = c (0) > ü telle que:

n

V..V, do ≥ c II v IIl (1-65)

V v e Hj(ft) .

L . ( v ) . e . ( v ) dO +
i J i J

i , J = 1 Q

Lie résultat n'est pas une banalité. En effet le premier

membre de (1-65) ne tait intervenir 'que certaines combinaisons de

3v 3v
i i alors que le deuxiemedérivées premières, â savoir 3x +
J i

membre contient toutes les dérivées premieres. Evidemment,

15



1’inégalité "inverse" est évidente, de sorte que (1-65) équivaut â

dire que:

-I 1/2n

£ c (v).c. .(v) dft + v ,v dft
1

est une norme sur <4i J i j L
, j = 11 0

équivalente â ||v||v .

Pour la démonstration du lemme 1-1, on utilise le résultat

plus général suivant :

I HLORLMb. 1-2 (voir RAVIART-THOMAS [24] ou TEMAM [32]).

Soit 0 un ouvert borne de frontière régulière. Si v est une

distribution sur ft telle que :

dv- 1 - 1v i H (0) , f H (0) , V i = 1 ,n (1-66)dx
i

alors,

v e L2(ft) (1-67)

DEMONSTRATION DU LEMME 1-1

Posons:

!

v f (L2(ft))" / c (v) e L2(Q); , V i ,j = 1 ,n (1-68)E =
i j

L est un espace de HILBERT pour la norme

1/2Tl

£ e . (v).c (v) dft + v .v dft
i J > J i i

iL I , I ' ft ft

On a

..2d V av ,
- ]

(1-6V)

a a 3
C (V) + — c (v)

i k v J dx i j '
k

i = dxdx dx dx dx
i k J kJ J

16



J
!

2 0Si v e.E, alors t (v) e L (0). Et donc, (v) e H'1(0)axke■ j i j

V i ,j,k.

Par consequent, (1-6P) donne :
V

a2O V
1 e H~ 1(0) V i ,j,k (1-70)Ox Ox

j k

dv
iEn appliquant le ineoreme 1-2 pour constate que (1-70)dx ’ on
k

dv (0,]".- G L2(0), V i ,k , 0’où v e H1entraîne que obtient .ondx
k

1 n
1ainsi i’égaiite algébrique E = H (G)

1 n
1

H (0)L’injection de > E est continue et comme elle est,

d’apres ce qui precede, surjective, alors d’apres le Théorème du

graphe ferme (voir BREZIS [8]), c’est un homéomorphisme. D’où,

la validité de l’inegalite (1-65). ■

le résultat PComme conséquence du Lemme 1-1, on déduit

suivant :

LEMME 1-2

frontière f, C1 par morçeaux.Soit fi un ouvert borné de

il existe une constante CQ > Ü telle que:Alors,

n

* coHli. ï |£i|(v)|* (1-71)V v e (2 = i,fio,0
i , J = 1

DEMONSTRATION

1/2n

ï K.(v)|* est uneMontrons d’abord que v o,0i jLi ,j=l

norme sur H*(0). En effet, posons:

17



J
i

V e H*(0) ;H = e . . (v) =0 , 1 ≤ i, j ≤ n (1-72)
i j

(vt,v2)Lorsque n - y , on veritie aisément que toute fonction v =

( R est de la forme:

b. xv , ( x ) = a. + b.x V2(X) = a21 1 1

, b sont des constantes réelles.où a
i • a,

En effet, si v e R alors,

(v) = 0 V i.j = 1,2t
i J

i. e

0vOv
i j = 0 v i , j = 1,2c»X + dx
i i

LJ ’ où ,

<»v
1

= 0dx
1

<lv
!'a = 0•ax2

8v dv
21 = 0dx + dXï2

Par conséquent,

v
i = b-x2 + ai

+ 3
2

b + c
i = 0

v = c . x
• 2 1 1

Pinaiement ,

v2(x) = a2 - b.xt+ b'x2v a ( x ) = a
i

Comme i‘ouvert 0 est connexe, on déduit que

18



V fc H’ (0) / 3 a1, aR = b e R; v (x) = a,+ b->V V*' = a2- b.x,
(X, ,x2) £ Il c l'

1

V x =
(1-73)

Lorsque n = 3, on vérifie, de la même manière, que

v e H*(Q)/ 3 a ,b e R3,v (x) = a + b A x , V x e Q c R3H =

où A dénote le produit vectoriel.

tn effet, si v e R alors

e , (v) = Û V i,j = 1,2,3
* j

IJ ’où ,

<3x + dx
0V2ùv

1 0= 0 _ •

dx
i1

âv 3vav2 \ 3
= 0 Ûdx +dX2

âV3
dx

3 1

3v dv_2_ _3
âx, + dx

3 2
Û= 0dx

3

4

Har conséquent,

W b2’X3
v2(X) = a2+ b3.xr bi.x3

b2-X1+ b
1 ' X

2

V. (X) • = ar

V..(x) = a
33

Mais, par dètinition,

•fl-

lv



i j k

" «W W* + <b3-xr b,.x3)î +

+ (b,‘x2-

b b bb A x = 1 ■ J

b2.X,)SXXX
12 1

Par conséquent,

v(x ) = a + b A x

Un note, qu’en mécanique, /v est appela ensemble des déplacements .

rigides dans 0.

Il est,maitenant , immédiat de vérifier que la seule fonction
2v de R qui s'annule en deux points distincts de R , lorsque n = 2

3( respectivement, en S points non alignés de R lorsque n * 3 ),

= Û sur R-*' ( respectivement R5 ).
On déduit que U n R = { ûÿn }, ce qui- établit que v

r n -,1/2

est la fonction v

l II Il est une norme sur U .o,0« jLi , j= l

4',

> û , telle’ C3Montrons qu’il existe deux constantes Ci > 0

que :

1/2n

* C2|v|l |c (1-74)C
1 1v II i ,0 £ i,0i jL., j=l

La seconde inégalité étant évidente avec C2 = 1, il suffit de

vérifier la première. Pour cela
}

Supposons qu’on peut trouver une suite {w } de fonctions de
m

raisonnons par l’absurde.

O' =
n

1H„(l» telle que

1/2[ï |c
L> , j = 1

1-Hh IIm " m 11 (1-75)i.O o,0* j

20



4,

W
m de. on obtient une suite {v } de fonctions 0

mEn posant
i ,0

telles que

(1-76)1

et. d’après (l-/b), on a

1/2î lci J(w»,lo.'fi]
i , j= l__1/2n 1Z (V )||rn "

(1-77)<o,Qi j mKl,.»Li , J = 1

V
Il en resuite, alors, que de la suite (v }; on peut extrairem

T> v dans L2(0).
une

sous suite {v } telle que v
M M

0’après (1-77), on a:

dans L2(0) (1-78)> 0V i , j - 1 ,n (v )
M

i
/

fj->00

IHÿ(0), muni de la norme ||.|| , est complet,Puisque l’espace P = 1,0

on obtient

dans Hÿ(0)> vv
M .

U'où.

(1-79)V i ,j = 1 ,n(v) = 0r
> j

1/2ri 2
est une norme sur L (0), alors v =Z Kj(v)Ho Ü,Huisque o,0

i , j = 1 $
> 0 dans l_2(0). Ceci est impossibleet par consequent,

car.

(1-80)1=ÿ 1 im
p-> +'V

i ,0

(jpci complète la démonstration du Lemme 1-2.
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Revenons, maintenant â la vérification de la condition de

LAÜYSHENSKAYA-BABUSKA-BREZZ1.

Hour tout v « (Z, il existe c t w telle que:
1
i'-(v)i -

LJn a

x : _c(v) dO = t(v):e(v) dQCl( I. , V) =
O

V
alors,

c f v ).f( v) dO = d(r,v)

<>

Ainsi, en utilisant "l’inégalité de KORN " (1—71) du Lemme 1-2, on

obtient

dCc,v)d(e ,v)Hlv " i sup
x e Wx u

(l-5b) est vérifiée pour /3 - /CQ .tt donc,

Vérifions maintenant l’hypothèse (H1) du Théorème 1-1.

Décomposons r comme dans (1-6Û). En substituant dans la définition

de a (...),
r

il vient:

¥l-u—
0

)1-pap C e , L )| - tr x.tr x dQ
n

q n)jdQ1-P1 2
(.- q n)(-s:s + n q -2p n

Q

2)dO1 s:s + p n q
2p

0

22



1 sllu + p n IIq IIu2p

i .e

¥(llslly + P n ||q ||y]1I ap( 1. t )| = (1-81)2P

L'hypothèse (Hl) est directement déduite de (1-61) et (1-81), en
_i _P_
2p ’ 2p

prenant << = min { ) •

Un remarque que pour le cas incompressible (le pour p = 0)

ûcette valeur de « n’est pas acceptable; on obtiendrait a SS

dependant, cette ditticulté peut être contournée en prenant

K dans (1-57). Ün aura:q. 1 '! - s

rr ) ■r
JQ

e(v) dQs - q. I: c( v) dO =d(T , v ) =

0

V v e (7dQs: c(v ) - q. I : £(v)SS

Q

Mais.
n

=f- ( V ) : q . 1 = E C

> , J =I
(v)(v).q. I

i i* J‘J i = 1

<»Vn
i

= q E V v e (7= q.di v vc>x
ii = 1

K,U'ou, puisque L (

q.div vj dQ = 0jÿs : e(v)r : £( v) dQ = -d(r.v) =
4:J Q JQ V v e 17

Par conséquent,

(1-82) .V v G (7q.div v dQs : £( v) dQ =

QQ

Ü’aprés une propriété de l’opérateur “div". (voir GIRAULT-RAVIART

23
1



f 18|), on a

V q c L (0)/ R , 3 v r D tel que :

div v - q (1-83)

et

(1-84)o *:/n
où c est une constante positive.

tri remplaçant v par v dans (1-8ÿ) , il vient

q.div v dQ = ||q||s : c(v) dO =
0 ■Q

1 1 ’ou.

' < v >U"
r»(

n
■j

* NIJ7 v|0 ≤ ||s||w||v||v s ||S«U Iq10/n ■

i .e

‘H-i.lÙlo s (1-85)
/n

D’apres (1-81), il vient

(Ils II w + p n H Ho )1|ap(c,c)| = 2/J

*ê "< (1-66)

D’autre part, d’après (1-85), on a

c Ils1| ≥ n ||q ||p

Uonc.

n 11q IIo2K * lisii; +1,2 .+ C
W

Ainsi.

n + C2) ||s||y A IIsII y + n||q |j2 = |T|*

#24



I . 1 1.
>

1s I. (1-87)w ;r u1 + n

L'e (1-06) et (1-b/), on obtient que

1|a ( r , r)|-> i
/' unn i+c')

v

lL'hypothese (Hi) est ainsi satisfaite pour a =
2p(1+c2)

\

finalement, (Al), (Hl) et (H2) sont toutes vérifiées.

Ü*après le Ihéoréme 1-1, il existe donc une solution unique (a,u)

> W x v du problème (P), avec

N - q.1 , tr •s = Û ,r <" W / c = s q dO = Û . (1-88)

1-/4 Mb motif lits PLPMENIS flNlb :

boit ft un domaine dans K11. et X un espace de fonctions

définies sur 0.

.La méthode des éléments finis, dans sa simple forme, est un

procédé spécifique de construction d’un sous-espace de X (de

dimention fini ) appelé ESPACE D’ELEMENTS FINIS. Ceci est

caractérisé par trois principes de base.

le pluscertainementpr î ne î pe , et1 ) - Le premier

caractéristique de la méthode, réside dans la construction d’une

subdivision 3 du domaine ft. Ainsi, ft est subdivisé en une réunion
h

d’un nombre fini de sous-ensembles K, appelés élé.ments, tels que:

ri) ô = U K
K r sr

fl
ç.

25



(îi) V K G y , K = K , et K t 0h

(xii) V . <2 e , <ÿn <2= 0

(iv) V K G 9"h , dK = est assez régulière

(v) V K. . K . G y si K t K
i | h

- soit K. fl K

- soit K fl K = un sommet commun
i j

- soit K A K = un cûte entier commun
> " J

Un rappelle que K et K représentent respectivement la fermeture et

alors: «v
i i

= 0
1

l’intérieur de l’elément K.

Le nombre h, habituel lement appelé paramétré de discrétisation,

1est defini par: i

h = max h
K ( y K

h

ou est le diamètre de K.

EXEMPLE

K.
'

KL K;J

iOUAX

2)- Le second principe, une fois la subdivision y.effectuée,
h

consiste â construire un espace X de dimension fini. Celui-ci est
h

constitué de fonctions definies sur 0, dont les restrictions â

chaque K appartiennent â , où P est un espace de dimension

fini, et composé de fonctions polynomiales sur K. Ainsi, on pose:

v / V K G y v I e p
h' h ’ h 1 K K

X -h

%
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3)- Le troisième principe caractéristique de la méthode des

elements tinis est que l’on peut décrire X a l’aide d’une base de
h

tonctions dont les supports sont les elements de 7 en question,
h

Ün introduit l’ensemble des noeuds des éléments finis:

y = u y = { « *
M

* t y K.
h

nù y = { nr > N

J
est l’ensemble des noeuds distincts dans K.

1 = 1

Un peut detinir une base de par:
¥

= 6<î> (a )
i

v
j ' 1 ≤ j ≤ M

i J

1= j15où =i
i j 0 i*3

Üans les exemples que nous considérons ici, K sera un polyèdre de

Kn, P sera un espace de polynômes et les formes linéaires
i

seront des types suivantes , pour tout p r p ,

u c K(a j - 1» : p > P(«J. i

> Dp (a ) .Ç , où Dp (a . ) désigne la dérivée( b ) - <t>. : p
iiLi

est unpremiere au point or de l’application x ->P(x) et Ç

vecteur de

i1

> u p(aj ( Ç ,n. ) . où D p(«.) désigne la(c)- 0 : p
ii .i

> p ( x ) et ç.,nidérivée seconde au point a. de l’application x

sont deux vecteurs de IRn .
i

Lorsque toutes les formes linéaires sont du types ■ (a), on

dit qu’on a un élément fini de type “LAGRANGE”; bi elles sont des

types (a) et (b), on dit qu’on a un element fini de type “HERMITE"

d’ordre 1. Tandis que, si elles sont des types (a), (b) et (c) , on

4.
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ait qu'on a un élément fini du type “HERMITE" d’ordre 2.

Soit K l’élément fini de référence. Pour connaitre notre

élément fini, il nous suffira de connaitre l’application affine

qui envoie K sur K. La proposition suivante permet de déduire les

tonctions de bases associées â l’élément fini a partir de celles

associées a l’élément fini de référence équivalent.

PROPOSITION 1-1 (CROüZEI X [13])

Soit K un élément fini équivalent â l’élément fini de

affineréférence K par 1 ’intermédiaire d’une application linéaire

h définie par :

x=F(x)=Bx+bK

L(Kn ,K"). B est inversible et b c Rn ; de sorte que:où B '

K = F(.(K)

et de plus £ K = F(£ “ )

j=My - = { « }L K 1 j 1
4',.

OÙ
1 = 1

Soit p est la fonction obtenue â l’aide d’une fonction p par :

P <- (<)P(x) = p(x)

fonctions polynomiales de degréoù R# (K) est un espace de

inferieur ou égal a & sur l’élément K.

relatives â s’obtie-

relatives a Rÿ(<)

Alors, les fonctions de bases {<p.|

-nnent a l’aide des fonctions de base ]<P
i
[ . = 1

i = 1,N

. N

par:

= <Pi( F’1(.x) )<P .(x) = <p. C x).i

= 0 Fÿ(x) 1 ≤ i ≤ N
F
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KEMAWblUES 1-2

(i)- on ngte Rÿ(K) par PÿCK) si K est un triangle ou

tetrahedre ( n = 2,S ) ou par Uÿ(K) si K est un quadrilatère ou

hevahédre.

Cii) — Si l’element fini est de type de LAGRANGE alors :

& v.'X1P / P(X) = £ a
> , J =I
i + jik

P*(K) =
> i i p

â ¥x' xjp / PU) - £ b
i , j=0

Uÿ(K) -
1 2i J

(in)- L’espace d’elements rinis X peut être réécrit de façon

suivante :

U v 0 U v e R2<>- v < € rhv e X / v
h

EXEMPLES

( 1 ) - Element fini de LAGRANGE d’ordre 1 dans le cas triangulaire

Soit E une application affine de K vers K, donnée par :

1'{11
X2(X1 " VX. ) ♦x

t UtK
1111

E
K

+ - x’) + x2(x* - x’)1
X = X

29
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A x A «./*?,K)RX 2« (0, 1)
J KT

K ,ÿ

«2( X,2, X.t)aA<,<)K —> X »X1 1<< (0,0) << (i.«0 4\1

D’après la Proposition précédente

«ÿ ï ) ■
i =1 i =3y .. = { <t )u 1

i
; i=i - Z { U )1 i 1 i = t

k

i .e

a = t- (a )
i K i

1 = 1,3
)

associées a R (K) = PÿK) sont :Les fonctions de base {<p }
i i = 1 ,3

WV = 1 X X
1 p.

<
ip ( X ,X ) = X
?r i ?/ i

\r

X.) = X<t> ( X
1'

1 ’aideassociées a PK s’obtiennent aD'où, les fonctions {<p }
i = l,3

de

= i.Ü F ~ 1(x) , v i = 1,2,3<P (x) = <p.(x)

OÙ h ( X) = X
K

Lie même , il est'ciair que x = F(,1(x) donne:

1,3 1,
(x2- x2)(xr X,)3 11

(x - X )(x - x ) -v 1 1' y 2 Z
X = 2 1.3 1 ,' 2 .1, , 3 1,

(x,- x1)(x2- x2) - (x2- x2)(xr xt)
1,2 1 , 1, . 2 1,

•(x,- X,HV x2) t (x2- x8)[x,- X')

<xr «;)(V X’) - (X2- x’)(xÿ- xJ)

1

<

V.
x2=

■fi
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F’ar consequent ,

1 , , 3 2, . 1.2 3.
V(x;>~ V + (X2~ x2)(xr xi>(x

- 1(* t X ) - <l> (X ,X )
i l ;* î 1 A ov x;)Cxÿ xj, - (X22- Xÿ)(X2- x;)

<Xl" XÎÿX2“ X2> - <X2’ X2ÿXl" XÎ)
0 (X ,x ) = <p (X ,x )
2 1 2 2 1 2

(xr xï)(x2~ - (x2~ x2)(xr xî>

-(xt- x;Mx2- x’) + (X2- X2)(X2- xJ)
‘P (X ,X ) = </> (X ,X )u i 2' :r i 2' (X2- xj)(x2- x2) - (X2- x’)(x*- x\) ¥

Ûn note que les fonctions [tp ) présentent la même forme que

I es fonct i ons { </) I .

{Z)-biement fini de LAGRANGb d‘ordre 1 dans le cas guadrangulaire

Soit .F une application affine de K vers K, donnée par :

1 “ “ , 1 2, 3 4.- xt)+ xlx2(xl- xt+ xr X,)
1 " " 1 i 3 4 x- x2)+ xax2(x2- x2+ x2- x2)

1 2 1 4x,= XI+ X1(X1 - x,)+ x2(xt

X2= =V X2(X2 - Xi,+ X2<X2
h :K ■

X2AX2A n «3(3/2,1)«4(0,Oa (î,i)
3 v ’a (0 , 1 >A v

KK

*X1*x
V1’0)«2(1.0)a (0 ,0)

(voirde K vers K, donnée par:Soit F une application affine

t 1gure)
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1x = y + x x
1 22F

K

M X
2

Li'aprés la Proposition précédente,

■M.- i = 4
i " i = 1

i =! alors £ = F { Ii = iK K

U = F (u )
i K l

1 = 1,4i .e v

associées a /?1(<) = Qt(K) sont :Les tonctions de bases {<p . }
i = 1 , 4.

£
'1' (X ,xj = (1 y ) ( 1 - x )

i

MW = V1 - M
V. ( * .. * ) = ' x x

ii

MW = ci - x2

a l’aideassociées â PK s’obtiennentd’où les tonctions (</>.} i = i ,4;

de:

= i>.0 F 1(x) i = 1,4''P .(X) = <p .(X)
i

OU F ( x) = x

2x
i

X .= TW\- \F
t:

x = x

Par conséquent ,

2x

2 +Vj (‘- *2]1x ) =
2’V.(X1' 1 ’

2x (‘- *.)i

MW 2 + X2
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2X,X2
V:CX ,X ) = 2 + x2i

WV = 1 *22 + x
2

Contrairement, au cas triangulaire, on note malgré que les

fonctions (</>.[ sont bilinéaires, les fonctions sonti<P:>i i

rationnelles.

REMARQUE 1-4

En général, les fonctions de bases {<P.(x)> né sont
L i = 1, N

utilisées que pour des éléments simples. Elles sont le plus

souvent remplacées par les fonctions de bases de réference

où x et x sont liés par une application linéairel <Pi(x)}.

afîine H( definie dans la Proposition 1-1.

= i , N

REMARQUE 1-5

Un note que les fonctions <P (x) dependent des coordonnées
L

des noeuds de l'élément et sont donc differentes pour chaque

I
élément.

' Par contre les fonctions de bases <p.(x) sont

indépendantes de la géométrie de l’élément de référence K.

plus, les mêmes fonctions de bases <P.(x) peuvent être

pour tous les éléments possédant le même élément de référence

caractérisé par sa forme, ses sommets géométrique et ses noeuqls

d’interpolation.

Et de

utilisées
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DEUXIEME CHAPITRE

THéORIE GéNéRALE DES MéTHODES MIXTES D’éLéMENTS FINIS

2-1 MéTHODES MIXTES D’éLéMENTS FINIS POUR LE

PROBLEME DU POINT“SELLE

2-2 MéTHODES MIXTES D’éLéMENTS FINIS POUR LE

PROBLÈME D’ÉLASTICITÉ LINÉAIRE

2-3 LES COUPLES D’éLéMENTS FINIS STABLES ET

INSTABLES POUR LE PROBLÈME DE STOKES

2-4 UNE MéTHODE STABLE DE TAYLOR-HOOD POUR Lê
PROBLÈME D’ÉLASTICITÉ



1

Dans ce chapitre, on présente les méthodes mixtes d’éléments

Cfnfinis pour l’approximation numérique du problème d ’Elasticité.
montre qu’elles sont assujetties à certaines conditions de

consistance et de stabilité afin de garantir la convergence des

solutions approchées.

Parmi ces conditions, on verra que la condition de

ellipticité joue un rûle important dans la stabilité .

A la tin de ce chapitre, on donnera quelques exemples des

méthodes mixtes stables et instables pour le problème de Stokes ,•

et une méthode mixte stable de TAYLOR-HOOD pour le problème

d ’1 I .i • ;licite .

2-1 METHODES MIXTES DES ELEMENTS FINIS POOR LE PROBLEME DU PQINT-

SELLE
P

de HELLINGERUne fois que la formulation variationnelle

détermine de laREISSNER a été établie, le problème discret se

manière suivante ..

on choisit les espaces d’approximationsPremièrement ,

d'éléments finis, comme définis 3 la fin du chapitre précédent .

Soient ,

-o o F/ , a e /?£(<), K e (2-1)a (: W / o|W
h
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et

v r U / V|K = v o , v r Rÿ(K), K eV = (2-2)i,

où ST est la subdivision de Q. Cette subdivision ïï est constituéen h

de triangles ou quadrilateres si 0

héxahédres si 0 c R i
.

discret rP ) suivant :
ti

R2, de tetrahêdres ou «

Alors, avec W et V, , on associe le problème
h n

Trouver a c pj v c y telle que :
h h

a(» . ,'.) + b( i ,u ) = £( L )
h h h fi h

b(°,.v ) = <p(v )
li li h

h li

(2-3)V i
h
(

V V e V
h h

(2-4)

Si on choisit des bases pour C et R . il est clair que
• h h

(2-3) et (2-4) sont équivalentes â un système linéaire d’équations

algébriques. En effet, si ( é = 1 ,X } et (

désignent des bases pour /y et V respectivement,
h h

écrire

l.J >> ■ i =
alorson peut

X3
Th ~ £ %l =i

v = V a v ,h u i i
i =1

et

. £ = 1,X ., i = IJ etpour certaines constantes oc
i

En substituant dans (ÿ-3) et (2-4), on obtient

3x
(2-5)V l = 1,X) + Z b(Tÿ , V.) 01. = £(rz)

i-'1
Z a(!£ ’£=i

3C
Z b(x V -t = 1,* (2-6)

’ V h'=i£=i

Maitenant, on définit le sous-espace
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V V b<Vv„> = ° -. v vheK (2-7)
h

bn général, on a K' </ K, où K est donné par (1-55) .
il

4V
L’existence et l’unicité de la solution du problème (P) et

h

sa convergence vers la solution du problème (P), sont données par
1 1

le résultat suivant, qui constitue une version discrète du

Théorème 1-1.

I HhÛRbMb.'1-1 (GIRAULT-RAVIART 118])

Supposons les hypothèses suivantes :

(Hi) AC,-el 1îpticité de a(.,.)—h-;-*-—
11 existe une constante a

1

* > 0, indépendante de h, telle que

|a(Wl à “* Il r h 'IS (2-8)V Th c

(H2) condition de BABUbKA-BREZZI
¥

> û, indépendante de h, telle quçil existe une constante P

w
* P’ Il h II V ,

(2-9)V £sup-
,:„r w,, KL

e W X<2
h hAlors , le problème (P ) a une solution unique |ah,uh)

Ue plus , il existe une constante c > 0. indépendante de h, telle

que :

II* - oj + ||u - u|≤ c { inf ||cr - r||u+ inf ||u - v||v }
T € W v e <7

h

où lÿ.u} est la solution du problème'(P) .((1-5Û) et (1-51)).

(2-10)

h
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REMARQUE 2-1

La condition de BABUSKA-BREZZI est équivalente â :

V v < V , 3 i r N telle que :
h „ i. ii h

b(VV * p‘ LJI, Kl
OÙ 11*
particulier de v c <2

h h

est une constante positive indépendante de h et du choix?

REMARQUE 2-2
v;

certainsLa veriîication de (H1) s’avère facile pour

d * autres, c’estproblèmes comme celui de Btokes , alors que pour

$l’hypothese (H2) qui est aisément verifiable; ceci est le cas du

Plus de details peuvent êtreproblème d’Elasticite linéaire .

trouves dans FRANCA-HUGHEB [15].

REMARQUE 2-5

Pour des raisons pratiques, on écrit le problème (P )

la îorme équivalente :

sous

Soit f e W et g e W , trouver {a .u) e W X U telle que :
h h h h

(2-11)sow ; <W> - L<vv ,

pour tout {T .v } e M X U
h h h h :Â

Üü

(2-12)6({Vuh} : <Vvh}) = a(ah’V + b<VUh> + b(ah*vh)

(2-13)L(W = X(Th} + = (f’vj + (g-Th)

La principale motivation pour l’utilisation de cette forme

équivalente du problème (P ) est le résultat suivant démontré
h

par
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HA8USKA dans [3|.

IHEOHEME 2-2

Soient et W2 deux espaces de hilbert, avec les normes

et |||.|||0 respectivement. De plus, soit B(.,.) une' form.e
bilinéaire sur x telle que :

1

(a) |ô(s,r)\ÿ c% |||s|||t 1 1|r|||
2

V (s,r) e Ux X W2

I g(s.r)|
* c2|«r1 1 2 V r e W2(b) sup

s r Wi |||s|||

I Bts,r)|- c3 |||s||| V S e W
î

(C) 'sup
1

< ", I II r |||r

fonctionnelleavec c.., > 0,'c > Û, c < •* . De plus, soit L une

linéaire sur . i.e. L e W2. Alors, il existe un Élément sQ e

tel que :

"a

V r r wÔ(s(j r) = L(r)
2

Ikll,
lllsjiuavec

C3
Lit) \Il 1- Il * = SUPet

t e

•A

2—2 METHODES MIXTES D’ELEMENTS FINIS POUR LE PROBLEME

D’ELASTICITE LINEAIRE

d’elementsOn suppose que quelque soit h > 0 , les espaces

finis W et O satisfont
h h

n(n+ 1)

[H>r2 (2-14)' V »U < U = (
h
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Ce type de méthodes est appelé méthode conforme

(2-1U)contrairement aux méthodes non conformes où les inclusions

ne sont pas vérifiées, simultanément ou pas du tout.

la formulation mixte deAvec ces espaces donnés,

HELLINGER-RIESSNER ([20],[25]) du problème discret d’Elasticitè

s'écrit comme suit

PROBLEME (Mh)

4/ X P telle que :
h h

= 0

I( uuver

vw + d<w (2-15)V \ e "h
V V GP (2-16)d(W = f(vh) h h

OÙ

]1-p1 v 5h.ÿh e "hn <tr V<e„*V -a (o ,i ) = -rrPx h’ h' 2/J

v V Ld<VV = - (L’c(vhU

V v e 1/
h hf(V ) = - (f,V )

ti ri

On note que les inclusions (2-14) ne sont pas suffisantes

pour garantir l’existence et l’unicité de la solution du problème

discret'(M1') , En le comparant avec le problème (Ph),

que 1‘hypothèse (H2) du Théorème 2-1 est facile â vérifier. En

effet, comme dans le cas continu, (H2) est triviale. Quant â

que le degré

d ’interpolation des polynômes dans Ph soit égale ou supérieur â

celui des polynômes dans H . Dans ce' cas, on a e(vh) G

chaque v G p , et on peut définir T G U par :
h h h h

on constate

on les choisit de telle manièreet P
h ’

pour

- C(Vh)r
h
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Hour ce choix, on a:

c(vh)-£(vh) d0dO =£<v-\

Mais,

FX - C(V'C(V dfi = «£(vh)||ÿn
0

Har consequent, en utilisant 1’inégalité de KORN , on déduit que la

est équivalente a Ilvjlv.Il' (vh)|| d’oü l’existence d’unenorme o,0

constante c(Q) > Ü telle que :

d(vv0<Wcl1-1) |vjlu sup -ÿ

T C W TT
h " Wh 11 W h h

*Ce qui donne l’hypothèse (H2) avec P = c(0), indépendante de h

(|18|).

La difficulté reside maintenant dans la verification de la

, pour certains choix.h~ei1ipticite de aÿ(.
Cependant, cette difficulté peut être transportée â un problème

condition de K

discret dé btokes associe.

bn effet,on utilisant la remarque 1-1, on définit le problème de

btokes suivant :

dans QpAu-Vp + f = ü
y

(2-17)dans 0div u = Ü

sur ru = 0

avec.
1 tr TP = n
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4

Ue dernier possédé la formulation variationnelle .suivante:

Etant donnée f e L2(Q), trouver (u,p) e Hg(ft) X L2(Q) telle
que: u

V v e nj(0)
V q e L*(Q)

P (V u,v V) (P.div v).= (f,v)
(2-18)

(q ,div u) = O

Üu, sous la forme abstraite suivante :

PROBLEME (S)

Etant données 1 £ 0' et £ 0' , trouver {u ,p }

telle que :

</ X Q

v Pa(u ,v ) + b(p ,v J = i(v )
(2-19)

Vq ob(q , U ) = (q )

¥
avec a(u,v) = p (V u,v v) b(P.v) = - (q.div v)

<P( q) = üi(v) - (f,v)

= [Hfj(ft)] = = L>)Q

on s’assure aisément que, dans ce cas, toutes les hypothèses

du lheoreme 1-1 sont vérifiées. En effet, en utilisant les

CAUCHY-SCHWARTZ, FRIEDRICHS-POINCARE et lesinégalités de

(et C1RAUL I -RA01AR I [lbj), les’ hypothesespi opi î etes de "div"

CH1) et (H2) sont vérifiées avec M = p, k = 1, a = 1 et P(Al).
1—— . où c est la constante positive (voir GIRAÜLT-RAYIARTL »
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t

I 18],page 42) . D’où, le problème (8) admet une solution unique

(u,p) dans II*(fi) X L‘,(Q).
y

Une fois la formulation variationnelle établie , le problème

discret, qui détermine la solution approchée, est defini comme •

suit:

PROBLEME (Sh)

Etant données 1 c D’ et <p G Q' , trouver {u .pl G UX O.
h n h h

tel 1 p que b

V v G (2a(u .v ) + b(p ,v ) = 1(v •)
h li n h h

b(q ,u ) = <p(q )
h h h

hh (2-20).
V q e Q

Ui h

où O c u et Û c Q . v;iii.

(Sh)

sont régies par le Théorème 2-1. L'hypothèse (Hl) du Théorème est .ÿ'

facilement satisfaite, la seule condition qui peut poser des

difficultés est la condition de BABUSKA-BREZZ I correspondante.

L’existence et l’unicité de la solution du problème

LËMME.2-1

h, telle> 0, indépendante de8’il existe une constante /1

que

(div vh,qh)
- tr Tn h* lqJo ’ = (2-21)sup

v c V Klh 1h

pour le problème discretla K -el1îpticité de a ( . ,.)
ii P

d’élasticité (Mh) est vérifiée .

alors.
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DEMONSTRATION

La condition (2-21) peut s’écrire de la maniéré suivante :

1- tr t ) , 3 v € O tel que :n h h h •

V X CK (q =
h li h

- T K'*o
* !qJo et(dly vh,qj Vh" 1

- q I , V r. (
li ' h ti

K . Par definition, on a
h

Posons i = s
h

(2-22)V V e O(div v .q ) = (s, ,c(v ) )
fi fl fl fl

En substituant pour = v dans (2-22) , on aura :
h h

lih

PJo - E k»„
E Kl» k»,
s KL T K»o' ü

0 ’ où ,

kJi„ E 1Klo
(2-23)

h
- V GV r = s

t.

4YPar consequent ,

-72 "SJlo«sJo+ n K»o 5 llsJo+ Pc

≤ 1 +-Q- (2-24)
p2

o

h
- V e *hComme on sait, pour T = s

h
on a :

iiThiiü = K - V»o = Kilo* n ?BqJo

O’où, en tenant compte de (2-24),

kio
r> n (2-25)1 +i

p2'o
h"u

f
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bn vertu de (l-dl) et (2-2S), on obtient:

1 ||s K" + p n ||q II"H hii0 11~h 1 (J
|a (.1 , f )1 P h II 2p

1 KUo* 2/J

1 1 K«oa
2P 1+-ÿ

/rJ
O

pzH0 IbJlc|a (t ,t )| ≥1 P v h h'1 (2-26)i .e.
2P( + n )

K -el1ipticité de ai.,.)
h P estil est maintenant clair que la

Po* qui est évidemmentsatisfaite pour «
2/U p* + n )

indépendante de h et p.

La convergence de la solution approchée vers la solution
«v

exacte du problème se déduit comme suit:

on introduit la forme bilinéaire B :(WX U )2
h n

>R definies par :

>F et laU ’abord.

:W X U
h n

fonctionnelle L

(2-27)8({O I uf ;(T ,V}) = a (CT,r) + d(u,r) + d(v,a)

L(r ,v) = (f,v)
et

(2-28)

Le problème discret d’élasticité (Mhj peut être reécrit sous la

forme

V
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PROBLEME (M*)---1 — ■

Irouver (a ,z ) e W X 0 tel que :
h h h h

V ( T , v ) e WhX VhB( (f»h,uh) ;'(T.V) ) = L(T,V) (2-29)

1»

THEOREME 2-3

Supposons l'existence d'une constante y > 0, indépendante de

h. telle que pour tout (f ,wj G W X O
h h n h

s<<W:IVv i) (lM« + l"J.) (2-30)≥ ysup -
( I. , v ) < W, X O.Ii n

( ' . V ) X ( (I , Il )
IMI.+ Il v||

i

Alors, on a l'estimation d’erreur:

uJ| ≤ c { inf Ia - x|| + inf ||u - v|| }
h 1

T e w U
V G O

n

(2-31)+a a u
li" o

h

où la constante c > O est indépendante. de h et (a,u) dénote ' la

solution exacte du problème (M) .

REMARQOE 2-4

peut êtreil est important de noter que l'inégalité (2-30)

utilisé pour prouver

approchée par l’application du Théorème 2-2 .
l’unicité et l’existence de la solution

f

DEMÛNSTRATION 00 THEOREME 2-3

et o unSoit u G o un interpolant de u dans Vh*h

interpolant de o sur 4/h . Pour tout (T,V) G Wh X 0h on a :
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£({0h - ° » u
h

— u};{r,v}) = fl( {ah,uhj ; {r.vj) - B( {a , u} ; {r , v} )
et

B( {a - a ,u u};{t,v}) - tf({a,u| ; {T,V}) - B( {a , u} ; {T , v) )

Mais, en utilisant (2-29), on a:

• B( {<>, .u | ; { L , v | ) - L( i,v)
u h

V (i, v ) € Wh X Vh= B( (fi.uj ; (r,v) )

U • uu,

VflUah " a .uh- u};{r,v}) = B{ {cr - a ,u - U};{T,V })

V (r , v ) e WhX Vh

En utilisant le fait que al.,.) et d(.,.) sont continues,
P

il s’ensuit:

- a, T) + d(u - u,r) + d(a - a,v)B{ {o -a.u.-u} ; (r, v) ) = a (a
ri h p

≤ M||a - a||o||c||o+ k||u - u||J|t||o+ k||a - a||o||v||t •

u||J+ k||a-all0llvll j< max t M, k|Il c II 0 \\a~ all0+ \W~

[i'll,,* Il vil •'!„+ lu•- ma x { M. E J o
i

v
î . e

» ,]||(7— (7 || ||U~Ueucrh-<7,uh-uj ; {X,v}) ≤ Ct llx||0+||v|| t

avec = max{M,k) .
Ü ’où.

b{ {o - o ,u — u) ; {t, v} )
h h

* Ca ||(7 - aIQ+Ilu - (2-32)sup-
( r , v)< N X V

h n
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De l'inégalité (2-30), il vient

¥fi( {O - a,U - U) ; {T.v})
'K" ülo+#uh “I, * (2-33)sup-

(T,v)e W X 0
h h

+T V
0 1

tn combinant (2-32) et (2-33) , on obtient

* lkh- aii0+iluh- ull 5 ca lla - all0+l|u - UII,1

i .e.

C
- y 11" - »l0+|u.-K '7 1| + ||U - U ||110 11 U 11 1 “I, (2-3U)

D’autre part, on a :

- Ik - <i0+ \\\- <i0a (T a + aa
h"o h

et

Ilu - LlJIÿ ||U - Uh+ U - U||ÿ ||U - U|| x+ ||uh- u|,
U ’ou ,

C
all0+l|u - u#t]u||a+ y1 Ik -ll(7 - aJla+Hu ~ u ≤ ||a - a||Q+||u -h 11 1

C -,

1+T ||a - a||Q+||u - u1 1
V (a , u) e «X U

h n
<

ci
Har conséquent, l'inégalité (2-31) est vérifiée pour c = 1+ — . ■

H

2-3 LES COUPLES D’ELEMENTS FINIS STABLES ET INSTABLES POUR LE 4’.

CAS DU PROBLEME DE STOKES

Comme on vient de voir, les méthodes mixtes des éléments

finis pour la résolution numérique des problèmes de point-selle

sont assujetties a certaines conditions de consistance et de
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stabilité pour garantir la convergence de la solution approchée

de ¥vers la solution exacte. Parmi ces dernières, la condition

BABUSlCA-BREZZI joue un rûle important dans la stabilité pour

certains problèmes comme ceux de NAUIER-STOKES et de STOKES.

Dans présente quelques couplesparagraphe ,ce on

d ’approximatîons vitesse-pression qui vérifient la condition de

BABUBICA-BREZZ1 en dimension deux. Malheureusement, beaucoup de ces

méthodes ne sont pas simples a réaliser du fait de leur coût

élevé.

Un suppose que Oc IR est subdivisé en une réunion d'un

t mi d’éléments IC (triangles ou quadriiatéres). Soit lâ

subdivision ainsi obtenue. On dénote K l’élément de réference et

nnmhi r

Soitpour chaque K. t y la transformation affine de K dans K.
h K

PÿlK) (respectivement Qÿ(K)) l’espace des fonctions polynomiales

de dégrée ≤ & par rapport aux deux variables (respectivement par

le triangle K

C°(Ô) désigne l’espace des

rapport â. chaque variable) definies sur

(respectivement sur le carré K).

fonctions continues sur 0.

Parmi les couples stables d’éléments finis les plus connus,

nous citons l’élément mixte de TAYL0R-H00D, habituellement dénoté

par GI..-Ü pour le cas quadri1atére, et par P°ur cas

li I . mgi 1 1 n i r p.

L’élément Q -U est caractérisé par la paire d’espaces

d’élements finis { V , 1*1 } donnée par :
h h

•i
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2 2

;vlK= v 0 vc°c = . V < e yh.Q2(K)v c
II

v = 0 sur T (2-35a)

q r c°(Q) ;q|K= q O F'1 , q G Qj(K) , V < e ïï
hûh =

1 q dO = 0 (2-35b)
0

On note que O et U sont construits sur le même maillage.
h h

La paire satisfait â la condition de BABUSKA-BREZZI , (voir par
}

evempie. BtRÜUDlER et R1RÛNNEAU darts f41). De plus, si la solution

(u,p) . du problème continu est suffisamment régulière, la

convergence est optimal; plus précisément,

[ H'"(Q) n H>)]' î(Q) H L2(Q) avec m =et p c H'"’ 2 ou 3SI ut
V

alors on a :

- 1uhll1= nhm )

lu - iihl0= nhm)

|p - Phll0= ÿ(hm'1
)

U

(2-36)

Ces résultats ont été établis par plusieurs chercheurs

(voir, par exemple, GIRAULT-RA9IART f 1'81). En particul ier ,• si u e

( HV?) O Hf'(Q) ] H2(Ql H L2(Q), alors on obtient une

precision d’ordre 3 pour la vitesse et une d’ordre 2 pour la

pression en norme L2.

et p e

c

Pour le cas de l’élement mixte (de ÏAYLUR-HOOD) P2~ Pl>
a les espaces :

on

¥
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M>F(cücô,)%v|K= v o F , , v , V K e 3\
h

o = 4„v e
h

v = û sur T (2-37a)

q C°(Q) ; q I K
= q o F’1 , q c PÿK) , V K e ?

h

q dO = 0

Qu =

I. (2-37b)

DP nouveau, nette paire satisfait, a la condition de BABUSKA
i

(of VERFURTH-BREZZ1 et engendre les estimations d’erreur (2-36)

f331. SILVESTER et THATCHER [271, BQNLAND-N ICOLA IDES [5]).

lasont illustrés parLes deux éléments mixtes Q - Q et P?- P
i1

figure (1) : y

-ô-
degrés de liberté O

X pression

Q vitesse
O oo

p2- P1
V Q,

- figure (1)

Remarquons, finalement, que les arguments précédents peuvent

être généralisés pour toutes les méthodes de type TAYLOR-HOOD :

¥
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2(H>,')';V|K= - 1
, V K e (2-38a)v o FK , V G Qÿ(K)0 = v r

t,

C'\Ü)0 L;’(0); q|K= q O h
’1

, q V K € jl(2-38b)U — q (
i.

avec l ≥ 2 , (et STENBËRG [30]) .

Malheureusement, ceci n’est pas le cas, lorsque £ = 1

(Q - Q , P - P ).
1 o î o'

Le premier exemple de méthodes instables de ce type est

caractérisé par la paire d’espaces d’elements finis { V ,0}
h h

donnée par:

(°,<o)2(c°(Q)j K = V ° FK' V K G VV. = v 1 , V r; v
h

(2-39a)v = 0 sur r

Lo(Q>: ql K= q o F'1, q € Qo(K) (2-39bjV K e JQ = q r
hli

BOLAND et NICÜLAIüEb [7] ont montre que cette paire ne satisfait

pas la condition de BABUSKA-BREZZI. En particulier, comme démontré

par SANI et AL [26], il peut arriver que, pour au moins un qh e

non nul. on a :

V v <0I hiv v
hhli

Lie ce tait, la constante p de la condition de BABUSKA-BREZZI ne
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peut Être que nulle, En pratique , cela signifie que la matrice de

divergence est c)u type (m.n). où m est le nombre de degrés de

liberté pour la vitesse et n est le nombre de degrés de liberté

pour la pression, avec un rang inferieur â min{m,n>. D’autre part,

il peut arriver, comme l'ont montre BOLAND et NICOLAIDES dans [6],

qu’il existe certains qL Q pour lesquels:
h h V'

(div vh,qh)
cih HA, 5 * CA Kilo (2-40)sup -

0*v < 0 Kir $i
ti i.

sont indépendantes de h.où les constantes positives c c
î ’ 2

L'inégalité de gauche dans (2-40) a ete montrée auparavant par

JUHNbUN-H 1 I KAPAN I A dans |21|. Dans ce cas, la constante /3 de la

plus précisément /3 =condition de BABUSKA -BRLZZ1 depend de h,

■1(h). Le meme résultat a ete établi par ODEN et JACQUOTTE dans

123].

Le second exemple, et certainement le plus catastrophique du

de l'instabilité, est donne par la paire:point vue

22

c°(0)| ; v| = V o F;1 V K e y
hPt«), V e(Z -< v (-

h

(2-4la)v = 0 sur T

Lf;(Q): q|K= q O F’1
, q c Pfj(K) (2-41b)V < e 7

hU = q r
h

Ce couple est dénoté par P - PQ. Pour ce choix, il arrive que le

seul champ de vitesse u e appartenant â AT. est u = 0. Cette
h h n n
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solution approchée est sans intérêt car u = 0 ne peut être "une
h

bonne approximation de la solution exacte du problème considéré.

Ue résultat est, sans doute dü au fait que la matrice de

divergence discrète (div v .q ) possède plus de lignes
h h

indépendantes que de colonnes. La représentation de ces couples

est donnée par la figure (2).

degrés de liberté

X pression

Ü vitesse
X X

♦Y

U - Ü P - P1 U 1 o

figure (2)

Ün note que jusqu’à maitenant,on a défini V et
h

même maiilage °J . Cependant, en utilisant pour la vitesse un
h

maillage plus fin que celui de la

sur le

pression, des paires stables
i

basées sur des pressions discrètes, constantes par morceaux,

peuvent être construites.

Considérons une subdivision SC du domaine 0 en triangles
h

(respectivement en quadri1atéres). Ensuite, on divise chaque

triangle (respectivement chaque quadri1atêre) de 9" en 4 triangles
h

(respectivement 4 quadri 1atéres.) en joignant les milieux des

eûtes. Ün définit ainsi la subdivision J
h/2 '

Lieux choix sont possibles pour les espaces des éléments finis C'
h

et . Le premier s’écrit, dans le cas triangulaire :
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2 2
1 : vl K= v o h'1

, v »- f H t
(K) , V Ke JH (0)o v ' (2-42a) ■V v >zr

ii h/2

L
()

(/ÿ>) ; q|K= q O H
~ 1. q ‘ H(|(K), V K fÙJ (2-42b)i.

I
n"’,pi'cti veinent dans le nas quadrilatère:

2
1 :v|K= V o F

’1
, v G Q1(K) , V K G y-VG H (Q)u v (2-42C)V

h/2I,

Lÿ(0); q|K= q O F‘\ q G QQ(K) , V K G (2-42d)W = q G
h

Tandis que pour le deuxième choix, on définit l’espace

comme dans (2-42a) (resp respectivement dans (2-42c)) et pour

nn introduit trois tonctions de hases définies comme suit; (voir

G

figure (.6) ).

cas du triangle

1 dans K et K A1 Kf =i 4Ü ailleurs
A

A KJ N
\ * A

/

K, *3f i dans K et K
3i€..=

Ku ailleurs

1 dans X et K
2 4

0 ailleurs
f =a

cas du guadr i 1. atére
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dans K et K1
i 4e =

1
0 ailleurs <

AA
1 dans K et K K *3A 4£ — A A0 ailleurs

!**

K
dans K et K1

<

0 ailleurs

Û 1111 •o

û 1ü01 U

SÇ
2.:

4.oO

111 o1 o4.oO

FSSf.1

-figure(3)-

Ün pose alors.

3

q r Ly(Q); q| = q □ F'1. q|~ = £ “1 v < e J (2-43)Q = h/2h
i = 1

de BABUSKAla conditionLes couples (2-42) et (2-43) vérifient
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BRhZZI et satisfont les estimations d’erreurs suivantes (cf

GUNZBUKGtK t 1 V|J

“,,11,= 'Uh)

lu - ujl0= (h2)
llp - Phl0= ÿ(h)

u

(2-44)

îr

( H2(Q) n nj(ft)]2si la solution exacte (u.p) vérifié: u e et p e
:

H (O) (] L“ (0)

La representation de ces couples est donnée par la figure (4):

X
<±>

.4 quadr i 1 ateres associes
avec v dans 7

h

quadr 1 1 a tere associe
avec q dans S!

h n h / 2

X #ÿ

4 triangles associes
avec v dans 7

h

triangle associe
avec q dans ST

h n h / 2

-figure(4)-

approximations linéairesOn peut aussi faire coupler des

obtenir des espacespour la vitesse et la pression, et

lesde BABUüKA-BREZZ I et donnantsatisfaisant la condition

estimations d’erreurs (2-44).
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¥
lit* 1p Ilf's couples ont été introduits par bERCUVIER-PIRONNEAU [4] *

et une unulyse de id stabilité a été faite par VERFURTH [33]. Ils

sont donnés par :

l’espace </ est detini comme dans (2-42) et l’espace Q comme
h

suit: (voir figure (5))

Cas guadr angulaire

L0(0): qlk= q ° hK1, q C • K e 3hU (
"ÿ l (2-45a)

Cas triangulaire

q P L (0 ) ; q||<= q O F*1, q P PÿK) , K P (2-45b)ù =
fl

*
?4- * degrés de liberté

X pression
0 vitesse

4.

-figure (5)-

KEMARGlUE 2-5

Par suite du couplage entre les erreurs de la pression et la

d * une bonneon ne peut profiter de la capacitév 11 esse ,

approx imat ion de l’espace de la pression. Ainsi, le taux de

J
i
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convergence de l'élément mixte linéaire -linéaire (2-45) n’est pas

meilleur que celui du couple d’élément stable 1inéaire-constant

(2-42). Pourtant, en pratique, on trouve que celui-ci est le

meilleur élément mixte basé sur une approximation linéaire pour la

vitesse, dans le sens ou il donne plus de précision pour des

valeurs pratiques de h. Lie plus, cet élément linéaire -linéaire

produit d’habitude moins d’inconnues pour une même subdivision.

IAYLUR - HUÜD POUR LE PROBLEMEMNP MPI HOOP SÏAHI P IIP2-4

LTtLASl ICI IE

Soit 0 un domaine polygonal dans Rn, on suppose que ft est

subdivisé en une reunion d’un nombre fini d’éléments K (triangles

ou quadri1atéres si 0 c R1" , de tetrahédres ou hexahédres si ft c

Ik 1
) . '3 étant la subdivision obtenue. On dénonte par < l'élément

de reference et pour tout K c ïï ,

de < dans K .

affinepar la transformation

(respectivement Pÿ(<))
& par rapport â

U’autre part, soit = Ûÿ(K)

l'espace des fonctions p1ynômi a1es de degrée ≤

aux deux variables)

C°(ft)
4.

chaque variable (respectivement par rapport

définies sur le carré K (respectivement sur le triangle K).

désigne l’espace des fonctions continues sur ft.

On définit alors,

n

; v|K.= v o Pÿ1, v eI ( K )C°(ft) ’ K e

v = 0 sur fl (2-46)

P V G
h

58

v



ri x H
hhLÿO) . h

/
h i ,j = 1 ,n , t o

i j
W T) e = x

i j'Kj i* jL i j

n x n

, K e (2-47a>RÿiK)r.
j

ou

ri x rif \ n x n / \

(c°(0)] n (L2(0)] hhh i ,j = 1 ,n ,/ t = tN ) <-
j ii jh > i

n x n

T
i j€ K<r)- 1T-' I = t

i j 1 K > K £\ (2-47b)0 FK ’i j

avec i ≥ 1 pour U et l■ ≥ 0 pour (2-47a) et t ≥ 1 pour (2-47b).
ti

(Mh)L'e/istence et l’unicité de la solution du problème

sont données par le résultat suivant:

PhvnPOSi i t ON 2-1 (FRANCA-HUGHES f 151) 4'.

Si les espaces satisfont
n n

(div v q )
≥ P || q ||n 11 h 11 1.)

(2-48)V q € O
h(1 ) sup

1 1*v < G
i vii t. " i

i.

<V C (VJ)
* 0* llv (2-49)V v e U(2) sup

o é x c W K*~0 hhh" 1

h h
i
'

*p < + co, indépendante de p etavec 0 < p ,'o

1f
Ttr Th • Thq e L2(Q) / qM h o v h h) (2-50)G WQ =h

y

le problème (Mh) admet une solution unique (a .v) G W X U .n h h nA i nrs.
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où

W = r € W / r
h h ' h

. I , tr s =0 avec s e W et
h h h

= S -
h h

V K (2-51)

¥ÿ
Un constate que (2-4V) est tacile â démontrer en utilisant

l'inégalité de KORN. La difficulté réside, en fait dans la

véri tication de la condition (2-48). A cette fin, on utilise des

résultats préléminaires.

Un définit un macroélément M comme étant la réunion d’un ou

plusieurs éléments adjacents de ïï .
h

Supposons que les éléments de ïï peuvent être regroupés en un
h

macroélément. un macroélément M est dit équivalent â un,

macroélément de référence M s’il existe une application affine FM;
>M, qui satisfait les conditions suivantes:M

( i ) L est continue
M

(il) FM(M) = M

m

(iii) si M = U K , où K j = l,m , sont des éléments dans .
j ’j

j = i

j = l,m , sont des éléments dans M.-'W-M, alors K
j

Uv> F„L = FK 0 F'1, j = l.rn -, où FK et sont desFK
jij j j

et KKapplications de l’élément de référence K vers
jJ

respectivement.

La classe de tous les macroéléments équivalents au
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macroelement de reference M est denontee par 8" .M
*

Hour un macroelement M, on définit les espaces:

n

v" =H
cu(M I : I = v o H" 1

, v e1 K . K ’ V K c M ,v t V
h

v>r (2-52)= Û
yM

ri x ri

Kl =
h

/ th h
i ,j = 1 ,n ,l = l l

h v ) ( = X
i j i j j i

n x n

;u€ koôr- - 1= T O F . t
h

, V K e M (2-53a)T
K ’i j *K i j

OU

n x n n x n
) e [c°(M)| 0 (L2(M) . h

/
hKl = T =(T h

i 1
i ,j = 1.n ,= t

i i> j

n x n

= H’’ (ÿ(<>)h V K e M (2-53b)t
1 r t:

De plus, on pose

r i
% e Lo(M)' qh “u - (2-54) *" 2-tr Th 'M

1v„ e '•«q
h

e ! <dlv v (2-55)= 0 ,N — q„» JM

LËMMË 2-2 (STENBERG [28],[29])

l’espace N est de

dimension une. constitué de fonctions qui sont constantes sur M.

Alors, il existe une constante |3~ telle que la condition:
M *

Supposons que pour tout M e S"
M
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macroélément de référence M est dénontée par S" .M
■è

Pour un macroélément M, on définit les espaces:

n
y" =M

C°(M) ; I = v o F " 1

h 1 K f
V K C M ,V G V

h

Vlr = 0 (2-52)
VM

n x n< =
h

/ C,‘ h i ,j = 1 , n ,)i. ( - i
i j i j j i

n x n

Sj£ (»t(K)h - 1

° FK ’ , V K e M (2-53a)x = T
i j »K i J

OU
t

n x n(c0(M))""“n< - T =(X h) G
t. v i |

/ h
/ T.

h i ,j = 1 , n= x
i i j i

n x n- 1= x o E . xh
, V < e M (2-53b)x

K ’i I i I

v

[Je plus, on pose

f 1 ¥\eqh e Lr>> / % == (2-54)" Ttr \ •

v» £ ‘-iq„ € °»' ldlv vh' (2-55)= ü ,N —M

LEMME 2-2 (STENBERG f 28],[29])

l’espace A/M est deSupposons que pour tout M e S"
M

dimension une. constitué de fonctions qui sont constantes sur M.

il existe une constante telle que la condition:
M i

A l ors.
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¥
(dlV V VM V q G fi/*

M- hJ (2-56)sup --
o 1- v G (y

h M
FJ h "0, M

1

est vérifiée pour tout M G g" .M

THEOREME 2-4 (STENBERG [28],[29])

Supposons qu’il existe nombre fixe de classesun

d ’equivalence , i = l,n , de macroelements, et un partionnement

de macroelements A/ telle que:
h

(Ml) Pour tout M G , i = i,n , l’espace N est de dimensionM M

une. constitue de fonctions qui sont constantes sur M;

(M2) Chaque M G M. appartient a une des classes S* , i = l,n .
h n

i

Alors, l’inegalite (2-49) est vérifiée.

EXEMPLE

R2, et SoitSoit 0 un domaine polygonal dans une

subdivision de 0 en quadri1atères convexe.

Ün définit 1'element 0- O. par la paire d’espaces
i2

d’éléments finis {0 , W [ :
h n

4.

nn

V o F'1, v e[û2(K)J , K e ,

v = Ü sur T

C°(0) ’v I K=0 - v r
h

(2-57)

n x nr \ n x n / \(c°(0)) n (L2(0)) h/ h
/

h i,j = 1,n ,N = X) FX
i J j ih i J

1
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¥
nxn(«,<*>)- 1h

’ < 6 \ (2-58)O hLL
K ’i J 'K i j

Soit M = K U Ko un macroélément constituée de

quadr i 1 atéres et le macroélément de référence correspondant M

K U IC,,, comme dans la figure au dessous:

deux
i

=

/v

152 1a aa
"f, ~ 1 i" 1 A

7U1 (9- nr
MHJ a* F aa K,A /V

KK, K, 8
6a3

"12" 1 5
(X <i

aa
<>a

“3“7 "0 • 9 131 1a a a aaa
2

54
■M > X 12 a*r +T7 a ai3 1 1i ü •a aa a(X

Pour un macroélément M, on définit les espaces:

(a2oo)\n

VJK = V ° FK' V 6C°(M)f =
M

V K C M ,v e
h

v| (2-59)= Ûr 4t.M

ri x n
“) r fc°(M)j H (L2(M)] , h

/ t = X<- i ,j = 1 ,n ,h=(cx
j »* jJ j

nxn

o F’1
, I . € |Q.(K)h (2-60), V < e M- Tt

i j 1i Ji j 1 K

>
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En utilisant la formule de GREEN, pour tous v e et
n n

6Î' , on peut écrire:
M

e%
v ■

(dlV vh.qh) = - (V'Vn
2

= - V (v ,Vq )v h K
J = 1 j

E (x) si x e

si x e KSoit Fn -
une application continue, bilinéair£ par morçeaux de M vers M.

Ün définit pour v e (/ et q e l/1 , v et q sur M par v(x) =h M h M

v.(E (x)) et q(*) = q.(t (x))
ri M n M

, il vient alors:

CooVjÿob vq(*) |JF (X)| dx j = 1*2
MMJ K

j

où J, est la matrice jacobienne de 'F , |J_|est le
1 M FM

de J , et J" est la transposée de J*1 . Comme v(x) et Vq(x) sont
f F r
M M

des vecteurs colonnes et:

déterminant
M

M

3FK ‘X)F>FK (x)
11

âX2aX2
J;.1(X) |J ex) i = (2-61)

M M 3Fk (X)3Fk (X)
11

¥et. de (2-54) et (2-61) alors :
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2

- G (
K 1

4'„ •J’L(x) Vq(X) |J (X)| .. J = 1.2 (2-62)
M M

J

tn tenant compte de (2-59) , (2-62) implique ,

; e (“.<*.>] •
t J~l(X) Vq(x)|J (X)I » J = 1.2V(X)

M M
J

et d’apres la formule de bIMPüûN générale, on a la
1

pour 1 ’intégrale:

valeur exacte

V(x)1 J'\x) Vq(x) |JF (x)I dx =
M MK

j

V

(>
1 I V(aj) J"1(aJ) lJp (aj)| +

i = î ‘ 1 ‘9
MM

E V(âj) J’1(â|) Vq(âj) |J (â|)| 1
14 J

+ a
Mi =7 M

j J j
aaa

7 61

jJj
a la ,’a52

-4
jjj

aa a
49 .3

A

K,

= O sur T , alors
M

Cnmmp v
h

¥,[ V(x)1 j‘t(x) Vq(x) |Jp (x)I dx =
M M“ K

1
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1 "7
) |J («')| +

M

+ v(a8)'Jp1(a8) |j (a8)| 1*
M M

“ 7t- I
4 v(u ) J (<* ) Vq (c*

IV
M

*.ÿ

v(x)' J‘llx) Vq(x) |J (x)| dx =
M MK ft'2

1 4 V(a
9) Jÿ(a9) Vq(a9) |j (oc9)| +V

M M

(a”) vq(a8) |J (a8)| 1 „
M M -*K

' “ B
+ V(« ) J(- *

<2

D * où

4 v(<<7) (7) |Jp («7)| +1,dlv WM = V MM

4 V(a
9) J-'Ca9) Vq(a9) '+ v(«e) Jpl(«S) Vq(aQ)|J (a8)| +

MMM
1

I ]|JF|J («°)| + v(a B
) J ~ 1

(«
Q
) Vq(«°)

<2MMM

It .1 tr T avec x eUe plus, par définition, on a q = 2 M

OU

et qhe fljÂ/1 = T rWh/x=s-q
h M ' h h h

, tr s = Cl , avec s e
h n. i

M

Alors,
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4 v(â7) Jÿ(a7)|JF (â7)| (vi (a7)+ VT (a7)]
M M '

1(alv WH* TB

);~ a "8+ v(atJ) Jf1(aU)|JF (a°) VT (a )+ Vr22(a ) + ./ *

1 1
KiM M

+ 1 4 v(a9) J‘l(â9j|J (â9) | (ÿit(09)+ ?T22(â9)
*- M M

)ÿ
$

‘“’O ;+ v(a°) J’ (a°) |Jp (a°)| fvt
M

"8
(a )+ Vt

1 1 22 <2M

v e (/ est choisi tel que v(al) =h M

V c«7)
(0,0) , i = 8,9 et

w!î tel

Maitenant ,

v (a7) = = Ü. üe plus, soit x e1 , xque x SS

M

= 0 implique que:Alors, la condition (div v ,q )
h h M

V(«7) J:1(«7)|JF (a7)| VT (a7) = 0
M M

D’où.
■'

!Vi (a ) = 0
i:

On a:
• 6

(x) = £ p <P (x) ,T
1 1

i = 1

th (a1) = x (a1)
il ’ il 'où </> (x) est la base globale définie sur M, /3 =

L,

i = 1,6.

Rappelons les bases de K , <2 et M : J'

DANS K :
i

«V

W*2> = (1 V<i - V
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X , ) = X.( 1<P . ( X X )
2.i' ;ÿ 1

<P. ( X . X „) = X X
J 1 2 1 2

Vxfx2> = (1 - Xl) X2

DANS K :

x . x . ) = (2 - x. ) ( 1 - x )1 1

= - (1 - XjHl - x2)
4'.,

U - xt) x?V’ ( x x2) =1 ’:i

- (2 - x,) x2

A x O

"l P.6—&7. 7-0
*4 <(> V1 i/N MK, K.,

»
>p>p <p

i i & - > x
i(S fi P 41

DANS M :

vdans K9 4 i4> ( x ) =
i

0 ailleurs

dans K
it'2(X) =

Ü ai1leurs

dans <ip
?. i

V*> = dans K2
ailleursl 0

6b

¥



dans KV
v*> zz

0 ailleurs

dans <wr3 2♦six)
0 ailleurs

dans Kip
3

Vx) dans K
2

ailleursÜ

7 1 1Par conséquent, avec a ( -y , ) ,

“ ?
(« ) = (0.0)VT

11

U ’ mi .

d<P d<Pb 6
(a?) , (a7)i iI P Z P = (ü,0)

i i<)x 3xi = 1 i = 1 K1 2
1

i

'
i . e .

dtp
Pÿ—ÿ-(a) + P2

Ü(P2 dtP3dtp ~ 7
(a )(a7) + P6(a?) + P3i = 0

dxdxdx dx
ii i i

dtp
3

dtp
4

dtp dtp
2 <«7)t'd) * p64 " 7 > + ", i«7) + P31 = 0P 1 dxdx dx :dx

222 2

bt donc.

2 P3 + 2

T- + in

11 1— P +2 P2 -77- P = 02 6

11+ T" p 2 P2 = 0
i
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Alors.

(2-63) :h = h et *1 = P3

De même façon, si on prend

et Vj ( «9 ) = 1 , v2(a9) = O, i = 7,bv(u ) = 0

et de plus.

(X) = x22(x).T
11

alors ,
■■ <j

(« )V T = 0 sur «211

U * OÙ,

- 02 + 2 h +

- 4— (3 -
2 Ha

1
2

— + "2” + ~2 *6 = Û

*tt donc,

(2-64)et (S, = P60 = /33

(2-63) et (2-64), sont linéairementLes équations dans

indépendantes et possèdent comme solution:

P1 = P..( = = a

II, = /1 = /1
< : 4 f J

(2-65)
= b

où a et b sont des scalaires arbitraires.

si on choisit v e telle que:
h M

Maintenant ,

"8
v(u ) = 0 , i = 7,9 et v(« ) t (Û,Ü) , et de plus, on choisit
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aussi T e kfl telle que:
V

M

(x) = Tÿ.(X)r
11

alors la condition (div v ,q ) = Ü implique :
h h

v(«°) vq(«a) |J («8
) | .. +

J*1M M

v(«") Jÿa") Vq(aQ) |j £B)\ 1.
M

r
M J

= Û

i. e .

(«U UF (a8) Iv(â8) Jpl(«8) Vr +
t î JKMM (2-66)î

> <““)! ]-" 8v(â8) J‘l(a8) Vr = o ;(a ¥\i VHM

, avec xV désignant le(J "U b 3
bi on prend v(u ) = v(« ) = x x

h

6 3 .
vecteur de x vers x , alors on a:

" U ,- t • 0 ,
v(u ) J (a ) i = 1,2= e2

KM
i

"6 "3
= X X

dx
811 (2-66)est continue en aavec e„ = (0,1) . Puisque

dx
2

devient:

dx
+ |Jfn(“D,llÿ ] - °(«°) Up («B)l -11

dx
2

KM
1
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dz
11 H

Û ’OÙ, U - « = a - b
6

(a ) = a' 3dx
2

Donc, on conclut que a = b et l'espace N est -de dimensionM

une . D’où l'hypothèse (Ml) est satisfaite, d'après le Théorème

2-4, l’inègalitè (2-49) est vérifiée,

t-inalement, tous les hypothèses de la Proposition 2-1 sont

vérifiées alors le problème (Mh) admet une solution unique (a ,u )h h

£ X de Plus’ on a l’estimation d’erreur:

[M, + hljJo s c h"+ Bru TU
h 11 1

REMARQUE 2-6

Dompte tenu des résultats obtenus ci-dessus concernant les

couples des éléments finis les plus utilisés en pratique, rendus

stables, on constate que l’usage de deux maillages differents pour

ta vitesse et la pression est difficile a manipuler en termes

dud’implantation, et de plus, ils ne sont pas simples â réaliser

tait de leur coût elevé. D'une part, on note que le nombre de

degrés de liberté de la vitesse aussi bien que la pression du

couple TAYLOR-HÛDD, est identique au celui du couple (2-45). Donc

le temps d’élaboration de la solution du système discret pour le

couple TAYLOR-HOÜD ainsi que le couple (2-43) est le même, en

utilisant la même subdivision pour ia pression. Et d’autre part,

sur la ‘même maillage, le coût d’assemblage du TAYLOR-HOOD est en

général le plus élevé, puisque cela exige l’utilisation de la

régie quadratique d’ordre supérieurs pour intégrer le degré le
'r

plus haut des fonctions polynomiales du couple des éléments finis .•
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I AYL OR-HUÜÜ. Mais on remarque que le temps d'assemblage est

négligeable par rapport au temps de trouver la solution, par

consequent, le surcroît du coût de cette dernière est un serieux

inoonvenipnt pour les chercheurs .

Le souci d’employer les méthodes mentionnées ci dessus a

(BREZZI-PITKARANTA [10], FRANCAoblige beaucoup de chercheurs

[14], FRANCA-HUGHES [15], STENBERG [30], entres autres) â penser â-

contourner l’obeissance directe â la technique de GALERKIN et ce,

en changeant la formulation approchée par l'addition de termes de

perturbation. Ceci représente la nouvelle méthodologie de

stabilisation. En conclusion, on se propose d’etendre notre

pvppnpnce avec le problème de Stokes pour construire de nouvelle

formulations approchées pour le problème d'Elastic!té. Evidemment,

la principale condition imposée â ces dernières est qu’elles .

permettent l’emploi d'une classe plus large de méthodes mixtes des

sans toute fois perdre en termes de consistence et 4,1
elements finis,

de convergence.

J

V
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TROISIEME CHAPITRE
'

STABILISATION DES MéTHODES MIXTES POUR

LE PROBLÈME ü’ÉLASTICITÉ

3-1 HYPOTHèSES GéNéRALES
**

3-2 STABILITé DES FORMULATIONS DISCRèTES

3-3 CONVERGENCE DES SOLUTIONS DISCRèTES

v;
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Dans ce chapitre, en se propose d'etendre l'expérience

acquise avec le problème de Stokes (voir ZAAMA [34]) pour
?

construire de nouvelles formulations approchées pour le problème

d ’Elasticité.

La présente approche est basée sur la modification de la

formulation approchée standard tout en gardant les memes espaces

d ’appro*i mat i on , en particulier, ceux qui étaient non fiables dans

le cadre de la méthode de Galerkin, et ceci en y ajoutant des •

termes de perturbation.

derniersDes conditions suffisantes imposées a ces

permettent l’utilisation d’une classe plus large dé méthodes

mixtes d’elements finis, sans toutefois perdre la consistance et

la convergence.

3-1 HYHU1HESES GENERALES

En suivant l’idée de la stabilisation précédemment annoncée,

on définit une forme bilinéaire symétrique Eh )

( w X U )’’, vérifiant les hypotheses suivantes :

sur

- f H1 > CONTINUITE ¥
< + oc , indépendante de h ,■ Il existe une constante 0 < C

telle que :

≤ Ct ({Ç, w> :{f , V))h 1

V (Ç,w) , (T.V) e U X 0

/a



-(H2) ELLlHilCi'lE PP 1 MALE

Il existe une constante p > 0, indépendante de h, telle que

¥
thUÜ.c}; ≥ H T II o V T e «

h

-(H5) ELLlPi HJl IL MOYENNE

11 existe une constante 0 > u, indépendante de h, telle que

2

Eh({—q.I ,v);{-q.I v)) ≥ 0 |q • I ll0+ IMIt V (q,v) e û?hX Oh

1O = SP ‘ Ln(0) / q = . x e W
h

tr cou n

-(IH4) ELL 1H I 1U1 1 E ÜOMPLE I E

Il existe une constante n > 0. indépendante de h, telle que

2 ,,E
h
( { 1 i v ); { i , v } ) 2 0 |i||fj+ H V (r,v) e V

i

-(HS) PüëUOÜ-ëLLIPTICITE

> 0, indépendante de h, telle que11 existe une constante 0

*(MU+ INI,)2 V (T.v) € WX U
h n2 d(v. i ) + E,({i ,v} ;{T,v}) ≥ 0

n

peut définir la forme bilinéaire généralisée

, .)) sur ( W X 0)" par :

Maintenant, on

= a (Ç.x) + d(w , t) + d( v , Ç) +\({Ç.W I :{1.V I ) P (3-1)
x Ehuçh,»h};iT,vj)

v (Ç,w),(T.V) e W X IX 4

et la tonct i onne i 1 e linéaire L, sur W X 0 par :
n

(3-2)V (r ,v). e W X 0L-ti(',v) = - (t.v)

75 -



6- Z hlAbiLlIb Uhü PUBMULAIlUNü L)1 b(JBh I bü

laLes hypothèses vont être 'combinées pour démontrer

stabilité de certaines nouvelles tormulations discrètes du

prnhlprnp d’Plasticite.

Ainsi, une tormulation stabilisée du problème approché

d’élasticité peut être énoncée comme suit :

PRÜBLbMh(P ’)

Irouver (a , u ) t W X (7 telle que :
ri h h h

»,((‘W ; { C , v} ) = f-u{T.V) (3-3)V (T,v) € wx V
h n

Avant de passer a la présentation de nos principales

contributions, donnons les résultats préliminaires suivantes :

1 h birJL 1 u 1 WAUI i AK i i î H | )

Pour tout q ‘ Lÿ(fi),

(div z.q) = Hq 1

il existe z e IHÿ(O) tel que :

Ni, * C2NI0 (3-4)et

où u est une constante positive, indépendante de h.
o

Lhfilih 3-2 (CLhMhNÏ [12])

Pour tout z e Hÿ(0), il existe z e (7 tel que :
n h

(3-5)Is,II. s LM
ou C. est une constante positive, indépendante de h .

principaux du présentPassons maintenant aux résultats
4.

tr a v a i I .
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IHt-.UNt.Mh .4-1

bous les hypotheses (.HI),(H2),(H3), si les conditions
«ÿ

suivantes :

1 P (3-6)n > c!' > u 2p2/< 11

> 0,-sont satisfaites alors, il existe une constante y

i nriependon t P de h. telle que

■«, ((f .w,1 ; ( i . v) )
Il h h

* ï m0 + IMI (3-7)sup
(. I. , v ) > W X V

1
+i v

ih 11 1 u
( T . v ) * ( n , ri ) V (Ç,w) e WhX

I IL Ml IMS I HA I ION

Soit ( .c..iM ) un element arbitraire de WX O .
h n

uecomposons £'. comme suit :

V

f, = S - q. I

1 tr £, et tr s = 0 tel que s t W .oil q = n

Hour ce q ainsi detini, d’apres le Lemme 3-1, il existe z e .

i111 (0) tel que :n

Mr c;:llqll„

3-2, il existe e (/ telque ‘ :
n nLie plus, d'après le Lemme

KM SlMI 1
il existe un zt e <7 tel que :

h n
bn tait,

KM ONI,, (3-8)

Avec 0 = C C indépendante de h .
'J 2 ’1 'à

/!



D'autre part , dètimssons v r y et r c W par :
h h

,vW IV
I,

(3-9) 4

I n • Ii

ou <v> > (J, est une constante qu*on déterminera convenablement par

la suite. (Jn a :

\(((.wt;{T,v}) = S6h( {Ç.w); {Ç,-w}) + $h(|Ç,w);{0,5zh>)
(3-10)

Mais,

».( {Ç.w}: ,-w}) = a (Ç,Ç) + Eh({Ç,wj ; {Ç,-w})
h p n

OÙ.

(n<+ fh-ilij;)1a ( F , F ) = —pÿ" 'l\i

Mi* mt'Miit'.

t,(|f.w);|f,-w}) = b ( {s.ü} ;(s,ü)) + 2 E ( {-q. I ,0};(s,Ü))
h h i n

+ E U-q.I,W} ;{-q.I,-W})
n

IJ'Oil ,

[ Il S il 0
+ p Ie! - 1 II o)1 + th({S,û};{s,Û}) +

+ 2 E ({-q. 1 .0} ; {s.ü}) + E.({-q.I,w};{-q.I,-w})
h n

\({f,.w} ;{C,W})I> =

(3-11)

Et donc.

P||q.l|l„) * P||s||| - 2 cjq.mjsllÿ

(lK+ |q-i|0)Z
((f.w):[F,- w} ) ≥

h

+ e
¥
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* feNIo + 2Âjlq • 1«O + - |q ■ i II c II s » Q +

+ CM* 0«q- I«o+ 20||q.l||o||W||+
1

L + °] Il q - 1II o + 0II w II ? +* ( 2jj +
(3-12)

+ 2e|q.l|0|w|r 2 C
j

||q. 1 1|
Q

||s U Q

Un a pvidpmmpnt ,
4

lb- 1 II ,jII s II 0 MI;+ ih-iii;- t:v i;
1 1

ht L’inêgalitê (3-1ÿ) devient alors :

+ 0 |s||2 + U lllq.lll2 + e||wl2 +1\( {f,,w> : U, w} ) ≥ + 02/i 2/j

+ » |q.l|ul«l, - C,{|s|2+ ||q.l|2)

- c,)l< + - c,j iq- 1io+
» Il w II V ♦ 20 |q.I|0M,

-g- + 0l 2/J

≥ c
b ( Il s II o + llq - 1llo+ Mi + 2 H ■ 1 II o II w 11

i (3-13)<V °+ (* Ui>minou U 2/Jl 2/Js

hiriaLement, on obtient

|s||f> Ilq - 1«o+llwlli (3-14)28. ( {Ç.W} 2 c ■;i.

Li* autre part,

1
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\(U,W} ; {0,ôzh} ) = d(Ôzh,Ç) + Eh({Ç,w) ; {Û,6zh} )

= d(zh,Ç) + <5 Eh( {Ç,w} ; (Ü,zh>)

(l«l0*.H,)ukl,- - «UJ.Iïl.- 5 C
i

Comme .
1 llq.lll,,NI,, - /n

alors .
C i

I. 1 /n

Ü ’ou.

C C C
|q.iyul5l0- *-Er (lïl„+ M, lq-U0

/n /n v 1

— |q.l|0(lsl0+ |q.l|0+ M,)

MJq.Hlo

( (C.w) : {û.ôz, } ) ≥ - à
h n

y

c cc
* — llq- i|l„(|s|ln+ Il q ■ 1 It 0) 1ô%

/n/n

C«Ciô — -— -CC
— ~ U+ Cÿllq.lll; - «— =: C1+ C,)Hs||0l|q.l||0-

/n
,S

/ïï-/n

CC (llsllo- «q-‘lo)— (1+ CJ<4) ~ ( i+ C ) llq.lll;; 6
i

2 /rT/n

C<Ciô-— -
2 /FT (l»l?+ Jq-ilô) i

C,Ci
ô — -— —

2 /PT
Cu n<— Ù+ C ' )Is « Qô— z: ( 4+ 2 c

1
) ||q. 11 5

2 /FT/n

■J
1.8.

C 2

Y+ 2C! (llSHo+ * 1Ho+S— ( (3-15)\ ( (C.w} : lO.-Sz } ) ≥ -
u ri /n C

En combinant (3-1Ü) . (3-14) et (3-15) , on obtient :

dU



i

C
«5— (4+ 2C )

AT 2l|s||;> ||q.l||ÿ ||W||2\ ( t F . W } : {I, V } ) ≥ Ü
■i i

|slo+ h-1!o+
i . e

C -§- + 2C,)](|s|*+ Ilq.i!lo+ «<)4638. ( it . w > : { « . v } ) i C (
*»i !AT

fcn choisissant, par exemple,

C, /n
(3-16)<‘> — C (3 + 4C )

-1 i

on obtient,

C 2'Mi;> |q.i|*+ M38 '( (F., wl : ( 1 . v} ) ≥ — 1

(Jomme

12
1 r Il s||0+ l|q-i||0+ l|w||1|s||;;+ Il q - 1 II ,7+ Ml; ≥

alors,

i;

0f.«o + INI38 nF . W ) ; p- . v } ) 2
II 1

D’autre part, on a :

llw " ôzJt„+ IMI, = m(] + iw - ôZ JI1
- is ■ q • 1 il 0

Ilq - 1 II0 + M, + 0 Izj,
5C N

+f.

≤ |a|0 +

= Ml0 + NI, + ( 1 h-U1 +
AT

c
5 IlF II 0 + INI,1 +< (3 + 4CJ

11 s ' ensu1 t
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«

‘fl. ( { . w l : l '.v } )
li

c
■l mu + IMIb c 1IMI(1 + IMI f,

1

avec

c
U = 1 + (3-17)(3 + 4ÿ)(,

t t donc,

* ( IÉ .w \ : ( c , v))
ri

c (||Ç||„+ H,]5
Slip --

( i . v ) t W X L
y MIMIf) + Il v II , •

h

( I , V )t(. 0.O )

Cs
L’inégalité (3-7) est ainsi établie avec y = -, qui est8 C6

évidemment indépendante de h. ■

i HtÜKLMË 3-2 “

i
Sous les hypothèses (H1).(H4), si la condition

suivante :

1 (3-18)0 > -t—2
il existe une constante y > ü, indépendanteest satisfaite alors.

de h. telle que

*•

SB.( te. .w ):(1.V))
h h h

* r |5|0 + NI, (3-19)sup --
( I. , V)( W X L.L n IMI o + IMI ih
( X .v ) (<• ,o) V (Ç,w) G A/hx Uh

DEMONSTRATION

ÇSoit (Ç.w) un élément arbitraire de WhX (7h .Décomposons

comme suit :
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q- 1
nil

1 tr s = 0 tel que s e W . ■tr F etq =
hn

Soient, maintenant, v < (l et, t <r /v définis par :
ri . h

<5zV w
h (3-2Ü) ' '

t = F = S - q .I

ou ù > ü est une constante qu’on déterminera convenablement par

la suite.

Ûn a :

® ( I F. , w I ;ÿ | I . v | ) = fiR, ( | F. , w| ; { F. . w } ) + SR ( . w } ; {Û, -6z f )
h II h n

Mais.

se ( {£ . wt : {?, ,wi) = a . (Ç.Ç) + 2 d(w.f) + Eh ( , w> ; {F, w} )
\ y P **

HVPC ,

#,iiq * 1 ilo)ia IF. F. ) = +
2/JP

U ’où .
1 s ||p P||q.III Q + 2d(w,Ç) + Eh( {Ç,w} ; {£,*} )

(3-21)
». ( {ç,w) ; iç,w> ) =

h 2/1 L

l-t donc,

'(|MI,+I|Ç|I0)2(|sii;> pilQ • 1 n jî]1 - 2 1| uv || Jlf.ll 0+ G■ e ( i r,. w ) ; { F, , w } )
It 2/n

-gÿllq. Hlÿ - 2M1fe|0+ ® M2+ s'iîlo +

+ 28'|5|0I«II1
= +
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2 èï>*n + + 2<e ~ i>M,iei0+

'(|s|*+ Iq.xll?)e

) Ilq - 11o + a'ilwi; +

+ 2(0 - uM,IUI0

1 P-1 . 2ir+ ° Wl0 + -h— +[ 2p

(3-22)

o ≥ 1. J ‘inégalité (3-22) devient alors( 1 ) s1

) l|q - 1II o * M<l 2n
1 + » NI,2, +». (. \ ï. , M ) : \ F. , N } ) 2

II 2/J

* e Hi;> |q.ii;+N
V

1

finalement, on obtient

Iq-ilo+Mi )»h( {£. w> ; U.w) ) - o ||s||g+ (3-23)

[l’autre part, comme dans (3-15), on a

C (|s|"+ llq-i||4 ll<)5 — ( 4+ 2C )
/rT 1

(3-24)\ ( iÿ,w} ; {0,-6zh} ) ≥ -

hn nmibinant (3-23) et (3-24). on obtient

C
fi— (4+ 2C )

7— -c i/na,t( «e.w» ; {i.vj ) 2 y I i|s|ÿ+ llq.ii;> Mli
Z|s|4 |q-i|4 N

i.e .
C 2'Sÿ(4+ 2C1)j [fls|lo+ \ÿ-l\\l+ Ml\( iÿ.w) ; ft , v) ) 2 e

1/n“
tn choisissant, par exemple,

G /n
(3-25)O =

Ü,(3 + 4C, )

b4



on obtient

26 s||p+ Ilq •iIIQ+ HI\ ( it , W } ; { X , V } ) ≥ ~Y (3-26)
l

Comme

2

|s|;;+ llq.Mi;> Ml |s|0+ l|q • i ll(J+ Ml4l l

a 1 ors ,

Ml,)2*,,(If. . w|; { r . V ) ) i +
II

11 s'ensuit,

» ( I f.. w I : I ' . v 1)
ll (lkl„+ Ml,)0

*INI,, + HI 1

ou C( est donné comme dans (3-17). D’où,

.w } ; (r , v} )
h - (|E|0+ M,j0

≥ -— -« csup --
( I. , v ) » W X D INI 0 + II V « th h

( l. V) t (Ü , 0)

e > Û, qui ♦'L’inégalité (3-19) est ainsi établie avec y ' = Ô Ce
est clairement indépendante de h .

l i) .< 1 , on a évidemment

t\\Z0 + Ml*2(0 - ulleiyMI, 2 (e - i)

L’inégalité (3-22) devient alors

] II q - 1II o + 9 Ml? +( 1 + 0 ] II s « (j
+ -i— + o». ( i f. . w ) ; { £. . w } )

h 2/Jl 2/J

(e - i) [»q ■iIIq + Ni; * M\ )+

V
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) N q - 1 II o +

+ [20'- I]M*
1 - 1 K -£-+ 20 - 1rr~ + 20 +

2/-J2/J

«S«0+ llq - i||0+l|w|r20 1

0 ’où,

1) (|s||=+ llq ■ 1IIQ+HWI, ) (3-27)SB. ( { € . w ) ; { ç . w } ) ≥ 20

D'autre part, en combinant (3-23) et (3-27), on obtient

3Ô-~(4+ 2C!>/n
(l|s||ÿ llq • ï IQ+ M

■P
Nl0+ «q •Ufj+ hII20 - 1\ ( I ç • w ) ; { 1, v ) ) 2

i_

2

\t

1 . p .
G

■f + 2C1))(||S|ÿ «q - 1 Ig-*- D«Uï)6— (20 - 1VlGwClrvI) ≥
1 1 /n

L-n choisissant , par exemple.

x - (20 - 1) /n_
C4(3 + 4C

J
)

(3-28)
4

on obtient

20 - 1 2INI02+ Ilq - 1II0 (3-29)+ wSS ( { P, , w } ; { t , v ) )
ri

2> 1

«
Comme

(l|s||0+ ||q.i||„+ H\]1< *INII 2+ llq - i|l2+ n

a 1ors .
2

20 - 1 l(sl0- |q.l|l0+ H,■fi,Ut.W|;U. v|)
h 8

IL s ’ensui t
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\ (|f.w};|r,v}) 20 - 1
H U

1

où C( est donné comme dans (3-17). p'où,

\ U ç . w } ; { T . v } )

MI0+ 11“«,)29-1'≥sup
( 1 . V) '
( T , V ) t ( o . n )

B CW X P o
i, ii

20 - 1L'inégalité (3-19) est ainsi établie avec y'= > 08 Ce
qui est clairement indépendante de h. ■

THEOREME 3-3

Bous les hypothèses (H1),(H5), il existe une constante

*
H > (J, indépendante de h, telle que

SB ({£ ,w } ; {t,v})
h h h •(iei0 + «“«,) (3-30)≥ ysup --

(C,V)C W X U
h n

( C . V ) * ( ü . O )
IMIÜ + IvI1

(€,w) € WhXV

DFHÜIMS I RA ! IÜN

element arbitraire de WX V .Décomposons Ç
h lvBoit (f. , tv ) un P

comme suit :

f. = s - q. I
où

1 tr s = Ü tel que s e U .ntr Ç etq = n

0 et i t w définies par :
h hSoient, maintenant, v <
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*
<5zv = w

h

t = F = S q.I

où o > 0, est une constante qu'on déterminera convenablement par

la suite.

Un a :

», U f. . W l : |T . V n = SB ( ( F. . w | : | F, . w - ôz nh h h

= l£.w| ; U,w)) + æh({Ç,w) ; {Û,-ôzh})

Û’autre part, comme dans (3-21),. on a

[Ml,2/ p||q.i||2]1 + 2d(w,Ç) + Eh ( {Ç , w) ; {Ç ,w) )\ = -ÿ7

bt donc.

*(M,+|EI0)2
+ »'w!* e‘içi; + 2o*ui0m,

-= IIs IIo + -fijlq-'llo + + lù-Uo]

w* ®*)l»io + (ir+ e‘) »q-I«o + e'<<

(lls||ÿ+ Pllq.ilt,]*-gr + 0

V
≥

(lNI2+ l|q-i||2+ «<)≥ o

i . e

\( <ç,w> : {£,w} ). ≥ 0* (||s ||1+ ||q.l||2+ MJ2] (3-31)

Ù’autre part, comme dans (3-15), on a

C -f + 2C,)(|s|‘+ |q.l|“+ IPI") (3-32)\( iç,w) ; iü,-ôzh} ) i -
/K

8b



bn combinant (3-31) et (3-32), on obtient

°\( IÇ.W} : {r. v( ) ≥ 0¥[||s||q+ C
|q.i|> Ml? 5s=<i+ 2CÙ

(N> iiq ■ 11o+ M?) ¥
1 . P .

C )(M> lq.il,> IM?)= 'T+ 2C,>
♦

6“fi. ( ( f. . w } : { <. . v i ) a
i, /n

bn choisissant , par exemple,

(3-33)O — C (3 + 4C )
A 1

on obtient

*f- Ml> l|q-HI> Il"II?)3h( l£.w> ; (t.v}) ≥

Comme
2

1 Ml0+ ||q.l||0+ INI,Mi;;+ l|q.i||;> Ml; * 4

a1or s .
* o

(ii'i,/0't, i ( . w ) : | i ;v M ■■
b

11 s’ensuit;

» (|Ç,wt;lT,v|)
h *

2 inr l«lo+ Ml
G

1IMI0 + Mt
où C est donne comme dans (3—17) . D'où,

ij

4.*SB. ( {f, ,w ) ; { c , v) )
h (l?l0+ NI8

8Cesup --
( t , v ) r U X V

ri ri

( T , V ) t ( 0 , 0 )

1ÿIl 1 II 0
+ Il V 11 1

«
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*0*L ’inégali té (3-30) est ainsi établie avec y = > Û, qui8 C6
est PvtdPfnnnt i ndépenrlan t p rip h.

w!
Ayant établie la stabilité, l'existence et l'unicité de la

solution discrète des formulations stabilisées sont regies par:

THEOREME 3-4

Supposons que l'une des trois situations suivantes â lieu:

(1 )— (H1),(H2) et (H3) sont vérifiées avec la condition (3-6);

(2.1- (Hl) et (H4) sont vérifiées avec la condition (3-18);

(3)- (Hl) et (H5) sont vérifiées ;

le problème (H’) admet une solution unique dan's WhX <2h.Al ors,

donnui isl.i déliions I r a t i on de ce théorème,A v , il 1 1 i li 1 pi i'“ ,i '1 1 1 i *i

un résultat intermédiaire de continuité.

I EMME 3-3

*Sous l’hypothèse (Hl), il existe une constante positive C

telle que :

8hUÇ.w};(T.V)) ≤ C*[||Ç||0+ l|w||1][||r||0+ HJ (3-34)

v (Ç,w),(T.V) € WhX 0h
IJEMUNS I RA I 1 UN

En utilisant l’inégalité de SCHWARTZ, on a
4.

= a()(.r,,i) + d(w,r) + d(v,Ç) + Eh({Ç,wj ;{T ,v))( I . w I : 1 ' , v i )
i,

m
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≤ m()Mo + 1w H ,Ix ii o + « v H t
y ç H o +

[m0+ MlJ (|MI0+ IMIJ
+ M!aIM!0+ ,

+ c
1

< max(M, 1) ||Ç||0l||r||0+ ||v||
î

(lîl0+ Mt)(N0+ |v|J+ c,

≤ max ( M , 1 ) +
î

(iu0«- MI,)(IM0+ M,)+ c
1

≤ max ( M , 1) + C1

L' inégalité (3-34) est ainsi établie avec

* (3-35) ■C = C + max (M , 1 ) > Ü
i

DEMONSTRATION DU THEÜNËMÉ 3-4

4.
Un munit N X U le produit scalaire

h

: U,w>)) =((< (3-36)

V(T,V) , (Ç,w) e WhXOh
(T.Ç + v.w + Vv.Vw) dQC , V)

et de la norme correspondante:

1 /
(3-37)V(T,v) e w X 0

La norme 1 1| (...) || | est, évidemment ,, une norme équivalente â ||.||0 +

1

tn tait, on a:

Ml,) S I II (T, v) III i /2 (||t||0 + |v|,)1 (3-38)+

/2 y
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Puisque la îonctionnelle linéaire L est continue sur M X.</ ,
h n n

alors, il e/iste d'apres le I heoreme de representation de RIESZ

(voir B9EZ1S f8|). un element unique (40>w0) dans WhX (Zhtel que :

(((<:„.■V.(t.v))) = Lh(t,v) V(r,v) e «x (/
h n

(3-39)

lie même. (Ç.w) étant fixé dans W X V , la forme bilinéaire (r,v)
h h

En appliquant a.-> 36 ({4,w);{c,v}) est continue sur N X
n n

nouveau le I heorême de R1EBZ, on déduit l’existence d’un element

unique vl(f,w) r w x O tel que :
h h

■«

f
((*4(4.w),(t,v)]) = \(14.w};{t,v}) (3-40)V(r ,v) e W X V

h h

Ceci détinit un operateur linéaire s4 de W X O dans W.X 0 . De
h h h n

En effet, d’apres la continuité deplus. a! est continue

•* ( 1 • ,. 1 ; { • , .} ) et (3-37), on a
h

((«4(4.w). C'1 . V)]) v (4,w) e WhX Oh1 1*4(4.w)Il = sup--
(T.V)(- WXlÿ I II(T.V)Il
( c .V)*(o ,o)

({4.W} ;(T,V))
hsup--

(T.v)e WhX(ÿh |||(t,v)|||
( f. , v)X(O ,0)

» ({4,w> ;{t,v})
* /2 sup--

(t.v)e WfX(ih |t||o+ 1v || t
(T ,v)t(o ,o)

≤ /2 c’[||4l0+ Il w II J ≤ 2C* 1 1(4.w)1 1
î .e

1 11*4(4,w)|||≤ 2C¥|H(4.w)ÏI (3-41)
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Ainsi, le problème (H') est équivalent a :

Trouver (au) € MX U tel que :
OU h h

si(a ,u ) = (£ ,w )x (J o v o o

On est donc ramené a montrer que si est une bijection de WX
h

O sur lui même. Montrons d'abord que si est injectif . D’après
h

(3-/) (ou (3-19), ou (3-30)) on a

((**(Ç.w),(x.v)))
IIMU.w)||| = sup

(X , V)G WhX0 I II(t ,V)Il I
(X 1 V)*(U ,0)

»h( iç.wf :{x.vj)
sup

( I , V )« I II ( ' ■ V) Il I
(I ,V)t((I , II)

$h({Ç.wj ;(T.v))
2 £(llîll„+ 1«»,)12> — sup

/2 ( I. , V)

( t , V)9(o , ü)
V9 1'|0+ llv 1

i.e

MM(e,w)ii ≥ -z- mec.w)m (3-42)
/2

ht donc, si

J4(Ç,w) = 0

alors.

I IU f, • w) Il I = UW XO
h h

possible de montrer autrement que si est injectif.

operateur borné de klÿX 0h dans WhX
1 1 est

montrons que si X est un

Tout d'abord, on déduit de (3-7) ou (3-19), ou (3 30) que :
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V (Ç , IM) P N X (X
h h

s U5.»);(i.v))
> * /2 i (||Ç||„+ Ml,) S /2 4sup--

(t,v)e WhXÿh ||T || Q+ ||v H t
(T,V)/(0,0)

((*(€.w),( r , V;])
= 2 1||ÿ(Ç,w) 1 1|≤ 2 sup

(t , V)

( I .V)/((I. Il)
WhXVh ||(T.V)||F

1.e.

V < A/ X (X
h h

1/2
2llk(ÿ.w)||| ≥ (3-43)+o

Ceci prouve que si est injective.

ii reste a montrer que sl(WX V) est fermé dans WX<X et que
h h n h y

est réduit dans W X (X a { Ü
h h„>)f/lIWX D

tn effet, soit (,/J.t) f sd(W x D ) , et
h a ’

•W(WX (X ) qui converge vers (p,t) dans A/hX (Xh.

I •whxt,h
une suite de

En vertu de (3-43),

nn n

- W *v

2 "2" HIV
- ,W )|||

m mlllÿ.wj

1/2

* i »5„- Uo 2
+ + w - w

n m l

de Cauchy dans l’espace deÜe sorte que (Ç ,w ) est une suite
n n

Hiioert N X (X et s!(Ç ,w ) converge vers sl(Ç,w) puisque #1 est.'
h» h an

continu. D'où.

(P. t) = si(F, , w) #
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.O1Ceci montre que (X est réduit a { Ü } •

Par conséquent, cela prouve que si est surjectif.

L’opérateur xî est donc bijectif de WX (X sur lui-méme. De
h h

plus on peut déduire de (3-43) que :

v (z.v) e w x (X ,
h h

IIKV.v)||| £

- 1xl ' est continu. ■î . P .

3—3 CONVERGENCE DES SOLUTIONS DISCRETES :

Dans ce paragraphe, on présente les résultats de convergence

des solutions approchées des formulations stabilisées precédement

vers la solution exacte du problème d * E1asticité.

THEOREME 3-5

Sous les hypothèses du Théorème 3-4, si le problème (P*) est

consistant. i .é.

"(3-44)V (T,v) e W X U
h hEh( u} ;{t,v}) = 0

alors on a L’estimation d’erreur suivante :

II,/ Il u - u I C ( int \\n - i||o+ inf ||u - v||/
r. c H . v c U

(3-45)(7(I

hh

(a,u) dénotant laou La -constante C > U est indépendante de h;

solution exacte du problème (P).

9b



I lb Ml INS I PA I I UN

deux interpolants de u etSoit u t U et a e U
h

i i .| il M : I î vi MIII *i 1 1 . (Ji i .i ( pi >ui tout ( i , v ) 1

a
h

w x V ) :u u

4
u.i) + d(v,a - a)<>.i) + d ( u +u) : (i . v) )O , Il

(3-46)+ b ( {<’ - o ,U
h

u) ; (ï.V) )

Mais, d’apres (3-44),

SS ( {<T -
I. h

= \( i‘7 - a.u u} ; {t , v> )U} ; It . V} )t7’ui,

L) ’ ou .

U|,|t| + \o - olljvll,u) ; i‘. v) )- M||" -:<>II0I'1I0+IU -VI" (J , U

û|,)(M0+ 141,)(il» IP -+ C a +o1

Ml,)T II +"oIlU - «II,max |M , 1 ) I ||<> - ->||u+

"1,)(ho+ Ivf.)lu -+ C/lla - o\\t +

“!,)1+<V |J|CT - a||o+≤ max{M+C u
î

M„+ IM,)
Par consequent .

26 ( (a - a.u - u) ; {t.v})
h h h [\\a ~ °11/11“ - Mil*— max ( M+-C . 1 +0 }sup

(. <• . V .) - 11!MI0+ Il vIN X<7
h Ii

( t . V) / ( Cl , ü)
1

(3-47)

U’ autre part, d’apres (3-7) on a :

$
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'*V

3 ( {o - a,u - u} ;
h h hIl + ||U11u 11 h» K “ii, (3-48)a sup --

(t,v)e W X(/
n n Il T II 0+ INI1

(r ,v)*(o, o)

on oh t i on t(3 -4 / ) (.WIH) .I 1 1 nnnih i n.u 1 1 ot

■\

- u||tmax {M+Ci , 1+C1} ||a>111",.- "Ilo |u„- u| <+
1

.i-U’ou,

max {M+C , 1+C }
i i+ + Bui (T a o 4..UU IJ

II \ 1 Ci 1o

Mais,

||a -< T + (T +( T a;T c J (T (1 O
h 11 0h H O ah 11 O

JU * Hu - u»o ||a -llu +ü + ü Uu ü
h 11 1h111

U * OU ,

- ü| + + U+ u (T <7+ U(T (T (ï ( TI J U
1uh1 uIl "n h " 1 u

max {M+C ,1+Cÿ} (i» 'v>*«•

- a|| +11 o≤ II'7 - all0+l|u - u||t + y
\•ÿv

+«u - u|t
'ÿT

max {M+C . 1+Cÿj -v

l0+«U - u|,1 + o≤ o
' 1

i .e

u|»llG+llühM C ||aJo+ »“Ha (3-49)a ü iy

n
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1

max{M+C ,1+C }
1i (3-50)C = 1 +avec

7

Par conséquent. ]*ÿ

r||o+ inf ||a - vÿ)
v c (J

ll<’ - <\,lln+ llu - L* ||, ≤ C ( inf ||a- -
i. ' W

■

hI.

Pt MAPUUP 3-1

Si ia condition de consistance (3-44) n’est pas vérifiée, un

terme exprimant l'erreur de consistance apparaitra dans le menbre

de droite de l’estimation (3-45).

Les espaces W et P ont des 'propriétés d ’approximation bien
fi fl

exemple, CIARLET [11], ouconnues suivantes: (voir. par

b J PAUL I -PAO1 API |10|)

PLt'MME 3-4

n
1k + 1 e U tel

n, alors il existe un v(«) 0 H (0)Si v H

que :

vu, * c; hkM (3-51)Il v k + 1

* > 0 indépendante de h.pour C
i

LEMME 3-5

n x n

(«) n L;;CO)H» + i tel ', alors il existe un z eHSi L <

que :
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* 1 VI (3-52)I
n in +

*
priur C ü indépendante de h.>

v
GURRUl A ! Kb 5-\

Avec les estimations du LEMME 3-4 et du LEMME 3-5, on

obtient l'estimation d’erreur:

ujl, S c*(h"‘,|<’l + h'<l>Jlk.1)lla - °J0+ IIu - (3-53)
rn +1

*
où C > 0. est indépendante de h.

i

REMARQUE 3-2

THEOREME 3-5, lail est clair que sous les hypotheses du

dusolution discrete (o ,u ) converge vers la solution (a,u)
h h

pr nh l erne IH) , i .p .

Il > U
i, 11 1 ’ (3-54)I i in

h —-> o
t1 1) UU

h "f)

Üe plus, l’ordre de convergence est optimal pour le couple des

k .elements Tims (W ,0 l si m + 1 =
h h

Pour l’estimation de l’erreur dans pour le déplacement,

on a besoin en plus de la supposition que la solution exacte

(r.u) du problème continu (P) satisfait 1'inégalité de régularité

suivante:
«

nui, + H4 * c; iifi0 (3-55)

(voir GIRAULT-RAUIART [ 18} ,STENBERG-FRANCA [31]). En particulier,

m
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IHEUWtMt 5-6

n x n

(«) n L*(0)ru + 1k ♦ 1
(°) n HÿO) et deet t: t HHSi v <

plus, si l’inégalité (3-54) est vérifiée, alors on a: >•

||u — u || PC fh11 h 11 U 5 1 MkJm + U t 1 (3-56)+ h<T
rn + 1 4'.

*
où C > 0 est indépendante de h.tr

'Ut-.MUNSÏRA I I ÜN

m

Supposons que l’inégalité (5-54) est vérifiée de sorte que

W X V du prnhléme:la solut i nn (',v) r

sur fid î v i = u u i
i>

11 p
. sur fi (3-57)tr i. I' (v) = i.Vit n

sur Tv = 0

sat î stasse
!*

+ INI, - v* Bu - uj| (3-58)-

T respectivementSoient v et c deux interpolants de v et

3-4 et 3-5. Endans V et W définis comme dans les Lemmes
h h

utilisant (3-3) et (3-57), on obtient:

- vJ» - - ° (3-59)- uhl ;{T - t ,v - v))K’U

U’autre part, d’après (5-54),

v - v}) P C*[-||a- aj|0+||u - uj,)uh)’,(t - c,a
(3-60)

(il* - TII0+BV - vij ■c.

lui



Puisque le problème (3-3) est règulièr, alors
nn x n

0 HJ(Q)Hk+1 (Q)<• < HM,+ 1(0) n L;ÿ(<)) Ainsi laet v c

puissance de h dans (3-56) est obtenue du LEMME 3-4 avec k = 1:
¥

et du LEMME 3-5 avec m Ü . Ce qui donne:

|t - ÙI0S C*“HP P hIvv *-

Par consequent,

“J,)u„io - c'(< nbi2+ c; h|c|,)(!<. - "ji„+n- -IlU -

i . e

h(|v|z+ M,) (il" - “Jp+lu - \H,)U II2 £ c'
tl (J bIl U (3-61)

*♦ ♦
U | > (J, indépendante de h.avec Uf = U max (C

î ’

Clone, en combinant (3-58) et (3-61), on obtient,

-Ji.)u Ir’i U* h C* llu - u IIh 11 IJ li 4 11 tl 11 - o || + 1|u -
ti M u 11llu a

0 ' où

ll„ c) ri (||„ O || + 1| U - u IIli"() 11 tl " 1
(3-62)uu

ti

Avec C: = C* C* > 0,7 0 4

Lie plus, d’apres (3-53) et (3-62), on a:

indépendante de h.

u |l ≤ C* h C* h
ti "0 7 3 + hk|u|m + 1Mu

k + 1,m + 1 4'

i. e

lQC.,)- UJ0 2 P k + 1m + 2 + hhu
m + 1

«
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♦ ♦♦

où U = U U > U, indépendante de h.

¥H’nù l'inegalite (3-S6) est ainsi Établie.

La construction des conditions suffisantes pour la stabilité

et la convergence du problème proposé s’avèrent réalisables et

permettent d'utiliser une classe plus large de méthodes mixtes des
S

ÉLements finis, en particulier, les méthodes mixtes des éléments

Ceci est justifie par les exemples donnésfinis de bas ordre.

dans le chapitre suivant.

4.

«

)

i
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V

QUATRIEME CHAPITRE

EXEMPLES DE STABILISATION

V

4-1 TECHNIQUE DE STABILISATION N°1
TECHNIQUE DE STABILISATION N°2
CONCLUSION GéNéRALE



l_c

Le but de ce chapitre est d’illustrer numériquement la
•r

validité de la thêcrie develcppêe dans le chapitre présent en se

basant sur des exemples cnncrets.

Les présents choix du terme de stabilisation E. )
r»

ont été inspirés de FRANÜA-HUGHES [15] et STENBERG-FRANCA f31 ].

On suppose que 0 c R11 est subdivisé en réunion d’un nombre

fini d’éléments K (triangles ou quadr i 1atères si 0 c

tétrahédres ou héxahédres si 0 c IRJ). Soit 9\ la subdivision ainsi
h ,

obtenue. On dénote K l’élément de référence et pour chaque K e 9ÿ,
F la transtormation affine de K dans K. Soit Rÿ(K') l’espace des

fonctions polynomiales de degree ≤ i- définies sur l’élément K.

R2.

si IC est triangle ou tétrahédreH„(K)
K) - si K est quadrilatère ou héxahèdre%(<)

f )
CM désigné 1 ’espace des tondions continues sur 0.i ■

Un définit alors:

.Iv e- (CfJ(0))n / v|K= v o F*1, v e (ÿ(K))n , V K e 9”h
v = 0 sur T

(4-1)v"" l

./ r.|= r o F 1. z e ( (K))r «-* (L2(0)) n x nn x n
, V < e 9rh >(4-2a)W =i.
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0(1

(C°(0) ) - 1It X It it x n n x n/ ■ lK= i ° Fn (L (»))w i. ? €
h

v K e y W4-2b)
$

avec til pour <2 et £ > 0 pour (4-2a) et 1 pour (4-2b) .h

4-1 ItUHNIUUL Lit blAblLlbAt ION N 1

On définit sur ( W X (2 )?' ,
I. ii

une forme bilinéaire symétrique

t . (( ...I ) par :
i,

(tr O . I ) -

- ô2(2p) (e(w) ,c(v))

v ( F , w) , (T ,v) 1 W X 0
n n

(tr I) .I,F -1
b ( { r .H } ; | ' , V l ) =

h
( '2/i

(4-3)

déterminera.> ü sont des constantes qu’onoù "i > U et ôo1

convenablement par la suite.

eh )Un définit la forme bilinéaire généralisée

sur i W x v ) par :
iii

+ d(v,€) + Eh( (F,w) ; {t,v>)

(4-4)

B ( { t. . w | : ( i , v | ) = a ( F , i ) + d ( w . T )
h /'

v (Ç,w) , (T,v) e WhX
mi

(tr F, tr x)1 (F. t)a, ( F . '• ) = «P

( r. . i ( w ) )ri f w . ' ) =

«
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%
'.v*.

E ({Ç ,w} ;{T,v}) est definie par (4-3).
h

La tonctionneile linéaire L ’t WX U est donee par:
h h h

(4-5)1 'T,V) <= trj X <2’ h h

stabilisée du problèmeA ! n 1 ; 1 di snréfpt nnnii I at i nn. i u in

d'élasticité peut être énoncée comme suit:

t'Piihi l Ml 1 1 A

Irnuvpr (u , u ) r W X L tel que:
h h h h

«h( (uti.ut1:(I.V}) = Lh(T.v) (4-6)V (T,V) é WhX lAh

L’existence et l’unicité de la solution du problème (PS) In¬
dependent de la satistaction des hypothèses (Hl), (H2), (H3) et la

cnnmtion (3-61 du Ihéoreme 3-1.

verifiee, en utilisant la(!')- (Hl) peut être immédiatement

tormuie de CAUL’HY-SHWAKTZ. En effet,

6
(tr FJ .I) -Lit ( tr i ). i ,f -n

11 1 , I I F .w!:( I . V )) I -
i i 2\i

- 52(2p) (c(w),c(v))

~~(tr Fj.I)(tr c).l,Ç -n v
i + 24 62 (e(w),e(u))O-24

5
Ç).I||0+ 24<52||c(w)||o||c(v)||oO - 1 Iloilo -i

24

1Ü6

4



*fi
1

(max u.pj )'ÿ ü» ||0!!e!!0 + 2ij ,S2!!WI!1I!VI!12p

,s
ma x { 1,p 2

} . 2// <5.,f ||t ||(j+ || v ||
i «Ç|l0+ NI,max { 2p

Û ’où, •

ô
max { 1 ,p2 | ,2pSJ llTll0+l[v||J [lUllr +MI x

1| t'fi (' (F, . w } : [r . v } ) \c max { 2p
(4-7)

Ainsi 1 ’hypothèse ( H1 ) est satisfaite pour:

b
1 max { 1 ,p ) . 2/J ) (4-8)0 = ma» |

2//i

(2 )- Vérifions maintenant l’hypothèse (H2) . ün a:

5
T).H*7Tb ~th( (T.L)} ; {r,Ü} ) = 2p

Décomposons r comme suit:

1 (4TV )et tr s = 0— tr iq • i avec q =i. ■ - s n

hn substituant dans la définition de b , il vient:
h

w-[t< * riq.nfj6
7T(tr r) ■ lK =it . ( (' . o ) : { f . 0 } ) = r

‘4*\

6
mm { 1 ,i>' | || s || o + Iq - i ||1

2/i P
ô

nun | 1 , | || 112i
%

2/J
0 ’où,

6
min 1 1 ,p*-} ||r ||i (4-10)th( { c , 0 i ; {T,0} ) ≥ 2p

î.e. l’hypothèse (H2) est satisfaite pour:
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}

b ::1 (4-11)/>' = nun ( 1 ,p }2P

< 3 )- Il restp a veritier i’hypothèse (H3) . Il vient:

b
~~llp q- 1 lin + 5Jle(v)llo

f,El|q- III," + 2/i

• 2/< wM; - llq.ilL2

t l|-q.l,v|:|-q.l,-v() = V2/J
6

î

2/J
6

1
m 1 1 1 ( /2/<

6 -i 2
1 1

.2P 62c0) ||V||I + Il q ■ i II Q
i TTiuinl P2 2p

D’où. - lÿ-Hlo]2hh( j-q.I,v| ; (-q.I, -v } ) ≥ 0 ||v|| (4-12)

avec ,

1 1 2 , 2/j * t: i (4-13)n ■2 m,n| »1 p

(4 )- 8n choisissant,

1 (4-14)b
min { 1,p"}]2 jjnax {1,p" }

1 t

et

>]1 - [ôÿmin { 1.p ) + (4-15)ô =:

8 /J

on obtient ,

P1 0 > U(S > c et 2p ’2P î1

la condition (3-6) est ainsi vérifiée.Alors.

( H1) . (H2 ) , (H3) et la condition (3r-6) sont toutest î nalement ,

VIN ii ici-;. 1 1 ’ . i| n e<; | *? | lieni erne 3-4 . il existe une solution unique

. u ) f W X U du problème (8b) .
h h h

( (T
I.
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4-2 TECHNIQUE DE STABIL ISAl IÜN N: 2

Un définit sur (N x V )' , une forme bilinéaire symétrique
ti h

t(i 1 ) par :

ô (trÇ.trr)] + 24 5 (c(w).e(v))
J 1fu. ( 1-4)1t, ( {T ,'w I : I . v) ) = ; O +24 L1. n

~£- (tr Ç ) . I , c ( v ) )

V (Ç,W) , (t.v) e NX V
h n

~~ ftr r) .I,f (M) ) + (Ç -+ (S (T

(4-16)

où ' > ij et £> déterminera> 0 sont des constantes qu’on
i

convenablement par la suite.

Bh )Un définit la forme bilinéaire généralisée

sur i N x u )' comme- dans (4-4).
h h

du problème (PS)L’existence et 1'unicité de la solution

dépendent de la satisfaction des hypothèses du ' Théorème 3-2 ou du

Ihéoréme 3-3.

(A) Commençons par la vérification des hypothèses du Théorème 3-2.

vérifiée. en utilisant lafl i- (H1 ) peut être immedi atemment

formule de CAUCHY-SCHWARTZ. En effet, 4

T g-pr lltr ç|0|tr t|0]
(tr t) . I||0||c(w)||0

m

(tr ç).I|0|£(v)|0

"2/7 + +E . ( 1 f, . M I : ( L , V ( )
I nh

24 ôtIMw)H0||c(v)||0 + 62F - -

+ «Je -

+ .+

+ !Il W H a H V II t +u-4)
■ Ilq ■ f II o II L II 02]7-|llÿUNlo +

+ ô2maK { 1 ,4} ||i||û||w||1 + 52max { 1 ,p> ||Ç||Q||v|| l

1UV

''X



M[l' + < 1-0 + ÜM S,M,iv| + 6?,max{l,p}||r||0||w||1 +

+ 62max{l .P1 1| C || 0 II v || t

ft
1 ft ma /(1,PM ||F.||(|+ MlVi> + 2) .y /J ft +X- V■_ ma> { — — (p

1 ’ 1o12p

■*

0 ’ ou ,

|tti( (F.w) ;(t,v|)| < C1 ||F|| f)+ Ml (4-17) •

L

avec

ft
i (4-18) .- 2fj + 2) ,2ij ô ,ftomax { 1 ,p> }

1 c.U>U = ina * {
2/J1

Véritioris, maintenant l'hypothèse (HU).On a:( v ) -

ft (1-P)2 Il tr F||Q] + 2p «t|c(w)|; +

(tr F) .I,e(w))

+ 2p 5iC0Hw||ÿ -

(tr ç).I«>|1

iÿn +E ( { F . w } : ( F , w } ) =
h n

+ 2§2ÿ -

ô (1-P)2 Il tr F||

- 2ftJ|F -

»ÿHo +i
2 — —2\J n

i-

ft ( 1-P) "
+ 2M ~Il tr F||

ft.,max ! ! .p} || ,!. ||
(J Il w II

I< +i

* 2P n

(4-19)
i

évidemment .

lien;; + M22 IIF II 0 II w II 1
≤

L’inégalité (4-19) devient alorse t
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*

(1-p)2
Il tr Ç||J +1'Zbjnax (1 ,p| ||Ç||0 +

I p

+ 2/J 5ÿCu - 2<5,,maxi 1 ,p} ||w||ÿ

1
t ( |f,,w* ; te,W> )

!» 2pn2/j

hn décomposons F comme suit:

1où avec tr s .= Û- —tr Çq • If, = s q =

nn obtient.

r

2ô,;max { 1 , p ||s « o + Il q ■ I II Q +

<*>.(1-Pÿ2

1fc.( i f,.w l :{in w l ) * 2//r

2/J 61C0 - 262max{l,p> ||w||*h- 1 llo +
i

+
2 /J

ô
- 2ô.,max{l,p) ||P,||y

it (!f..w } : { f,.w } ) ≥
Fi

+2/J

+ 2/J 5ICQ - 262ma*U.Pf ||w||*

et 6 tels que:
2

Un doit ctioisir 5
i

— - i/'V ina/ { 1 . p ) > U .
2/i

2/J (\U - 2P.,max( 1 , p|
il)

> U

1 . P . r
ù
16 < Up m a x { 1 , p}

V2"C„>s < 2 max{1 ,p}o

U * où ,

ô 1i (4-20)min(— ,2pCofo <
2 mav ( i ,p }

Par consequent, en posant

111



Ô

,2vC0}î (4-21)ô = 4 max {1,p}2

J
ion riura:

r 5 67rmin|i; •2'JCo'.lfÿ *

+ h 5,Co - 2

1
h ( | f. ,NK ( f , N| )

II 2/J
5 ]i<I . ,.1—,— min{ -77772p ,2pCo}

v
6

2 ârlçlo + " {,coM,

M;], min J -577 • ) [MIS≥ 5 +

LJ 'où.
2

Eti(iÇ.w| ; {Ç.W} ) 2 0 1ÿ11 ç||0 + Ml (4-22)
i

avec

6 11 (4-23)min i —ÿ ,MÜf)} ,0 2

(3 )- Finalement, pour que la condition (3-18) soit vérifiée, on
v

doit choisir ô de telle manière que:
i

1 (4-24)0 >
F

1. e :

5 111 min {-ÿ.l*Cu) > —
2

Ü’ OU.

1<S
1i

min < F7/T 'i,CJ

Har conséquent, on peut choisir
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2 (4-25)ô 1min { —,— ,/JC f'24 u

En conclusion, (H1),(H4) et la condition (3-18) sont toutes

ver î t î ees.

il existe donc une solution uniqueD’apres le lheoreme 5-4.

4/ X (/ du problème (P5) .
h h(W

(6) On peut appliquer le Théorème 3-3 sur le meme exemple.

4'..
( 1° ) Premiérement , 1 'hypothèse (H1 ) est vérifiée d'après (4-1%).

(2) Il reste â verifier 1'hypothèse (H5). On a:

6 (1-P)2lltrclÿl
•

1 +2cJ(t ,v)+ t ( ( i , v ) ; ( i , v ) ) -h
2(< (v) , t) + n

- tr T, e(v) )+ 2p || £ (v) \\20 + 2a2(T

5 - + ( 1-P) 2

Jtr T JU + 2|J ■51C0||v||= -1
2 ||v||1||.||(j + i:

24 u n

-ÿ-tr rljvl,- 262]T -

ô

iiNio + 6ic0mî
2K max { 1 ,p) + lJlMIJMIj

25s max { 1,p) jlÿ|l0l|v|| a2 II v « 1
1| c « Q

+

h
»ÿMi; + 24 ôlC0||v||ÿ1

%

24

r a
245ÿ0- [ô2 max { 1 ,p) + l] ||v||ÿfa maxjl.pf + 1 r || 2 +11 0

1s

24

et 6ÿ tels que:Ün doit choisir a
i
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!

5?max { 1,p} + 1
<ç, <

c01

Vl] (2p)6 < max 11,p) +î

î . e .

1ô2 max {1,p} + 1 < min { -JJ , 2p CQ}

n ’üa .

S? max { 1,p \ + 1••
ô > (4-26)

1î
min{ ~w ’2/J Co}

Si on prend, par exemple,

2 <$2 max { 1,p| + 1
(4-27) ',s

11
min{ -jj]- , 2p C0)

On obtiendra
P

[ô2 max {1,p} + l][lMIl + MJ]2d(t , v ) + b ( (t,v) ; {T,V}) ≥
h

U * où .

+ IMI,]22d ( x , v ) + Eh( {x,v} ; {r,v} ) ≥ 0* ||x||o (4-28)

avec

= fù max { 1 , / >} + 1 J (4-29)n

Finalement, (Hl) et (H5) sont vérifiées. D’après le Théorème

S-4 . il existe donc une solution unique (a u) e W.X 0 du
n n n n

probl ème (FS) .
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REMARQUE a-1

LJu point de vue pratique, l'approximation la plus adéquate

est celle qui permet d’obtenir plus de précision pour les valeurs
V

de h. et ce, en se basant sur une approximation linéaire ou

quadratique pour le déplacement

REMARQUE 4-2

Les exemples qui ont été construite ne satisfont’ pas le test

de consistance. Ainsi, une erreur de consistance apparaitra dans

le menbre droite de l’estimation d’erreur.

CONCLUS1ÜN GENERALE

On a présenté dans ce travail une nouvelle méthodologie de

la stabilité des méthodes mixtes des éléments finis pour la
v

resolution du problème d ’ELASTIC1TE. Cette méthodologie consiste a

mnditier la formulation variationnelle du problème considéré en'

additionnant des termes de type de pénalisation tout en gardantÿ
les mêmes espaces d’approximations, en particulier, celles qui

Galerkin. Desétaient non tiables dans le cadre de la méthode de

d’utiliser uneperme L Lentconditions sutt.isantes sur ces termes

éléments finis, etclasse plus large de méthodes mixtes des

lade plus elles sont réalisables et rétablissent la stabilité et

convergence sans toutefois dérangé la consistance .
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