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Etat  de l'art de l'optimisation  

multiobjectif 
 

 

ans ce chapitre, nous présentons les principes de base de  

l’optimisation multiobjectif . Nous donnerons aussi une 

classification des méthodes d’optimisation multiobjectif. Puis on présentera 

quelques une de ces méthodes. On finira par définir quelques métriques 

permettant l’évaluation de ces méthodes. 
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1.1 Introduction : 
 
 La naissance de l’optimisation multi-objectif remonte à un ouvrage de  W. Pareto 
1906 sur  l‘économie politique, dans lequel  l’auteur définit pour la première fois ce 
qu’est un optimum multi-objectif. 
L’application de l’optimisation multi-objectif aux problèmes d’ingénierie   remonte, 
aux, alentours de la  seconde guerre mondiale, elle est longtemps restée une science 
« anecdotique » à cause de son aspect hermétique, dû à la nécessite de maîtriser un 
bagage mathématique théorique assez important. Un changement radical est apparu 
récemment avec les métaheuristique (recuit  simule, algorithmes génétiques, etc.) qui 
sont des méthodes d’optimisation d’un abord plus facile. 
 
Deux approches de l’optimisation multiobjective   s’affrontent :  

• Résolution vectorielle du problème : on ne modifie pas l’expression du 
problème  

• Transformation du problème en un problème d’optimisation monobjectif. 
 
1.2 Définitions  et principaux concepts en optimisation Mono-objectif:  
 

1.2.1 Qu’est ce qu’un problème d’optimisation : 
 
Un problème d’optimisation se définit comme la recherche du minimum ou du 
maximum (l’optimum) d’une fonction donnée. 
 Les variables de cette fonction sont souvent contraintes d’évoluer dans une certaine 
partie de l’espace de recherche. On aura donc un problème d’optimisation sous 
contraintes. 
Mathématiquement, un  problème d’optimisation s’écrit : 
 

  Minimiser    )(xf  (fonctions à optimiser)  

  Avec            0)( ≤xg  (m contraintes 
d’inégalités) 
  Et                  )(xh =0 (p contraintes d’égalités) 
  Où                 nx ℜ∈  , mxg ℜ∈)(  et pxh ℜ∈)(  

    

1.2.2 Vocabulaire et définitions : 
 

• Fonction objectif : c’est la fonction f qu’on cherche à optimiser. 
 
• Variables de décision : elles sont regroupées dans le vecteur  x  qui 

correspond à l’ensemble des variables du problème. 
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• Minimum globale : un «  point »  x  est appelé minimum global de la 
fonction f si :           ( ) ( )xfxfxxx rrrrr

<⇒≠∀ **,  
 

• Minimum local fort : *xr est un minimum local fort de la fonction f si : 
             ( ) ( ) ( )xfxfxxxvx rrrrrr

<⇒≠∈∀ *** , , Où ( )*xv r  représente le voisinage de *xr  
 
• Minimum local faible : *xr est un minimum local faible de la fonction f si : 

( ) ( ) ( )xfxfxxxvx rrrrrr
≤⇒≠∈∀ *** ,  

 
1.2.3 Classification des problèmes d’optimisation : 

 
Cette classification se fait selon : 

• Le nombre de variable de décision : problème monovariable ou multivariables 
• Le type de la variable de décision : 

o Nombre réel continu  ⇒  problème continu 
o Nombre entier   ⇒  nombre discret 
o Permutation sur un ensemble fini de nombres ⇒ combinatoire 

 
1.3 Une hiérarchie des méthodes d’optimisation monocritères: tirée de [Collette, 02] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 SANS 
GRADIENTS 

Optimisation 

Minimisation  
d’un coût 

Identification Caractérisation Problème 
inverse 
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(Spécialisée) 
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AVEC 
GRADIENTS  
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META-HEURISTIQUE HEURISTIQUE 
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 DISTRIBUEES 
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Méthodes 
APPROCHEES 

De VOISINAGE 
Méthode 

HYBRIDE 

Fig.1.1 Classification des méthodes d’optimisation monocritères 
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1.4 L’optimisation multi-objectif : 
 
L’optimisation mono-objectif consiste à maximiser (ou minimiser) une seule fonction 
objectif par rapport à un ensemble de paramètres. Or, la plupart des problèmes 
d’optimisation réels sont décrits à l’aide de plusieurs objectifs souvent 
contradictoires devant être optimisés simultanément. La solution optimale 
correspond alors  aux meilleurs compromis possibles permettant de  résoudre le 
problème. Il  s’agit de l’optimisation muti-objectif, qui fournit aux décideurs un 
ensemble de solutions optimales dit Front de Pareto 
 
Mathématiquement, un problèmes d’optimisation multi-objectif (PMO) est décrit 
comme suit: 
 

  Minimiser    )(xf
r

 (k fonctions à optimiser)  
  Avec            0)( ≤xg  (m contraintes 
d’inégalités) 
  Et                  )(xh =0 (p contraintes d’égalités) 
  Où                 nx ℜ∈  , mxg ℜ∈)( , pxh ℜ∈)( et  

)(xf
r

kℜ∈  
    

La résolution de ce problème consiste à minimiser au mieux ces k fonctions objectif. 
Donc le but de l’optimisation multi-objectif  est de minimiser un groupe de fonctions 
objectif sans trop dégrader les valeurs des optima obtenus par rapport à ceux 
obtenus lors d’une optimisation mono-objectif effectuée objectif par objectif. 
 
Sauf mention contraire explicite, tous les énoncés et définitions seront donnés dans le 
cadre de problèmes de minimisation. En effet un problème de maximisation peut être 
aisément transformé en problème de minimisation en considérant l’équivalence 
suivante : 
 

Maximiser    ⇔)(xf r    Minimiser  - )(xf r  
 

1.4.1 Multiplicité de solutions : 
 
La résolution d’un PMO ne donne pas une solution unique mais plusieurs solutions 
possibles. Ceci est dû au fait que, souvent, les PMO, présentent des objectifs 
contradictoires (la diminution d’un objectif entraîne l’augmentation de l’autre) 
Si on prend l’exemple de dimensionnement d’une poutre devant supporter une 
charge donnée, on voudra obtenir une poutre de section la plus petite possible, 
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produisant la plus petite déformation possible, lorsque la charge repose au milieu de 
la poutre [Coello, 99] 

 
Donc la résolution d’un PMO, donne un ensemble de solutions non optimales, car 
elles ne minimisent pas toutes les fonctions objectives. Ce sont des solutions de 
compromis.  
 

1.4.2 La dominance : 
 
Comme la solution optimale est une multitude de points de nℜ , il est vital pour 
identifier ces meilleurs compromis de définir une relation d’ordre entre ces éléments. 
Dans le cas des PMO, cette relation est appelée relation de dominance. 
La relation de dominance nous permet donc de restreindre l’ensemble des solutions 
de compromis. Il existe différents types de relations de dominance [Collette, 02], qui 
permettent d’avoir suffisamment de degrés de liberté dans le choix de la relation qui 
reproduit au mieux le comportement d’un décideur. 
Mais la plus célèbre et la plus utilisée est la dominance au sens de Pareto. Elle est définit 
par : 
 
Le vecteur ur domine le vecteur vr  (on note :ur p  vr ) si : 

ü ur est au moins aussi bon que vr dans tous les objectifs, et, 
ü ur est strictement meilleur   que vr dans au moins un objectif. 

 
Afin de définir formellement la notion de dominance au sens de Pareto, les relations 
=, ≤  et < usuelles sont étendues aux vecteurs. 
 
Définition 1 Soient ur  et vr deux vecteurs de même dimension, ( ),...,, 21 muuuu =

r    et   
( ),...,, 21 mvvvv =

r  
 

ü ur = vr  ssi  }{ ii vumi =∈∀ ,,...,2,1  
ü ur ≤ vr  ssi  }{ ii vumi ≤∈∀ ,,...,2,1  
ü ur ≤ vr  ssi  ur ≤ vr    ∧     ur ≠ vr  

Les relations > et ≥  sont définies de manière analogue. 
 
On remarque que les relations qu’on vient de définir ne couvrent pas tous les cas 
possibles. Par exemple les point (ici vecteurs) ur =(3,5) et vr =(6,1) sont incomparables à 
l’aide de ces relations. Nous définissons maintenant la relation de dominance au sens 
de Pareto qui permet de comparer tous les vecteurs de décision possible. 

 
Définition 2 La dominance au sens de Pareto : Soient ur  et vr deux vecteurs de 
décision, ( ),...,, 21 muuuu =

r    et   ( ),...,, 21 mvvvv =
r , 
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ü ur  p  vr   (ur  domine vr )                                      ssi   )(uf  < )(vf  

ü ur   p  vr   (ur  domine faiblement vr )                   ssi   )(uf ≤   )(vf  
ü ur  ~ vr ( ur et vr  incomparables ou non dominés) ssi not ( )(uf ≤   )(vf ) ∧   not 

( )(vf ≤ )(uf ) 
 
Ces relations sont définies pour un problème de minimisation. 
 

  
Fig.1.2 Exemple de dominance 

 
Définition 3 L’optimalité globale au sens de Pareto : Soit F l’image de l’ensemble 
réalisable X dans l’espace des objectifs. Un vecteur de décision ur ∈X est dit Pareto 
globalement optimal si et seulement si : ¬∃ vr ∈X,  vr p ur . Dans ce cas )(uf ∈  F est 
appelé : solution efficace.  
 
Définition 4 L’optimalité locale au sens de Pareto : un vecteur de décision ur  ∈  X est 
dit Pareto localement optimal si et seulement si, pour un δ >0 fixé: ¬∃ vr ∈X, )(vf ∈  

B( )(uf ,δ ) et  vr p ur , où B( )(uf ,δ ) représente une boule de centre )(uf  et de rayon 
δ .  

                  
Fig.1.3 Optimalité Locale 
 

§ )( ii xfz rrr
= ,  

§ 1xr   domine 2xr ,  
§ 1xr  est dominé par 3xr   
§ et 1xr  est non dominé 

avec 4xr  
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Définition 5 une solution ur ∈X est dite non dominée par rapport à un ensemble Y ⊆  
X  si et seulement si : 

 ¬∃  vr ∈  Y, vr p ur  
 

Définition 6 Ensemble des solutions non dominées : L’ensemble des solutions non 
dominées de X, est défini par l’ensemble  

 ND(X)= {ur X∈  | ur  est non dominé par rapport à X} 
 

Définition 7 Front de Pareto : Soit F l’image de l’ensemble réalisable X dans l’espace 
des objectifs. Le Front de Pareto ND (F) de F est défini comme suit : 

ND (F)= { vr F∈  | ¬∃  ur  F∈ , ur < vr } 
Le Front de Pareto est aussi appelé l’ensemble des solutions efficaces ou la surface 
de compromis. 
 

                                        
Fig.1.4 Front de Pareto 
 

 
 
Algorithme d’Assignation du rang de Pareto 
 
N     : nombre de points de l’ensemble sur lequel on effectue les comparaisons 

ix  : Un individu  
t : la génération t 

),( txRang i Numéro de la surface de compromis auquel est affecté l’individu iX à la 
génération t 
 
RangCourant =  1 
m = N 
While N 0≠ do 
   For i=1 to m do 
              If  ix  est non dominé 
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   ),( txRang i = RangCourant 
  End for i 
  For i=1 to m do 
               If    ),( txRang i =RangCourant 
   Ranger ix  dans la population temporaire 
   N=N-1 
 End for i 
   RangCourant = RangCourant +1 
    m=N 
End while 
 
Définition 7  Point Idéal : les coordonnées du point idéal (pi) correspondent aux 
meilleurs valeurs de chaque objectif des points du front de Pareto. les coordonnées 
de ce point correspondent aussi aux valeurs obtenues en optimisant chaque fonction 
objectif séparément. 

 
Pii=min{ yi | yr  ∈  ND(F) }  

 

Définition 8  Point Nadir : les coordonnées du point Nadir (pn) correspondent aux 
pires valeurs de chaque objectif des points du front de Pareto.  

 
Pni=max{ yi | yr  ∈  ND(F) }  
 

 
fig.1.5 Point Nadir et point Idéal 

 
Définition 9 La connexité : un ensemble A est connexe, si et seulement si 
l’équivalence suivante est vérifiée : 
 

AyxSegmentAyAx ⊂⇔∈∧∈ ),(  
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La convexité est le premier indicateur de la difficulté du problème. Plusieurs 
méthodes d’optimisation sont incapables de résoudre d’une façon optimale des 
problèmes non convexes.  
 
1.5 Domaines d’applications : 
 
 
1.6 Les méthodes de résolution des problèmes multi-objectif : 
 
Les méthodes d’optimisation multicritères s’intéressent aux problèmes essayant 
d’optimiser simultanément plusieurs objectifs. Elles peuvent être classées selon le 
schéma suivant [TAL, 01] :  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1.6 Classification des Méthodes d’optimisation multiobjectif 
 
Selon le mode de coopération entre le solveur et le décideur, elles peuvent être 
rangées en trois familles : 
 

• Les méthodes à préférence à priori :   
 
L’utilisateur définit le compromis qu’il désire réaliser avant de lancer la méthode 
d’optimisation. On retrouve dans cette famille, toutes les méthodes agrégatives. 
 

Méthodes d’optimisation multi-objectif 

A priori Interactive A posteriori 

Algorithmes exacts 

 Branch and 
Bound 

A* 

Heuristiques 

Heuristiques 
spécifiques 

Métaheuristiques 

Recuit Simulé Algorithmes 
Génétiques 

Recherche  
Tabou 

 

Approche à base  
de  transformation 

Approches 
non-pareto 

Approches 
Pareto 

Agrégation 
 

E-contrainte 
 

Programmation 
par but 

 

Sélection 
Parallèle 

 

Sélection 
Lexicographique 
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• Les méthodes à préférence progressives :   
 
L’utilisateur  affine son choix de compromis  au fur et à mesure du déroulement de 
l’optimisation. On retrouve dans cette famille, toutes les méthodes interactives. 
 

• Les méthodes à préférence à posteriori :   
 
L’utilisateur choisit une solution de compromis parmi les solutions de la surface de 
compromis.  
 
Les algorithmes de résolutions des PMOs se répartissent en deux grandes catégories : 
 
A. LES METHODES EXACTES : 

 
  Ces méthodes permettent d’obtenir l’optimum global de manière exacte pour 
certains types de problèmes. Elles sont efficaces seulement lorsque le PMO à 
résoudre est bi-objectif  et l’espace de recherche est de petite taille. 

 
B. LES HEURISTIQUES : 

 
a. Heuristiques spécifiques : 

 
Elles sont dédiées à la résolution d’un PMO spécifique et ne fonctionnent que sur ce 
type de problèmes. 
 

b. Métaheuristiques : 
 
Elles sont fondées sur une idée générale. Et peuvent s’adapter à n’importe quel type 
de problème et donner de bons résultats. On trouve dans cette classe les algorithmes 
génétiques, la recherche tabou, le recuit simulé,… 
 
Les métaheuristiques résolvant les PMO peuvent être classées en trois approches : 
 

b.1  Transformation des PMO en uni-objectif : 
 

b.1.1 Méthodes d’agrégation : 
 

Les méthodes agrégatives  fusionnent les différentes fonctions objectives pour se 
ramener à un problème d’optimisation mono-objectif. 
 
Parmi ces méthodes on trouve La méthode de pondération des fonctions objectif 
[Coello, 98], qui est la plus simple des méthodes d’optimisation multi-objectif. Elle 
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est d’ailleurs appelée « l’approche naïve ». La transformation que l’on effectue est la 
suivante :  
 

Minimiser )(xf
r

                   minimiser  )(.
1

xf
k

i
ii

r∑
=

ω  

   ⇒  

   Avec    rSx∈   Avec    rSx∈ , 0≥iω et 1
1

=∑
=

k

i
iω  

 
Où  rS    représente le domaine réalisable. 
On peut définir des préférences vis à vis de certaines fonctions objectives en jouant 
sur les coefficients de pondération. 
 
Discussion : 
Cette méthode est très efficace point de vue algorithmique, mais elle ne permet pas 
de trouver les solutions enfermées dans des concavités. 

 
b.1.2 Méthode ε-contrainte : 

 
Ce n’est pas une méthode d’agrégation des fonctions objectives. Elle est aussi dite 
méthode du compromis [Miettinen, 99]. Elle transforme un PMO en un  problème 
d’optimisation mono-objectif de la façon suivante : 

• Choisir un objectif à optimiser prioritairement, 
• Choisir un vecteur de contraintes initiales ( εr  ), 
• transformer le problème en gardant l’objectif prioritaire et en transformant les 

autres objectifs en contraintes d’inégalités comme suit : 

                
 

Discussion : 
Cette méthode présente plusieurs inconvénients à savoir : 

• la formulation des préférences utilisateur est délicate et nécessite une 
connaissance approfondie du problème de départ. 

• Les contraintes rajoutées compliquent la résolution du problème. 
 

b.1.3 Programmation par but : 
 

On définit un ensemble de buts  qu’on espère atteindre pour chaque fonction objectif.  
L’algorithme tente de minimiser l’écart entre la solution courante et ses buts. 
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Discussion : 
Cette méthode est efficace et facile à implémenter mais la définition des buts à 
atteindre est souvent coûteuse. Pour plus de détails, voir [Miettinen, 99], [Coello, 98]. 

 
b.2   Approches non Pareto : 

 
Ces approches traitent séparément les différents objectifs, elles sont sensibles au 
paysage du front de Pareto (convexité, continuité,…). Elles sont efficaces et faciles à 
implémenter seulement pour les PMO avec un nombre réduit d’objectifs. 
 
 b.2.1 Vector Evaluated Genetic Algorithm  (V.E.G.A) : 

 
Cette méthode est décrite dans [Coello, 98] et [Deb, 99]. elle opère comme suit : 
Etape 1 :   Itération i. initialisation d’une population de taille N. 
Etape 2 : Création de k groupes composé chacun de N/k individus. K étant le nombre 

de fonctions objectif. 
Etape 3 :  Calcul  des efficacité. 

Mélange des individus. 
Etape 4 : on applique l’algorithme génétique classique (croisement –mutation- 

sélection) puis on passe à l’itération i+1 
 
Discussion : 
Le danger de cette méthode est d’obtenir,  en fin d’optimisation, une population 
d’individus moyens dans tous les objectifs. 

 
b.2.2 L’ordonnancement lexicographique : 

 
C’est une méthode très intuitive qui consiste à considérer les fonctions objectif les 
unes après les autres et à minimiser à chaque fois un problème  mono-objectif, en 
complétant au fur et à mesure l’ensemble des contraintes [Coello, 98]. 
Cette méthode procède en k étapes : 
§ Etape 1 :  

Minimiser  )(1 xf r  
                 Avec        x ∈ Sr   

 
on note *

1f  la solution  de ce problème. 
 
§ Etape2 :  

Minimiser   )(2 xf r  
 )(1 xf r =  *

1f   
Avec        x ∈ Sr   
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 On note *

2f  la solution  de ce problème. 
 

… 
§ Etape k :  

Minimiser   )(xfk
r  

      )(1 xf r  = *
1f , )(2 xf r  = *

2f , …, )(1 xfk
r

−  = *
1−kf  

                Avec        x ∈ Sr   
 

Discussion : 
L’inconvénient majeur de cette méthode est qu’elle requiert un choix de la séquence 
des objectifs à minimiser. Deux choix différents génèrent deux solutions distinctes. 

 
b.3    Approches Pareto : 
 

Ces approches utilisent la notion de dominance lors de la sélection des solutions. 
Elles sont capables de générer des solutions Pareto situées dans des concavités. 
Historiquement, on peut considérer l’existence de deux générations des MOEAs. 
 
La première génération des approches Pareto est caractérisée par l’utilisation : 
§ d’un mécanisme de sélection Pareto. En effet la relation de dominance permet 

d’affecter des rangs aux individus de la population, ce qui fait apparaître la 
notion de front. C’est la technique de ranking [Goldberg, 89].  

§ du sharing (niching) qui consiste à pénaliser la valeur d’adaptation en fonction du 
nombre d’individus au voisinage du regroupement cette technique introduite 
dans [Goldberg, 87] est largement utilisée maintenant. 

 
Les algorithmes correspondants sont relativement simples. Parmi les approches les 
plus représentatives de cette génération  on peut citer : 
 
§ Multi-Objective Genetic Algorithm (M.O.G.A) 
§ N.S.G.A (Non dominated Sorting Genetic Algorithm) 
§ N.P.G.A (Niched-Pareto Genetic Algorithm) 
 
Après environs dix années de succès, cette génération devient dépassée. La deuxième 
génération des approches Pareto est maintenant considérée comme l’état d’art de 
l’optimisation multi-objectif. Ce sont en général des approches élitistes manipulant 
une population secondaire externe. Parmi les approches les plus représentatives de 
cette génération on peut citer : 

 
§ SPEA et SPEA2 ( Strength Pareto Evolutionary Algorithm) 
§ NSGA-II (Non dominated Sorting Genetic Algorithm) 
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§ PAES ( The Pareto Archived Evolution Strategy) 
§ PESA et PESA II ( The Pareto Envelope-based Selection Algorithm) 
§ MOMGA et MOMGA II ( Multi-objective Messy Genetic Algorithm) 
§ MicroGA pour l’Optimisation multi-objectif. 

 
Comme les métaheuristiques ont permis la réalisation de méthodes de résolutions 
très performantes, On a préféré les  aborder avec un peu plus de détails dans la 
section qui suit.. 
 
1.7 Les Métaheuristiques et l’optimisation multi-objectif : 
 
Les métaheuristiques sont des méthodes générales de recherche dédiées aux 
problèmes d’optimisation difficile. Elles reprennent des idées que l’on trouve parfois 
dans la vie courante. Les principales heuristiques sont : le recuit simulé, la recherche 
tabou et les algorithmes génétiques. 
Les métaheuristiques se répartissent en trois familles : 
 

• Les méthodes déterministes de recherche d’optimum local : 
Ces méthodes convergent rapidement, mais, la plus part du temps, elles se 
contentent de trouver l’optimum local. 

 
• Les méthodes déterministes de recherche d’optimum global: 

Ces méthodes permettent de trouver un optimum global et ne reposent pas sur un 
processus stochastique. 
 

• Les méthodes stochastiques de recherche d’optimum global: 
Ces méthodes reposent sur un processus stochastique pour la recherche de 
l’optimum global. Elles sont moins rapides que les méthodes déterministes mais elles 
peuvent trouver un optimum global difficile à atteindre. 

 
Dans la suite, on ne s’intéressera qu’à cette catégorie de méthodes. 

 
1.7.1 Le recuit simulé : 

 
Le recuit simulé trouve ses origines dans la thermodynamique. Cette méthode est 
issue d’une analogie entre le phénomène physique de refroidissement lent d’un corps 
en fusion, qui  le conduit à un état solide, de basse énergie. Il faut abaisser la 
température pour que le corps atteigne l’équilibre thermodynamique. 

Ce processus métallurgique a été transposé à l’optimisation et a donné une méthode 
simple et efficace. 
 
Algorithme recuit simulé 
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Init T     (température initiale) 

Init x     (point de départ choisi au hasard) 

Init ∆t     (température minimale) 

While ( not(end))           ( s’arrêter si température atteint un seuil minimal) 

 Y = voisin (x) 

 ∆c=c(y) –c(x) 

if         ∆c < 0 then  y = x  ( y: nouveau point de départ ) 

else    if alea (0,1) < e -∆c/T  then  y =x ( avec une probabilité =   e -∆c/T) 

T = α(T)  (diminuer la température par palier) 

If   T < ∆t  then  end (while) 

Repeat (while) 

 

Pour appliquer le recuit simulé  aux MOPs, il suffit de déterminer comment calculer 
la probabilité d’acceptation d’un individu xr . La première version du recuit simulé 
multiobjectif a été proposée par  Serafini [Serafini, 92] qui a proposé un ensemble de 
règles d’acceptation. Dans le cas multiobjectif, trois situations peuvent apparaître en 
comparant la nouvelle solution 'xr  avec la solution courante xr  : 
§ 'xr  domine xr  
§ 'xr  est dominé par xr  
§ 'xr  et xr  sont non dominées 

Dans le premier cas la probabilité d'acceptation est naturellement égale à un, dans le 
second cas elle est inférieure à un, mais elle reste indéfinie (inconnue) dans le 
troisième cas. Actuellement, il existe plusieurs versions du recuit simulé 
multiobjectif. Parmi lesquels, on va présenter les méthodes MOGA et  PASA. 
 

1.7.1.1 La méthode M.O.S.A : (Multiple Objective Simulated 
Annealing ) 

 
Cette méthode a été proposée dans [Ulungu , 99]. Elle utilise le recuit simulé pour 
rechercher la surface de compromis. 
On commence par définir une suite de fonctions donnant la probabilité d’acceptation 
d’une mauvaise solution, pour chaque fonction objectif : 
 
  exp (- ∆ f k  / T n )   si   ∆ f k  > 0 
 Πk =     
   1   si   ∆ f k  ≤ 0 
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          Avec 
).()( nkkk xfyff rr

−=∆  
Tn    :   la température du recuit simulé à l’itération n, 
f k    :   kième fonction objectif, 

nxr  :    Solution obtenue à l’itération n, 

nyr  :   Point considéré lors de l’itération. 
                   
 
Ensuite on agrège ces probabilités. Il existe plusieurs possibilités d’agrégations : 
 

• Produit des probabilités : 
 

k

N

t
tt λπλπ )(),(

1
∏

=

=  

                
          où λk correspond à un coefficient de pondération relatif à la kième fonction 
objectif    

 
• La plus petite probabilité : 

 

                             
 
On agrège, maintenant, les fonctions objectif de la façon suivante : 
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et )()()( 1 xfxfxf eqneqeq

rrr
−=∆ +  

Si    0≤∆ eqf   alors    yxn
rr

=+1  
Si    0>∆ eqf   alors    yxn

rr
=+1   avec la probabilité p et  =+1nxr  nxr  avec la probabilité (1-

p) 
 
Cette méthode diffère de la méthode de pondération des fonctions objectif couplée à 
un recuit simulé par la formule de calcul de la probabilité d’acceptation. 
C’est cette agrégation de probabilités individuelles qui a rendu le recuit simulé plus 
adapté à l’optimisation multi-objectif. 
 
Discussion : 
Le couplage de la méthode de pondération des objectifs avec le recuit simulé a 
surmonté les limitations de la méthode. 
Des travaux on montré que cette nouvelle méthode est plus efficace que la méthode 
d’origine. 
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L’effet stochastique a permis d’explorer des zones qui étaient auparavant 
inaccessibles (concavité) 

 
1.7.1.2  La méthode P.A.S.A : (Pareto Archived Simulated Annealing) 

 
Cette méthode, dévelopée à EDF [Engrand , 98], utilise une agrégation des fonctions 
objectif couplée avec un système d’archivage de solutions non dominées. 
On suppose que les fonctions objectif sont positives. On les agrège de la façon 
suivante : 
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n

i
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rr ∑
=

=  

  

On  calcule      ))(/)'(()()'()(
1

xfxfLnxGxGG i

n

i
i

rrrr ∑
=

=−=∆                                           

On  définit la probabilité d’acceptation p :    TGep /∆−=  
 
Algorithme de la méthode P.A.S.A 
 

1. Choix de P0, une population d’archive initiale, éventuellement réduite à un 
seul élément x0, et choix de Tq initiale. 

2. Soit  nx'r  un voisin de nxr , 
3. calcul de  )'( nxG r   et  )()'()( xGxGG rr

−=∆  
4. si  ∆G < 0 alors 1+nxr   = nx'r      avec la probabilité  p 
5. si  ∆G > 0 alors soit qTGep /∆−=  

1+nxr   = nx'r  avec la probabilité p 

1+nxr   = nxr  avec la probabilité (1-p) 
 

6. si on sort de la boucle interne (rechercher un autre voisin de nxr   ), alors  
Tq+1  =  α .Tq     avec  α < 1 
 

7. Principe de non-dominance pour l’archivage de 1+nxr  
• si   1+nxr domine  une des solutions archivées pyr  , 1+nxr  remplace pyr    dans 

la population archivées ; 
• Si  1+nxr   est dominé par au moins une des solutions archivées, alors on 

ne l’archive pas ; 
• Si 1+nxr   n’est pas dominé par la population archivée alors on l’ajoute à la 

population archivée, et on retire de celle-ci les solutions dominées par  
1+nxr  . 
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8. return to base : lorsque c’est nécessaire, pour que la recherche se fasse dans 
toute la surface de compromis, 1+nxr   = iyr ( i choisit  aléatoirement dans la 
population archivée ) 

9. si ( non convergence) alors retour en 2. 
 

 
Discussion : 
Dans cette méthode, la population initiale P0 peut être issue d’une première 
optimisation multiobjectif. Ceci améliorera la qualité des résultats obtenus. 
On peut aussi inclure un « savoir ingénieur » pour la gestion de l’archive. 
Malheureusement, cette méthode ne supporte que les valeurs positives de fonctions 
objectives. 
 

1.7.2 La recherche Tabou : 
 
La recherche Tabou est une métaheuristique  développée par Glover ([Glover ,86], 
[Glover ,90], [Glover, 97]). Elle est basée sur des idées simples, mais elle est 
néanmoins très efficace. Elle combine une procédure de recherche locale avec un 
certain nombre de règles et de mécanismes pour surmonter l’obstacle des optima 
locaux, tout en évitant de cycler. Elle a été appliquée avec succès pour résoudre de 
nombreux problèmes difficiles d’optimisation combinatoire. 
Le principe de la méthode Tabou est simple : On part d’une solution initiale x, puis 
on cherche le meilleur voisin s(x) dans le voisinage de x [s(x)], l’originalité de la 
méthode réside dans le fait que l’on retient le meilleur voisin de x même si celui-ci est 
plus mauvais que x. 
Ce critère autorisant les dégradations de la fonction objectif évite à l’algorithme 
d’être piégé dans un minimum local, mais il induit un risque de cyclage. Pour régler 
ce problème, l’algorithme mémorise la liste des transformations interdites (telle que 
de s(x) à x) dans la liste Tabou interdisant la transformation inverse d’une 
transformation faite récemment. 
 
Algorithme Recherche Tabou 
 
Init L = φ  (liste des points tabous) 
Init x (point de départ) 
Init kfin (nb d’itérations max total) 
Init k = 0 et l = 0 
While (not(end)) 
 y = voisinage(x) – L (on prend un voisinage sans points tabous) 
 ∆C = C(y) – C(x) 
 x =  y avec y ∈ voisinage(x) – L tel que min C(y) – C(x) 
 L = L + {x} 
 k = k + 1 
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 Update L (on retire des mouvements tabou de L suivant des critères d’aspiration) 
 If  k = kfin then end (while) 
Repeat 
  
 
Plusieurs versions multiobjectif de la méthode Tabou ont été proposées 
([Gandibleux, 97],  [Hansen, 98], [Benabdel, 97], [Barichard, 03]) 
 

1.7.3 Les algorithmes génétiques : 
 
Les algorithmes génétiques s’inspirent du fonctionnement de l’évolution naturelle, 
notamment la sélection de Darwin et la procréation selon les règles de Mendel 
[Goldberg, 94]. 
La sélection naturelle favorise les individus d’une population qui sont le mieux 
adaptés à un environnement. La sélection est suivie de la procréation, réalisé à l’aide 
de croisement et de mutation au niveau du patrimoine génétique des individus («  
génotype »). Ainsi deux individus parents, qui se croisent, transmettent une partie de 
leur patrimoine génétique à leurs descendants. 
Le génotype de l’enfant fait que celui-ci est plus au mois adapté à l’environnement. 
S’il  est bien adapté, il a une grande chance de procréer dans la génération future. 
 

• Vocabulaire utilisé : 
 
~ Génotype ou chromosome: individu 
 
~ Individu : codage sous forme de gènes d’une solution potentielle à un problème 

d’optimisation. 
 
~ Gène : un chromosome est composé de gènes. Dans le codage binaire, un gène 

vaut 0 ou 1 
 
~ Phénotype : c’est la valeur de la solution représentée par un génotype. 
 
~ Efficacité ou adaptation:correspond à la performance d’un individu dans la 

résolution d’un problème donné. Par exemple, si l’on considère un problème de 
maximisation d’une fonction f, l’efficacité de l’individu croîtra avec sa capacité à 
maximiser cette fonction. 

  
F(x) 10 20 5 
Efficacité 2 4 1 
Individu  1 2 3 

Fig.1.7 Calcul de l’efficacité d’un individu 
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• Principe des algorithmes génétiques : 
 
On démarre avec une population initiale. Apres avoir déterminé l’efficacité de 
chacun de ses individus, on opère une reproduction. On copie les individus 
proportionnellement à leur efficacité. Par exemple, l’individu 2 de l’exemple 
précédent est recopié quatre fois. On va sélectionner les individus suivant leur 
efficacités, puis les fusionner avec d’autres individus choisis aléatoirement. Cette 
opération s’appelle « croisement » et consiste à : 

o Sélectionner aléatoirement une position de croisement 
o A cette position, on sépare le codage puis on échange les 

morceaux de droite entre les deux individus. 
Exemple de croisement : 
 
Individu 1 : 

0 1 1 1 0 
 
Individu 2 : 

0 0 0 1 1 
 
Position de croisement  = 3 
 
Résultat :  

0 1 1 1 1 
 

0 0 0 1 0 
 
Apres cette opération de croisement, la population est diversifiée, on sélectionne, au 
hasard, un certain nombre d’individus auxquels on applique des mutations. La 
« mutation » consiste à inverser un des gènes de l’individu. 
Exemple de mutation : 
 
Individu : 

0 0 0 1 1 
 
 

0 0 1 1 1 
 
 

      Algorithme génétique 
 

Initialisation de la population 
Evaluation des fonctions objectif 
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Calcul de l’efficacité 
For i= 1 to MaxIter 

  %Sélection aléatoire, 
 Sélection proportionnelle à l’efficacité 

Croisement 
Mutation 
Evaluation des fonctions objectif 
Calcul de l’efficacité 
%Fusion des populations 

 End For 
 
 

1.7.3.1 L’optimisation multiobjectif  et les algorithmes génétiques : 
 
Les algorithmes génétiques sont très bien adaptés au traitement d’un problème 
d’optimisation multi-objectif. 
Le schéma de fonctionnement d’un algorithme génétique pour la résolution d’un 
problème d’optimisation monobjectif est le suivant : 
 
    boucle 
 

ÅàÇàÉàÑàÇàÖ 
 
Å : initialisation de la population 
Ç : évaluation de l’efficacité des individus de la population 
É : croisement 
Ñ : mutation 
Ö : sélection 
 
le schéma de fonctionnement d’un algorithme génétique pour la résolution d’un 
PMO est le suivant : 
         boucle 
 

Åà2aà2bàÉàÑà2aà2bàÖ 
 
 Å : initialisation de la population 
2a : évaluation de l’efficacité des individus de la population 
2b :transfert vecteur /efficacité 
É : croisement 
Ñ : mutation 
Ö : sélection 
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la plupart des algorithmes utilisent la distance de « Hamming » pour caractériser la 
différence entre deux individus. Cette distance est calculée de la façon suivante : 
chaque différence entre les gènes compte pour plus un (+1). 
 

a. La méthode  M.O.G.A:( Multiple Objective Genetic Algorithm) 
 

Cette méthode est présentée dans [Deb, 99] et [Fonseca, 93]. Elle utilise la relation de 
dominance de Pareto pour calculer l’efficacité des individus. 
Le rang d’un individu xi à la génération t est donné par : 
 
  Rang(xi , t) = 1+ pi(t)  

 

Où  pi(t)  est le nombre d’individu qui dominent xi à la génération t. 
 
Pour calculer l’efficacité des individus, on suit les étapes suivantes : 
 

1. classer les individus en fonction de leur rang. 
 
2. affecter une efficacité à un individu en interpolant à partir du meilleur rang au 

plus mauvais. 
 

 
  Algorithme M.O.G.A 

 
   Initialisation de la population 

Evaluation des fonctions objectif 
Assignation d’un rang basé sur la dominance 
Assignation d’une efficacité à partir du rang 
For i=1 to maxG 
 Sélection aléatoire proportionnelle à l’efficacité 
 Croisement 

Mutation 
Evaluation des fonctions objectif 
Assignation d’un rang basé sur la dominance 
Assignation d’une efficacité à partir du rang 

Endfor 
 
Discussion : 
Cette méthode ne permet pas, dans certain cas, d’obtenir une diversité dans la 
représentation des solutions. 
 

b. La méthode N.S.G.A:(Non dominated Sorting Genetic Algorithm) 
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Cette méthode reprend les grandes lignes de la méthode MOGA. La différence 
principale intervient dans l’efficacité d’un individu [Srinivas , 93]. 
Dans un premier temps, on affecte à chaque individu un rang de Pareto. Tous les 
individus de même rang sont classés dans une catégorie. Chaque catégorie aura une 
efficacité inversement proportionnelle à son rang. 
Pour maintenir la diversité de la population, on va partager la valeur de l’efficacité 
d’une catégorie entre ses individus de la façon suivante : 
 

• On calcule, pour chaque individu, le compte de ses voisins 
 

∑
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avec    K :nombre d’individus de la catégorie. 
σshare : permet de définir une zone d’influence pour le calcul de 
l’efficacité de           
           l’individu 
 

• L’efficacité fi de l’individu i est donnée par :  
i

i m
Ff =  

 
 
Discussion : 
C’est une méthode efficace, qui permet d’obtenir une diversité dans la représentation 
des solutions, mais elle reste très sensible au choix du diamètre de la niche σshare . 
Récemment une version améliorée de NSGA appelée NSGA-II est apparue [Deb, 00]. 
 

c. La méthode SPEA : ( Strength Pareto Evolutionary Algorithm) 
 
La méthode SPEA implémentée par Zitzler et Thiele [Zitzler, 98] est l’illustration 
même d’un algorithme évolutionnaire élitiste. SPEA maintient un archive externe 
contenant les meilleurs front de compromis rencontré durant la recherche. 
 
Algorithme SPEA 
 
Initialiser la population 0P  et créer l’archive externe vide φ=P  
Mise à jour de P à partir des individus non dominés de 0P  
Tant que critère- d’arrêt- non- rencontré faire 

• Calcul de la valeur d’adaptation pour tous les individus de PP +  
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• Sélection dans PPt + en fonction de la valeur d’adaptation  
• Croisement 
• Mutation 
• Mise à jour de P  à partir des individus non dominés de P  

FinTant que 
 
Récemment une version améliorée de SPEA appelée SPEA-2 est apparue [Eckart, 01]. 
 

d. La méthode  PAES: ( The Pareto Archived Evolution Strategy) 
 

La méthode PAES a été introduite par Knowles and Corne [Know, 99]. Elle utilise 
une stratégie évolutionnaire  simple de recherche locale. elle maintient un archive 
externe des solutions non dominées pour assurer une diversité dans les solutions 
trouvées 
 

e. La méthode PESA : ( The Pareto Envelope-based Selection 
Algorithm) 

 
La méthode PESA a été proposée par Corne et al (2000). Elle utilise une population 
interne de taille réduite et une population externe de taille considérable.  
 

f. La méthode MOMGA: ( Multi-objective Messy Genetic Algorithm) 
 

Cette méthode a été proposée par Van Veldhuizen and Lamont (2000).  
 

1.7.4 les méthodes hybrides : 
 

Afin d’améliorer les performances d’un algorithme, on essaye de le combiner avec 
une autre méthode [TAL, 00]. Ce principe général appelé hybridation, peut 
s’appliquer à plusieurs méthodes. Un cas particulier de l’hybridation entre deux 
méthodes consiste à combiner un algorithme génétique avec une méthode de 
recherche locale. Dans une telle hybridation on substitue souvent la mutation par 
une méthode de recherche locale. Dans le cas des PMOs, on peut citer les méthodes 
hybrides suivantes : 
§ la méthode MOTS [Hansen, 97 ; Gandibleux , 97] combinant une population 

et une recherche Tabou, 
§ La méthode PSA [Czyzak, 98] combinant un algorithme génétique et le recuit 

simulé, 
§ La méthode M-PAES [Corne, 00] intégrant un schéma généralisant 

l’implémentation d’un grand nombre d’algorithmes hybrides pour 
l’optimisation multiobjectif. 
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1.7.5 Autres métaheuristiques : 

 
D’autres Métaheuristiques ont été adapté au cas multiobjectif et ont prouvé leur 
succès.  
§ Les colonies de fourmis  [Mariano, 99], [Iredi , 2001], … 
 
§ L’Optimisation par essaim de particules : [Moore and Champman, 1999], [Ray 

and Liew, 2002], [Coello and Lechuga, 2002], … 
 
§ Les réseaux de neurones artificiels : [Yoo and Hajela, 1999], [Kurapati and 

Azarm,2000], [Cui et al., 2001], [Coello and Cruz, 2002] 
 

 
§ Les algorithmes culturelles :[Coello and Landa, 2003] 

  
1.8 Evaluation des méthodes d’optimisation multi-objectif: 

 
Vu le nombre important des méthodes d’optimisation multiobjectif, il devient 
indispensable de disposer des outils nécessaires pour leur comparaison. L’évaluation 
des surfaces de compromis est un problème délicat qui oblige à utiliser plusieurs 
mesures différentes, car il est impossible de représenter par une unique valeur réelle 
la qualité des solutions, la taille du front, la répartition des solutions sur le front, …. 
Parmi les métriques les plus utilisées, on trouve : 

 
1.8.1 l’hypervolume et le rapport d’hypervolume: 

 
Cette métrique a été définie dans [Zitzler, 99], elle permet de mesurer le volume 
compris sous la courbe formée par les points de l’ensemble à évoluer. Ainsi, dans le 
cas d’un problème bi-objectif, on parle d’hypersurface et non d’hyparvolume. 









∈= AvaH i
i

i /U , 

Où  ia  désigne le volume occupé par la  solution iv .  
On définit aussi un rapport d’hypervolume : 

A

S

H
H

RS =  

Où SH  est le volume occupé par l’ensemble des solutions non dominées actuel et AH  
est le volume occupé par l’ensemble des solutions non dominées théorique. 
 
Plus la valeur de cette métrique est proche de 1, meilleure est la surface de 
compromis. 
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1.8.2 la métrique C : 
 

Cette métrique a été introduite par Zitzler [Zitzler, 99]. Soient A et B deux surfaces de 
compromis, la fonction C suivante transforme les deux surfaces de compromis A et B 
en un nombre réel compris entre 0 et 1. 
C’est une métrique relative qui permet de comparer deux surfaces de compromis A 
et B 
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Ainsi, la valeur C(A,B) =1 signifie que tous les points de B sont dominés ou  égaux à 
ceux de  A. et la valeur C(A,B) =0 signifie qu’aucun point de B n’est dominé par un 
point de A. 
La mesure C n’étant pas symétrique, il est nécessaire de considérer les deux valeurs 
C(A,B) et C(B,A) pour obtenir une mesure plus fiable des deux surfaces de 
compromis A et B à comparer. 
 

1.8.3 la métrique d’espacement : 
 
Cette métrique a été introduite par Schott [Schott, 95]. Elle permet de mesurer 
l’uniformité de la répartition des points sur la surface de compromis. Soit A 
l’ensemble de n solutions non dominées, alors S(A) est définie par : 
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   m : nombre de fonctions objectif 
  d  : moyenne de tous les id  
 
Plus le résultat de la mesure est proche de 1, meilleure est la répartition des points 
sur la surface de compromis. 
 
Nous avons présenté quelques métriques parmi les plus utilisées aujourd’hui, le 
lecteur est invité à consulter [Collette, 02] pour une présentation d’une variété de 
métriques. 
 
1.9 Conclusion : 
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Nous avons présenté dans ce chapitre les concepts de bases de l’optimisation 
multiobjective, puis une classification des méthodes correspondantes. Les approches 
agrégatives ainsi que les approches non Pareto semblent peu efficaces, car elles sont 
très sensibles à la forme du front de Pareto (concavité, non uniformité,…). Par contre 
les méthodes Pareto issues des métaheuristiques pour l’optimisation multiobjective 
semblent bien se prêter à ce type de problèmes. Elles ont prouvées leur efficacité 
pour un grand nombre de problèmes même ceux ayant des fronts de Pareto non 
convexes et non uniformes. Nous avons aussi présenter trois parmi les métriques les 
plus utilisées pour mesurer la qualité de l’ensemble des solutions non dominées 
trouvées.  
L’informatique quantique est une nouvelle science caractérisée par un parallélisme 
massive et une grande diversité dans la représentation des solutions. Comme cette 
diversité est un atout important pour une méthode d’optimisation. On a choisit 
d’incorporer les concepts quantique au niveau d’un algorithme génétique 
multiobjectif pour au chapitre ** donner une nouvelle approche Pareto issue des 
métaheuristiques multiobjective basée sur les principes de l’informatique quantique.  
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1.1 Introduction : 
 
 La naissance de l’optimisation multi-objectif remonte à un ouvrage de  W. Pareto 1906 sur  
l‘économie politique, dans lequel  l’auteur définit pour la première fois ce qu’est un optimum 
multi-objectif. 
L’application de l’optimisation multi-objectif aux problèmes d’ingénierie   remonte, aux, 
alentours de la  seconde guerre mondiale, elle est longtemps restée une science 
« anecdotique » à cause de son aspect hermétique, dû à la nécessite de maîtriser un bagage 
mathématique théorique assez important. Un changement radical est apparu récemment avec 
les métaheuristique (recuit  simule, algorithmes génétiques, etc.) qui sont des méthodes 
d’optimisation d’un abord plus facile. 
 
Deux approches de l’optimisation multiobjective   s’affrontent :  

• Résolution vectorielle du problème : on ne modifie pas l’expression du problème  
• Transformation du problème en un problème d’optimisation monobjectif. 

 
1.2 Définitions  et principaux concepts en optimisation Mono-objectif:  
 

1.2.1 Qu’est ce qu’un problème d’optimisation : 
 
Un problème d’optimisation se définit comme la recherche du minimum ou du maximum 
(l’optimum) d’une fonction donnée. 
 Les variables de cette fonction sont souvent contraintes d’évoluer dans une certaine partie de 
l’espace de recherche. On aura donc un problème d’optimisation sous contraintes. 
Mathématiquement, un  problème d’optimisation s’écrit : 
 

  Minimiser    )(xf  (fonctions à optimiser)  

  Avec            0)( ≤xg  (m contraintes d’inégalités) 

  Et                  )(xh =0 (p contraintes d’égalités) 

  Où                 nx ℜ∈  , mxg ℜ∈)(  et pxh ℜ∈)(  
    

1.2.2 Vocabulaire et définitions : 
 

• Fonction objectif : c’est la fonction f qu’on cherche à optimiser. 
 
• Variables de décision : elles sont regroupées dans le vecteur  x  qui correspond à 

l’ensemble des variables du problème. 
 

• Minimum globale : un «  point »  x  est appelé minimum global de la fonction f 
si :           ( ) ( )xfxfxxx rrrrr

<⇒≠∀ **,  
 

• Minimum local fort : *xr est un minimum local fort de la fonction f si : 
             ( ) ( ) ( )xfxfxxxvx rrrrrr

<⇒≠∈∀ *** , , Où ( )*xv r  représente le voisinage de *xr  
 
• Minimum local faible : *xr est un minimum local faible de la fonction f si : 

( ) ( ) ( )xfxfxxxvx rrrrrr
≤⇒≠∈∀ *** ,  
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1.2.3 Classification des problèmes d’optimisation : 
 

Cette classification se fait selon : 
• Le nombre de variable de décision : problème monovariable ou multivariables 
• Le type de la variable de décision : 

o Nombre réel continu  ⇒  problème continu 
o Nombre entier   ⇒  nombre discret 
o Permutation sur un ensemble fini de nombres ⇒ combinatoire 

 
1.3 Une hiérarchie des méthodes d’optimisation : tirée de [Collette, 02] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1.4 L’optimisation multi-objectif : 
 
 
L’optimisation mono-objectif consiste à maximiser (ou minimiser) une seule fonction objectif 
par rapport à un ensemble de paramètres. Or, la plupart des problèmes d’optimisation réels 
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sont décrits à l’aide de plusieurs objectifs souvent contradictoires devant être optimisés 
simultanément. La solution optimale correspond alors  aux meilleurs compromis possibles 
permettant de  résoudre le problème. Il  s’agit de l’optimisation muti-objectif, qui fournit aux 
décideurs un ensemble de solutions optimales dit Front de Pareto 
 
Mathématiquement, un problèmes d’optimisation multi-objectif (PMO) est décrit comme suit: 
 

  Minimiser    )(xf
r

 (k fonctions à optimiser)  

  Avec            0)( ≤xg  (m contraintes d’inégalités) 

  Et                  )(xh =0 (p contraintes d’égalités) 

  Où                 nx ℜ∈  , mxg ℜ∈)( , pxh ℜ∈)( et  )(xf
r

kℜ∈  
    

La résolution de ce problème consiste à minimiser au mieux ces k fonctions objectif. Donc le 
but de l’optimisation multi-objectif  est de minimiser un groupe de fonctions objectif sans trop 
dégrader les valeurs des optima obtenus par rapport à ceux obtenus lors d’une optimisation 
mono-objectif effectuée objectif par objectif. 
 
Sauf mention contraire explicite, tous les énoncés et définitions seront donnés dans le cadre de 
problèmes de minimisation. En effet un problème de maximisation peut être aisément 
transformé en problème de minimisation en considérant l’équivalence suivante : 
 

Maximiser    ⇔)(xf r
   Minimiser  - )(xf r

 
 

1.4.1 Multiplicité de solutions : 
 
La résolution d’un PMO ne donne pas une solution unique mais plusieurs solutions possibles. 
Ceci est dû au fait que, souvent, les PMO, présentent des objectifs contradictoires (la 
diminution d’un objectif entraîne l’augmentation de l’autre) 
Si on prend l’exemple de dimensionnement d’une poutre devant supporter une charge donnée, 
on voudra obtenir une poutre de section la plus petite possible, produisant la plus petite 
déformation possible, lorsque la charge repose au milieu de la poutre [Coello, 99] 

 
Donc la résolution d’un PMO, donne un ensemble de solutions non optimales, car elles ne 
minimisent pas toutes les fonctions objectives. Ce sont des solutions de compromis.  
 

1.4.2 La dominance : 
 
Comme la solution optimale est une multitude de points de nℜ , il est vital pour identifier ces 
meilleurs compromis de définir une relation d’ordre entre ces éléments. Dans le cas des PMO, 
cette relation est appelée relation de dominance. 
La relation de dominance nous permet donc de restreindre l’ensemble des solutions de 
compromis. Il existe différents types de relations de dominance [Collette, 02], qui permettent 
d’avoir suffisamment de degrés de liberté dans le choix de la relation qui reproduit au mieux 
le comportement d’un décideur. 
Mais la plus célèbre et la plus utilisée est la dominance au sens de Pareto. Elle est définit 
par : 
 
Le vecteur ur domine le vecteur vr  (on note :ur p  vr ) si : 

ü ur est au moins aussi bon que vr dans tous les objectifs, et, 



Chapitre 1 L’optimisation multiobjectif 

Page 4/27  
 

ü ur est strictement meilleur   que vr dans au moins un objectif. 
 
Afin de définir formellement la notion de dominance au sens de Pareto, les relations =, ≤  et < 
usuelles sont étendues aux vecteurs. 
 
Définition 1 Soient ur  et vr deux vecteurs de même dimension, ( ),...,, 21 muuuu =

r    et   
( ),...,, 21 mvvvv =

r  
 

ü ur = vr  ssi  }{ ii vumi =∈∀ ,,...,2,1  
ü ur ≤ vr  ssi  }{ ii vumi ≤∈∀ ,,...,2,1  
ü ur ≤ vr  ssi  ur ≤ vr    ∧     ur ≠ vr  

Les relations > et ≥  sont définies de manière analogue. 
 
On remarque que les relations qu’on vient de définir ne couvrent pas tous les cas possibles. 
Par exemple les point (ici vecteurs) ur =(3,5) et vr =(6,1) sont incomparables à l’aide de ces 
relations. Nous définissons maintenant la relation de dominance au sens de Pareto qui permet 
de comparer tous les vecteurs de décision possible. 

 
Définition 2 La dominance au sens de Pareto : Soient ur  et vr deux vecteurs de décision, 

( ),...,, 21 muuuu =
r    et   ( ),...,, 21 mvvvv =

r , 
 
ü ur  p  vr   (ur  domine vr )                                      ssi   )(uf  < )(vf  

ü ur   p  vr   (ur  domine faiblement vr )                   ssi   )(uf ≤   )(vf  

ü ur  ~ vr ( ur et vr  incomparables ou non dominés) ssi not ( )(uf ≤   )(vf ) ∧   not ( )(vf ≤ )(uf ) 
 
Ces relations sont définies pour un problème de minimisation. 
 

  
                     Fig.1Exemple de dominance 

 
Définition 3 L’optimalité globale au sens de Pareto : Soit F l’image de l’ensemble 
réalisable X dans l’espace des objectifs. Un vecteur de décision ur ∈X est dit Pareto 
globalement optimal si et seulement si : ¬∃ vr ∈X,  vr p ur . Dans ce cas )(uf ∈  F est appelé : 
solution efficace.  
 

§ )( ii xfz rrr
= ,  

§ 1xr   domine 2xr ,  
§ 1xr  est dominé par 3xr   
§ et 1xr  est non dominé 

avec 4xr  
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Définition 4 L’optimalité locale au sens de Pareto : un vecteur de décision ur  ∈  X est dit 
Pareto localement optimal si et seulement si, pour un δ >0 fixé: ¬∃ vr ∈X, )(vf ∈  

B( )(uf ,δ ) et  vr p ur , où B( )(uf ,δ ) représente une boule de centre )(uf  et de rayon δ .  
 
 
 

                  
Fig. 2 Optimalité Locale 
 

 
Définition 5 une solution ur ∈X est dite non dominée par rapport à un ensemble Y ⊆  X  si et 
seulement si : 

 ¬∃  vr ∈  Y, vr p ur  
 

Définition 6 Ensemble des solutions non dominées : L’ensemble des solutions non 
dominées de X, est défini par l’ensemble  

 ND(X)= {ur X∈  | ur  est non dominé par rapport à X} 
 

Définition 7 Front de Pareto : Soit F l’image de l’ensemble réalisable X dans l’espace des 
objectifs. Le Front de Pareto ND (F) de F est défini comme suit : 

ND (F)= { vr F∈  | ¬∃  ur  F∈ , ur < vr } 
Le Front de Pareto est aussi appelé l’ensemble des solutions efficaces ou la surface de 
compromis. 
 

                                        
Fig.3 Front de Pareto 
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Algorithme d’Assignation du rang de Pareto 
 
N     : nombre de points de l’ensemble sur lequel on effectue les comparaisons 

ix  : Un individu  
t : la génération t 

),( txRang i Numéro de la surface de compromis auquel est affecté l’individu iX à la génération t 
 
RangCourant =  1 
m = N 
While N 0≠ do 
   For i=1 to m do 
              If  ix  est non dominé 

   ),( txRang i = RangCourant 
  End for i 
  For i=1 to m do 
               If    ),( txRang i =RangCourant 

   Ranger ix  dans la population temporaire 
   N=N-1 
 End for i 
   RangCourant = RangCourant +1 
    m=N 
End while 
 
Définition 7  Point Idéal : les coordonnées du point idéal (pi) correspondent aux meilleurs 
valeurs de chaque objectif des points du front de Pareto. les coordonnées de ce point 
correspondent aussi aux valeurs obtenues en optimisant chaque fonction objectif séparément. 

 
Pii=min{ yi | yr  ∈  ND(F) }  
 

Définition 8  Point Nadir : les coordonnées du point Nadir (pn) correspondent aux pires 
valeurs de chaque objectif des points du front de Pareto.  

 
Pni=max{ yi | yr  ∈  ND(F) }  
 

 
fig.4 Point Nadir et point Idéal 
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Définition 9 La connexité : un ensemble A est connexe, si et seulement si l’équivalence 
suivante est vérifiée : 
 

AyxSegmentAyAx ⊂⇔∈∧∈ ),(  
 
La convexité est le premier indicateur de la difficulté du problème. Plusieurs méthodes 
d’optimisation sont incapables de résoudre d’une façon optimale des problèmes non 
convexes.  
 
1.5 Domaines d’applications : 
 
 
1.6 Les méthodes de résolution des problèmes multi-objectif : 
 
Les méthodes d’optimisation multicritères s’intéressent aux problèmes essayant d’optimiser 
simultanément plusieurs objectifs. Elles peuvent être classées selon le schéma suivant [TAL, 
01] :  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Selon le mode de coopération entre le solveur et le décideur, elles peuvent être rangées en 
trois familles : 
 

• Les méthodes à préférence à priori :   
 

Méthodes d’optimisation multi-objectif 

A priori Interactive A posteriori 

Algorithmes exacts 

 Branch and 
Bound 

A* 

Heuristiques 

Heuristiques 
spécifiques 

Métaheuristiques 

Recuit Simulé Algorithmes 
Génétiques 

Recherche  
Tabou 

 

Approche à base  
de  transformation 

Approches 
non-pareto 

Approches 
Pareto 

Agrégation 
 

E-contrainte 
 

Programmation 
par but 

 

Sélection 
Parallèle 

 

Sélection 
Lexicographique 
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L’utilisateur définit le compromis qu’il désire réaliser avant de lancer la méthode 
d’optimisation. On retrouve dans cette famille, toutes les méthodes agrégatives. 
 

• Les méthodes à préférence progressives :   
 
L’utilisateur  affine son choix de compromis  au fur et à mesure du déroulement de 
l’optimisation. On retrouve dans cette famille, toutes les méthodes interactives. 
 

• Les méthodes à préférence à posteriori :   
 
L’utilisateur choisit une solution de compromis parmi les solutions de la surface de 
compromis.  
 
Les algorithmes de résolutions des PMOs se répartissent en deux grandes catégories : 
 
A. LES METHODES EXACTES : 

 
  Ces méthodes permettent d’obtenir l’optimum global de manière exacte pour certains types 
de problèmes. Elles sont efficaces seulement lorsque le PMO à résoudre est bi-objectif  et 
l’espace de recherche est de petite taille. 

 
B. LES HEURISTIQUES : 

 
a. Heuristiques spécifiques : 

 
Elles sont dédiées à la résolution d’un PMO spécifique et ne fonctionnent que sur ce type de 
problèmes. 
 

b. Métaheuristiques : 
 
Elles sont fondées sur une idée générale. Et peuvent s’adapter à n’importe quel type de 
problème et donner de bons résultats. On trouve dans cette classe les algorithmes génétiques, 
la recherche tabou, le recuit simulé,… 
 
Les métaheuristiques résolvant les PMO peuvent être classées en trois approches : 
 

b.1  Transformation des PMO en uni-objectif : 
 

b.1.1 Méthodes d’agrégation : 
 

Les méthodes agrégatives  fusionnent les différentes fonctions objectives pour se ramener à 
un problème d’optimisation mono-objectif. 
 
Parmi ces méthodes on trouve La méthode de pondération des fonctions objectif [Coello, 98], 
qui est la plus simple des méthodes d’optimisation multi-objectif. Elle est d’ailleurs appelée 
« l’approche naïve ». La transformation que l’on effectue est la suivante :  
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Où  rS    représente le domaine réalisable. 
On peut définir des préférences vis à vis de certaines fonctions objectives en jouant sur les 
coefficients de pondération. 
 
Discussion : 
Cette méthode est très efficace point de vue algorithmique, mais elle ne permet pas de trouver 
les solutions enfermées dans des concavités. 

 
b.1.2 Méthode ε-contrainte : 

 
Ce n’est pas une méthode d’agrégation des fonctions objectives. Elle est aussi dite méthode 
du compromis [Miettinen, 99]. Elle transforme un PMO en un  problème d’optimisation 
mono-objectif de la façon suivante : 

• Choisir un objectif à optimiser prioritairement, 
• Choisir un vecteur de contraintes initiales ( ε

r  ), 
• transformer le problème en gardant l’objectif prioritaire et en transformant les autres 

objectifs en contraintes d’inégalités comme suit : 

                
 

Discussion : 
Cette méthode présente plusieurs inconvénients à savoir : 

• la formulation des préférences utilisateur est délicate et nécessite une connaissance 
approfondie du problème de départ. 

• Les contraintes rajoutées compliquent la résolution du problème. 
 

b.1.3 Programmation par but : 
 

On définit un ensemble de buts  qu’on espère atteindre pour chaque fonction objectif.  
L’algorithme tente de minimiser l’écart entre la solution courante et ses buts. 
 
Discussion : 
Cette méthode est efficace et facile à implémenter mais la définition des buts à atteindre est 
souvent coûteuse. Pour plus de détails, voir [Miettinen, 99], [Coello, 98]. 

 
b.2   Approches non Pareto : 

 
Ces approches traitent séparément les différents objectifs, elles sont sensibles au paysage du 
front de Pareto (convexité, continuité,…). Elles sont efficaces et faciles à implémenter 
seulement pour les PMO avec un nombre réduit d’objectifs. 
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 b.2.1 Vector Evaluated Genetic Algorithm  (V.E.G.A) : 

 
Cette méthode est décrite dans [Coello, 98] et [Deb, 99]. elle opère comme suit : 
Etape 1 :   Itération i. initialisation d’une population de taille N. 
Etape 2 : Création de k groupes composé chacun de N/k individus. K étant le nombre de 

fonctions objectif. 
Etape 3 :  Calcul  des efficacité. 

Mélange des individus. 
Etape 4 : on applique l’algorithme génétique classique (croisement –mutation- sélection) puis 

on passe à l’itération i+1 
 
Discussion : 
Le danger de cette méthode est d’obtenir,  en fin d’optimisation, une population d’individus 
moyens dans tous les objectifs. 

 
b.2.2 L’ordonnancement lexicographique : 

 
C’est une méthode très intuitive qui consiste à considérer les fonctions objectif les unes après 
les autres et à minimiser à chaque fois un problème  mono-objectif, en complétant au fur et à 
mesure l’ensemble des contraintes [Coello, 98]. 
Cette méthode procède en k étapes : 
§ Etape 1 :  

Minimiser  )(1 xf r  
                 Avec        x ∈ Sr   

 
on note *

1f  la solution  de ce problème. 
 
§ Etape2 :  

Minimiser   )(2 xf r  
 )(1 xf r =  *

1f   
Avec        x ∈ Sr   

 
 On note *

2f  la solution  de ce problème. 
 

… 
§ Etape k :  

Minimiser   )(xfk
r

 

      )(1 xf r  = *
1f , )(2 xf r  = *

2f , …, )(1 xfk
r

−  = *
1−kf  

                Avec        x ∈ Sr   
 

Discussion : 
L’inconvénient majeur de cette méthode est qu’elle requiert un choix de la séquence des 
objectifs à minimiser. Deux choix différents génèrent deux solutions distinctes. 

 
b.3    Approches Pareto : 
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Ces approches utilisent la notion de dominance lors de la sélection des solutions. Elles sont 
capables de générer des solutions Pareto situées dans des concavités. Historiquement, on peut 
considérer l’existence de deux générations des MOEAs. 
 
La première génération des approches Pareto est caractérisée par l’utilisation : 
§ d’un mécanisme de sélection Pareto. En effet la relation de dominance permet d’affecter 

des rangs aux individus de la population, ce qui fait apparaître la notion de front. C’est la 
technique de ranking [Goldberg, 89].  

§ du sharing (niching) qui consiste à pénaliser la valeur d’adaptation en fonction du nombre 
d’individus au voisinage du regroupement cette technique introduite dans [Goldberg, 87] 
est largement utilisée maintenant. 

 
Les algorithmes correspondants sont relativement simples. Parmi les approches les plus 
représentatives de cette génération  on peut citer : 
 
§ Multi-Objective Genetic Algorithm (M.O.G.A) 
§ N.S.G.A (Non dominated Sorting Genetic Algorithm) 
§ N.P.G.A (Niched-Pareto Genetic Algorithm) 
 
Après environs dix années de succès, cette génération devient dépassée. La deuxième 
génération des approches Pareto est maintenant considérée comme l’état d’art de 
l’optimisation multi-objectif. Ce sont en général des approches élitistes manipulant une 
population secondaire externe. Parmi les approches les plus représentatives de cette 
génération on peut citer : 

 
§ SPEA et SPEA2 ( Strength Pareto Evolutionary Algorithm) 
§ NSGA-II (Non dominated Sorting Genetic Algorithm) 
§ PAES ( The Pareto Archived Evolution Strategy) 
§ PESA et PESA II ( The Pareto Envelope-based Selection Algorithm) 
§ MOMGA et MOMGA II ( Multi-objective Messy Genetic Algorithm) 
§ MicroGA pour l’Optimisation multi-objectif. 

 
Comme les métaheuristiques ont permis la réalisation de méthodes de résolutions très 
performantes, On a préféré les  aborder avec un peu plus de détails dans la section qui suit.. 
 
1.7 Les Métaheuristiques et l’optimisation multi-objectif : 
 
Les métaheuristiques sont des méthodes générales de recherche dédiées aux problèmes 
d’optimisation difficile. Elles reprennent des idées que l’on trouve parfois dans la vie 
courante. Les principales heuristiques sont : le recuit simulé, la recherche tabou et les 
algorithmes génétiques. 
Les métaheuristiques se répartissent en trois familles : 
 

• Les méthodes déterministes de recherche d’optimum local : 
Ces méthodes convergent rapidement, mais, la plus part du temps, elles se contentent de 
trouver l’optimum local. 

 
• Les méthodes déterministes de recherche d’optimum global: 

Ces méthodes permettent de trouver un optimum global et ne reposent pas sur un processus 
stochastique. 
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• Les méthodes stochastiques de recherche d’optimum global: 

Ces méthodes reposent sur un processus stochastique pour la recherche de l’optimum global. 
Elles sont moins rapides que les méthodes déterministes mais elles peuvent trouver un 
optimum global difficile à atteindre. 

 
Dans la suite, on ne s’intéressera qu’à cette catégorie de méthodes. 

 
1.7.1 Le recuit simulé : 

 
Le recuit simulé trouve ses origines dans la thermodynamique. Cette méthode est issue d’une 
analogie entre le phénomène physique de refroidissement lent d’un corps en fusion, qui  le 
conduit à un état solide, de basse énergie. Il faut abaisser la température pour que le corps 
atteigne l’équilibre thermodynamique. 

Ce processus métallurgique a été transposé à l’optimisation et a donné une méthode simple et 
efficace. 
 
Algorithme recuit simulé 
 
Init T     (température initiale) 
Init x     (point de départ choisi au hasard) 

Init ∆t     (température minimale) 
While ( not(end))           ( s’arrêter si température atteint un seuil minimal) 
 Y = voisin (x) 

 ∆c=c(y) –c(x) 

if         ∆c < 0 then  y = x  ( y: nouveau point de départ ) 

else    if alea (0,1) < e -∆c/T  then  y =x ( avec une probabilité =   e -∆c/T) 

T = α(T)  (diminuer la température par palier) 

If   T < ∆t  then  end (while) 
Repeat (while) 
 

Pour appliquer le recuit simulé  aux MOPs, il suffit de déterminer comment calculer la 
probabilité d’acceptation d’un individu xr . La première version du recuit simulé multiobjectif 
a été proposée par  Serafini [Serafini, 92] qui a proposé un ensemble de règles d’acceptation. 
Dans le cas multiobjectif, trois situations peuvent apparaître en comparant la nouvelle solution 

'xr  avec la solution courante xr  : 
§ 'xr  domine xr  
§ 'xr  est dominé par xr  
§ 'xr  et xr  sont non dominées 

Dans le premier cas la probabilité d'acceptation est naturellement égale à un, dans le second 
cas elle est inférieure à un, mais elle reste indéfinie (inconnue) dans le troisième cas. 
Actuellement, il existe plusieurs versions du recuit simulé multiobjectif. Parmi lesquels, on va 
présenter les méthodes MOGA et  PASA. 
 

1.7.1.1 La méthode M.O.S.A : (Multiple Objective Simulated Annealing ) 
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Cette méthode a été proposée dans [Ulungu , 99]. Elle utilise le recuit simulé pour rechercher 
la surface de compromis. 
On commence par définir une suite de fonctions donnant la probabilité d’acceptation d’une 
mauvaise solution, pour chaque fonction objectif : 
 
  exp (- ∆ f k  / T n )   si   ∆ f k  > 0 
 Πk =     
   1   si   ∆ f k  ≤ 0 
 
          Avec 

).()( nkkk xfyff rr
−=∆  

Tn    :   la température du recuit simulé à l’itération n, 
f k    :   kième fonction objectif, 

nxr  :    Solution obtenue à l’itération n, 

nyr  :   Point considéré lors de l’itération. 
                   
 
Ensuite on agrège ces probabilités. Il existe plusieurs possibilités d’agrégations : 
 

• Produit des probabilités : 
 

k

N

t
tt λπλπ )(),(

1
∏

=

=  

                
          où λk correspond à un coefficient de pondération relatif à la kième fonction objectif    
 

• La plus petite probabilité : 
 

                             
 
On agrège, maintenant, les fonctions objectif de la façon suivante : 
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et )()()( 1 xfxfxf eqneqeq

rrr
−=∆ +  

Si    0≤∆ eqf   alors    yxn
rr

=+1  

Si    0>∆ eqf   alors    yxn
rr

=+1   avec la probabilité p et  =+1nxr  nxr  avec la probabilité (1-p) 
 
Cette méthode diffère de la méthode de pondération des fonctions objectif couplée à un recuit 
simulé par la formule de calcul de la probabilité d’acceptation. 
C’est cette agrégation de probabilités individuelles qui a rendu le recuit simulé plus adapté à 
l’optimisation multi-objectif. 
 
Discussion : 
Le couplage de la méthode de pondération des objectifs avec le recuit simulé a surmonté les 
limitations de la méthode. 
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Des travaux on montré que cette nouvelle méthode est plus efficace que la méthode d’origine. 
L’effet stochastique a permis d’explorer des zones qui étaient auparavant inaccessibles 
(concavité) 

 
1.7.1.2  La méthode P.A.S.A : (Pareto Archived Simulated Annealing) 

 
Cette méthode, dévelopée à EDF [Engrand , 98], utilise une agrégation des fonctions objectif 
couplée avec un système d’archivage de solutions non dominées. 
On suppose que les fonctions objectif sont positives. On les agrège de la façon suivante : 
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=−=∆                                           

On  définit la probabilité d’acceptation p :    TGep /∆−=  
 
Algorithme de la méthode P.A.S.A 
 

1. Choix de P0, une population d’archive initiale, éventuellement réduite à un seul élément x0, et choix de Tq initiale. 
2. Soit  nx'r

 un voisin de nxr , 

3. calcul de  )'( nxG r
  et  )()'()( xGxGG rr

−=∆  

4. si  ∆G < 0 alors 1+nxr   = nx'r
     avec la probabilité  p 

5. si  ∆G > 0 alors soit qTGep /∆−=  

1+nxr   = nx'r
 avec la probabilité p 

1+nxr   = nxr  avec la probabilité (1-p) 
 

6. si on sort de la boucle interne (rechercher un autre voisin de nxr   ), alors  
Tq+1  =  α .Tq     avec  α < 1 
 

7. Principe de non-dominance pour l’archivage de 1+nxr  

• si   1+nxr domine  une des solutions archivées pyr  , 1+nxr  remplace pyr    dans la population archivées ; 

• Si  1+nxr   est dominé par au moins une des solutions archivées, alors on ne l’archive pas ; 

• Si 1+nxr   n’est pas dominé par la population archivée alors on l’ajoute à la population archivée, et on 

retire de celle-ci les solutions dominées par  1+nxr  . 
8. return to base : lorsque c’est nécessaire, pour que la recherche se fasse dans toute la surface de compromis, 

1+nxr   = iyr ( i choisit  aléatoirement dans la population archivée ) 
9. si ( non convergence) alors retour en 2. 
 

 
Discussion : 
Dans cette méthode, la population initiale P0 peut être issue d’une première optimisation 
multiobjectif. Ceci améliorera la qualité des résultats obtenus. 
On peut aussi inclure un « savoir ingénieur » pour la gestion de l’archive. 
Malheureusement, cette méthode ne supporte que les valeurs positives de fonctions 
objectives. 
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1.7.2 La recherche Tabou : 

 
La recherche Tabou est une métaheuristique  développée par Glover ([Glover ,86], [Glover 
,90], [Glover, 97]). Elle est basée sur des idées simples, mais elle est néanmoins très efficace. 
Elle combine une procédure de recherche locale avec un certain nombre de règles et de 
mécanismes pour surmonter l’obstacle des optima locaux, tout en évitant de cycler. Elle a été 
appliquée avec succès pour résoudre de nombreux problèmes difficiles d’optimisation 
combinatoire. 
Le principe de la méthode Tabou est simple : On part d’une solution initiale x, puis on 
cherche le meilleur voisin s(x) dans le voisinage de x [s(x)], l’originalité de la méthode réside 
dans le fait que l’on retient le meilleur voisin de x même si celui-ci est plus mauvais que x. 
Ce critère autorisant les dégradations de la fonction objectif évite à l’algorithme d’être piégé 
dans un minimum local, mais il induit un risque de cyclage. Pour régler ce problème, 
l’algorithme mémorise la liste des transformations interdites (telle que de s(x) à x) dans la 
liste Tabou interdisant la transformation inverse d’une transformation faite récemment. 
 
Algorithme Recherche Tabou 
 
Init L = φ  (liste des points tabous) 
Init x (point de départ) 
Init kfin (nb d’itérations max total) 
Init k = 0 et l = 0 
While (not(end)) 
 y = voisinage(x) – L (on prend un voisinage sans points tabous) 
 ∆C = C(y) – C(x) 
 x =  y avec y ∈ voisinage(x) – L tel que min C(y) – C(x) 
 L = L + {x} 
 k = k + 1 
 Update L (on retire des mouvements tabou de L suivant des critères d’aspiration) 
 If  k = kfin then end (while) 
Repeat 
  
 
Plusieurs versions multiobjectif de la méthode Tabou ont été proposées ([Gandibleux, 97],  
[Hansen, 98], [Benabdel, 97], [Barichard, 03]) 
 

1.7.3 Les algorithmes génétiques : 
 
Les algorithmes génétiques s’inspirent du fonctionnement de l’évolution naturelle, notamment 
la sélection de Darwin et la procréation selon les règles de Mendel [Goldberg, 94]. 
La sélection naturelle favorise les individus d’une population qui sont le mieux adaptés à un 
environnement. La sélection est suivie de la procréation, réalisé à l’aide de croisement et de 
mutation au niveau du patrimoine génétique des individus («  génotype »). Ainsi deux 
individus parents, qui se croisent, transmettent une partie de leur patrimoine génétique à leurs 
descendants. 
Le génotype de l’enfant fait que celui-ci est plus au mois adapté à l’environnement. S’il  est 
bien adapté, il a une grande chance de procréer dans la génération future. 
 

• Vocabulaire utilisé : 
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~ Génotype ou chromosome: individu 
 
~ Individu : codage sous forme de gènes d’une solution potentielle à un problème 

d’optimisation. 
 
~ Gène : un chromosome est composé de gènes. Dans le codage binaire, un gène vaut 0 ou 1 
 
~ Phénotype : c’est la valeur de la solution représentée par un génotype. 
 
~ Efficacité ou adaptation:correspond à la performance d’un individu dans la résolution d’un 

problème donné. Par exemple, si l’on considère un problème de maximisation d’une 
fonction f, l’efficacité de l’individu croîtra avec sa capacité à maximiser cette fonction. 

  
F(x) 10 20 5 
Efficacité 2 4 1 
Individu  1 2 3 

 
• Principe des algorithmes génétiques : 

 
On démarre avec une population initiale. Apres avoir déterminé l’efficacité de chacun de ses 
individus, on opère une reproduction. On copie les individus proportionnellement à leur 
efficacité. Par exemple, l’individu 2 de l’exemple précédent est recopié quatre fois. On va 
sélectionner les individus suivant leur efficacités, puis les fusionner avec d’autres individus 
choisis aléatoirement. Cette opération s’appelle « croisement » et consiste à : 

o Sélectionner aléatoirement une position de croisement 
o A cette position, on sépare le codage puis on échange les morceaux de 

droite entre les deux individus. 
Exemple de croisement : 
 
Individu 1 : 

0 1 1 1 0 
 
Individu 2 : 

0 0 0 1 1 
 
Position de croisement  = 3 
 
Résultat :  

0 1 1 1 1 
 

0 0 0 1 0 
 
Apres cette opération de croisement, la population est diversifiée, on sélectionne, au hasard, 
un certain nombre d’individus auxquels on applique des mutations. La « mutation » consiste à 
inverser un des gènes de l’individu. 
Exemple de mutation : 
 
Individu : 

0 0 0 1 1 
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0 0 1 1 1 
 
 

      Algorithme génétique 
 

Initialisation de la population 
Evaluation des fonctions objectif 
Calcul de l’efficacité 
For i= 1 to MaxIter 

  %Sélection aléatoire, 
 Sélection proportionnelle à l’efficacité 

Croisement 
Mutation 
Evaluation des fonctions objectif 
Calcul de l’efficacité 
%Fusion des populations 

 End For 
 
 

1.7.3.1 L’optimisation multiobjectif  et les algorithmes génétiques : 
 
Les algorithmes génétiques sont très bien adaptés au traitement d’un problème d’optimisation 
multi-objectif. 
Le schéma de fonctionnement d’un algorithme génétique pour la résolution d’un problème 
d’optimisation monobjectif est le suivant : 
 
    boucle 
 

ÅàÇàÉàÑàÇàÖ 
 
Å : initialisation de la population 
Ç : évaluation de l’efficacité des individus de la population 
É : croisement 
Ñ : mutation 
Ö : sélection 
 
le schéma de fonctionnement d’un algorithme génétique pour la résolution d’un PMO est le 
suivant : 
         boucle 
 

Åà2aà2bàÉàÑà2aà2bàÖ 
 
 Å : initialisation de la population 
2a : évaluation de l’efficacité des individus de la population 
2b :transfert vecteur /efficacité 
É : croisement 
Ñ : mutation 
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Ö : sélection 
 
la plupart des algorithmes utilisent la distance de « Hamming » pour caractériser la différence 
entre deux individus. Cette distance est calculée de la façon suivante : chaque différence entre 
les gènes compte pour plus un (+1). 
 

a. La méthode  M.O.G.A:( Multiple Objective Genetic Algorithm) 
 

Cette méthode est présentée dans [Deb, 99] et [Fonseca, 93]. Elle utilise la relation de 
dominance de Pareto pour calculer l’efficacité des individus. 
Le rang d’un individu xi à la génération t est donné par : 
 
  Rang(xi , t) = 1+ pi

(t)  

 

Où  pi
(t)  est le nombre d’individu qui dominent xi à la génération t. 

 
Pour calculer l’efficacité des individus, on suit les étapes suivantes : 
 

1. classer les individus en fonction de leur rang. 
 
2. affecter une efficacité à un individu en interpolant à partir du meilleur rang au plus 

mauvais. 
 

 
  Algorithme M.O.G.A 

 
   Initialisation de la population 

Evaluation des fonctions objectif 
Assignation d’un rang basé sur la dominance 
Assignation d’une efficacité à partir du rang 
For i=1 to maxG 
 Sélection aléatoire proportionnelle à l’efficacité 
 Croisement 

Mutation 
Evaluation des fonctions objectif 
Assignation d’un rang basé sur la dominance 
Assignation d’une efficacité à partir du rang 

Endfor 
 
Discussion : 
Cette méthode ne permet pas, dans certain cas, d’obtenir une diversité dans la représentation 
des solutions. 
 

b. La méthode N.S.G.A:(Non dominated Sorting Genetic Algorithm) 
 

Cette méthode reprend les grandes lignes de la méthode MOGA. La différence principale 
intervient dans l’efficacité d’un individu [Srinivas , 93]. 
Dans un premier temps, on affecte à chaque individu un rang de Pareto. Tous les individus de 
même rang sont classés dans une catégorie. Chaque catégorie aura une efficacité inversement 
proportionnelle à son rang. 
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Pour maintenir la diversité de la population, on va partager la valeur de l’efficacité d’une 
catégorie entre ses individus de la façon suivante : 
 

• On calcule, pour chaque individu, le compte de ses voisins 
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avec    K :nombre d’individus de la catégorie. 
σshare : permet de définir une zone d’influence pour le calcul de l’efficacité de           
           l’individu 
 

• L’efficacité fi de l’individu i est donnée par :  
i

i m
Ff =  

 
 
Discussion : 
C’est une méthode efficace, qui permet d’obtenir une diversité dans la représentation des 
solutions, mais elle reste très sensible au choix du diamètre de la niche σshare . Récemment une 
version améliorée de NSGA appelée NSGA-II est apparue [Deb, 00]. 
 

c. La méthode SPEA : ( Strength Pareto Evolutionary Algorithm) 
 
La méthode SPEA implémentée par Zitzler et Thiele [Zitzler, 98] est l’illustration même d’un 
algorithme évolutionnaire élitiste. SPEA maintient un archive externe contenant les meilleurs 
front de compromis rencontré durant la recherche. 
 
Algorithme SPEA 
 
Initialiser la population 0P  et créer l’archive externe vide φ=P  
Mise à jour de P à partir des individus non dominés de 0P  
Tant que critère- d’arrêt- non- rencontré faire 

• Calcul de la valeur d’adaptation pour tous les individus de PP +  
• Sélection dans PPt + en fonction de la valeur d’adaptation  
• Croisement 
• Mutation 
• Mise à jour de P  à partir des individus non dominés de P  

FinTant que 
 
Récemment une version améliorée de SPEA appelée SPEA-2 est apparue [Eckart, 01]. 
 

d. La méthode  PAES: ( The Pareto Archived Evolution Strategy) 
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La méthode PAES a été introduite par Knowles and Corne [Know, 99]. Elle utilise une 
stratégie évolutionnaire  simple de recherche locale. elle maintient un archive externe des 
solutions non dominées pour assurer une diversité dans les solutions trouvées 
 

e. La méthode PESA : ( The Pareto Envelope-based Selection Algorithm) 
 
La méthode PESA a été proposée par Corne et al (2000). Elle utilise une population interne de 
taille réduite et une population externe de taille considérable.  
 

f. La méthode MOMGA: ( Multi-objective Messy Genetic Algorithm) 
 

Cette méthode a été proposée par Van Veldhuizen and Lamont (2000).  
 

1.7.4 les méthodes hybrides : 
 

Afin d’améliorer les performances d’un algorithme, on essaye de le combiner avec une autre 
méthode [TAL, 00]. Ce principe général appelé hybridation, peut s’appliquer à plusieurs 
méthodes. Un cas particulier de l’hybridation entre deux méthodes consiste à combiner un 
algorithme génétique avec une méthode de recherche locale. Dans une telle hybridation on 
substitue souvent la mutation par une méthode de recherche locale. Dans le cas des PMOs, on 
peut citer les méthodes hybrides suivantes : 

§ la méthode MOTS [Hansen, 97 ; Gandibleux , 97] combinant une population et une 
recherche Tabou, 

§ La méthode PSA [Czyzak, 98] combinant un algorithme génétique et le recuit simulé, 
§ La méthode M-PAES [Corne, 00] intégrant un schéma généralisant l’implémentation 

d’un grand nombre d’algorithmes hybrides pour l’optimisation multiobjectif. 
 
 

1.7.5 Autres métaheuristiques : 
 
D’autres Métaheuristiques ont été adapté au cas multiobjectif et ont prouvé leur succès.  
§ Les colonies de fourmis  [Mariano, 99], [Iredi , 2001], … 
 
§ L’Optimisation par essaim de particules : [Moore and Champman, 1999], [Ray and 

Liew, 2002], [Coello and Lechuga, 2002], … 
 
§ Les réseaux de neurones artificiels : [Yoo and Hajela, 1999], [Kurapati and 

Azarm,2000], [Cui et al., 2001], [Coello and Cruz, 2002] 
 

 
§ Les algorithmes culturelles :[Coello and Landa, 2003] 

  
1.8 Evaluation des méthodes d’optimisation multi-objectif: 

 
Vu le nombre important des méthodes d’optimisation multiobjectif, il devient indispensable 
de disposer des outils nécessaires pour leur comparaison. L’évaluation des surfaces de 
compromis est un problème délicat qui oblige à utiliser plusieurs mesures différentes, car il 
est impossible de représenter par une unique valeur réelle la qualité des solutions, la taille du 
front, la répartition des solutions sur le front, …. Parmi les métriques les plus utilisées, on 
trouve : 
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1.8.1 l’hypervolume et le rapport d’hypervolume: 
 
Cette métrique a été définie dans [Zitzler, 99], elle permet de mesurer le volume compris sous 
la courbe formée par les points de l’ensemble à évoluer. Ainsi, dans le cas d’un problème bi-
objectif, on parle d’hypersurface et non d’hyparvolume. 
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Où  ia  désigne le volume occupé par la  solution iv .  
On définit aussi un rapport d’hypervolume : 

A

S

H
H
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Où SH  est le volume occupé par l’ensemble des solutions non dominées actuel et AH  est le 
volume occupé par l’ensemble des solutions non dominées théorique. 
 
Plus la valeur de cette métrique est proche de 1, meilleure est la surface de compromis. 
 

1.8.2 la métrique C : 
 

Cette métrique a été introduite par Zitzler [Zitzler, 99]. Soient A et B deux surfaces de 
compromis, la fonction C suivante transforme les deux surfaces de compromis A et B en un 
nombre réel compris entre 0 et 1. 
C’est une métrique relative qui permet de comparer deux surfaces de compromis A et B 
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Ainsi, la valeur C(A,B) =1 signifie que tous les points de B sont dominés ou  égaux à ceux de  
A. et la valeur C(A,B) =0 signifie qu’aucun point de B n’est dominé par un point de A. 
La mesure C n’étant pas symétrique, il est nécessaire de considérer les deux valeurs C(A,B) et 
C(B,A) pour obtenir une mesure plus fiable des deux surfaces de compromis A et B à 
comparer. 
 

1.8.3 la métrique d’espacement : 
 
Cette métrique a été introduite par Schott [Schott, 95]. Elle permet de mesurer l’uniformité de 
la répartition des points sur la surface de compromis. Soit A l’ensemble de n solutions non 
dominées, alors S(A) est définie par : 
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Plus le résultat de la mesure est proche de 1, meilleure est la répartition des points sur la 
surface de compromis. 
 
Nous avons présenté quelques métriques parmi les plus utilisées aujourd’hui, le lecteur est 
invité à consulter [Collette, 02] pour une présentation d’une variété de métriques. 
 
1.9 Conclusion : 
 
Nous avons présenté dans ce chapitre les concepts de bases de l’optimisation multiobjective, 
puis une classification des méthodes correspondantes. Les approches agrégatives ainsi que les 
approches non Pareto semblent peu efficaces, car elles sont très sensibles à la forme du front 
de Pareto (concavité, non uniformité,…). Par contre les méthodes Pareto issues des 
métaheuristiques pour l’optimisation multiobjective semblent bien se prêter à ce type de 
problèmes. Elles ont prouvées leur efficacité pour un grand nombre de problèmes même ceux 
ayant des fronts de Pareto non convexes et non uniformes. Nous avons aussi présenter trois 
parmi les métriques les plus utilisées pour mesurer la qualité de l’ensemble des solutions non 
dominées trouvées.  
L’informatique quantique est une nouvelle science caractérisée par un parallélisme massive et 
une grande diversité dans la représentation des solutions. Comme cette diversité est un atout 
important pour une méthode d’optimisation. On a choisit d’incorporer les concepts quantique 
au niveau d’un algorithme génétique multiobjectif pour au chapitre ** donner une nouvelle 
approche Pareto issue des métaheuristiques multiobjective basée sur les principes de 
l’informatique quantique.  
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Chapitre 2 

 

L’informatique quantique 

 

ans ce chapitre, nous présentons les principes de base de  

l’informatique quantique. Ainsi qu’un état des travaux proposés 

dans ce cadre. 
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2.1 Introduction : 
 
Depuis ses débuts, l’informatique électronique n’a été qu’une course effrénée à la 
rapidité, due à la miniaturisation des transistors. En analysant l’évolution de la 
miniaturisation des processeurs et des moyens de stockage de données, une 
extrapolation, même approximative, nous montre que vers 2020, il nous faudra que 
quelques atomes pour stocker un bit. Sur un tel système, les règles classiques ne 
peuvent plus s’appliquer, nous sommes alors dans un autre monde où les 
comportements sont dictés par d’autres lois, celles de la mécanique quantique. 
En attendant 2020, l’informatique quantique, née de la rencontre de physiciens et de 
théoriciens de en,  a déjà jeté les bases d’un nouvel espace technique. On est encore 
loin de réalisations de taille industrielle, mais ce domaine est suffisamment 
prometteur pour que l’on doive dés aujourd’hui s’y intéresser, car cela risque bien de 
bouleverser le paysage informatique d’ici 10 à 20 ans et avec lui quelques-unes de 
nos certitudes. 
 
2.2 Historique : 
 
Au cours des années 70, Richard Feynman, prix Nobel de physique 1965, émet l’idée 
d’un ordinateur quantique. Son projet ne retient pas l’attention car il ne propose pas 
d’application concrète. En 1994 Peter Shor [Shor, 94], des laboratoires AT et T 
Reasearch, conçoit un algorithme quantique de factorisation des grands nombres. 
Shor souligne qu’avec un ordinateur classique, aboutir au résultat prendrait des 
millions d’années, tandis qu’avec un ordinateur quantique, cela ne prendrait qu’une 
année. Or, la factorisation des grands nombres est l’un des principes de base du 
décryptage. La publication de Shor fait grand bruit. 
En 1996, Lov Grover[Grover, 97], de Bell Labs, publie un algorithme quantique de 
recherche d’un élément dans un ensemble de n objets. Une application intéressante 
de cet algorithme est la recherche dans une base de données. 
En 1996, Neil Gershenfeld, du MIT, et Isaac Chuang, aujourd’hui à IBM, inventent 
une toute nouvelle approche réalisable de l’ordinateur quantique. L’information y est 
représentée par les spins nucléaires des atomes contrôlés par des techniques de 
résonance magnétique nucléaire. 
En 1998 l’équipe de Berkely, dirigée par Isaac Chuang, annonce la réalisation du 
premier ordinateur quantique 2-qbits, dans un dé à coudre de chloroforme (CHCL3). 
L’ordinateur retrouve une donnée parmi quatre en une seule étape. Il s’agit de la 
première mise en œuvre de l’algorithme de Lov Grover. 
En 1999, fût crée l’ordinateur à 3-qbits. Une équipe du centre de recherche IBM 
d’Almaden, dirigée par Isaac Chuang a fait la démonstration de l’algorithme 
quantique de recherche dans une base de données à huit éléments. 
Août 2000, IBM a annoncé la mise en oeuvre de l’ordinateur quantique à 5-qbits. 
L’ordinateur d’Isaac Chuang utilise les cinq atomes de fluor d’une molécule 
complexe spécialement conçue. Il permet de trouver, en une seule étape, la bonne 
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combinaison parmi deux éléments. Il faudrait jusqu’à quatre étapes dans une 
approche classique. Deux des 5-qbits sont utilisés dans une recherche de la solution, 
les trois autres étant réservés au calcul du résultat. 
 
Bien qu’il va falloir beaucoup de temps pour que ce domaine atteigne un certain 
degré de maturité, cette évolution historique ne peut être qu’un indice important de 
son avenir prometteur. 
 
2.3 Principe de base: 
 
La compréhension, même superficielle de l’informatique quantique, ne peut se faire 
sans quelques notions de bases sur la théorie quantique, c’est pourquoi, nous 
tenteront dans la section suivante, de dégager les notions de base de cette théorie. 
 
La physique classique s’appuie sur deux notions fondamentales et différentes : l’onde 
(champs) et la particule (corpuscule). Au début du vingtième siècle, certaines 
expériences ont ébranlé ces concepts classiques, mettant en avant la particularité que, 
sous certaines conditions, un champ avait certains aspects corpusculaires, et vice 
versa. Ces deux notions perdirent donc leur caractère distinct. Nous devons 
abandonner l’idée que tout objet est soit un champ soit une particule. If faut donc 
reconnaître qu’on a affaire à d’autres objets, proprement quantique, appelé quantons. 
Les inégalités de Heisenberg, l’un des piliers de la théorie quantique,  prouvent qu’il 
faut abandonner l’idée naturelle qui affirme que chaque système a des valeurs de 
grandeurs bien déterminées. En effet, ces grandeurs ont le plus souvent une 
dispersion. Un quanton peut par exemple avoir une localisation spatiale spectrale, 
signifiant ainsi, que la notion de position n’a pas de sens pour lui, c’est comme s’il 
était à toutes les positions (de son spectre) en même temps. Cependant, si l’on 
effectue une mesure expérimentale sur cette position, nous obtiendront une valeur 
unique avec une certaine probabilité, nous aurons, en quelque sorte rendue sa 
position classique. Le quanton, ne sera plus en superposition d’états, mais bien à 
l’état dans lequel nous l’avons trouvé lors de la mesure. Nous avons 
irrémédiablement modifié l’état du quanton, l’ayant fait interagir avec le monde 
extérieur, nous avons cassé son caractère quantique. Il s’agit du phénomène de 
décohérence [Zurek, 91]. 
 
2.4 Formalisme mathématique : 
 

2.4.1 Espace de Hilbert : 
 
En théorie classique, les diverses grandeurs physiques d’un système sont 
mathématiquement décrites par des nombres, ou plus précisément des fonctions du 
temps à valeurs numérique. Les inégalités d’Heisenberg ont montré qu’il est par 
contre impossible, en règle générale, de caractériser un système quantique par une 
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valeur bien déterminée de toutes ses grandeurs physiques. La description d’un 
système de quantons exige un nouveau formalisme faisant appel à des concepts 
mathématiques radicalement différents de ceux utilisés par la physique classique. Ce 
formalisme repose sur les notions mathématiques d’espace de Hilbert et de ses 
opérateurs. Contrairement à l’espace Euclidien, l’espace de Hilbert repose sur le 
corps des nombres complexes. 
L’état d’un système quantique est représenté par un vecteur, normé à l’unité, dans un 
espace de Hilbert H, appelé « espace des états » du système. 
 

2.4.2 La notation de Dirac :  
 
Soit 0 et 1 les valeurs classiques de l’état d’un bit. On associe à chacune de ces valeurs 
le vecteur d’une base orthogonale 
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0 de l’espace vectoriel C², en utilisant les 

notations de Dirac [Dirac, 58] : 
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Figure 2.1 Notation matricielle et notation de Dirac 
 

Voici quelques interprétations de notations : 
 
§  x  dénote un vecteur colonne utilisé pour décrire un état quantique, 
§ x    désigne le vecteur transposé de x , 

§ yx   désigne le produit des deux vecteurs x  et y  
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2.5 L’informatique quantique : 
 

2.5.1 Le Qbit : 
 
Un ordinateur, qu’il soit classique ou quantique, ne fait que manipuler des bits : 
systèmes physiques pouvant prendre deux valeurs logiques distinctes 0 ou 1. Dans le 
cadre classique, on utilise des transistors pour obtenir une présence ou non du 
courant qui représente les valeurs logiques. Le bit quantique, ou plus simplement 
qbit (quantum bit en anglais) [Shumacher, 95] est un système microscopique (atome, 
électron, photon, etc …) pouvant prendre deux valeurs distinctes 0 où 1. L’ordinateur 
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quantique n’existe pas encore. Plusieurs voies d’étude sont lancées pour la réalisation 
du qbit. Le qbit peut être dans l’état 0 avec une probabilité 2α , l’état 1 avec une 

probabilité 2β . C’est là toute la puissance de l’informatique quantique. Ainsi, un qbit 

vit dans un espace de Hilbert à deux dimensions et peut être dans une superposition 
de ces deux états orthogonaux. 
  

                                                                  
10 βα +=Ψ  (2.2) 

 
Où α  et β  sont  deux nombres complexes vérifiant la condition 2α + 2β =1. 

Il est intéressant de mentionner que selon le théorème de Holevo [Holevo, 79], 
seulement un bit classique peut être extrait d’un bit quantique. 

Sous leur apparente ressemblance, les bits classiques offrent des possibilités 
totalement différentes, dues aux étranges propriétés des qbits, que nous décrirons ci-
après. 

 
Le tableau suivant propose une comparaison entre les bits classiques et les bits 
quantiques. 
 
Bit Classique Bit Quantique 
 
Un bit a toujours une valeur définie. 
 

 
Pas de valeur définie pour le qbit tant qu’on 
ne l’observe pas. 
 

 
Un bit vaut seulement 0 ou 1. 
 

 
Un qbit peut être dans une superposition de 
0 et 1 simultanément. 
 

 
Un bit peut être copié sans être 
affecté. 
 

 
Un qbit dans un état inconnu ne peut être 
copié sans erreur. 
 

 
Un bit peut être lu sans affecter sa 
valeur. 
 

 
Lire un qbit qui est initialement dans une 
superposition changera sa valeur. 
 

 
Lire un bit n’affecte pas un autre. 
 

 
Si un qbit lu est enchevêtré avec un autre 
qbit, en lire un affectera l’autre.  
 

 



Chapitre 2 L’informatique quantique 

 37 

 
2.5.2 Registre quantique : 

 
Un registre quantique est composé d’un ensemble de qbits. De part sa complexité et 
les interactions de ses qbits, un registre quantique confère à l’informatique quantique 
de nombreuses propriétés. Ces propriétés sont à l’origine des cinq grands principes 
de l’informatique quantique. 
 

Un registre quantique ψ  est un ensemble de qubits, c'est une superposition arbitraire 

de n qubits tel que: 

XC
n

x
x∑

−

=

=Ψ
12

0
 (2.3) 

Où les amplitudes Cx satisfont la règle de normalisation suivante : 

                                                          

12
12

0

=∑
−

=

n

x
xC  (2.4) 

 
Ce phénomène de superposition permet de stocker un volume important 

d’informations comparé à la capacité de stockage dans un système classique. Le 
tableau suivant donne une idée sur le nombre de bits classiques requis pour 
représenter le même volume d’information qu’un nombre donné de qbits.  

 

Nombre de qbits 
Nombre de bits classiques nécessaires pour une description 
complète 

10 1000 

20 1000000 

30 1000000000 

300 Plus que le nombre d’atomes dans l’univers visible 
 

On peut bien constater la puissance de calcul de l’ordinateur quantique qui dépasse 
largement celle de l’ordinateur classique. C’est la conclusion à laquelle est arrivé le 
physicien Richard Feynman en 1982 et à qui revient le mérite de l’émergence de ce 
domaine fascinant qu’est l’informatique quantique. 
 

2.5.3 Les cinq principes de l’informatique quantique : 
 
L’informatique quantique repose sur cinq principes de base : 
 

2.5.3.1 Superposition : 
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Comme nous l’avons vu précédemment, un qbit peut être dans un état 0 ou 1, mais 
également dans les deux en même temps. Un registre quantique de n qbits pourra 
donc, comme un registre classique, contenir 2n valeurs distinctes. Mais de part sa 
nature quantique, il pourra aussi contenir à la fois toutes ces valeurs, sous la forme 
d’une superposition quantique des 2n états. Un ordinateur qui traiterait cette 
information sans perdre la superposition quantique serait capable de calculer à la fois 
les 2 n résultats correspondant à toutes les valeurs d’entrées. 
 
Exemple : 
 
Imaginez un système à 3 bits, il peut se trouver dans une configuration parmi 8 états 
possibles (000, 001, …, 111). Avec un système quantique à 3 qbits, les 8 configurations 
sont mémorisées simultanément. 
 

)111...001000(
8

1
+++  (2.5) 

 
Un système à n qbits travaillera donc sur 2n nombres à la fois. Là où l’ordinateur 
classique va répéter 2n  fois l’opération ou faire 2n  calculs en parallèle, avec 
l’ordinateur quantique en une seule étape on pourra appliquer la même opération 
sur 2n   nombres distincts. 
Ce parallélisme quantique massif [Deutsh, 92] rendrait l’ordinateur quantique 
infiniment plus efficace qu’un ordinateur classique. Il sera donc possible de 
développer de nouveaux algorithmes qui permettent la résolution de problèmes 
jusqu’à présent inaccessibles pour l’informatique classique. 
 

2.5.3.2 Interférence : 
 

L’interférence [Nielsen, 00] est une porte quantique spéciale permettant soit 
d’augmenter (Interférence Constructive) ou de diminuer (interférence destructive) la 
probabilité d’obtenir un état. 
 
 

2.5.3.3 Enchevêtrement : 
 
Une des propriétés les plus intrigantes de la théorie quantique est le concept 
d’enchevêtrement et la non localité qu’elle implique. L’enchevêtrement semble être 
responsable de la puissance du calcul quantique([Ekert, 98],[Fitzgerad, 01]).D’un 
point de vue mathématique, l’état global d’un système quantique est dit enchevêtré 
s’il est impossible de l’écrire sous forme d’un produit tensoriel de deux de ses sous 
systèmes.  
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BAAB Φ⊗Φ≠Φ  (2.6) 

 
En d’autres termes, deux bits quantiques sont dits enchevêtrés si l’un dépend de 
l’autre et toute modification de l’un affecte l’autre. 
 
Exemple : 
 

)1100(
2

1
+=Φ +  est un état enchevêtré. 

Dans ce cas d’enchevêtrement, les deux qbits sont dits enchevêtrés car chacun 
dépend de l’autre. A partir de la formule précédente, on peut déduire que les deux 
quantons ne peuvent être que dans des états identiques, donc si on mesure un des 
deux qbits et l’on obtient l’état η alors forcément le deuxième qbit est à l’étatη .  
 
La non localité ou téléportation : Dans certains cas, l’observation d’une particule à 
un endroit peut influencer instantanément l’état d’une autre particule à un autre 
endroit, aussi lointain qu’on le veut du premier.  
 

2.5.3.4 Non déterminisme : 
 
Contrairement à la physique classique, la mécanique quantique n’est pas 
déterministe. En d’autres termes, les mêmes causes ne produisent pas nécessairement 
les mêmes effets. Le non déterminisme signifie que si on prépare un qbit dans une 
superposition d’états et qu’on le mesure, on ne peut pas prédire si on va obtenir 0 ou 
1. C’est ce qui confère à l’informatique quantique toute sa magie et sa puissance 
théorique. 
 

2.5.3.5 Non clonabilité : 
 

En 1982, W. Wootters, W. Zurek et D. Dieks énoncent le principe de non-duplication 
qui affirme que la copie n’est pas toujours possible dans le monde quantique. 
Comme la mesure détruit l’état quantique d’un photon, on ne peut jamais connaître 
avec certitude cet état. De là, on ne peut pas copier ce que l’on ne connaît pas. Ce 
principe de non clonabilité est très utile pour la cryptographie quantique. 
  
 
2.6 Les opérateurs logiques quantiques : 
 
Pour l’informatique classique, la possibilité de réaliser les portes logiques NOT et 
NAND sur un ensemble de bits classiques permet de réaliser n’importe quel calcul 
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classique. On dit alors que (NOT et NAND) forment un ensemble universel 
(complet) pour le calcul classique. 
Pour le calcul quantique, un ensemble universel doit aussi être défini. Avant de 
présenter un tel ensemble, il est toutefois nécessaire de bien comprendre ce qu’est un 
calcul quantique. Dans le paradigme standard, ce n’est rien de plus que l’évolution 
unitaire contrôlée d’un système quantique 

                                 
,)0()()( ψψ tUt =  (2.7) 

 
Où )0(ψ  est l’état initial de l’ordinateur et l’état final qui, une fois mesuré, sera la 
réponse au calcul. L’opérateur unitaire d’évolution U(t) représente le programme 
quantique : la dynamique du système est choisie de façon à correspondre au calcul à 
effectuer. 
 

2.6.1.1 Les portes logiques quantiques 
 

Le  principe du calcul quantique est simple, on commence par préparer n qbits à 
l’état 0 . Ensuite ils subissent une évolution unitaire dans l’espace H Vn  de l’instant 
de départ  t0 jusqu’à  l’instant t. cette évolution est décrite par un opérateur unitaire 
U(t,t0)   agissant dans   H Vn . Une  mesure des qbits est effectuée au temps t. 
L’évolution  unitaire U doit être réversible   c'est-à-dire U-1(t, t0)   = U(t, t0 ) 
 
Voici quelques portes quantiques simples : 
         
L’identité  I   :   0   à  0       

                            1    à  1                     

o La matrice correspondante est 







10
01

 

 
o Le circuit correspondant est  

 
 

 
La négation X :  0   à  1                   

                             1   à  0                     

o La matrice correspondante est 







01
10

 

 
o Le circuit correspondant est  

 
 

I 

X 
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La porte Y  :      0   à  - 1                     

                            1   à   0       
    
 

o La matrice correspondante est 







− 01

10
 

 
o Le circuit correspondant est  

 
 
La transformation de décalage de phase Z  :       
 
           Z  : 0   à    0                      
                          1   à   - 1    

o La matrice correspondante est 







−10
01

 

 
o Le circuit correspondant est  

 
 
Toutes ces portes sont unitaires. Si on prend l’exemple de la porte Y on aura :  
 

IYY =







−







 −
=

01
10

01
10*  

 
     
La négation contrôlée CNot : 
 
   CNot :   00   à  00  
                                                 01   à  01  
                                                 10   à  11  

                                                 11   à  10  
 

o La matrice correspondante est 



















0100
1000
0010
0001

 

 
o Le circuit correspondant est  

 

Y 

Z 
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Figure 2.2 Circuit quantique représentant le Controlled-Not 

 

Le cercle noir indique le bit de contrôle et le cercle ouvert indique la négation 
conditionnelle du bit sujet. 

La porte controlled-Not, CNot, change le deuxième bit si le premier est à 1, et le laisse 
inchangé sinon. 
 
 
 

 
 
 
 

Figure 2.3 Table de verité du CNot 

 

En général, on peut avoir plusieurs bits de contôle. Ainsi le Non Contrôlé- Contrôlé 
(Controlled-Controlled-Not) inverse le troisième bit si et seulement si les deux 
premiers sont tous les deux à 1. Le Controlled-Controlled-Not a la représentation 
graphique suivante : 

 
Figure 2.4 La porte Controlled-Controlled-Not 

 

Porte Racine Carré de NOT :  

La porte NOTU appliquée deux fois de suite à un qbit, l’inverse. 

 

 

 
 

 

L’opérateur NOT est définie par : 

I. Entrée II. Sortie 
00 00 
01 01 
10 11 
11 10 

,100 == NOTUNOTUNOTU

011 == NOTUNOTUNOTU
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Ceci  peut être représenté graphiquement par : 

 

 
 

Figure 2.5 la porte NOT  

 

La porte Walsh-Hadamaard 

 

Une autre transformation à un seul qubit qui est très importante est la transformation 
de Hadamard. Cette porte permet une rotation de l’état d’un qubit :  

 
 

 
(2.8) 

 
Cette porte permet de créer des superpositions et de représenter 2n valeurs dans n 
qbits comme suit : 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

2.6.1.2 Circuits quantiques : 
 

1
22

10
22

11

1
22

10
22

10







 ++






 −=







 −+






 +=

iiU

iiU

NOT

NOT

( ) ( ) ( )

( )

( )12210
2

1

111100000
2

1

10
2

110
2

110
2

1000

−++++=

+++=

+⊗⊗+⊗+=⊗⊗⊗

n

n

n

WHWHWH UUU

K

KKKK

KK

Entrée  NOT
 

EntréeNOTSortie =  NOT
 

( )10
2

10 +=WHU ( )10
2

11 −=WHU
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On dispose d’un ensemble complet de portes logiques réversibles qui peuvent 
accomplir tous les calculs classiques sur un ordinateur quantique. 
Si U1 et U2 sont deux transformations  unitaires alors la transformation conditionnelle                                               
 

21 1100 UU ⊗+⊗  (2.9) 

est  unitaire. 
 
D’où 

XICnot ⊗+⊗= 1100  et  notCIIT ⊗+⊗⊗= 1100  
 

La transformation  T représente la porte de Toffoli. Cette porte peut être utilisée pour 
construire les opérateurs AND et NOT de la façon  suivante : 

 
xxT ¬= ,1,1,1,1  

 
yxyxyxT ∧= ,,0,,  

                     
Par exemple le circuit quantique suivant implémente la somme de deux bits x et y, en 
utilisant les portes de Toffoli et Cnot   
 
 

           
Figure 2.6 circuit quantique pour la somme de deux bits 

 
 
Pour une fonction classique arbitraire f avec m bits d’entrées et k bits de sorties, on a 
le circuit quantique suivant : 
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Figure 2.7 circuit quantique pour une fonction f 

 
 
2.7 Le parallélisme quantique  
 
Si Uf est appliquée à des qbits en superpositions, elle génère une superposition de 
résultats. De cette façon on peut calculer f(x) pour n valeurs de x en une seule 
application de  Uf  . C’est le parallélisme quantique. 
La puissance des algorithmes quantiques provient essentiellement du parallélisme 
quantique et de l’enchevêtrement. La majorité des algorithmes quantiques 
commencent par le calcul de la fonction considérée pour une superposition de toutes 
les valeurs possibles comme suit : 
 

• Commencer avec l’état initial |0000…0> 
 
• Appliquer la transformation de Walsh-Hadamard pour avoir une 

superposition. 
 
Exemple : On considère la porte de Toffoli qui calcule la conjonction de deux valeurs. 
          

 
Figure 2.8 porte de Toffoli pour la conjonction  

 
On prend comme entrée une superposition de toutes les combinaisons de bits 
possibles pour x et y avec la valeur zéro 
 

0)10(
2

1)10(
2

1000 ⊗+⊗+=⊗⊗ HH  

 

.110010000(
2

1
++=  
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En Appliquant la transformation de Toffoli à cette superposition de données en 
entrées pour avoir une superposition de sorties. 
 

).111010000(
2

1)000( ++=⊗⊗ HHT  

 
On remarque que le résultat trouvé n’est autre que la table de vérité de la 
conjonction. 
 
2.8 Cryptographie quantique : 
 
La cryptographie quantique est basée sur le fait qu’un bit d’information est codé sur 
un seul objet quantique [Bellac, 03], comme par exemple un seul photon. Or d’après 
les lois de la mécanique quantique, il n’est pas possible de mesurer un système 
quantique inconnu sans le modifier. Un espion essayant d’intercepter une 
communication entre deux parties (traditionnellement nommées Alice et Bob), ne 
pourra alors pas extraire d’information utile sans être détecté par Alice et Bob. Ces 
derniers pourront partager une clé aléatoire avec une sécurité absolue basée sur les 
lois de la mécanique quantique. 
Donc il ne s’agit pas de chiffrer un message à l’aide de l’information quantique, mais, 
de s’assurer que la transmission de clé (dite publique) n’a pas été espionnée. 
Alice envoie vers Bob quatre types de photons polarisés suivant   → , ↑ , j et k  de 

même Bob analyse ses photons selon les quatre directions verticale, horizontale et 
inclinées ( ± 45°). Exemple Bob enregistre 1 si le photon est polarisé  ↑  ou  j  et 0 

sinon. Après enregistrement d’un nombre suffisant de photons, Bob annonce 
publiquement la suite des analyseurs qu’il a utilisés, mais non ses résultats. Alice fait 
des comparaisons et lui donne  toujours  publiquement la liste des polarisateurs 
compatibles avec ses analyseurs, les bits correspondants forment la clé. 
 
Pour vérifier que le message n’a pas été intercepté, Alice et Bob échange une partie 
de la clé et la compare publiquement, s’ils aperçoivent une réduction de corrélation 
entre les valeurs de leurs bits, ils déduisent que le message a été intercepté.  

 
2.9 Correction d’erreurs quantiques  
 
Parmi les problèmes rencontrés lors de la construction des ordinateurs quantiques, 
on trouve la nécessité d’isoler un état quantique. L’interaction des particules, 
représentant un état quantique, avec l’environnement externe perturbe celui ci et 
cause sa décohérence. 
Les principaux types d’erreurs sont les suivants: 
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a|1 >   +  b|0 >    Z 
      a|0 > + b|1 >      à a|0 >   -   a|1 >    X 
    a|1 >   -   b|0 >   Y 
 
Toutes les autres erreurs peuvent être décrites par des combinaisons de X,Y, et Z. On 
doit uniquement corriger deux de ces trois types d’erreurs car Y = XZ. 
 
Afin d’illustrer les techniques de QEC (Quantum Error Correction) par un exemple 
simple, on considère le cas ou un qbit renverse spontanément sa valeur (« bit flip » 
)au cours du calcul. Il est possible de protéger l’information quantique contre ce type 
d’erreurs en encodant chaque qbit logique à l’aide de trois qbits. Une superposition 
d’états donnera   
 

a|0 > + b|1 > = a|000 > + b|111 > 
 

Une erreur de « bit flip »  sur le premier qbit de cette superposition donnera : 
 

 a|000 > + b|111 >  à  a|100 > + b|011 > 
 

Afin de détecter ces erreurs, on ajoute aux trois qbits de code, deux qbits auxiliaires 
préalablement initialisés dans l’état |0>, on applique ensuite le circuit suivant : 
 

 
Figure 2.9 circuit correcteur d’erreur 

 
On mesure les deux qbits auxiliaires, pour obtenir le syndrome qui nous renseigne 
sur le bit sur lequel le « bit flip a été effectué. On applique  alors la transformation 

 
sur le bit erroné pour le corriger. 
 
Les erreurs de phase («  phase flip ») sont de la forme : 
 
       a|0 > + b|1 >      à a|0 >   -   a|1 >     
 
et peuvent être corrigées par des techniques semblables à celles du « bit flip ». 
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2.10 L’algorithmique quantique : 
 
La puissance potentielle d’un ordinateur quantique a été reconnue par Richard 
Feyman [Feyman, 82]. David Deutsch a montré ensuite que les problèmes faciles 
pour les ordinateurs classiques seraient aussi faciles pour tous les ordinateurs 
quantiques [Deutsh, 85]. A présent, La conception d’algorithmes quantiques est une 
tâche très difficile. Au cours des traitements quantiques, on ne doit pas perdre les 
superpositions quantiques car elles sont responsables de l’efficacité des algorithmes 
quantique. 

 
Figure 2.10 circuit d’un algorithme quantique 

 
Nous allons, à présent, présenter brièvement les deux premiers algorithmes 
quantiques.  
 

2.10.1  L’algorithme de Shor 
 
Shor a inventé un algorithme quantique, pour factoriser un entier de n bit, dont la 
complexité  est nettement inférieure à celle des algorithmes classiques de 
factorisation [Shor, 94]. 
La majorité des algorithmes de factorisation, y compris celui de Shor, ramène les 
problèmes de factorisation à des problèmes de recherche de période de fonctions. 
Shor utilise le parallélisme quantique pour obtenir une superposition de toutes les 
valeurs de la fonction en une seule étape. Puis il calcule la transformation de Fourrier 
de la fonction. Celle ci ramène toutes les amplitudes de la fonction à des multiples de 
l’inverse de sa période avec une probabilité élevée. En mesurant le nouvel état, on 
obtient la période de la fonction, qui à son tour sert à factoriser l’entier à factoriser. 
 
La transformation de Fourrier ramène la fonction d’un domaine temporel vers un 
domaine fréquentiel, et de là elle transforme toute fonction de période r en une 

fonction qui ne s’annule qu’à des multiples de sa fréquence
r
Π2 . 

Les étapes de l’algorithme de Shor : 
 

Déroulant l’algorithme de Shor à travers l’exemple suivant : M=21 
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Etape 1 :     Parallélisme quantique  
 

§ Choisir un entier a quelconque 
§ Si a et M ne sont pas premiers entre eux alors a est un facteur de M Sinon 

dérouler le reste de l’algorithme 
§ Soit M²<=m<2M². 
 
On utilise le parallélisme quantique pour calculer  

∑
+

=

12

0
)(,

2
1 m

x
m

xfx  (2.10) 

     
où f(x) = ax mod M 
 

Etape 2 :     Recherche d’un état avec une amplitude égale à celle de f: 
 
 On mesure les derniers [log2 M ] qbits de (1), On obtient une valeur u 
 L’état après la mesure est : 

∑
x

uxxgC ,)(  (2.11) 

 

 Avec  




 =

=
.0

)(1
)(

otherwise

uxfif
xg  

    
 g(x) est donc la fonction qu’on recherche. 
 

Etape 3 :     Appliquons la Transformation de Fourrier Quantique (QFT) 
 
La QFT est appliquée aux m premiers qbits de (2) (la valeur de u ne nous 
intéresse pas) on obtient :  

∑∑ →=
cx

QFT ccGxxgU )()(  (2.12) 

Etape 4 :     Extraction de la période 

On mesure l’état  (3) , on obtient 
r

jv
m2

= . 

Si v est un multiple de 2m/r, il est facile d’extraire la période, on réduit la fraction  
v/2m, son dénominateur q donnera la période r. 

 
Etape 5 :     Trouver un facteur de M 
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Si q est pair, on peut affirmer que aq/2 +1 et aq/2 –1 ont des facteurs non triviaux  
communs avec M 
 

Etape 6     Répéter l’algorithme si nécessaire 
 
Dans les cas suivants, on n’aboutit pas à une factorisation de M : 
 

- la valeur v n’est pas un multiple de 2m/r 
- le dénominateur q peut être un facteur de la période et non la 

période elle même 
- l’étape 5 donne M comme un facteur de M 
- la période de f(x)= ax    est impair 

 
2.10.2 L’algorithme de Grover 

 
L’algorithme de Grover [Grover, 97] recherche dans une liste non structurée de taille 
N , tous les x vérifiant une certaine  propriété P. 
Soit Up la porte quantique qui implémente la fonction classique P(x) 

 
)(,0,: xPxxU p ←  

 
Premièrement, on va évaluer P pour toutes les valeurs d’entrées possibles xi 

 

∑
−

=

1

02
1 n

x
n

xPx )(,  (2.13) 

 

La probabilité de mesurer l’état 1,0x  est égale à 2-n   
On applique une transformation à l’état (1) pour augmenter l’amplitude du vecteur  

1,0x  et diminuer celle de 0,0x , puis on mesure le dernier qbit, représentant P(x), le 
résultat sera 1 avec une probabilité élevée 
Si c’est le cas, le nouvel état sera  
 

∑ =

k

i ik
x

1
1,

2
1 , 

 
où k représente le nombre de solutions. 
Si on mesure maintenant les bits restants, on trouve une de ces solutions  
Si la mesure de P(x) donne zéro, on reprend dés le début. 
 
2.11 Les algorithmes évolutionnaires quantiques : 
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Les algorithmes évolutionnaires (EAs) sont des méthodes d’optimisation et de 
recherche stochastiques basées sur les principes de l’évolution biologique naturelle. 
Comparés aux méthodes d’optimisation traditionnelles, les EAs sont robustes et 
peuvent être appliqués  à  différents problèmes réels. Le calcul évolutionnaire inclut 
trois grandes catégories : 
 
§ Les algorithmes génétiques, 
§ La programmation évolutionnaire et 
§ Les stratégies d’évolutions. 

 
Les EAs manipulent une population de solutions potentielles. Ils appliquent une 
fonction d’évaluation et un mécanisme de sélection pour générer itérativement les 
meilleures approximations d’une solution.  
Les EAs sont caractérisés par la représentation des individus, la fonction d’évaluation 
et la dynamique de la population. 
 
Les recherches dans le domaine de l’hybridation évolutionnaire quantique ont 
commencé vers la fin des années 90. Elles peuvent être classées en deux grandes 
catégories. Les approches de la première catégorie, s’intéressent à la génération de 
nouveaux algorithmes purement quantiques basés sur les techniques de 
programmation automatique [Spector, 99]. Cependant, les approches de  la deuxième 
catégorie,  visent la génération d’algorithmes évolutionnaires inspirés du calcul 
quantique [Han, 02], [Narayanan, 96], [Han, 00], [Han, 01], [Kim, 03], [Jang, 03], 
[Han, 03] et [kim, 04]. Ces derniers  sont destinés à être exécutés sur des ordinateurs 
classiques.  
 
Comme tout algorithme évolutionnaire, un algorithme évolutionnaire inspiré du 
calcul quantique (QEA) est caractérisé par : 
 

§ la représentation des individus, 
§ la fonction d’évaluation et  
§ la dynamique de la population. 

 
Nous allons maintenant détailler ces différents concepts en se basant sur les travaux 
de Han et Kim[Han, 02]. 

 
A. La représentation : 

Les QEAs utilisent une nouvelle représentation des individus basée sur le concept du 
qubit. Un chromosome quantique est une chaîne de qubits. Un qubit étant la plus 
petite unité d’information définie par une paire de nombres ( )βα ,  comme suit :  









=

β
α

ψ Où 122
=+ βα  (2.14) 
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2
α  est la probabilité que le qubit se trouve dans l’état ‘0’ et 2

β  est la probabilité que 
le qubit se trouve dans l’état ‘1’. Un qubit peut être à l’état ’1’, à l’état ‘0’ ou dans une 
superposition des deux.  
Un chromosome quantique est une chaîne de m qubits défini par : 
 










m

m

βββ
ααα

...

...

21

21 Où 122
=+ ii βα , i=1,2,…, m. (2.15) 

Cette représentation quantique a l’avantage de pouvoir représenter une 
superposition linéaire des états.  

Exemple : Soit le système à trois qubits avec trois paires d’amplitudes suivant : 

 

















−
2

3
2

1
2

1

2
1

2
1

2
1

 

Les états de ce système peuvent être représentés par : 

 

1114
31104

11014
31004

10114
30104

10014
30004

1 −−++−−+  

Le résultat précédent implique que les probabilités de représenter les états 000 , 

001 ,  010 ,  011 , 100 ,  101 , 110  et 111 . Sont respectivement : 16
1 , 16

3 , 16
1 , 

16
3 , 16

1 ,  16
3 , 16

1  et 16
3 . Par Conséquent, le système à trois qubits précédent 

contient l’information de 8 états. 

Donc le calcul évolutionnaire utilisant une représentation quantique a une meilleure 
diversité que les autres représentations, du fait qu’il peut représenter une 
superposition linéaire des états d’une manière probabiliste. On voit bien, à travers 
l’exemple précédent, qu’un seul chromosome quantique est suffisant pour 
représenter 8 états. Cependant dans une représentation binaire au moins 8 chaînes 
(chromosomes) : (000), (001), (010), (011), (100), (101), (110) et (111) sont nécessaires.  

 
B. La fonction d’adaptation : 

 
Elle est aussi appelée fonction d’évaluation. Elle permet d’affecter à chaque individu 
de la population une valeur numérique permettant de distinguer les chromosomes 
proches de la solution optimale. Elle représente donc un outil indispensable pour la 
sélection des meilleurs individus de la population. 
Donc chaque individu possède une valeur d’adaptation. L’idée clé est de créer un 
état physique enchevêtré stockant ce couple de valeur : un indice identifiant 
l’individu et sa valeur d’adaptation [Giraldi, 04]. 
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C. L’observation : 
 

Elle est aussi appelée mesure. Elle permet d’obtenir un chromosome classique à 
partir d’un chromosome quantique et ceci par la mesure de ses états un à un. Par 
exemple, si on a le chromosome :  
 









=

2056076380631709466009730
0891348600606802311095010
.....

....
C  

 
Sa mesure donne le vecteur binaire suivant :    [ ]01110  

 
D. La dynamique de la population : 

 
Une porte quantique est utilisée comme un opérateur de variation dans les QEAs. 
Elle permet la mise à jour des différents qbits représentants les chromosomes. Les 
qbits mis à jour doivent satisfaire la condition de normalisation: 1=+ ²'²' βα , où α’ 
et β’ sont les valeurs des qbits mis à jour. 
Selon la nature du problème à traiter, cet opérateur de variation quantique peut 
être la porte Not, la porte controled-Not ou la porte d’Hadamard. Mais 
généralement, la porte quantique la plus utilisée dans les QEAs est la rotation 
quantique définie par : 

( ) ( )
( ) ( ) 








∆∆
∆−∆

=∆
ii

ii
iU

θθ
θθ

θ
cossin
sincos

)(  (2.16) 

 
Où )( iθ∆ , i=1,…, m, est un angle de rotation qui fait dévier chaque qbit vers l’état 0 
ou 1 dépendant de son signe. La valeur de )( iθ∆ dépend de la nature du problème à 
traiter. 
 

E. La structure général d’un QEA : 
 
Nous allons, à présent, présenter d’une façon simplifiée les principales étapes d’un 
QEA : 
 
Etape 1 : Initialisation de la population quantique. 
Etape 2 : Mesure de la population quantique et génération d’une population binaire. 
Etape 3 : Restauration de la faisabilité des solutions binaires. 
Etape 4 : Sauvegarde de la meilleure solution. 
Etape 5 : Evaluation des chromosomes de la population binaire. 
Etape 6 : Mise à jour de la population quantique. 
Etape 7 : Si la condition d’arrêt est non satisfaite, aller à l’étape 2 sinon fin. 
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Il existe à présent de algorithmes génétiques quantiques  qui ont enrichi l’algorithme 
précédemment défini avec des opérateurs de reproduction quantiques tels que la 
mutation et le croisement quantique ([Draa, 04] et [Talbi, 04] ).  
 

F. Les avantages des QEAs: 
 
Les algorithmes évolutionnaires inspirés du calcul quantique (QEA) ont  été 
récemment proposés. Ils peuvent assurer une balance entre l’exploration et 
l’exploitation plus efficacement que les algorithmes génétiques conventionnels. En 
effet, QEA peut explorer  l’espace de recherche avec un nombre très réduit 
d’individus et exploite cet espace pour rechercher une solution globale dans un 
temps très court. QEA est basé sur les principes et concepts du calcul quantique 
comme le bit quantique et la superposition des états. Cependant QEA n’est pas un 
algorithme quantique, mais c’est un nouvel algorithme évolutionnaire. 
 
2.12 Conclusion : 
 
Afin de se familiariser avec le domaine quantique, nous avons présenté dans ce 
chapitre les concepts de bases de l’informatique quantique, ainsi que les principes 
des algorithmes quantiques. Nous avons aussi présenté l’algorithme de shor [Shor, 
94] et celui de Grover[Grover, 97],  les deux pionniers de l’algorithmique quantique. 
Après ce bref aperçu de l’informatique quantique, on remarque que ce domaine a fait 
appel à plusieurs spécialités tel que la physique, les mathématiques et l’informatique. 
L’objectif visé par cette intégration de connaissances est la réalisation d’un ordinateur 
quantique et son utilisation pour effectuer certains calculs beaucoup plus rapidement 
qu’avec un ordinateur classique.  
 
Quelque soit l’angle disciplinaire sur lequel on l’envisage, les défis dans le domaine 
quantique sont de taille. Par exemple très peu d’algorithmes quantiques efficaces 
sont connus. Les concepts quantiques ne pourront toutefois être applicables qu’une 
fois un ordinateur quantique dûment réalisé. En attendant cette réalisation, et afin de 
tirer profit de ces nouveaux concepts quantiques, les chercheurs ont pensés à les 
intégrer dans des approches classiques. Un nouveau paradigme de calcul inspiré des 
principes de l’informatique quantique a vu le jour. Dans ce même contexte, on 
présentera au chapitre suivant une nouvelle approche  évolutionnaire inspirée du 
calcul quantique. 
    
 
 



 

 

Chapitre 3 

 

Une Approche Evolutionnaire  Quantique  Pour  
Les Problèmes d’Optimisation  Combinatoire 

Multiobjectif 
 

ans ce chapitre, nous allons présenter une nouvelle approche pour 
l’optimisation multiobjectif. Cette nouveauté réside dans la 
définition d’une représentation quantique des problèmes à traiter. 

Les concepts quantiques tels que le qbit, la superposition des états et les 
opérateurs quantiques ont été adaptés au problème du sac à dos multiobjectif. 
Une dynamique évolutionnaire inspirée de ces concepts est également définie 
pour trouver une approximation du Front de Pareto théorique.  
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3.1 Introduction  
 
Les problèmes d’optimisation multiobjectif combinatoire sont difficiles à résoudre et 
nécessitent l’utilisation de méthodes très performantes. Ainsi, malgré le nombre 
important de méthodes d’optimisation multiobjectif disponibles, il n’existe pas 
encore de méthodes puissantes pouvant surpasser les difficultés des MOPs. Ce 
domaine reste toujours ouvert à de nouvelles idées et philosophies de résolutions.  
Dans ce chapitre nous allons proposer une nouvelle approche pour la résolution des 
MOPs utilisant le paradigme évolutionnaire quantique. Comme tout algorithme 
évolutionnaire, l’approche proposée est caractérisée par la représentation des 
individus, la fonction d’évaluation et la dynamique de la population. 
 
Pour un souci de clarté, nous allons commencer par définir la structure générale d’un 
noyau quantique qu’on va développer et décortiquer par la suite.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                                             

 
 
                                                                                                  Oui    

 
 
 
 

 
 

Figure 3.1 Noyau quantique évolutionnaire pour un MOP 
 
 

On commencera tout d’abord par la formulation du problème du sac à dos 
multiobjectif (MOKP), l’un des problèmes combinatoires les plus étudiés dans la 
communauté multiobjectif, qu’on a choisit pour valider l’approche proposée puis on 
définira les différents éléments composants le noyau quantique et on finira par 
présenter et discuter les résultats obtenus. 
 

MOP 

Représentation 
quantique du MOP 

Evaluation et  
Dynamique de la 

population 

Ensemble des 
solutions non 

dominées 

Arrêt
 ? 

Non 
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3.2 Formulation du problème du sac à dos multiobjectif (MOKP)  
 

Le sac à dos multidimensionnel multiobjectif (MOKP) est l’un des problèmes les plus 
réputés dans la communauté des problèmes d’optimisation combinatoire 
multiobjectif, il  peut modéliser de nombreux problèmes réels, comme la répartition 
de budget et l’allocation de ressources. Nous avons donc choisi ce problème pour 
tester notre approche. 

Plusieurs algorithmes heuristiques ont été développés pour résoudre le MOKP. On 
peut citer à titre d’exemple l’algorithme génétique de Zitzler SPEA  [Zitzler, 98], la 
recherche tabou de Barichard [Barichard, 03a] et celle de Abdelaziz [Abdelaziz, 97], 
etc.… 
 
Le problème du MOKP est définit de la façon suivante : étant donné un ensemble 
d’objets, à chacun d’entre eux sont associé des valeurs de profit ainsi que des poids. 
Le problème du sac à dos multiobjectif consiste à sélectionner un sous ensemble 
d’objets maximisant une fonction multiobjectif, exprimée en fonction des valeurs de 
profit, tout en respectant un ensemble de contraintes du type sac à dos [Barichard, 
03a]. Formellement, ce problème peut être décrit comme suit : 
 
 
 

}{ mix

qlbxwquetelle

kjxcxz

i

l

m

i
i

l
i

m

i
i

j
i
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,...,1,1,0

,...,1,

,...,1,)(max

1

1

=∈

=≤

==

∑

∑

=

=

 (3.1) 

 

Où  

m : désigne le nombre total d’objets, 

ix , i=1, …, m : désignent les variables de décision, 

 k : le nombre de fonctions objectif, 

 jz  : la jième composante de la fonction multiobjectif z, 

 j
ic  : désigne le profit de l’objet i par rapport à l’objectif j  
l
iw  : désigne le poids de l’objet i par rapport à la contrainte l.  

et q : le nombre de contraintes de type sac à dos du problème. 
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3.3 Définition d’un noyau évolutionnaire quantique 

 
Après avoir définit le problème du MOKP, on va essayer maintenant de le résoudre 
en exploitant les concepts de l’informatique quantique. Pour cela, on doit : 
 
§ définir une représentation quantique d’un individu solution du MOKP, 
§ puis, définir l’ensemble des opérateurs génétiques quantiques, qui permettent 

de faire évoluer la population quantique d’une génération à l’autre. 
 

3.3.1 La  représentation quantique du MOKP 
 
Une solution potentielle du MOKP est donnée par le vecteur de décision  

[ ] .,...,, t
mxxxX 21=  

 
(3.2) 

 
Chaque variable ix  prend la valeur 1 si l’objet  i correspondant est présent dans le sac 
à dos et prend la valeur 0 sinon. Pour trouver une représentation quantique adéquate 
à ce vecteur solution, on est amené à définir des probabilités de présence ou 
d’absence pour chaque objet dans le sac à dos. Chaque objet peut être naturellement 
représenté par une paire de nombres ),( βα permettant ainsi de définir le qbit : 
 

10 βα +=Ψ  (3.3) 
 

Où α  et β  sont  deux nombres vérifiant la condition 2α + 2β =1. 
2α  donne la probabilité pour que le qbit prennent la valeur 0, et donc la variable de 

décision prend aussi la valeur 0. Tandis que la valeur 2β  donne la probabilité pour 

que le qbit prennent la valeur 1, et donc la variable de décision prend aussi la valeur 
1. Le vecteur de décision X peut être représenté par un registre quantique q 
contenant m qbits de la façon suivante : 
 









=

m

mq
βββ
ααα

...

...

21

21  (3.4) 

 
Cette représentation est avantageuse car elle permet  de représenter une 
superposition linéaire  de tous les états possibles. Toutes les combinaisons possibles 
des valeurs du vecteur de décision X peuvent être dérivées à partir de cette simple 
représentation. Pour plus de diversité, on maintient une population de solutions 
quantiques. Donc à chaque génération de notre approche évolutionnaire, on 
manipule une matrice d’individus quantiques notée )(tQ  : 
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( ) { }t

n
tt qqqtQ ...,,, 21=  (3.5) 

 
Où  n représente la taille de la population, et t

jq , j=1..n est l’un individu quantique 
définit par : 
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2
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1  (3.6) 

 
3.3.2 Les opérateurs de variations quantiques : 

 
Afin de faire évoluer la population quantique de générations en générations, 
l’ensemble suivant des opérateurs quantiques est appliqué. 
 
§ L’opération de mesure quantique :  

 
Une fois la population quantique initialisée, on doit la mesurer pour extraire la 
population binaire correspondante. Malgré la superposition des états présente dans 
un qbit,  la mesure ne produit qu’une seule valeur binaire dépendant des valeurs de 
ses probabilités 2α et 2β . La figure 3.2 montre le passage d’une population 

quantique à une population binaire correspondante. 
 

Chromosome 1 0,88 0,1 0,66 0,56 0,647 
 0,47497368 0,99498744 0,7512656 0,82849261 0,76249 
      

Chromosome 2 0,22 0,89 0,96 0,55 0,789 
 0,97549987 0,45596052 0,28 0,83516465 0,6143932 
      

Chromosome 3 0,887 0,265 0,56 0,11 0,22 
 0,46176942 0,96424841 0,82849261 0,99393159 0,97549987 

(a) 
 

Chromosome 1 0 1 1 1 1 
Chromosome 2 1 0 0 1 0 
Chromosome 3 0 1 1 1 1 

(b) 
 

Figure 3.2 Exemple de mesure, (a) population quantique, (b) population binaire 
correspondante. 
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§ L’interférence quantique : 
 
L’interférence quantique peut être définit comme étant une rotation spéciale (Figure 
3.3) qui peut être utilisé comme une porte quantique dans les algorithmes 
évolutionnaires. C’est un opérateur d’intensification, qui permet de ramener 
progressivement les chromosomes quantiques au voisinage de la solution trouvée. 
Cette porte peut être définie par : 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) 







 −
=

ii

ii
iU

δθδθ
δθδθ

δθ
cossin
sincos  (3.7) 

 
Où : mii ...,,2,1, =δθ  est un angle de rotation faisant dévier  chaque qubit vers l’état 0 
ou 1 dépendant de son signe. iδθ  est un paramètre de réglage devant  être choisit 
expérimentalement. Le signe de iδθ  change selon la table présentée dans la figure 3.4. 

 
Figure 3.3 Rotation d’un qubit 

 
 

Α β Valeur du bit de référence  Angle 
> 0 > 0 1 + δθ 
> 0 > 0 0 - δθ 
> 0 < 0 1 - δθ 
> 0 < 0 0 + δθ 
< 0 > 0 1 - δθ 
< 0 > 0 0 + δθ 
< 0 < 0 1 + δθ 
< 0 < 0 0 - δθ 

 

Figure 3.4 Lookup table. 
 
§ La mutation quantique : 

 

La mutation classique opère comme une petite perturbation qui inverse le bit muté. 
Dans ce travail on a utilisé un type de mutation appelé mutation quantique. Cette 
mutation est aussi une perturbation mais elle opère sur les probabilité d'un qubit du 
chromosome de la façon suivante: si ce qubit est représenté par: α|0〉+β|1〉., la 
mutation génère le qubit β|0〉+α|1〉. Dans la figure qui suit le chromosome quantique 
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est muté au niveau de point  3. On remarque que la mutation quantique est le même 
opérateur que le NOT abordé dans le chapitre précédent. 

 
0.2383    0.8337    0.5057    0.1079  

0.5522    0.8627    0.9942    0.9712  
 

0.8337    0.8627    0.1079    0.2383  
0.5522    0.5057    0.9942    0.9712  

 
Figure 3.5 Mutation quantique 

 
§ Le  croisement quantique : 
 

Le croisement quantique est similaire à un croisement classique dans le principe. 
Cependant il opère sur des chromosomes quantiques. Donc c'est un croisement qui 
opère sur des matrices de probabilités et génère des matrices de probabilités. Par 
exemple le croisement de la figure 3.6 aura comme entrée les deux chromosomes 
quantiques a et b et produira en sortie les deux chromosomes quantiques c et d. Le 
point de croisement est choisi par l'une des techniques connues, pour cet exemple le 
croisement est fait au point 2.  
 
 

        
 
   

 
 
 

       
 
       

Figure 3.6 Croisement quantique. 
 
 

3.4 L’approche proposée : QMOKP (a Quantum approach for Multiobjective 
Knapsack Problem)  

 
Maintenant, on va décrire comment le noyau quantique défini précédemment, peut 
être exploitée et décortiqué afin de définir une nouvelle approche évolutionnaire 
quantique pour la résolution du problème multiobjectif MOKP. Les résultats d’une 
première version de cette approche ont été acceptables et très prometteurs [Meshoul, 
05a]. Après les étapes de tests intensifs et de validation, nous avons amélioré cette 

0.9887   0.4132   0.7955   0.8733   0.7676 
0.0224   0.8293   0.3672   0.2373   0.4108 

0.3757   0.3368   0.7394   0.1644   0.4073 
0.8588   0.8866   0.4534   0.9730   0.8341 

0.9887   0.4132   0.7394   0.1644   0.4073 
0.0224   0.8293   0.4534   0.9730   0.8341 

0.3757   0.3368   0.7955   0.8733   0.7676 
0.8588   0.8866   0.3672   0.2373   0.4108 

a= 

b= 

c= 

a= 
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première version et généré une seconde plus élaborée [Meshoul, 05b]. Les principales 
différences de la version2 de QMOKP par rapport à sa version précédentes peuvent 
être résumées en : 
 
§ Une amélioration au niveau du calcul des valeurs d’adaptation des individus, 
§ Une nouvelle technique d’archivage. 

 
QMOKP est un algorithme évolutionnaire quantique élitiste. En effet, l’approche 
proposée maintient un archive externe contenant le meilleur ensemble des solutions 
non dominées rencontré durant le processus de recherche. QMOKP appartient à la 
classe des approches Pareto car elle utilise un mécanisme de sélection basé sur la 
relation de dominance Pareto. 
 
En plus de l’archive externe A(t), QMOKP maintient, une population quantique )(tQ , 
une population binaire B(t) et une population temporaire dénotée par Temp(t).  On a 
utilisé la relation de dominance de Pareto pour assigner des valeurs d’adaptation aux 
différents individus de la population. Pour plus de clarté,  on commence par donner 
le schéma général de notre algorithme, puis on détaillera les différentes étapes par la 
suite. 
 
 
QMOKP Algorithm: 
 

INPUT: Problem specification 
 
Step 1: Generate an empty archive A(0). 
Step 2: Generate initial population Q(0). Set t=0. 
Step 3: If ( t > max_gen ) Output the dominated set A(t). Stop. 
Step 4: Make P(t) by observing the states of Q(t). 
Step 5: Repair P(t) for restoring the feasibility of  the solutions in P(t). 
Step 6: Copy non dominated solutions of  P(t) and  A(t) in A(t+1). 
Step 7: Compute the fitness of each individual in P(t) and A(t+1). 
Step 8: Select individuals from P(t) and A(t+1) and store them in Temp(t). 
Step 9: Interfere Q (t) toward Temp (t). 
Step 10: Apply quantum crossover and quantum mutation.  

Set t=t+1 and go to step 3.  
 
 OUTPUT: the set A(t) of non dominated solutions. 

 
 
 
 

3.4.1 Fonctionnement : 
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La figure 3.7 illustre le schéma général de fonctionnement de l’algorithme QMOKP. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 3.7 Fonctionnement général de QMOKP. 
 
 
 

La spécification du problème inclut la définition des fonctions objectives, les 
contraintes du problème et l’ensemble des paramètres du problème tel que la taille m 
du vecteur de décision et le nombre k des fonctions objectives.  
 
La première étape de QMOKP permet d’initialiser à l’ensemble vide l’archive externe 
A(0). Ensuite, la population quantique Q(0) est générée. Tous les 0

iα  et 0
iβ  pour 

i=1,2,…,m de tous les njqq t
t
jj ...,,2,1,0

0 == = sont initialisés à 21 .  Ceci implique 
qu’un individu 0

jq  représente une superposition linéaire de tous les états possibles 
avec la même probabilité : 
 

k
k

mq X
m

j
∑

=

=
2

1 2

1
0ψ  (3.8) 

 
Où kX  est le kième état représenté par la chaîne binaire ( )mbbb ...21 , avec ix , i = 1,2,…, m 

est soit ‘0’, soit ‘1’ selon la probabilité de 
20

iα  ou 
20

iβ  respectivement. 

 
Une fois Q(0) initialisé, l’opération mesure quantique est appliquée. Elle consiste à 
dériver une image binaire de la population quantique Q(t). Cette représentation 
binaire est dénotée par P(t) et elle est définit par : 

 
Croisement 
quantique 

 

 
Mutation 
quantique 

 
Interférence 

 
Sélection 

 
Mesure 

 
Mise à jour 
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{ }t

n
tt xxxtP ...,,,)( 21=  (3.9) 

 
Une solution binaire, njxt

j ...,,2,1, =  est une chaîne binaire de longueur m, qui est 
construite par la sélection de ‘0‘ ou ‘1’ pour tout bit en utilisant la probabilité 

20
iα ou

20
iβ .  Par la suite, la faisabilité des solutions obtenues est vérifiée. Si un 

individu binaire de P(t) viole la contrainte de capacité, l’algorithme tente de réparer 
et restaurer la faisabilité des solutions dans P(t). On applique ensuite la relation de 
dominance de Pareto à tous les individus de la population binaire et de l’archive 
externe courant. On extrait ensuite l’ensemble des solutions non dominées pour 
mettre à jour l’archive externe. Les nouvelles solutions non dominées rencontrées 
sont rajoutée à l’archive et les anciennes solutions de l’archive dominées par ces 
nouveau individus sont supprimées. Si la taille de l’archive excède une certaine 
limite, une procédure de réduction appropriée est déclenchée. Dans l’étape suivante,  
on calcule les valeurs d’adaptation des individus dans A(t) et P(t) selon le principe de 
la méthode SPEA2 [Eckart, 01]. Les n meilleurs individus de A(t+1) sont sélectionnés 
et stockés dans la population temporaire Temp(t). si la taille de A(t+1) est inférieure à 
n, les individus manquants dans Temp(t) sont complétés à partir de P(t). Temp(t) et 
P(t) ont la même longueur n. 
 
 
La population temporaire est donc construite à partir des meilleurs individus de P(t) 
et A(t+1). Elle est utilisée pour générer une nouvelle population quantique Q(t). et 
ceci en appliquant une opération quantique spéciale appelée interférence. C’est une 
porte de rotation spéciale, qui vise à intensifier la recherche dans le voisinage des 
solutions stockées dans Temp(t).   
Finalement, les individus quantiques dans Q(t) sont sélectionnées pour des 
opérations de croisement et de mutation quantique.  

 
Toutes les étapes décrites précédemment  sont appliquées itérativement, et le 
processus  évolue jusqu'à atteindre un nombre maximum d'itérations.  La population 
externe est présentée comme étant la solution du problème considéré. 
 
 
Nous présentant maintenant quelques détails concernant la fonction d’évaluation, les 
techniques d’archivage et d’interférence utilisées dans QMOKP. 
 
 
 
 
§ Fonction d’évaluation : 
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Pour chaque individu i de P(t) et A(t+1), la valeur d’adaptation est calculé de la façon 
suivante : 
 

1. Soit Si la force de l’individu i. Si  est le nombre des individus de P(t) et A(t+1) 
dominés par l’individu i.  

 

{ }jitAtPjStAtPi i f/)()()()( 11 +∨∈=+∨∈∀  (3.10) 

 
 
        Où la notation .  dénote la cardinalité d’un ensemble et le symbole  f  

représente la relation de dominance. Ainsi ji f  se lit i domine j. 
 

2. calculer la valeur d’adaptation brute d’un individu i. elle est dénotée par Ri et 
représente la somme des forces des individus dominant i : 

 
∑

+∨∈

=

ij
tAtPj

ji SR

f

)()( 1
 

(3.11) 

 
Il est important de noter que dans ce cas les meilleurs individus sont ceux dotés 
des valeurs d’adaptations les plus petites. 
Ainsi, un individu ayant une valeur nulle de Ri correspond à un individu i non 
dominé. Une valeur élevée de Ri signifie que l’individu i est dominé par 
plusieurs éléments. 
Cette méthode adoptée pour le calcul de la valeur d’adaptation brute Ri d’un 
individu i procure une sorte de niche (le sharing) basée sur le concept de la 
dominance de Pareto. Malheureusement, on peut constater que ce mécanisme 
devient inefficace quand la majorité des individus ne se dominent pas entre 
eux. La solution à ce problème consiste à introduire une technique d’estimation 
de densité discriminant entre des individus ayant des valeurs d’adaptation 
brutes égales. 
 

3.  calculer la densité Di définit par :  
 

)()( 1
2

1
++=

+
= tAtPkWhereD k

i
i σ

 (3.12) 

 
       k

iσ  est la distance entre l’individu i et sont kième voisin, qui est sélectionner à 
partir d’une liste de distance, triée dans l’espace des objectives, entre l’individu 
i et tous les autres individus de P(t) et A(t+1). 

 
4. finalement, la valeur d’adaptation d’un individu i est donnée par : 
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iii DRF +=  (3.13) 

 
 

On peut constater qu’un individu I est non dominé si sa valeur d’adaptation iF  
est inférieure  à 1. 

 
§ Technique de réduction de l’archive externe : 

 
Le nombre d’individus à stocker dans l’archive externe doit être constant. Soit Ar 
cette constante. L’algorithme débute avec un archive externe vide. Puis à travers les 
différentes itérations, cet archive est mis à jour continuellement. En premier temps, 
l’ensemble des solutions non dominées rencontrées au cours du processus de 
recherche vient s’ajouter à l’archive et ses anciennes solutions dominées par les 
nouveaux arrivants sont supprimées. Lors de l’insertion des solutions dans l’archive 
deux situations peuvent se présenter : soit l’archive est trop petit ( ArtA <+ )( 1 ), soit 
très grand ( ))( ArtA >+ 1 . Dans le premier cas, les meilleurs )( 1+− tAAr  individus 
de la population P(t) sont sélectionnés pour compléter l’archive. Dans le deuxième 
cas, la taille de l’archive dépasse la constante Ar. On fait appel, alors, à une 
procédure de réduction spécifique qui permet de le tronquer. Ainsi, à chaque 
itération de cette procédure, l’individu le plus proche d’un autre individu est 
éliminé. La figure (3.8) illustre cette opération. 
 

 
Figure 3.8  Exemple de réduction d’archive. A droite, l’archive initial. A gauche, l’archive après sa 

réduction. Les individus sont éliminés dans l’ordre indiqué (1-2-3). On suppose Ar=5. 
 
 
 
§ Techniques de la mise à jour de la population quantique : 

 

Plusieurs techniques d’interférences ont été testées. La première technique opère 
comme suit. Pour chaque chromosome t

jq , j=1..,n  de Q(t) va tenter de dévier 
graduellement vers le chromosome t

la  de Temp(t) le moins distant. La distance 
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utilisée est celle de Hamming, elle est calculée comme suit : chaque différence entre 
t
jq  et t

la  compte pour plus 1. la déviation du chromosome quantique t
jq  vers le 

chromosome binaire t
la  est réalisé à l’aide d’opération d’interférence détaillée 

précédemment dans le noyau quantique. 
 
 
Cependant, la deuxième technique tente de faire dévier la nouvelle population 
quantique Q(t+1) vers la population temporaire Temp(t). Cette déviation est réalisée 
en utilisant une porte quantique spécifique. Cette dernière est notée U et est 

appliquée à chaque qbit j de chaque chromosome i, 







=

ij

ijt
ijq

β
α

 à l’itération t. Elle est 

définie de la façon suivante : 
 

 

(3.14) 

 
Pour plus de clarté, prenons l’exemple suivant : on suppose que le chromosome i de 
la population temporaire à l’itération i est : 
 

[ ]010 ,...,)( =iTemp t  
 
et le ième chromosome quantique t

iq   de la population quantique Q(t) est : 
 









=

552209942097120
833701079023830
.,...,..
.,...,..t

iq  

 
On remarque que le premier bit de )(iTemp t  a la valeur 0 et 0.2383² <0.9712². Dans ce 
cas, on inverser les deux probabilités  α et β du premier qbit de t

iq   . Et on procède de 
même pour tous les autres bits et qbits de Temp(t) et Q(t) respectivement. On aura à 
la fin de l’opération d’interférence : 
 









=+

552209942023830
8337010790971201

.,...,..

.,...,..t
iq  

 
Après des tests expérimentaux des deux techniques proposées, il s’est avéré que la 
deuxième technique est plus intéressante et fournit de meilleurs résultats  pour la 
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résolution du MOKP. Dans la section suivante, on ne présentera donc que les 
résultats relatifs à cette technique. 
 
 

3.4.2 Implémentation et évaluation de l’approche proposée : 
 
Pour l’implémentation de l’approche proposé, on a choisit le langage MATLAB. Cet 
outil facile a été spécialement conçu pour les différents calculs matriciels. Il offre 
aussi une variété de possibilités graphiques. Nous avons donc tout le bagage 
nécessaire pour l’implémentation de QMOKP.  
 
Nous allons, à présent, présenter les résultats expérimentaux obtenus par l’approche 

proposée. Pour une étude comparative nous avons choisit une des méthodes les plus 

performante de l’optimisation multiobjectif SPEA. Plusieurs études comparatives 

avec d’autres algorithmes évolutionnaires multiobjectifs ont été établie et prouve 

l’efficacité de SPEA [Zitzler, 99], elle a aussi été un point de référence dans  une 

variété de nouvelles investigations. 

 
Le premier jeux de données a été définit par Eckart Zitzler et Marco Laumanns dans 
[Eckart, 03]. On a un MOKP bi-objectif avec deux contraintes et 100 objets par sac à 
dos.  
 
Table 1 : les valeurs obtenues pour la couverture C et le rapport d’hypervolume RH 
à travers les itérations. 

 itérations N RH C(S,SPEA) C(SPEA,S) 

Figure1 1000 10 1.0200 0.4681 0.36454 

Figure2 800 10 1.0247 0.3404 0.566 

Figure3 700 10 1.0134 0.3191 0.6304 

Figure4 500 10 1.0110 0.2979 0.6000 

Figure5 500 20 1.0245 0.5745 0.3300 

Figure6 1000 20 1.0356 0.5868 0.3182 
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Figure 3.9 : Evolution de l’algorithme proposé à travers : (a) 1000 (b) 800 (c) 700 itérations 
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Figure 3.10 : Evolution de l’algorithme proposé à travers : (a) 500-10 (b) 500-20 (c) 1000-20 
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La figure 3.9 montre l’évolution de l’approche proposée à travers les itérations. Elle 
illustre les valeurs obtenues des deux objectives pendant le processus de recherche. 
Une comparaison avec les résultats de la méthode SPEA est élaborée. On peut voir 
clairement que la méthode proposée se rapproche de plus en plus du front de Pareto 
théorique et peut compléter l’ensemble des solutions non dominées de SPEA. On 
doit encore prendre en considération le fait que les algorithmes évolutionnaires 
classiques nécessitent beaucoup plus d’individus et un grand nombre d’itérations 
pour aboutir à des solutions acceptables. On peut remarquer qu’une bonne 
approximation du front de Pareto est obtenue après un nombre d’itérations inférieur 
à 1000. Pour mieux étudier les performances de cette approche, on s’est intéressé à 
l’influence de la taille de la population. On n’a pas considéré un seul chromosome 
quantique mais plusieurs puisqu’on travaille sur un ordinateur classique et non 
quantique. La figure 3.10 présente les résultats obtenus pour une taille de population 
égale à 10 et 20 individus avec 500 et 1000 itérations. Dans la table 1, on présente les 
valeurs obtenues pour les deux mesures définies dans l’état de l’art. Dans cette table 
S désigne l’approche QMOKP, RH l’hypervolume et C la métrique proposée par 
Zitzler. Pour plus de clarté, on va essayer de donner quelques interprétations aux 
valeurs numériques des métriques RH et C regroupées dans Table 1. 
 
§ Interprétation des résultats de la Table1 : 

 
a./ La métrique RH : 

 
L’hypervolume a été défini dans le chapitre1 au niveau de la section (1.7.1). Il  permet 

de mesurer la surface occupée par un ensemble de solutions non dominées. 
Le rapport d’hypervolume est une métrique relative permettant de comparer 
les surfaces de deux ensembles de solutions non dominées. La figure 3.11 
présente un exemple simple pour faciliter l’interprétation des résultats 
obtenus. Il a été tiré de [Collette, 02]. En effet, pour l’ensemble de solutions 
non dominées E1, l’hypersurface est calculée comme suit : 

 
.)(*.)(*)(** 29810516824634443211 =−+−+−+=+++= SSSSH E  

 
Pour l’ensemble E2 : 
 

..)(*.)(** 5336952463453212 =−+−+=++= AAAH E  
 

La valeur de l’hypervolume est donc : 1551
29

533
2

1 ..
===

E

E

H
HRH  
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La valeur RH dépasse légèrement 1, On conclu donc que les deux ensembles E1 et E2 
occupent des surfaces presque égales. La surface occupée par E1 est légèrement 
supérieure à celle de E2. 
 
Après cet exemple illustratif, on est maintenant capable d’interpréter les résultats du 
rapport de l’hypervolume obtenus (voir table 1). En effet, toutes les valeurs de RH 
obtenus (1.0200, 1.0247, 1.0134, 1.0110, 1.0245, 1.0356) sont très proches de l’unité. On 
peut conclure que QMOKP et SPEA ont produit deux ensembles de solutions non 
dominées occupants  des surfaces presque égales. 
 

                      
         (a)  (b) 
Figure 3.11 Exemple illustratif de l’hypervolume. (a) la surface de l’ensemble de solutions non 

dominées E1. (b) la surface de l’ensemble de solutions non dominées E2 
 
 
 
 

b./ La métrique C : 
 
Comme elle a été présentée dans la section 1.7.2, la métrique C est une métrique 
relative qu’on a utilisé pour comparer la méthode proposée est SPEA. En effet, la 
valeur C(S,SPEA) donne un nombre compris entre 0 et 1, indiquant la proportion de 
la surface de compromis trouvée par SPEA qui est dominée par la surface de 
compromis trouvée par QMOKP. Ainsi, lors d’une exécution de QMOKP avec 1000 
itérations et 10 individus, on a trouvé C(S,SPEA)= 0.4681 et C(SPEA,S) =0.36454. Ses 
résultats sont lus de la façon suivante : 46.81% des solutions de SPEA sont dominées 
par les solutions de QMOKP et 36.454% des solutions de QMOKP sont dominées par 
SPEA. On doit remarquer que la somme C(S,SPEA)+ C(SPEA,S) n’est pas 
nécessairement égale à 1. En effet, 1- C(S,SPEA)+ C(SPEA,S) mesure le nombre de 
solutions de SPEA et QMOKP qui sont non dominées entre elles. 
 
Maintenant, on est en mesure d’interpréter et analyser les résultats présentés dans  la 
table 1. En effet, on remarque que parmi six exécutions de QMOKP, dans trois cas 
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C(SPEA,S)> C(S,SPEA) et dans les trois autres cas C(SPEA,S)> C(S,SPEA). Ceci 
montre la complémentarité de notre méthode  avec SPEA. 
 
Une analyse plus poussée de ses résultats montre que les meilleurs résultats trouvés 
correspondent soit à une taille de population égale à 10, soit à un nombre d’itérations 
égale à 1000( figure 3.12). Un réglage de ses paramètres peut donc fournir de 
meilleurs résultats. 
 

Effet de la taille de la population et du 
nombre d'itérations sur la qualité des 
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Figure 3.12 Effet de la taille de la population et du nombre d'itérations sur la qualité des solutions 
trouvées. 
  
On a aussi testé notre algorithme avec les jeux de données défini dans MCDM 
[MCDM, 02]. On a un problème MOKP bi-objectif, une contrainte et 50 objets par sac 
à dos. Les résultats étaient très prometteurs. 
 
Nous allons, maintenant,  résumer les avantages de QMOKP.  
 
Les avantages de l’approche proposée : 
 
Cette approche tire profit des trois aspects qu’elle utilise, l’aspect évolutionnaire, 
quantique et multiobjectif. En effet, c’est une approche Pareto élitiste quantique 
présentant les avantages suivants : 
 
§ Elle est flexibilité : la formulation du problème à résoudre peut être facilement 

modifié ou étendu. 
 
§ Elle est multiobjective : l’espace des solutions peut être exploré en une seule 

exécution. 
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§  La résolution multiobjective du MOKP ne nécessite l’introduction d’aucun 
nouveau paramètre dont le réglage sera difficile. 

 
§ Elle offre au décideur une multitude de solutions. 

 
§ Elle n’utilise qu’un nombre très réduit d’individus dans la population 

manipulée. Tout en assurant une bonne diversité. 
 

3.5 Conclusion  
 
Dans ce chapitre, on a proposé une approche pour l’optimisation multiobjectif. Les 
grandes lignes de cette approche consistent essentiellement dans la représentation 
de la population manipulée en utilisant un codage quantique et en définissant des 
opérateurs spécifiques tels que la mesure et l’interférence. En comparaison avec un 
algorithme évolutionnaire, l'approche basée quantique a l’avantage d’avoir plus 
de diversité. Toutes les solutions existent avec seulement un seul chromosome. Les 
résultats obtenus sont très encourageant et montre la faisabilité et aussi l’efficacité 
de l’approche proposée. 
 
Donc on peut espérer son utilisation pour d’autres problèmes complexes tels que 
les problèmes du traitement d’images et de vision artificielle. Dans le prochain 
chapitre nous allons décrire une application de cette approche au problème de 
recalage d’images, l’un des problèmes cruciales dans  le domaine du traitement 
d’image.      
  

 
 
 
 
 
 



 

 

Chapitre 4 

 

Un Algorithme Evolutionnaire  Quantique  Bi-
objectif pour  le recalage d’images 

 
ans ce chapitre, on s’intéresse à la résolution d’un problème réel en 
vision artificielle : le recalage d’images. Dans un premier temps,  
nous proposons une formulation de ce problème en termes 

d’optimisation multiobjectif. Dans un second temps, nous adoptons l’approche 
proposée dans le chapitre précédent à ce cas d’étude.  
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4.1 Introduction  
 
Le recalage d’images est un problème fondamental en vision par ordinateur et plus 
précisément en traitement et analyse d’images. Il est requis dans plusieurs domaines 
tel que le traitement et l’analyse d’images médicales, l’inspection d’images aériennes 
et satellitaires, la robotique, la biologie moléculaire, la conception assistée par 
ordinateur. Malgré l’abondance des travaux de recherche, le problème de recalage 
d’image suscite toujours un intérêt croissant. On précise que principalement toutes 
les définitions et les images illustratives ont été prise de [Meshoul, 04]. 
 

4.2 Le recalage d’images 
 

4.2.1 Généralités et concepts de base 
 
Intuitivement, le recalage d’images est le processus qui permet de superposer la plus 
grande partie commune entre deux images. C’est-à-dire, il consiste à trouver la 
transformation optimale qui appliquée à une des images que nous appelleront, 
image source, permet de la rendre en correspondance spatiale avec l’autre image 
référence (figure 4.1).  
 

  
 

 
 

Figure 4.1. Superposition d’une image référence et d’une image source. 



Chapitre 4 Recalage d’images bi-objectif quantique 

  76 

D’une manière formelle [Meshoul, 04], soient deux images à recaler RI  et SI  qui 
dénotent respectivement l’image référence et l’image source. RI  et SI  sont 
considérées comme des applications d’une partie finie de R² ou R3 à valeurs dans R : 
 

RRI d
IR R

→⊂Ω:      et  RRI d
IS S

→⊂Ω ':     où  (d,d’)∈{2,3}² 
 
Les élément de 

RIΩ  et  
SIΩ sont les vecteurs de dimension 2 ou 3 des coordonnées 

spatiales associés aux points images (pixels ou voxels). Recaler RI et SI consiste à 
trouver la transformation géométrique G et la transformation radiométrique F qui 
permettent d’apparier des points physiquement homologues selon la relation : 
 

                   
BqpGIFpI SR += ))),((()(  (4.1) 

 
 
où 
 
p : est le vecteur des coordonnées spatiales d’un point d’une image, 
 
q : est un vecteur qui représente tous les facteurs exogènes qui influent sur les 
valeurs des pixels tel que la lumière par exemple. 
 
B : est une mesure d’une variable aléatoire modélisant le bruit du processus 
d’imagerie. 
 
De ces définitions, il ressort que le désalignement des images est  causé par les 
distorsions radiométriques et les distorsions géométriques. 
 
§ les distorsions radiométriques sont corrigées par la transformation F. Parmi 

les sources de ces distorsions on peut citer la lumière et les conditions 
atmosphériques. 

 
§ les distorsions  géométriques sont corrigées par la transformation G. Parmi les 

sources de ces distorsions on peut citer l’imperfection du procédé d’imagerie. 
 
Dans la suite, on s’intéressera aux distorsions  géométriques. Le lecteur peut 
consulter  [Brown, 92] pour une étude détaillée des distorsions radiométriques. 
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4.2.2 Caractéristiques d’un recalage 
 
Dans une revue de référence, Brown a identifié quatre critères pour caractériser un 
recalage [Brown, 92]. Il s’agit de la nature de la transformation, l’espace des 
primitives, les mesures de similarité et la stratégie de recherche. 
 

4.2.2.1 Nature de la transformation 
 
Le recalage d’images nécessite la détermination de la transformation géométrique G 
qui relie tout point  1p  de l’image source à un point 2p de l’image référence. Le choix 
du type de transformation dépend des distorsions à corriger par le recalage. Il existe 
deux types de transformations : 
 

a. les transformations paramétriques 
 

Cette classe englobe toutes les transformations linéaires et non linéaires. Nous 
considérons que tout point  1p  de l’image source a pour coordonnées homogènes 
(x,y,1) et tout point 2p de l’image référence a pour coordonnées homogènes (u,v,1). 
 

a.1 Translation 
 
C’est une transformation à deux degrés de liberté à savoir xt , déplacement en x et yt , 
déplacement en y. 
 

TppGp +== 112 )( , 
 

(4.2) 

 
 

Ce qui s’écrit sous forme matricielle : 
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a.2 Translation et rotation 
 

La combinaison d’une translation T de paramètres ( xt , yt ) et d’une rotation R 
d’angleθ , peut s’exprimer sous la forme suivante : 
 
 
 
 



Chapitre 4 Recalage d’images bi-objectif quantique 

  78 

 
,)()( TpRpGp +== 112  

 































 −
=

















11001
y
x

t
t

v
u

y

x

θθ
θθ

cossin
sincos

 
(4.3) 

 
 

a.3 Translation et homothétie 
 

C’est une combinaison d’une translation T de paramètres ( xt , yt ) et d’une homothétie 
H de facteur le scalaire s : 
 

,.)( TpspGp +== 112  (4.4) 
 

 
Ce qui s’écrit sous forme matricielle : 
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a.4 Similitude 
 
Une similitude englobe une rotation R d’angleθ , une translation T de paramètres 
( xt , yt ) et une homothétie H de facteur le scalaire s : 
 

,)(.)( TpRspGp +== 112  
 































 −
=

















11001
y
x

tss
tss

v
u

y

x

θθ
θθ

cos.sin.
sin.cos.

 

(4.5) 

 
 

a.5 Etirement 
 

C’est une généralisation directe de la similitude dans le sens où c’est une 
combinaison d’un changement d’échelle sur chaque axe représenté par les 
paramètres xS et yS avec un déplacement rigide (une rotation et une translation) : 
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,..)( TXDRpGp +== 12  (4.6) 
 

Où D est une matrice diagonale 
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Sous forme matricielle, on écrit : 
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a.6 Transformation affine 
 
Elle a la forme générale suivante : 
 

,)()( TpLpGp +== 112  (4.7) 
 
 
Où L est une transformation linéaire, 
Sous forme matricielle, on écrit : 
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a.7 Transformation projective ou homographie planaire 
 
Elle permet de décrire un mouvement 3D d’une caméra autour d’un objet 3D où tous 
les points sont coplanaires. La transformation projective ajoute deux degrés de liberté 
à la transformation affine pour traiter les effets de projection. On obtient alors une 
transformation non linéaire qui a pour forme (en coordonnées homogènes) : 
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a.8 Transformation bilinéaire 
 
C’est une généralisation directe de la transformation affine mais elle présente des 
propriétés différentes. 
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(4.9) 

 
 

a.9 Transformation polynomiale d’ordre supérieure 
 
la transformation polynomiale d’ordre p est spécifiée sous forme : 
 

∑∑
= =

=
p

i

p

j

ji
ij yxau

0 0
 et ∑∑

= =

=
p

i

p

j

ji
ij yxbv

0 0
 

 
(4.10) 

b. les transformations non paramétriques  
 
Les transformations paramétriques décrites précédemment ne sont pas bien adaptées 
pour traiter des distorsions locales. Récemment une seconde alternative consiste à 
exploiter les modèles élastiques. Plusieurs transformations non paramétriques ont été 
alors définies [Zitova, 03].  
 
 

4.2.2.2 Espace des primitives 
 
Une primitive est une structure d’intérêt extraite d’une image et qui véhicule une 
information de type photométrique, géométrique, statistique ou toute autre 
sémantique de haut niveau. Selon qu’elles nécessitent des procédés d’extraction ou 
non, les primitives peuvent être iconiques ou géométriques.  
 
La primitive iconique est de l’ordre de la sensation. Elle consiste en l’élément le plus 
élémentaire dans une image à savoir le pixel ou le voxel caractérisé par son intensité 
et sa position. Son identification ne nécessite aucune tâche d’extraction.  
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Les primitives géométriques sont de l’ordre de la perception voire même cognition. 
Elles peuvent être des primitives points d’intérêt, des lignes, des surfaces et des 
régions. Elles nécessitent un procédé d’extraction. 
 
 

4.2.2.3 Mesures de similarité 
 
Plusieurs mesures de similarités ont été proposées dans la littérature [Zitova, 03]. 
Une mesure de similarité permet d’évaluer quantitativement le degré de 
ressemblance entre les deux images à recaler. Formellement, c’est une fonction notée 
C à valeurs réelles dont les arguments sont les images à comparer et la 
transformation considérée. 

               
RGIIC RS →),,(:  (4.11) 

 
Les valeurs retournées par la fonction de similarité donnent une indication sur la 
ressemblance entre RI et la transformée par G de SI . 
 
Plusieurs mesures de similarités ont été détaillées dans [Meshoul, 04]. 
 

4.2.2.4 Stratégie de recherche 
 
Beaucoup de méthodes ont été proposées pour résoudre le problème de recalage 
d’images [Zitova, 03][Brown, 92]. Si on considère comme critère l’espace des 
primitives, on peut classer les techniques de recalage d’images en deux grandes 
catégories. Les approches iconiques basées intensité et les approches basées 
primitives. 
 
§ Approches iconiques : Ces approches ne nécessitent aucune segmentation des 

images. dans ce cas l’espace des primitives est réduit à l’ensemble des pixels 
de l’image. Une méthode de recalage basée sur cette approche trouve la 
transformation optimale en cherchant directement les paramètres de la 
transformation qui optimise une mesure de similarité. Cette technique est 
souvent utilisée quant il s’agit de recalage d’images provenant de systèmes 
d’imageries différents. Parmi les approches iconiques existantes, on trouve : 

 
§ Les techniques de descente du gradient [Sharma, 97], 
§ Le recuit simulé [Nikou, 99], 
§ L’approche multi-résolution [Jenkinson, 01]. 

 
§ Approches basées primitives : Ces approches nécessitent un procédé 

d’extraction de primitives. Elles tentent de mettre en correspondance ces 
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primitives et déduire la transformation correspondante.  Les principales 
difficultés de cette méthode résident dans le type des primitives, le bruit et les 
défauts liés à l’extraction des primitives. La façon de coupler la mise en 
correspondance des primitives et l’estimation de la transformation, nous 
amène à distinguer : 

 
o Le recalage sans feedback : Dans ce cas, on établie d’abord les 

correspondances puis on estime la transformation. 
 
o Le recalage avec feedback : Dans ce cas, les processus de mise en 

correspondance et l’estimation de la transformation sont intégrer dans 
un processus itératif.  On utilise alors une fonction coût qu’on doit 
minimiser pour assurer la convergence du processus. 

 
Parmi les approches basées primitives existantes, on trouve : 

 
§ La relaxation [Kittler, 00], 
§ La programmation dynamique [Ohta, 85], 
§ Alignement ou prédiction [Alter, 93], 
§ Transformé de Hough généralisée [Samal, 97], 
§ Hachage géométrique [Lamiroy, 96], 
§ L’arbre d’interprétation [Grimson, 87], 
§ Le plus proche voisin itéré [Besl, 92], 
§ Isomorphisme de graphes [Depiaro, 96], 
§ Les méthodes connexionnistes pour la mise en correspondance 

[Hopfield, 85], 
§ Les méthodes floues [Xue, 01]. 

 
4.3 Problème de mise en correspondance 

Les points extraits des images à recaler peuvent être : 

§ Points pertinents : Un point d’une image est dit pertinent s’il a un 

correspondant extrait dans l’autre image et qu’il contient une information utile 

pour l’estimation. 

§ Points bruités : Un point est dit bruité s’il contient peu d’informations 

pertinentes. 

§ Points aberrants : Un point d’une image est dit aberrant s’il n’a pas de 

correspondant dans l’autre image. 

 



Chapitre 4 Recalage d’images bi-objectif quantique 

  83 

4.4 L’approche proposée 
 

Cette approche a été proposée et acceptée dans TISR’2005 [Mahdi, 05]. Pour la 
présenter, nous commençons d’abord par proposer une formulation bi-objective du 
problème de recalage d’images. Par la suite on lui associe une représentation 
quantique adéquate au biais de laquelle on expliquera le fonctionnement général de 
l’approche proposée et on finira par présenter une étude expérimentale. 

 
4.4.1 Formulation bi-objective du problème de recalage d’images. 

Dans le cadre de ce travail, on s’intéresse à l’alignement des images mono modalités 
issues des mêmes systèmes d’imagerie. Pour résoudre ce problème, la principale 
difficulté réside dans la mise en correspondance de deux ensembles de points, 
extraits des images source et référence, avec la présence de bruit et de points 
aberrants (outliers).  
Soient 1P  et 2P  deux ensembles de primitives points extraits de deux images RI et SI  

par le biais d’un détecteur tel que Harris [Trajkovic, 98](voir figure 4.2). On peut 

considérer 1P  et 2P  comme des abstractions des images RI et SI . On pose : 

{ } 1
11

n
iiXP ==   et  { } 2

12
n

jjXP
=

= '  

 

(4.12) 

   

          (a)            (b) 
Figure 4.2 Extraction de primitives utilisant le détecteur de Harris.(a) image avant extraction, (b) 

image après extraction de points. 
 

Soit G la relation géométrique qui lie les deux ensembles de points. Dans le cadre de 

ce travail on considère le cas d’une transformation affine. 

Le problème de mise en correspondance pour le recalage basé primitive peut être 

décrit par le quadruplet (S, Cost,Corr, C) où : 



Chapitre 4 Recalage d’images bi-objectif quantique 

  84 

§ S dénote l’ensemble des solutions potentielles. Une solution potentielle 

consiste en un état de correspondance à partir duquel une transformation peut 

être estimée : 

{ }nsssS ,...,, 21=  

 

§ Cost : une application de RS → qui désigne la fonction coût. Elle définit la 

qualité de chaque solution. 

RSCost →:  qui associe à chaque Ssk ∈  un coût Rsf k ∈)( . 

§ Corr : une application de RS → qui désigne la fonction corrélation. Elle 

définit le degré de similarité entre l’image source et l’image référence. 

RSCorr →:  qui associe à chaque Ssk ∈  un degré de similarité Rsf k ∈)( . 

§ C : l’ensemble des contraintes qui dérivent la faisabilité d’une solution. Nous 

considérons notamment les contraintes d’unicité. 

 
Donc le problème de recalage d’image peut être définit comme un problème 
d’optimisation bi-objectif de la façon suivante : 
 














∈ SsOù

CVérifiant

sCostMin

sCorrMax

)(

)(

 (4.13) 

Une solution potentielle, dans notre cas, est une matrice de correspondances 
contenant des points pertinents et des points aberrants. Elle est définit par : 
 

{ { } { }}nullPXnullPXXXs jiji ∪∈∪∈= 21
'' ,/),(  (4.14) 

Où le terme null est utilisé pour designer les outliers. Si on suppose que 1P  et 2P  sont 
liés par une transformation géométrique affine G,  la fonction coût est définit par : 
 

∑= 2
ijsCost ε)(  (4.15) 
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Où  )('
ijij XGX −=ε  est le terme résiduel correspondant de la mise en 

correspondance de la paire de points ),( '
ji XX appartenant à la solution courante s. le 

facteur α  est utilisé pour renforcer les correspondances correctes et rejeter les 
outliers. La fonction de corrélation est définit comme suit : 

 
))',(()( jXiXcoraveragesCorr = , ∀ sjXiX ∈)',(  

 
(4.16) 

Où    )',( jXiXcor  est la corrélation entre la  paire de points )',( jXiX . 

Finalement, la contrainte C exprime le fait que chaque point iX  de 1P  doit avoir un et 

un seul correspondant  '
jX  appartenant à { }nullP ∪2 . 

 
4.4.2 Une représentation quantique du problème 

 
Une solution potentielle du problème de recalage d’image est donnée par la matrice 
de correspondance M=( mij )i=1..n1,j=1..n2 , où n1 et n2 représentent respectivement les 
dimensions des deux ensembles de points 1P  et 2P . La représentation des points 
aberrants se fait facilement en rajoutant à la matrice M une extra-ligne et une extra-
colonne. Chaque élément mij de M prend la valeur 1 si le point iX  de 1P  correspond 
au point '

jX  de 2P , et prend la valeur 0 sinon. Trouver une représentation quantique 
pour cette matrice solution nécessite la définition des probabilités pour qu’une paire 
de points soit en  correspondance.  
Quant un point de 1P  ou 2P  est supposé aberrant, l’élément correspondant dans la 
ligne externe ou la colonne externe est mis à 1. 
Donc, chaque élément mij peut être naturellement représenté par une paire de 
nombres ( )βα ,  définissant le qubit: 

 









=

β
α

ψ où 122
=+ βα  

 

(4.17) 

2α  donne la probabilité pour que le qbit prennent la valeur 0, et donc la variable de 

décision prend aussi la valeur 0. Tandis que la valeur 2β  donne la probabilité pour 

que le qbit prennent la valeur 1, et donc la variable de décision prend aussi la valeur 
1. Donc la matrice de correspondance M peut être représentée comme une matrice de 
registres quantiques q contenant 2*(n1+1) *(n2+1) qbits de la façon suivante : 
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Cette représentation est avantageuse car elle permet  de représenter une 
superposition linéaire  de tous les états possibles. Toutes les combinaisons possibles 
des valeurs des variables de décision  peuvent être dérivés à partir de cette simple 
représentation. Pour plus de diversité, on maintient une population de solutions 
quantiques. Donc à chaque génération de notre approche évolutionnaire, on 
manipule une matrice d’individus quantiques notée )(tQ  : 
 

( ) { }t
n

tt qqqtQ ...,,, 21=  (4.19) 

Où  n représente la taille de la population, et t
jq , j=1..n est l’un individu quantique 

définit dans (1)  
 

Avec cette nouvelle représentation, on peut maintenant formuler les contraintes 
d’unicité comme suit : 
 

[ ]1..1
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=
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 (4.20) 

 
Finalement le problème de recalage d’images bi_objectif peut être formulé comme 
suit : 

Min ∑ −=
2

)(')( iXGjXsCost  

Max ))',(()( jXiXcoraveragesCorr = , ∀ sjXiX ∈)',(  

vérifiant  [ ]1..1
12

1
,1 ni

n

k ikm ∈∀∑
+

=
=  

et    [ ]2..1
11

1
,1 nj

n

k kjm ∈∀∑
+

=
=  

avec 1PiX ∈ , 2
' PjX ∈  

(4.21) 

 
4.4.3 Fonctionnement de l’algorithme  
 

Maintenant, on va décrire comment la représentation quantique, décrite 
précédemment, peut être manipulée et exploitée par notre algorithme évolutionnaire 
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quantique afin de trouver une approximation du Front de Pareto pour le problème 
de recalage d’image bi-objectif.  
En plus de la population quantique )(tQ , on maintient, dans notre algorithme, une 
population temporaire dénotée par Temp(t) et un archive externe A(t), qui permet de 
stocker l’ensemble des solutions non dominées trouvées au cours du processus de 
recherche.  On a utilisé la relation de dominance de Pareto pour assigner des valeurs 
d’adaptation aux différents individus de la population. Pour plus de clarté,  on 
commence par donner le schéma général de notre algorithme, puis on détaillera les 
différentes étapes par la suite. 
 
 

 
INPUT: Problem specification 
Begin 

 t ←  0. 
i. Create empty external non dominated set A(t). 

ii. Initialize Q(t). 
iii. Extract sets of points 1P  and 2P  from RI  and SI . 
iv. Compute correlation matrix. 

        While (t <= max_gen) 
 

v. Make P(t) by observing the states of Q(t). 
vi. Repair P(t) for restoring the feasibility of  the solutions in P(t). 

vii. Copy non dominated solutions of  P(t) and  A(t) in A(t+1). 
viii. Compute the fitness of each individual in P(t) and A(t+1). 

ix. Select individuals from P(t) and A(t+1) and store them in Temp(t). 
x. Interfere Q (t) toward Temp (t). 

xi. Apply quantum crossover and quantum mutation. 
      t ←  t + 1 
     End 
 End 
 
 OUTPUT: the set A(t) of non dominated solutions. 

 
 
La spécification du problème inclut la définition des fonctions objectives, les 
contraintes du problème, l’ensemble des paramètres du problème et les deux images 
à recaler RI et SI . 
 
Dans l’étape ii. Q(0) est généré. Tous les 0

ijα  et 0
ijβ  pour i=1,2,…, ( 1n +1), j=1,2,…,( 2n +1)  

de tous les nkqq t
t
kk ,..,2,1,0

0 == =  sont initialisés à 21 .  Ceci implique qu’un 



Chapitre 4 Recalage d’images bi-objectif quantique 

  88 

individu 0
kq  représente une superposition linéaire de tous les états possibles avec la 

même probabilité : 

∑
++

=

=Ψ
))(( 1211

0

2

1

nn

k

l
lq X  

(4.22) 

Où lX  est le lième état représenté par la matrice binaire 
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Pour laquelle chaque bij est soit ‘0’, soit ‘1’ selon la probabilité de | 0
ijα |² ou  | 0

ijβ |² 

respectivement. 
 
Au cours de l’étape iii. On fait appel au détecteur Harris pour extraire les ensembles 
de points 1P  et 2P  à partir des images référence RI  et source SI . Puis on calcule la 
matrice de corrélations entre ces deux ensembles de points. A l’étape iv, un opérateur 
quantique est appliqué. Il consiste à dériver une image binaire de la population 
quantique Q(t). Cette représentation binaire est dénotée par P(t) et elle est définit 
par : 

{ }t
n

tt bbbtP ,...,,)( 21=  (4.24) 

 
Une solution binaire, t

kb  for k=1,2,..,n est une matrice binaire de longueur 
(n1+1)(n2+1), qui est construite par la sélection de ‘0‘ ou ‘1’ pour tout bit en utilisant la 
probabilité | 0

ijα |² et | 0
ijβ |². La figure 4.3 présente un exemple de chromosome 

appartenant à P(t). 
  

 
Figure 4.3. Exemple de chromosome de P(t) 

 
 Dans l’étape suivante, la faisabilité des solutions obtenues est vérifiée. Si un individu 
binaire de P(t) viole la contrainte d’unicité, l’algorithme tente de réparer et restaurer 
la faisabilité des solutions dans P(t). Dans l’étape vii. la population externe A(t), 
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initialisé à 0 au début de l’algorithme, est régulièrement mise à jour en utilisant la 
relation de dominance Pareto. Pendant chaque itération, les nouvelles solutions non 
dominées rencontrées sont rajoutée à l’archive et les anciennes solutions de l’archive 
dominées par ces nouveau individus sont supprimées. Dans l’étape viii, on calcule 
les valeurs d’adaptation des individus dans A(t+1) et P(t) selon le principe de la 
méthode QMOKP détaillée dans le chapitre précédent. Pour des raisons de clarté, 
nous présentons les grandes lignes de calcul des valeurs d’adaptations des différents 
chromosomes. Pour chaque individu i de P(t) et A(t+1), la valeur d’adaptation est 
calculé de la façon suivante : 
 

1. Soit Si la force de l’individu i. Si  est le nombre des individus de P(t) et A(t+1) 
dominés par l’individu i.  

 

{ }jitAtPjStAtPi i f/)()()()( 11 +∨∈=+∨∈∀  (4.25) 

 
 

 
        Où le symbole  ji f  se lit i domine j. 
 

2. calculer Ri pour l’individu i. c’est la somme des forces des individus dominant 
i : 

∑
+∨∈

=

ij
tAtPj

ji SR

f

)()( 1
 

(4.26) 

3.  calculer la densité Di définit par : 
 

)1()(
2

1
++=

+
= tAtPkWhereD k

i
i σ

 

 

(4.27) 

     où  k
iσ  est la distance entre l’individu i et sont kième voisin, qui est sélectionner à 

partir d’une liste de distance, triée dans l’espace des objectives, entre l’individu i et 
les autres individus. 
 

4. finalement, la valeur d’adaptation d’un individu est donnée par : 
 

iii DRF +=  (4.28) 

 
Dans l’étape  ix, La population temporaire est construite à partir des meilleurs 
individus de P(t) et A(t+1). Les n meilleurs individus de A(t+1) sont sélectionnés et 
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stockés dans Temp(t). si la taille de A(t+1) est inférieure à n, les individus manquants 
dans Temp(t) sont complétés à partir de P(t). Temp(t) et P(t) ont la même longueur n. 
Cette population temporaire est utilisée pour générer une nouvelle population 
quantique Q(t). Et ceci en appliquant une opération quantique spéciale appelée 
interférence. C’est une porte de rotation spéciale, qui vise à intensifier la recherche 
dans le voisinage des solutions stockées dans Temp(t).   
Plusieurs techniques d’interférences ont été testées. Ces techniques ont été détaillées 
dans le chapitre précédent. 
 
Finalement, les individus quantiques dans Q(t) sont sélectionner pour des opérations 
de croisements et mutations quantiques. On doit noter, à ce niveau, qu’il s’agit de 
croisement de matrices de correspondances.  

 
Toutes les étapes décrites précédemment  sont appliquées itérativement, et le 
processus  évolue jusqu'à atteindre un nombre maximum d'itérations.  La population 
externe est présentée comme étant la solution du problème considéré. En effet 
chaque solution de l’archive externe représente une matrice de correspondance à 
laquelle est associé une transformation,  une valeur de corrélation et un coût. 
 

4.4.4 Résultats expérimentaux 
 
Dans cette section, nous présentons les résultats expérimentaux obtenus par 
l’approche proposée. Cette approche a été proposée et accepté dans TISR’2005 
[Mahdi, 05]. 
 
Dans cette exécution, on a utilisé 1000 générations et 4 individus. La figure 4.4 donne 
les deux images référence et source qu’on a utilisé lors des expérimentations. 
 

 
 
 
Figure 4.4.  exemple de paires d’images utilisées dans les expériences. (a) image de référence et (b) 
image source à transformer. 
 
Le tableau suivant présente l’ensemble des solutions non dominées trouvées par la 
méthode proposée. Pour chaque solution, on a donné l’image correspondante, ses 
valeurs de coût et de corrélations. 
 

(a) (b) 
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N° Image 
 

Coût 
e+003 

Corrélation 

1 4.1633 0.6388 

2 4.1260 0.6195 

3 4.3561 0.7204 

4 4.0976 0.5617 
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5 4.0094 0.5321 

6 4.2632 0.6493 

7 4.1165 0.6002 

8 4.0279 0.5372 

 
 
 
La figure 4.5 donne une représentation graphique de l’approximation du front de 
Pareto trouvée lors du processus de recherche. 
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Figure 4.5. L’ensemble des solutions non dominées 

 
 

4.5 Conclusion  
 

On a présenté dans ce chapitre une approche bi-objective pour le recalage d’images. 
L'approche proposée consiste fondamentalement à adopter une représentation 
probabiliste de la population entière. Des opérateurs spéciaux sont utilisés pour 
manipuler cette population quantique. On peut citer à titre d’exemple la mesure 
quantique et l’interférence. Comparer à un algorithme évolutionnaire, l'approche 
basée quantique fournit l'avantage de donner une plus grande diversité. Toutes les 
solutions existent dans seulement un chromosome. Cette résolution bi-objective du 
problème de recalage d’images a surpassé toutes les difficultés liées au réglage de 
certains paramètres utilisés dans la fonction à optimiser. En effet, le problème de 
recalage d’images n’est pas de nature mono-objectif. Pour sa résolution mono-
objectif, il a fallu introduire  un nouveau paramètre de calcul dont le réglage est très 
difficile.  Par conséquent la nouveauté de cette approche est premièrement les 
principes quantiques qu’elle utilisent, et deuxièmement sa formulation du problème. 
L'idée est de formuler le problème de l'alignement d’images comme un problème 
d’optimisation bi-objectif. Nous avons choisi d'optimiser deux fonctions objectives, la 
fonction Coût et les fonctions corrélation. Dans cette résolution multiobjective, nous 
avons à la fin du processus de l'optimisation un ensemble de solutions de compromis 
dans une seule exécution. Cette multiplicité de solutions est très utile dans un 
système d’imagerie. Les résultats obtenus sont très encourageant et montrent la 
faisabilité et aussi l'efficacité de l'approche proposée. Afin d’améliorer les 
performance de cette approches, on peut prévoir une étape d'initialisation 
intelligente, exploiter le parallélisme intrinsèque à la méthode et probablement 
considérer d'autres fonctions d’adaptation. 
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