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Introduction générale

INTRODUCTION GENERALE

Lesarbresou lesrotors sont définis comme étant tout élément tournant autour d’ un axe fixe.
Ils constituent les piéces maitresses des machines tournantes dont le domaine d’ applications
industrielles est trés vaste (machines outils, turbines, véhicules, turbocompresseurs, nucléaire,
I’indusgtrie pétroliére, etc.). Parmi leurs fonctions on peut citer latransmission de puissance ou
latransformation de I’ énergie mécanique en énergie éectrique.

L’arbre d'un rotor peut étre considéré en tant qu'un corps élastique continu avec des
propriétés d'inertie et de masse réparties tout le long de sa longueur surtout dans le domaine
de grandes vitesses. Pour cela des types variés de vibrations apparaissent dans ce systeme
mécanique et souvent limitent les performances et mettent en danger la sécurité d’ opération.
L’analyse dynamique des corps continus en rotation simpose donc car la connaissance

précise du comportement vibratoire est indigpensable pour assurer un bon fonctionnement.

.1 REVUE HISTORIQUE

La dynamique des arbres et rotors est une discipline qui a une remarquable histoire due a
I’ effet réciproque entre la théorie et la pratique [1,2,3]. Elle concerne essentiellement |’ é&ude
du comportement vibratoire de machines tournantes telles que par exemple les pompes, les
turbines et les compresseurs. Malgré que la dynamique des arbres et rotors soit connue depuis
I’invention de la roue, sa recherche proprement dite a commencé avec Rankine qui a publié
un article en 1869 sur les mouvements de tournoiement d’un arbre tournant. Mais celui-ci a
utilisé incorrectement la deuxiéme loi de Newton en choisissant un modéle malheureux (voir
Fig. 1.1) et conclue que pour une certaine vitesse de rotation critique I’ arbre tournant fléchit

considérablement et qu’ au dela de cette vitesse son opération serait impossible [4].

Fig. .1 Modéle de Rankine
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En 1895, Dunkerley publia une éude sur les vibrations des arbres chargés par plusieurs
poulies [5]. Cette méme année Foeppl utilisa un meilleur modée et expliqua anal ytiquement
que |'opération au-dela de la vitesse critique étant possible [6]. Ceci a éé confirmé
expérimentalement en 1989 par De Laval qui travaillait sur les turbines & vapeur. Il aréuss a
opérer a sept fois la vitesse critique. Kerr publia en 1916 une autre évidence expérimentale
qui montre qu’une deuxiéme vitesse critique pouvait étre atteinte s I’ on dépassait en toute
sécurité la premiére [7]. Cet sorte de conflit qui existait a été enfin résolu par Jeffcott en 1919
qui confirme la prédiction de Foeppl en écrivant le premier rapport sur la théorie
fondamentale de la dynamique des rotors [8]. Les contributions de Jeffcott et De Laval sont
encore tres appréciés et ¢’ est pour cela que leurs noms sont associés au modele de base d'un
rotor (un disque au milieu d' un arbre).

En 1924, Stodola écrivit un chef d'ocauvre ou il détailla les développements fait sur la
dynamiques des rotors [7]. Dans son travail il a introduit les effets gyroscopiques et montra
que les solutions super critiques étaient stabilisées par les accélérations de Coriolis. En 1933,
Smith était le premier a &udier les systémes symétriques et asymétriques [8].

Les vibrations des rotors avec des masses continiment réparties ont été éudiés dans les
années 50 et 60 par Bishop, Gladwell et Parkson qui ont reporté une série de publications sur
les réponses déséquilibrées et I’ équilibrage des rotors continus.

La méthode des ééments finis et la méthode de transfert de matrice sont les deux méthodes
utilistes pour déterminer les fréquences naturelles, les modes et les réponses forcées au
déséquilibrage dans les systémes a rotor complexes. La méthode de transfert des matrices qui
est utilisée pour les systémes multi rotors avec paliers a été développée durant les années 60
par plusieurs chercheurs. Par contre la méthode des ééments finis a été développée en
premier dans le domaine de la dynamique des structures. C'est Ruhl et Booker qui, en 1972,

étaent les premiers afaire I’ application sur lesrotors.

.2 CONTEXT DU SUJET

Le progrés technologique exige sans cesse des systémes plus performants. Pour les
machines tournantes, de grandes puissances et des vitesses trés élevées sont parmi les
objectifs voulus. Cependant, les problémes vibratoires lies leurs @éments principaux tels que
les arbres et les rotors sont des phénomenes qui demeurent encore préoccupants malgré les
progres réalisés dans la conception. Ces derniers qui sont dus, par exemple, aux inévitables

défauts d'usinage et de montage limitent les performances des machines en affectant leur

-2-
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fonctionnalité et leur profitabilité. 1ls peuvent causer des dégét sérieux ou mener a leurs
ruines. Une compréhension compléte du comportement vibratoire et une connaissance
suffisante sur la dynamique des rotors sont donc nécessaires pour trouver les moyens d’ éviter
ou de réduire ou de supprimer les vibrations. Initillement, les premiers soucis et efforts étaient
de prédire les vitesses de rotation critiques de résonance et apres modifier la conception pour
les changer afin de les éviter. Mais, il a longtemps éé observé que quand les vitesses
d opération dépassérent les vitesses critiques des problémes indésirables variés d’instabilité
gpparaissaient. La dynamique des rotors a é&é developée pour surmonter ces difficultés
techniques. L’ arbre ou le rotor est la partie tournante d’une machine. Si sa déformation est
négligeable pour des vitesses dans la gamme d’ opération on dit qu’il est rigide. Par contre, S'il
se déforme agppréciablement a certaines vitesses de la gamme d’opération on dit qu’il est
flexible.

Le comportement dynamique des arbres et des rotors est principaement du aux vibrations de
flexion qui peuvent étre excité par plusieurs différentes causes. L’ une des causes les plus
connues est I’ excentricité du centre de gravité quand appelle le balourd. Avec ce dernier, on a
une distribution de déséquilibre tout le long de I’ arbre ou le rotor.

Généralement, il a auss des vibrations de torsions qui peuvent concerner le comportement
dynamique de tels systémes, mais pour ce travail on s'intéresse principalement aux problemes
directs des vibrations de flexion.

Le probléme principe dans I’ é&ude dynamique des arbres et rotors est la détermination des
vitesses critiques. Le concept de ses derniéres est montré a1’ aide du modéle simple De Laval
Jeffcott ou une excentricité du centre de gravité cause la déflection élastique qui dépend de la
vitesse de rotation et peut avoir des valeurs extrémement grandes voir infinies en théorie
(phénoméne de résonance).

Les arbres ou rotors des machines tournantes sont, dans une premiére éape dimensionnés a
partir de la résstance des matériaux ou il s agit d’avoir des dimensions minimales pouvant
supporter des charges nominales. L’ étude dynamique vibratoire est ensuite effectuée. Parmi
les objectifs principaux de cette derniére on peut citer :

- La prédiction des vitesses critiques; vitesses pour lesguelles les vibrations dues aux
déséquilibres sont maximales.

- La modification de la conception pour altérer les vitesses critiques. Si I’on ne peut pas
changer la gamme des vitesses d’ opération alors des modifications de la conception seront
requises.

- Laprédiction des réponses dues au déséquilibre dont la précision dépend de la modéisation.

-3-
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- La détermination des conditions qui limitent le seuil de la vitesse et de la puissance au dela
de laguelle le rotor serait instable. Par exemple les forces déstabilisatrices venant des paliers
ne sont pas bien connues pour une modélisation précise.

- Le calcul des masses de correction d’ équilibre a partir des données des vibrations mesurées.
Ceci permet de réduire sur place I’ amplitude des vibrations synchrones.

.3 ORGANISATION DE LA THESE

Le travall présenté dans cette thése concerne I'analyse du comportement dynamique
vibratoire des arbres et rotors en flexion. Il comprend une introduction générale, quatre
chapitres et une conclusion générae.

Dans I'introduction générae on trouve un historique sur I’évolution de la dynamique des
rotors et un contexte du sujet qui explique le domaine d’une maniére générale et les
phénomenes qui y sont liés.

On présente dans le premier chapitre les principaux points des fondements de la mécanique
vibratoire et de I’ anayse modale que I’ on a utilisé pour I’ étude des vibrations de flexion des
arbres et rotors, et cela en commencant par le modéle éémentaire masse-ressort jusqu’ aux
vibrations latéraes de la poutre.

Les concepts de base de la dynamique des rotors sont exposés dans le deuxieme chapitre.
Dans celui-ci le phénoméne du tournoiement est expliqué et la notion de vitesse critique est
introduite. Les vibrations latérales du modéle éémentaire de Laval / Jeffcott sont éudiés sans
paliers ensuite avec des paliers isotropiques puis anisotropiques.

Dans le troisieme chapitre, le modéle de rotor de Lalanne et ferraris est étudié avec les
conditions aux limites appuyé / libre et cela pour les cas symétriques non amortis et amortis,
et dissymétriques amortis. Les fréguences naturelles et les modes propres sont déterminés et
les réponses aux balourds et aux forces d’ excitation asynchrones sont traitées.

Le développement de la moddisation par ééments finis est exposé dans le quatriéme chapitre.
Dans celui-ci on présente la procédure et les moyens pour faire une éude précise de I’ anayse
du comportement vibratoire des arbres ou des rotors avec un exemple de modéle de rotor pour
montrer le montage de la matrice globale.

Enfin, on termine par une conclusion générale avec des suggestions pour des travaux futurs.
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FONDEMENTS DE LA MECANIQUE VIBRATOIRE ET DE
L’ANALYSE MODALE

Les vibrations ou les oscillations des systémes mécaniques constituent I'un des plus
importants champs d’ éudes dans toute la physique [11,12]. Virtuellement, tous les corps
peuvent vibrer librement en des maniéres variées. On peut adler de I'aile d’une mouche
jusqu’aux grandes vibrations de la terre lors d'un tremblement tout en passant par I’ étre
humain qui est en soit un réservoir de vibrations. Pour les vibrations des systémes
mécaniques et structures elles sont d’ une part une nuisance pour les utilisateurs et d’ autre part
une source d'informations sur les comportements. Par exemple pour les machines tournantes,
elles sont redoutées car elles provoquent des dégradations et des cassures.

Pour cette raison leur étude est nécessaire. Le concepteur doit avant tout déterminer la réponse
des machines ou structures aux sollicitations de nature dynamique qu’ elles vont rencontrer au
cours de leurs existences. On I'appelle I'analyse vibratoire. Cdle-ci permet I'éude du
comportement lors de la réalisation ou de la mise en service et ainsi s assurer d’une securité
suffisante pour remplir une fonction définie. Elle consiste & déterminer les déformations de la

structure en fonction de la fréquence que I’ on définit par I anayse modale.

1.1 L'OSCILLATION ELEMENTAIRE : LE MOUVEMENT
HARMONIQUE

1.1.1 Lemouvement harmonique smple

L’ oscillation ou la vibration la plus smple est le mouvement harmonique simple qui est un
mouvement périodique aternatif décrit par une fonction sinusoidale du temps ayant une
amplitude congtante.

C'est le mouvement élémentaire ou de base car tous les autres mouvements qui sont soit
périodiques ou quelconques peuvent étre, d’ apres Fourier (avec les conditions de convergence
verifiées) décomposés en une sommation (série ou intégrale) de mouvements sinusoidaux

qu’ on appelle les harmoniques; ¢’ est adire de laforme:
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y=asn (wt + ¢) (1.1.1)

ol ¢ désigne la phase a I’ origine, a I’amplitude constante et w la fréguence angulaire ou
pulsation.

On peut le considérer comme le mouvement de la projection P sur un diamétre d’ un point M
ayant un mouvement circulaire uniforme de vitesse angulaire w sur un cercle derayon a Le
point P a donc un mouvement oscillatoire autour de I’origine ‘0’ comme c'est le cas par

exemple du modé e classique d’ une masse accrochée a un ressort (voir Fig.1.1).

yA v
k
m P M o [C—
- asin
y « t=0 t=0 J/ a
) ! X: t:
SEAY
2p/w

Fig.1.1 Mouvement harmonique simple.

La phase & I’origine peut étre une avance (¢>0) ou un retard (¢<0) et la projection du point
M peut ére sur I’axe des x si I’on considére | oscillation horizontale. Les formesy = a sin
(Wt-9), X = acos (Wt + @) e X = a cos (Wt - ¢) peuvent étre aussi utilisées pour décrire le
mouvement harmonique simple. Dans le cas ou I’amplitude n'est pas constante a = a(t) le
mouvement est dit pseudo—harmonique.

1.1.2 Composition de mouvements har moniques

ad Mouvements de méme période et de méme direction

Deux mouvements harmoniques simples ayant la méme direction et la méme période, par
exemple:

X1 = & C0S (Wt + 1) 1.1.2)

et X2= @ C0S (Wt + ¢2) (1.1.3)
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ont pour mouvement résultant X = X;+X qui est un mouvement harmonique de méme

direction et de méme période, ¢’'est adire delaforme:
X =acos (Wt + ¢) 114

ou I'amplitude aet la phase initidle ¢ peuvent étre déterminer par la méthode analytique

trigonométriqgue ou par la méthode géométrique de Fresnel. Elles sont données par:

a= \/af +a’+2a,a,c08(] , - j ,) (1.1.5)

tgj =23, ¥ S0 (1.1.6)
a, cosj , +a,cosj ,

b) Mouvements de fréguences voisines et de méme direction (Phénoméne de battements)

Deux mouvements harmoniques simples ayant la méme direction et des fréquences voisines
(différentes) ont pour mouvement résultant Xx=x;+X.. Pour une méme amplitude

(simplification des calculs), ¢’ est adire:
X1 = acos (Wit+@i1) (2.1.7)
et X2= acos (Wat+@2) (1.1.8)

le mouvement résultant est donnée par:

W1+W2t+j1+j2)

; ; (1.1.9)

x:2acos(Wl_2WZt+J 1_21 2) cos (

Si wiet w, ne différent pastrop I’ une de I autre (en supposant wi> W), la valeur de (wi+w,)/2
sera du méme ordre que w; ou W, aors que (W1-W,)/2 seratrés petite devant w; ou W, Dans ce

cas le mouvement peut étre assimilé & un mouvement quas harmonique de pulsation
(witwe)/2 et une amplitude, variant lentement dans le temps, égale a 2acos( %H% ).

Ce phénomeéne est appelé battements (voir Fig. 1.2).
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Tt Tox

Fig.1.2 Battements (mémes amplitudes)

Le temps s écoulant entre deux maximums consécutifs de I’amplitude est la période du
battement, donnée par Tpar = 2p / (Wi+Ws) et ainsi la fréquence par foar = f1-fo.

Si les amplitudes sont différentes (calcul qui se fait en considérant des approximations se
basant sur les fréquences voisines), on a auss un phénomeéne de battement avec la méme
fréquence c'est & dire égale a la différence des fréguences et dont I’amplitude maximale est

égale ala somme des amplitudes (voir Fig. 1.3).

X
atdp

- |,

€ —>

vat Tbatt

Fig.1.3 Battements (amplitudes différentes)

¢) Mouvements de méme fréguence et de direction perpendiculaires (Courbes de Lissajous)

Considérons le cas ou I'on est en présence de deux mouvements harmoniques de méme

fréquence qui S effectuent dans des directions perpendiculaires et définis par les équations :

X= acoswt (1.2.20)
et y= bcos (wt+¢) (2.1.11)

(la phase initiale du mouvement selon x est prise nulle pour smplifier I’interprétation du
résultat).
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Il et évident que le mouvement résultant serait un mouvement plan dont la trajectoire aurait
pour équations paramétriques les équations (1.1.10) et (1.1.11). Pour obtenir I’équation de
cette trajectoire, on élimine le temps et on obtient:
2 2

¥y o2xy .

—+—- —=Co0s] =9n 1112

2T o o ] ( )
C'est I'équation d'une ellipse centrée al’ origine et dont I’ inclinaison par rapport a1’ axe des x

dépend delavaleur dej sauf pourj =0etj =p ou elleseréduit aun segment de droite.

j=0 0<j <p/2 j =p/2 p/2<j <p
j=p p<j <3p/2 j =3p/2 3p/2<j <2

Fig.1.4 Courbesde Lissajous (mémes fréquences)

Dans le cas ou les fréguences sont multiples, on obtient des courbes comme celles
représentées sur la figure 1.5. Cependant s les fréquences sont quelconques, généralement

on a une courbe non fermée comme celle donnée par lafigure 1.6.

O ON N
VARV IR\/ RV
VAN ARG R AWAY)
X0 XKD (X

Fig.1.5 Courbesde Lissgjous (fréquences multiples).
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Fig.1.6 Courbesde Lissgjous (fréguences quelconques).

1.2 ANALYSE LINEAIRE DE SYSTEMESDISCRETS

1.2.1 Modéedynamique élémentaire

Comme tous les corps possédants une masse et une élasticité sont capables de vibrer, dans
toute documentation sur les phénomenes oscillatoires ou vibratoires, on commence toujours la
théorie par le modéle e plus simple & un degreé de liberté qui consiste en une masse accrochée
aun ressort et pouvant ére soumise a une force de frottement et a une force d’ excitation ou

chargement. Lafigure (1.7) schématise un tel systeme.

K —
()
L0y WA
a —

Fig. 1.7 Modéle éiémentaire d’ oscillateur.

Plusieurs méhodes sont possibles pour trouver I'équation du mouvement. Pour ce cas
édémentaire la méthode la plus smple consiste a exprimer directement |’ équilibre dynamique
de toutes les forces agissant sur la masse m qui sont le chargement appliqué F(t) et les forces
engendrées par le mouvement ¢’ est adire laforce de rappel Fy, laforce d’ amortissement F; et

laforce d'inertie K (voir Fig.1.8).

E —
] F F(t)
Fa el e——
e 7
%

Fig.1.8 Forces appliquées au modéele démentaire.
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Onadonc:

F(t)+F, +F +F =0 (1.2.1)

Toutes les forces sont de méme direction avec les trois derniéres qui sont en fonction du

déplacement x ou de ses dérivées par rapport au temps. Ce qui donne :
F(t)- kx- ak- m& =0 (122
d ou I’ équation différentielle :

m& +aX + kx = F(t) (1.2.3)

Si le systeme n’ est pas amorti ou excité, ele s écrit :
m&+kx =0 (1.2.4)

La solution de cette derniere équation qui est homogéne est un mouvement harmonique
smpledelaforme:

X =Xp = A coSmgt + B Sin ot (1.2.5)
ou bien X = Xp = C cos(wdt + ) (1.2.6)

ol o est la fréquence angulaire (pulsation) propre ou naturelle des oscillations. A et B (ou C
et ¢) sont des constantes qu’ on détermine par les conditions initiales.

Lorsque le systéme est amorti, elle devient :

m&+aX+kx =0 (1.2.7)

En posant | =a/2m, qui représente la constante d’amortissement, la solution a I’ une des trois

formes (voir Fig. 1.9) :

Si | >w, (frottement fort) ® régime apériodique

X =Xn= A exp(pit) + B exp(pat) (1.2.8)

— 2 2
avec  pi2=-l £ /I?-w;

Si | =, (frottement critique) ® régime critique

X =Xn= (A + Bt) exp(-] t) (1.2.9)

-11 -
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Si | <o, (frottement faible) ® régime pseudo-péiodique

X = Xp = C exp(-l t) cos (ot + @) (1.2.8)

avec o=,W.-1? lapseudo-pulsation

Xh
Apériodique | >w, Apériodique critiquel =wy

N X ' . 4
/ t

Harmoniquel =0 Pseudo périodiquel <w,

Fig.1.9 Représentation de la solution homogene.

Pour le cas généra, I’ égquation (1.2.3) qui a un second membre admet une solution qui est la
superposition d’ une solution homogene X, de I’ équation sans second membre (amortie ou non
amortie) et d’'une solution particuliére x, de I’ équation compléte. Cette derniére dépend bien
évidemment de laforme de I’ excitation F(t).

Dans e cas d’ une excitation harmonique de pulsation we, X, €st aussi harmonique de pulsation
oe dela forme Agcogwet + ] ¢ 0U Ae dépend de we et dans la représentation graphique en
fonction de celle-ci représente ce que I’on appelle la courbe de résonance. L’dlure de cette
derniere dépend auss de I’amplitude de I’ excitation qui peut ére constante (excitation de
déplacement voir Fig.1.10a), en fonction de we (excitation de vitesse voir Fig.1.10b), ou en
fonction de o (excitation d’accélération voir Fig.1.10c). Elle peut ére auss une

combinaison de ces derniéres.
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Ad , Ad .
) : :
3/w a | o
0 - : > 0 !
1[W§'2|2 Wo ’Wi_ZIZ
€Y (b) (©)

Fig.1.10 Courbe de résonance.

1.2.2 Modéeaplusieursdegrésdeliberté

Dans I’ &ude des systémes a plusieurs degrés de liberté considérons d’ abord un exemple de

systeme a deux degrés de liberté comme celui représenté par la figure 1.11.

Fa(t Fa(t)
ky m;y Iﬁ) K mp ko
ai |71) I72> ao

Fig.1.11 Modéle a deux degrés de liberté.

Pour trouver les équations différentielles du mouvement, on procéde de la méme maniere que
précédemment. On exprime directement I’ équilibre dynamique de toutes les forces associées &

chague sous-systeme, ¢’ est adire appliquées sur les masses m; et my (voir Fig. 1.12).

Fi(t) 0
E —~ rk)z
k1 — — — —
= | _Fin & (TF"O - Fiz_
—Fal FaZ
b < e 7 i< e
X1 X2

Fig.1.12 Forces appliquées au modele a deux degrés de liberté.
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Pour les deux sous-systémes on aura:

— — —

i F +Fa +Fuo + Fa +Fa
1 —
1

. (1.2.8)
F2 +F +Fro +Fe2 + Fiz

=0
=0

Ce qui donne aprés expression des forces en fonction des coordonnées généralisées x; et X,

et de leurs dérivées par rapport au temps :

1 Fl(t)' lel +ko(X2 - Xl)' al&l - mla&l =0
|

(1.2.9)
TFz(t)' kzxz - ko(Xz - Xl)' azﬁz - m28&2 =0
d’ou finalement on a:
\:, ml&l +al&l + (kl + kO)Xl + kOXZ = Fl(t) (1210)
TmZ&Z +a2&2 + (kZ + kO)XZ + kOXl = Fz(t)
Ces éguations peuvent se mettre sous la forme matricielle :
én, Ou& g é, Ouku &, +k ko GiXx,0 1FR()d
él i 1,+él a l,+él 0 0 a to=i By (1.2.11)
60 my( 3&2?; €0 a,ik,p & ko k2+kOUIX2g TFz(t)g
qui peut s écrire:
[m{g} +[a]{x} + [k}{x} ={Ft)} (12.12)

On voit bien que cette équation est similaire a I’équation (1.2.3) dans laguelle les matrices
[m], [a] et [k]se réduisent aux éléments m, a et k car le systéme est aun degré de liberté,
Cette procédure peut étre gppliquée dans le cas le plus général pour un systéme ayant n

degrés de liberté. On obtient un systéme de n équations différentielles & n inconnues sous la

forme:

i mll&l + m128&2 ot mln&n + all&l + alzf(z ot aln&n + klle + klZXZ Tt klan = F(t)l
I _

Il le&l + m228&2 tot mZn&n +a21&l + azzﬁz tot aZnKn + kZle + kZZXZ tot anXn - Fz(t)
'I' ---------------------------------------------------------------------------------------------------------

fmnl%l + mn28&2 ot mnn&n +anl&l +an2&2 +'"+ann&n + kanl + anXZ Tt knan = I:n (t)

(1.2.13)
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qui peut s écrire:

[m]{se} + [a]{&} + []{x} = {F(t)} (12.14)
ou
ém, My, .. m,, &
m, m,, .. m,,
[m]=€"2 72 Z”H est lamatrice masse.
Qe e -
an, My, .. m.. G
éay ap e a;,u
., a a, Y
[a] :g 2 o= Z”H est lamatrice d’ amortissement.
Groe e :
B, A, e a,
&y Ky e Ky U
Kot Ky oo Koy o _ -
[K]= 3 d est lamatrice de rigidité.
< .
& Ky e k.G
ix,a
Iy {
K=t"% est le vecteur déplacement.
I ---.I.
tXab
i FMu
l F, (t)| est le vecteur excitation avec Fi(t) le chargement appliqué sur
& {F(t)} ______ y le iéme sous-systéme.
TF (t)b

Comme on le voit, la dimension des matrices correspond au nombre de degrés de liberté. Les
kij, oij & Mjj avec ij sont respectivement les coefficients d’influence (couplage) de rigidité,
d amortissement et de masse. On remarque dans |’exemple précédent du systéme a deux
degrés deliberté que seuls les coefficients d’ influence de rigidité sont présents car il N’y aque
le couplage par dasticité. La solution de I’ équation (1.2.14) est de laforme::

X} ={x,}+{x,f (12.15)
ou {xn}est la solution homogene de I’ équation sans second membre dont la détermination

méne & la superposition de n modes de vibration et {xp} est une solution particuliére qui
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dépend de I’ excitation. Si cette derniére est par exemple harmonique, la solution particuliére

sera harmonique de méme fréguence.
1.2.3 Fréguences et modes propresdevibration.

Rechercher les fréquences et modes propres d' un systéme a plusieurs degrés de liberté

revient a éudier les vibrations libres non-amorties. Dans ce cas I’ équation (1.2.14) devient :
[m]{s} + [k]{x} ={o} (1.2.16)

Pour trouver la solution de cette équation, on fait I’analogie avec le syseme a un degré de
liberté. On cherche pour chaque sous-systéme, une solution harmonique de la forme donnée
par I’ équation (1.2.6) :

X; = Aj coswt +B; sSihot (1.2.17)

Qui peut s écrire pour tous les sous-systeémes en méme temps, sous la forme matricielle :
{x}={A} Cosot +{B} snwt (1.2.18)
La dérivée seconde par rapport au temps s écrit :
{&}=-{Aj2cosmt- {Bwzsinwt=- wAx} (1.2.19)
On reporte cerésultat dans |’ équation (1.2.16) pour obtenir :
(- w?[m]+[K] fx} ={o} (1.2.20)

Cette derniére éguation représente un systéme de n équations linéaires a n inconnues. Si le

déterminant de la matrice ( W2[m]+[k])est différent de zéro, on aura la solution triviale

{x}={0}. Dans ce cas e systéme et au repos et cela ne nous intéresse pas.

Une solution non triviale n’ est donc possible quesi :
det(- w2[m]+[k])=0 (1.2.21)

Cette équation est appelée équation aux pulsations (fréquences) propres du systéme. Le

développement du déterminant nous donne une équation polynomiale de degré n en . Lesn
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solutions ( (Wf,WZ,....,W%) sont les carrés des pulsations des n modes de vibrations possibles. Le

mode qui correspond a la pulsation la plus basse est appelé le premier mode, le second
correspond ala pulsation suivante, etc.
Ainsi pour chaque sous-systéme on a la superposition de n modes de vibrations correspondant

aux n pulsations. Par exemple pour le iéme sous-systeme la solution s écrit :

Xni = Ciz cos(mit + 1) + Ciz cos(wat + ¢i2) +.....+ Cip cOS(ont + @in) (1.2.22)

1.3 ANALYSE DESSYSTEMESCONTINUS

On a considéré dans | es sections précédentes des systeémes discrets, ¢’ est a dire des sysémes
dont les éléments de masse, derigidité et d’amortissement sont distincts. Ce sont des systémes
a parametrs groupés ayants des modes de vibrations alant de un jusgu'a un nombre fini
correspondant au nombre de degrés de liberté. L’extention logique est lorsque ce dernier
tend vers I"infini. Ce cas correspondant exactement aux Ssystémes continus qui possedent , par
définition, une infinité de degrés de liberté, donc une infinité de fréquences propres. Ceci est
du au fait que dans ces systémes, tels que les cordes, les poutres, les membranes et les
plagues ; les élements de masse, de rigidité et d’amortissement sont confondues. Elles font
partie du matériau et sont indissociables|’une de |’ autre.

Les équations regissants les mouvements des systémes continus sont des équations aux
dérivés partielles qu’on determine par application des principes de la mécanique des corps
déformables. Leurs résolutions permet, en utilisant les conditions aux limites et initiales, de

connaitre le comportement naturel du systeme.
1.3.1 Vibrationsdeflexion desarbres (poutres)

Comme ce travail porte sur laflection des arbres, on traite le cas de vibration latérales d’ une
poutre homogene [13,14,15]. Pour cela on Considére une poutre de section constante s dont la
ligne moyenne est supposée rectiligne au repos et située dans un certain plan de symétrie xoy
de lapoutre.

La vibration transversale de celle-ci est donnée par sa fleche y(x,t) par rapport a la position
d équilibre (voir figurel.13) ; elle est déterminée par I’ é&ude de la déformé dynamique dans le

plan xoy.
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Fig.1.13 Arbre (poutre) en flexion.

Supposons que L est lalongueur de la poutre, r samasse volumique, sla section constante, E

le module d’ élasticité et | son moment d’inertie de section. Désignons respectivement par V et
M I'éffort tranchant et le moment fléchissant & une distance x de I’ origine pour de petites
déformations (voir Fig.1.14).

y p(x)dx

M <V‘ \V+ %da M+ ﬂﬂ%dx

X X+dx X

Fig.1.14 Forces et moments a un éément de |’ arbre (poutre).

Les lois classiques de la resistance des matériaux donnent lesrelations :

T2y
131
v (13.1)
3
et V:ﬂM:EIﬂ y3 (1.3.2)
9 x Ix
Si p(x) est un chargement distribué, a I’ équilibre dynamique le principe fondamentale de
Newton donne :
Ty
Q&+_dx) ¥ =1 st (133)
p rs ﬂ— p(x) (1.3.4)
2 fx
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2 4
p r S:THZ +ElI EXZ =p(x) (1.35)
Qui s écrit en vibrations libres (p(x)=0) :
4 2
El EXZH S‘l‘ITTtZZO (1.3.6)

Simultanément aux systémes discrets, on retrouve dans cette équation un terme de rigidité

(El) lié au déplacement et un terme de masse r .slié al’ accélération du corps continu.

1.3.2 Séparation desvariables

La solution de I’ équation (1.3.6) peut étre obtenue en utilisant la technique de séparation des

variables. Dans ce cas, on suppose une solution delaforme :

y(x,t) =f (X)y (1) (2.3.7)

ou f (x)est une fonction d’ espace désignant |’amplitude des vibrations selon I’ axe des x et
y (t) est une fonction de temps désignant le terme vibratoire.

L’introduction de (1.3.7) dans (1.3.6) donne :

d%f d?y (t)
El—vy(t)=-rf
OI)(4)/() rf(x) 2 (138)
Ou bien
Vi
g0 _ 2 ¥
) 00 (1.3.9)

El . .
avec v?=—qui est une constante positive. On remarque que les deux membres de cette
rs

équation ne dépendent pas de la méme variable et ainsi ils sont congtants. Ceci permet de les

écrire sous laforme:

v? ) =- M:WZ (1.3.10)
fx) y@®

OuU west une constante.

Le choix de la forme (+w?) est fait logiquement pour avoir une forme qui améne a un terme

vibratoire analogique au systéme oscillatoire masse-ressort. C'est adire :
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Chapitre 1
®(t)+w’y (1)=0 (1.3.11)
La solution de cette équation est :
y (t)=A,coswt+A , sinwt (1.3.12)
Pour I’ autre équation :
2
(1.3.13)

f‘”(x)—%f(x):o

On cherche des solutions de la formef =A€™ que I’on remplace dans I’ équation (1.3.13) pour

avoir :
é 4 WZ@ pt
g) - Fl;IAe =0 (1314)
e ]

ou bien p*-b*=0 (1.3.15)

avec b:\/E
\Y;

Les racines de cette derniere équation sont :

p=yb , p,=-4b . p,=jyb e p,=jib ol j2=-1

La solution de I’ équation (1.3.13) s écrit dors:

f()=Ae™+A, ™ +A e™ +A g™ (1.3.16)
En posant
B,=A;+A,, B,=A;-A,, B;=A;+A; e B,=](As- Ay)
C'est adire
A :Bl+BZ A :Bl_BZ A :m et A :w
3 2 ’ 4 2 ! 5 2 6 2
on obtient :
£ (x):iebx +Eebx +ie-bx_ Ee-bx_'_&ejbx_ jiejbx +&e'1bx+jie'jbx
2 2 2 2 2 2 2 2
(1.3.17)
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Qu’on peut écrire:

bx +e bx o %bx -e bx 5] %jbx _ e—jbx 5] %jbx _ e—jbx 5]
f (X)=81§—E+Bz“ itBs& i JB4§—i
2 5% 2 5% 2 2 3
ou bien
f (x)=B, chbx+B, shbx+B, cosbx+B, sinbx (1.3.18)

Finalement la solution s écrit :

y (x,t) = ( B, chbx+B, shbx +B, codx + B, sinbx) (A, coswt+A , Snwt)
(1.3.19)

Les constantes A1 et A, correspondent au terme temporel (terme vibratoire) et se déterminent
en considérant les conditions initiales tandis que les constantes B1, B2, B3 et B4 correspondent
au terme spatial (I’ amplitude) et se déterminent en considérant des conditions auix limites qui

sont généralement prises aux extrémités de la poutre (arbre).
1.3.3 Conditionsaux limites et modes de vibration
Il s agit d’imposer al’ équation d’ amplitude du modéle des conditions qui correspondent a

I’ effet physique de ses appuis. Les conditions aux limites |es plus courantes se situent aux

extrémités (x,= 0 et X, = L). Elles sont données par (voir Tab.1.1) :

appui simple o
charriiére extrémité libre encastrement appui élastique (ressort)
y=0, M=0 M=0, V=0 Y=0 ¥=0 M=0, V=ky
f(x.) =0 d’f 0 d*f 0 d*f ol 0 df 0 d’f 0 d*f J_rkf()
X =0, —= =0, ——== = _ = =0, —=—-—1(X
° dx? dx? dx® (%,) =0, dx dx? dx® El
(X=Xo) (x=Xo) (X=Xo) (X=Xo)

Tab.1.1 Conditions aux limites courantes.
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L’ application de ces conditions permet en effet de déterminer les constantes B;, B, Bs et By,
et les fréquences naturelles auquelles vont correspondre les différents modes de vibration.
Si I’on considére, par exemple, le cas de lapoutre (arbre) sur deux appuis simples ou lafleche

et le moment fléchissant sont nuls les conditions de continuité nous donnent :
Bl = Bz = B3 =0

et B, sinbL =0 (1.3.20)

Comme B4 = 0 est la solution trivial (Systeme au repos), on a la condition sinbL = 0. Cette

derniere, qu’on appelle I'égquation des fréquences propres, résulte en des solutions de la

forme:
boL=np (1.3.20)

D’ ou les fréguences naturelles :

nZ pZ EI
— 1.3.21
L2 \rs ( )

(on:bnzvz

A celles-ci correspondent, évidemment des modes normaux dont les amplitudes sont définies

par les fonctions normales :

f,(X)=B,snbx (1.3.22)

La solution générale sera donc la superposition de tous les modes, soit :

¥
y(x,t) =& f ,(X)(A, cosw t+A,snw,t) (1.3.23)

n=1

Pour ce cas d appuis simples, la représentation des premiers modes de vibration est donnée
sur lafigure 1.15.

Fig.1.15 Premiers modes de vibration.
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La méme procédure se fait pour trouver les fréquences naturelles et I’ éguation d’amplitude
pour les différents genres de conditions aux limites. Pour les cas classiques, les différentes

valeurs et expressions sont données ci-dessous (voir Tab. 1.2).

Conditions

Equation des
aux - f.(x) an bnL
limites frequences
blL:p
Simple : _ T b;L=2p
smple sinb, L=0 Ban [SiNbnX] bsl=3p
blL:4p
b,L=1.875104
Encastré _ Ban [SiNbpx - shbpx - | sinb,L+shb, L | byl = 4.694091
libre | COSPaLcD, L= s - chbrx)] | cosb, L+chb L | bl= 7.854757

b4L=10.995541

b:L=4.730041
Encastré _ Ban [shbnx - sinbpx - | shb,L-sinb,L | byl = 7.853205
encastré cosb, L..chb, L =1 an(chbpx - cosbx)] | cosb,L-chb,L | bsL=10.995608
b,L=14.137165

biL= 3.926602
Erjcastré tgh. L- thb L =0 Ban [Sinbpx - shbpx - | sinb,L -shb, L | p,l.=7.068583
smple " " an(coshnx - chbpx)] | cosb,L-chb,L | bsL=10.210176
bsL=13.351768

biL=4.730041

i ' sinb L -shb L =
Libre cosb, L.chb, L =1 Ban [SiNbpX + shbpx + n n b,L= 7.853205

libre an (coshpx + chbpx)] | chb,L-cosb,L | b3L=10.995608
b4 =14.137165

b,L=3.926602

Simple ] 3 Ban[sinbnx + sinb L b,L= 7.068583
libre | t9PaL- Bl =01 o b, L bsL=10.210176

b,L=13.351768

Tab.1.2 Fonctions de forme.
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CONCEPTSDE LA DYNAMIQUE DESARBRESET
ROTORSEN FLEXION

Les problémes vibratoires associés aux systémes tournants tels que les arbres et les rotors
constituent des enjeux majeurs dans le domaine technologique. Leur fine compréhension aide
au mieux de dimensionner et d’'optimiser de tels systémes. La dynamique des rotors vient de
ce se fait pour comprendre et prédire précisément leur comportement vibratoire. Par exemple
I’un des points essentiels réside dans la prédiction et e placement juste des premiéres vitesses
critiques. En effet, celles-ci sont en fonction des caractéristiques des systemes tournants et

leur détermination est parmi les éléments primordiaux lors du dimensionnement [16,17].

2.1 LEPHENOMENE DU TOURNOIEMENT (WHIRLING)

2.1.1 Originedu tour noiement

Quand un arbre tourne, il tend a certaines vitesses, a fléchir et vibrer avec des oscillations
transversales qui le font tourbillonner autour de son axe d’ équilibre statique. Ce phénomene
est appelé "whirling”, un mot anglais introduit par Rankine en 1869 dans la dynamique des
rotors et qui veut dire tournoiement [4]. L’ arbre aura donc un mouvement de rotation autour
de lui méme qui est le mouvement de spin et un autre mouvement de rotation du au whirling
autour de saposition d’ équilibre qui serale mouvement orbital.

Le whirling résulte de plusieurs causes telles que les baourds, les forces gyroscopiques,
I’amortissement d’ hystérésis, les paliers, les frottements d’ huiles dans les paliers, les raideurs
non-symétriques, etc. Il devient trés dangereux quand I’amplitude des oscillations sera
grande. Un fait qui se produit quand la fréquence de rotation de |’ arbre coincide ou voisine sa
fréquence naturelle d’ oscillations.

Pour voir cela, considérons un arbre sans masse avec une masse m collée en son milieu et qui
soit distante de e de son axe géométrique. Quand I’ arbre tourne, une force centrifuge radiale
due alamasse m le fait fléchir. Si lafleche au milieu de I’ arbre est r, la distance du centre de
gravité ou se trouve lamasse m de I’ axe géométrique d’ équilibre est alorsr + e en supposons
que cette derniére soit dans le plan de déflection ou le plan tournant (voir fig. 2.1).
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Fig. 2.1 Arbretournant avec une masse collée en son milieu.

Supposons auss que la vitesse de rotation de | arbre soit W et que sa raideur transversale soit

k. Laforce de rappel due aladéflection est donc:

Fr=kr (2.11)
et laforce centrifuge est:

Fe=mW (r + €) (212
En égalisons les deux forces on obtient:

mWe

r=—
k- mWr

(2.1.3)

2.1.2 Lavitessecritique et I’auto-centrage

. _ ) k . .
Sachant que la fréquence naturelle d’ oscillations est donnée parw? =— (équivalence avec
m

le systéme masse-ressort) larelation (2.1.3) devient :

r——er (2.1.4)
W - W o

A partir de cette relation qui montre que la valeur de la fleche r dépend de la vitesse de
rotation W (voir Fig. 2.2).

On a les constatations suivantes:

* Si W= w,, la valeur de r devient infini. On a un phénoméne de résonance et w, représente

donc une vaeur critique. C'est le régime critique.
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*Si W< w,, r et eont le méme signe. Le centre de gravité se trouve a I’ extérieur du plan
formé par |I’axe de |’ arbre en flexion et son axe a |’ équilibre comme il est montré sur lafigure
2.2. C est le régime sous-critique.

*Si W>w, r et e ont des signes opposes. Le centre de gravité G se trouve entre les axes de
I’arbre en flexion et &1’ équilibre. Il a ainsi tourné de 180° de sa position d’ équilibre. C'est le
régime super critique.

*SIW® ¥, rtend vers -e et I’arbre va tourner autour du centre de gravité avec une parfaite

stabilité. On ace qu’on appedlle I’ auto-centrage, ¢’ est le régime hyperstatique.

Sous
critiqu

critique

hypercritique

supercritique

Fig. 2.2 Représentation de la fléche en fonction de la vitesse de rotation.

Si I'arbre contient n masses disposées en des endroits différents nous avons pour chaque
masse w; =_|—— et lafréguence critique est donnée par |’ équation de Dunkerley:
mi

1 _
—-=
Wcr i=1

Qoo

1
— (2.1.5)

Mais cette derniére sous estime la vitesse critique car elle ne tient pas compte de I’ effet d’une

masse sur lafleche de I’ autre.
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22 LEMODELE DE LAVAL/JEFFCOTT.

221 Présentation du modée

Le modele de base ou élémentaire utilise dans I'introduction & la compréhension du
comportement dynamique vibratoire des arbres et rotors est le modéle connu sous le nom de
“rotor de Jeffcott" & propos duquel ce dernier avait publié une éude en 1919 [8]. Certain pays
européen préférent utiliser le nom de "rotor de Laval" en hommage et par souci d’ antériorité a
I’ utilisation du modéle dont Jeffcott n’ éait peut ére pas au courant. Pour la méme raison, la
nomination de "rotor de Foppl" est auss utilisée mai's cette derniére n' est pas trés connue.

Le modéle (voir Fig. 2.3) est essentiellement constitué de:
- Un disque indéformable de masse m et ayant une excentricité e. C'est a dire que son centre
de masse et son centre géomeétrique ne sont pas confondus.

- Un arbre de masse faible et de raideur en flexion k.

Fig. 2.3 Modéle de Laval / Jeffcott.

2.2.2 Analyse sans amortissements

Considérons le cas le plus simple dans lequel on éudie les vibrations de flexion latérales du

modele symétrique de Laval/Jeffcott non amorti ou la vitesse de rotation est constante, et la
pesanteur et |’ effet gyroscopique sont négligés.
Quand le systéme est en rotation on a un phénomene de tournoiement (whirling) qui fait que
les centres géomeétrique et de gravité du disgue vont osciller dans un plan perpendiculaire &
I’ équilibre du systeme. Ils auront donc deux degrés de liberté qu’ on suppose selon les axes ox
et 0z d’'un repére oxyz (voir fig. 2.4).
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z
Fe
\V G
e/l
Zph----f----- .
s
F i
Wt i
X X

Fig. 24 Mouvement du centre de gravité du rotor.
Le principe fondamental de la dynamique appliqué au centre du disque est donnée par:
F, +Fe=mg (221)
Avec laforce centrifuge, en module F, - meW?, les projections sur les axes ox et 0z donnent :

?— k, X +meW? cosWt +j ) =m&

222
£ -k, z+meW sn(Wt+j ) = mé& (2.2.2)

—_

%8&+£x =eW cos(Wt +j ;)
ou i m (2.2.3)
.

1 &+£z:e\l\lzsin(Wt+j o)
T m

On a deux équations découplées non homogénes dont les solutions doivent étre la

superposition de solutions homogenes et particuliéres soient : X = Xn+ Xp €t Z = Zn + Zp,.

i, = Acos(w,t+])

Avec i
12, =Bcogw,t+y)

(2.2.4)

N / Kk .
ou w,=,/—2 lafréquence naturelle ou propre
m
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ix =A Wit + |
o [X, A, CoSWE+ ) (2.2.5)
fz,= B.sn(Wt+y )

Les solutions homogénes x, et z, des éguations sans seconds membres représentent deux
mouvements harmoniques simples qui s effectuent selon deux directions orthogonales ox et
0z. Leur composition donne un mouvement plan dont la forme de la trgectoire dépend des
constantes A, B, j ety qui se déterminent en considérons les conditions initiales. Selon

Lissgjous on ales cas suivants (voir chapitrel) :

*S j -y =0, lacourbeest un segment de droite de pente positive.
*Si j -y =p, lacourbeest un segment de droite de pente négative.
*S j -y = p/l2et A =B, lacourbe est un cercle tournant de z vers x.
*S j -y =-p/l2et A =B, lacourbees un cercle tournant de x versz.
*j -y<0 lacourbeest une ellipse tournante de z vers x.

*] -y>0 lacourbe est une €ellipse tournante de x vers z.

D’autre part les constantes Ae j ¢ Be €t y . des solutions particuliéres se déterminent en
sachant que ces derniéres verifient leurs égquations correspondantes avec seconds membres.

Leurs expressions sont donc :

eW _ _ _
B Ty & JeTYeTlo S wEw 2286)
ou bien
- eW _ _ _
Ae=Be= ———— €& je=Ye=|jotPp S W> W, (2.2.7)
- W W

Et les solution particuliéres sont dans les deux cas égales a:

Xp =

W W+ 2.2.8
Wcos( j o) (2.2.8)
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et

z,= _sin (Wt +j o) (2.2.9)

e
- WP +w

n

Cedles-ci représentent deux mouvements harmoniques simples ayant la méme amplitude et

déphasés d’'un angle dele. Leur composition donne d aprés Lissgjous une trgectoire

circulaire de rayon eW?/(-W + wi?).

Cependant on remarque que cette derniére relation est la méme que la relation (2.1.4). Une
chose évidente puisgue c'est le méme phénomene physique du whirling sauf qu’ici il
Seffectue en deux directions perpendiculaires. Le mouvement résultant et ainsi la
superposition de deux trajectoires dont la premiére est la composition des solutions
homogénes (ellipse, cercle ou segment de droite) et la deuxiéme est la composition des
solutions particuliéres (cercle).

Les mémes constatations peuvent étre faites sur |I’amplitude de cette solution particuliére qui
est le rayon de la trajectoire circulaire. Pour mieux les expliquer on considére la projection de
I excentricité e sur le prolongement de r qui est égal aecog .. Onaalors (voir Fig. 2.5) :

* Si W< w;, (régime sous critique), T <0etains ] °<%
€

Le centre de gravité se trouve extérieur au centre géométrique.

* Si W> w, (régime super critique), T<0etains ] 0> 122
€

Le centre de gravité intérieur au centre géométrique.

* Si W= w, (régime critique), on ala valeur intermédiaire au cas précédentsd’ou ¢ =

N |

Mais théoriquement s r — oo, e sera négligeable.

* Si W— oo, (régime hypercritique),L ® -1douj.® -p.
€

On adans ce cas|’auto centrage.
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W/ Céj W/ G .

X
W<Wn W:Wn X

s Y

W>w, W—¥

Fig. 2.5 Position du centre de gravité selon la valeur de la vitesse de rotation.

2.3 MODELE AVEC PALIERSFLEXIBLES: CASISOTROPIQUE

Prenons maintenant le modéle simple de Laval Jeffcott sur deux supports flexibles
identiques et considérons le cas ou ces deux derniéres soient isotropiques, c'est a dire que
leurs caractéristiques (raideurs et viscosités) sont les mémes dans les deux directions ox et 0z
(voir Fig. 2.6).

Fig. 2.6 Modédede Laval / Jeffcott sur paliersflexibles.
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Pour I’ étude du mouvement dans chacune des deux directions nous pouvons représenter le

modele par le systéme masse- ressort- amortisseur (voir Fig. 2.7)

Ka/2

%KJZ

Fig. 2.7 Schéma équivalent du modele de Laval / Jeffcott sur paiers flexibles.

Lesraideurs et les coefficients d’ amortissements seront donc pour les deux directions:

2k, k
k=ky=k,= —2F" (231
2k, +k,
et a=0x=0z=20p (232

Les équations différentielles régissant le mouvement du systéme, s écrivent alors :

- kx - ak + meW? cosWwt = mi&

i
: 233
}—kz—a&+me\l\lzsinWt:mﬁ (233)
-:-8&+3f(+£x:e\lvzcoswet
ou i rg rl? (2.3.4)
T@+—&+—z=eWsinw,t
T m m

Ceux sont donc deux équations découplées non homogénes dont les solutions vont étre la
superposition de solutions homogénes x = X+ X, €t particuliéres z = z, + z, Pour les solutions
homogénes on considére les solutions des éguations sans seconds membres. Si les frottements
sont négligées les résultats sont exactement les mémes que ceux du paragraphe précédant
(équation 2.2.4) en remplagant seulement k, par k. Par contre si I’amortissement est considéré,

les solutions homogenes vont dépendre de la valeur de celui-ci. Nous avons trois cas possibles
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pour les deux directions ox et 0z, et qui sont les régimes apériodiques, apériodiques critiques
ou pseudo périodiques (voir chapitrel).

Ces derniers sont exponentiellement amortis (solutions transitoires) et leur composition donne
un mouvement plan amorti, c'est-a-dire allant vers I’ origine. L’ alure est donnée pour les cas
apériodique / apériodique ou apériodique critique / apériodique critique sur la figure 2.8a et

pseudo périodique / pseudo périodique sur lafigure 2.8b.

(o
”

y X

(8) Apériodique / apériodique. (b) Pseudo périodique / pseudo périodique.

Fig. 2.8 Représentation du régime transitoire.

En ce qui concerne les solutions particuliéeres, elles ont |la méme forme que I’ excitation. C’ est

adire dles sont harmoniques de la forme donnée par (2.2.5) mais avec les constantes A¢, j e,

Be €ty c données par :
ew?
Ac=B.= (2.3.4)
JEWEHw2)? +41 20

) 2l W
et Je:ye:'actg(w) (234)
ou Wn = 5 e | = a

m 2m

Leur composition est, d’aprés Lissajous, une trajectoire circulaire dont le rayon est égal a Ae
(ou Be) et qui dépend de la fréquence d’ excitation W avec | allure donnée par la figure 2.9 ou

les mémes constatations du cas sans paliers sont faites.
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Ae(ou Be)
i 27
Y /S b
0 :
Wh W
Fig. 2.9 Amplitude du régime permanent (courbe de résonance).

24 MODELE AVEC PALIERSFLEXIBLES: CAS ANISOTROPIQUE

Si les caractéristiques (raideurs et viscosités) des paliers ne sont pas les mémes suivant les

deux directions ox et 0z, on dit qu’ils sont anisotropiques.

Supposons qu’ elles soient égales a ky et ay suivant ox et ak; et o, suivant oz. Dans ce cas les

équations différentielles régissant le mouvement du systéme se réécrivent :

ou

— — —

- k,x- a, k +mewf cosWwt = mi (24.)
- k,z- a,k+men? sinW = mi o
i, a, K,
a[-8&+ X +—Xx = eW cosw,t
pomom (2.4.2)
I &+&&+—Zz:e\l\lzsinwet
1 m m

On a deux éguations découplées non homogénes dont les parametres ne sont pas les mémes.

Leurs solutions vont bien évidemment étre la superposition de solutions homogénes x = x, +

Xp €t particulieresz = z, + z,

Pour les solutions homogénes des équations sans seconds membres, on a la superposition de

deux mouvements qui s effectuent dans des directions perpendiculares mais avec des
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fréquences différentes d’ou il y a plusieurs possibilités. Lorsque les frottements sont négligés
et les fréguences sont multiples (rapport de deux entiers naturels) on a I'une des
représentations de Lissgjous (voir chapitrel). Si elles sont quelconques on a des courbes
planes qui ne se renferment pas (voir auss chapitrel). Par contre en présence
d’amortissement, on a la superposition de deux mouvements amortis (transitoires) qui
tendent vers 0. Un cas similaire au cas du paragraphe précédant. D’ autres parts les solutions
particulieres suivent I’excitation qui et harmonique. Elles ont la forme donnée par (2.2.4)

mais avec les constantes A¢ j ¢ Be ety c égalesa:

=Wa
Ac= (2.4.3)
W )T AW
eW
Be= (2.4.4)
W we)E v
. 2 W
] e= 'ardg(w) (2.4.5)
20 ,W
Ol:l an: k_X’ IX:i’WnZ: ﬁietIZ: aZ-
' m 2m V m 2m
| | 1Bl
Ael/ :
an an W

Fig. 210 Amplitudes du régime permanent (courbes de résonance).
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ANALYSE D'UN MODELE DE ROTOR EN FLEXION

En géné&al, dans toute étude de systémes physiques il est nécessaire de faire une
représentation en terme d’ expressions mathématiques qui fournissent une compréhension des
phénomenes. Pour les systémes dynamiques, le dével oppement des équations du mouvement
permet de prévoir leurs comportements. L’analyse peut ére faite par des méthodes
newtoniennes ou énergétiques. En ce qui concerne la dynamique des rotors la méthode
énergétique de Lagrange et la méhode de Rayleigh Ritz sont des approches trés populaires
pour |’ &ude des vibrations [2, 3,].

3.1 CARACTERISTIQUESENERGETIQUESDESELEMENTS
DU ROTOR

Un rotor est, d’une maniére générale, constitué d’un arbre reposant sur des pdiers et
comportant un ou plusieurs disques. Il peut auss avoir des sollicitations comme le balourd ou
autres forces extérieures. Les éguations du mouvement sont obtenues a partir des énergies
cinétiques et de déformation des composants du rotor et de I’ application de I’ équation de
Lagrange:

- +—=F (311)

311 Ledisquerigide

Le disque est habituellement considéré rigide et donc caractérisé par son énergie cinétique
seulement. Pour déterminer cette derniére ses vecteurs vitesse et rotation doivent étre calcul és.
On prend pour le vecteur rotation un repére galiléen R(x,y,z) lié au rotor indéformé et un autre
repere mobile R’ (x',y’,Z’) lié au disque.

Le systeme de coordonnées X'y'zZ' peut étre relié au systéme de coordonnées xyz par

I’intermédiaire des angles d' Euler (voir Fig. 3.1).
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W
y
Yy
7y ’
Yy

Fig. 3.1 Reperede référence du disque sur I’ arbre flexible.

Ainsi pour déterminer I’ orientation du disque on effectue |es rotations successives suivantes:
* Laprécessony

Rotation autour de |’ axe 0’z qui fait passer de 0’xyz a0’ X1,z (voir fig3.2a).
* Lanutation 0

Rotation autour |'axe 0’x; qui fait passer de 0'x1y1z a0’ X1y’ z2 (voirfig3.2b).

* Larotation propre|

Rotation autour del’axe o'y’ qui fait passer de 0'x1y’'z a0’xX'y’'Z' (voir Fig. 3.2c).

Y1 Z

YQ
<

T<

Z3
Y z 19
Z X X1 Y1

@ (b)

Vi
y X
(©)
Fig. 3.2 Anglesd' Euler.
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Compte tenu des angles d' Euler, le vecteur de rotation du disque s écrit :
W=y z+8%, +j Y (31.2)

oll Z, X, ety sont lesvecteurs unitaire des axes (0'2), (0'x1) et (O'Y).
Ce dernier doit étre exprimé dans le repére d’ inertie fixé au disgue. Pour cela on détermine les
expressions des vecteurs unitaires z et x; en fonction des vecteurs unitaires du repére 0'x’'y’' 7

al’ ade des représentations donnés sur la figure 3.2. Par projection on a:

X, =co§ x-snj 2 (3.1.3)
I . I I . 1 .1 .
et z=dinqy'+cosqz, = sinqy'+cog(sinj x'+cosj z')
= cosq sinj 'x'+sinqy'+cosqcosj ' (3.1.4)
qui donnent :
gavx 0 éﬂcosqsinj +8cos;j 0
wW=cw,+=¢  f-ysing + (3.1.5)

Sw, 5 gﬁ cosqcosj - Hsinj ;

D’une part on a le disque qui tourne avec le rotor autour de son axe principal a la vitesse
constante W d’ou =W, et d'autre part les anglesy et 6 sont petits d' ou I'on peut faire les

approximations cosg»1 et sing»q. Dans ce cas la vitesse de rotation devient :

o sinj +§cog ¢
w=¢ W-yiq = (3.16)
S cog - §sinj

Q)

L’ énergie cinétique de rotation du disque autour du centre de masse est donnée par :

2
2

w1 1 1
Td‘—Eldx.wi.+Eldy.W§.+Eldz.W
_1 - - - 2 1 2 1 - - - 2
—Eldx- (¢ sinj +écos ) +§|dy- (W-yq) +§|dz- (¥ cog - &sinj )
_1 g2 B2 2 R | -
=2 la 47 80%) +&7 cos’ j +24i & cosj Sinj )+ > 1y, (Wi °g* - 24 Q)

+%|dz. (% cos?j +&7sin?j - 2y bcosj sinj ) (3.17)

- 38 -



Chapitre 3 Analyse d’ un modéle derotor en flexion

ou lax, lay, oz représentent les moments d’inertie du disque par rapport a ses axes principaux

d'inertie. Comme le disque est symétrique on a lgx = lg» €t le terme ¥ 202 qui est d'un ordre

élevé peut étre négligé. L’ expression de I’ énergie cinétique de rotation du disque seradonc :
rot 1 2 2 1
T =5 loe (7 +E) +2 1, (W - 299 (318)

Pour le vecteur vitesse, on considére les coordonnées u et w du centre du disque o’ suivant les
axes ox et oz du repére fixe R avec la coordonnée suivant oy qui est bien évidemment

constante. Avec sa masse égale amy, le disque a son énergie cinétique de translation donnée

par :
T, =%md (6% +w?) (3.1.9)
L’ énergie cinétique totale du disque est finalement égale a:
Ta= TEm T = S m, (6 W)+ (02 +8) 1, (W - 2§ ) (3.110)

Pour identifier le disque, on peut adopter la géométrie illustrée par la figure 3.3.

Fig. 3.3 Modéle du disque.

Si sa densité volumique estr 4, Son rayon extérieur R son rayon intérieur r et son épaisseur h
samasse my Sera donnée par :

me=p(R*-r®)hr (3.1.11)

et son tenseur d’inertie sera donné par :

?dx‘ O O 9
la=¢cO0 I, 0= (3.1.12)
8 O O Idz‘E
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ol lgw = laz = md(sr +3R?+ h?)

lay = ¢ (* + RY)

3.2 L’arbreflexible

L’ arbre qui est flexible est considéré en tant qu’ une poutre de section circulaire caractérisée
par I’ énergie cinétique et I’ énergie de déformation.
Pour I énergie cinétique, la formulation peut ére déduite par extension de I’ énergie cinétique
du disque en considérant une masse d’ arbre infiniment mince d’ épaisseur dy, de section droite
s, de masse volumique r et de moment d’inertie diamétral |.

Pour cela il suffit de prendre comme masse élémentaire: dm, = r sdy et comme inertie

principales dans le repéerelié al’ élément :

diee = Gfy” +z%)dm = ((‘!‘)z'z d9r dy=r I dy (3.1.13)
o)

digy = Gyx'”* +2%)dm = (> ds+ gy >d9r dy=2r Idy (3.1.14)
) © ©

Pour un dément de longueur L, I’ expression sera donc donné par

L L L
Ta= %r SQfi? +W2)dy+r lzdwaz)dyﬂ LW +2r | o9 qdy (3.1.15)
0 0 0

ou

L
* %rsd&z +\W?)dy : I’ expression de I’ énergie cinétique d’ une poutre en flexion.
0

L
* rlzc‘ﬁ2+é2)dy: représente I'effet secondaire de I'inertie de rotation (poutre de

Timoshenko)

* rILW? : un terme constant, représente | énergie de rotation de I’ arbre, il a une contribution

nulle dans les équations du mouvement.

L

* 2rigyiqdy : unterme repréesentant I effet gyroscopique
0
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Le calcul de I’ énergie de déformation de I’ arbre s effectue en considérant le cas d’ une poutre
flexible en rotation sans déformation a I’ effort tranchant.

Considérant le point C comme centre géométrique et A (X', Z') un point générique de la
section transversale de I'arbre et supposant que e e s représentent successivement la
déformation et la contrainte suivant I’ axe de I’ arbre.

Soit U’ et w’ les déplacements du centre géométrique de I’ arbre par rapport au repére X'y’ z

(voir Fig. 3.4) et le déplacement suivant y' suppose négligeable avec les termes du second

ordre qui ne sont pas prix en compte.

X
Fig. 3.4 Section droitedel’ arbre.
Ladéformation longitudinale au point A, a pour expression :
Zul 2W|
e= —x'ﬂ 5" z'ﬂ 5 (3.1.16)
1% fly

L’ énergie de déformation est donnée par :

uzl‘esdt (3.1.17)

a 5 Q) A

out et levolumedel arbre.

Compte tenu de la loi de Hooke s = e E qui donne la relation entre les contraintes et les

déformations, on a:

(3.1.18)

c
Q

I
N m
O
o)

N
o
—
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En utilisant (3.1.16) |’ énergie de déformation s écrit :

2
ELg 90'9'2 ﬂz 2 12 ﬂz 29 ﬂz 2 u
=50 EX ()t ()T 5 >-Udsdy (3119
29 w5 y

Le troiseme terme de I’intégrale est nul par suite de la symétrie de la section, d'ou :

E.. & 1%u' 2w 6 U
U= —QO0 &x?(—)2+2?(——)*7 Udsd 3.1.20

En introduisant les inerties diamétrales de la section,

FENOACS (3.1.21)
(s)
Et Iz = () ds (3.1.22)

(s)

L’ énergie de déformation adonc pour expresson :

Ece Tu,  T°w ,0
U= — %, +1, =d 3.1.23
Zg‘é‘ (‘ﬂyz) ('”yz)By (3.1.23)

Pour exprimer I’ énergie de déformation dans le repére fixe xyz ; on utilise les relaions de
passage U’ et W' en fonction de u et w (voir Fig. 3.4), soient :

u'=u cosWt —w sinWt (3.1.29)
w’'=usinWt + w cosWt (3.1.25)
Comme on apour le casdel’ arbre symériquely =1, =1, I’ énergie de déformation s écrit :

L e “u 2w “u ’
Ua = E2 (cosWtﬂ—Z— sinWtﬂ )2+(sinWtﬂ—2+cosWtﬂ
25 Ty y

w .0
)* dy

2 2
2
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2 ZW Zu ZW
EI 2+dn? 1 . 2—2cosWt/é[nWt‘”—2%
2 0 Ty iy" 17y
2 2 2 1-[2
CoOsSWt — ——-7= (3.1.26)
@
Et finalement, on a:
u 2w .U
Uy = E Al 2+(—ﬂ —)? (dy (3.1.27)
Ogﬂy y"" g

3.1.3 Lespaliers

D’une maniére géenérale, les pdiers qui induisent des forces extérieures agissantes sur
I’arbre comportent des caractéristiques de raideurs et d’amortissement. Ces caractéristiques

sont sur le plan de la section droite selon les directions montrées sur lafigure 3.5.

Fig. 3.5 Amortissement et raideurs de palier.

Danscelles-ciona:
* Kux, Kz, Cux, CzlESTIQIditéS €t les amortisseurs selon les directions x et z del’ arbre.
* Kyz, Ko, Cxzy Cox lESTiQIdités €t les amortissements dans une direction (x ou z) mais affectés

par I’autre direction. Ils représentent des constantes d’ accouplement.

Letravail virtue desforces dues aux paliers agissant sur I'arbre est :
dw =- k,, udu- k ,wdu- k,, wdw- k_, udw- c,, éidu- c,, wdu- c,, wdw- c, tidw
(3.1.28)
Qu’on peut lamettre sous laforme :
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dw=F, du+F, dw (3.1.29)
éF,u_ &, k,uéun éc, c,uébiu

a/ec < uz - _ A XX Xz 7= S é XX Xz % = S (3130)
g:WH %ZX kZZu. H é:ZX CZZ HS\&IH

Ou Fy et Fy sont les composantes de la force généralisée.

3.1.4 Lebalourd

Le balourd qui est caractérisé par son énergie cinétique est du lorsqu’une masse m, se
trouve en un point B dans le plan du disque a une certaine distance d de son centre
géométrique C (voir Fig. 3.6).

Z
B
Mp
: iV\Jt
Wi j:—g:
0~ u X

Fig. 3.6 Masse de baourd.

Les coordonnées du balourd dans |e repére fixe oxyz sont données par :

i u+dcosWtii
OB = % cte i/ (3.1.3)

_. ] &- dWsin Wt i
D’ ol la vitesse : V=2 o 0 i/ (3.1.32)
1 W +d Weoswt),
Et I’ énergie cinétique est :
T, :%mb (62 +W? + W 02 +2WdGSnWE- 2WdwoosWt)  (3.1.33)

T, » m,dW&isinWt- W cosWt) (3.1.34)
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3.2 MISE EN EQUATION

La modélisation s effectue par la méthode de Rayleigh Ritz qui est caractérisée par la

subgtitution des déplacements u et w par des fonctions d’ approximation respectivement :

u(y,t)=f(y) qu(t) =f(y)a, (3.2.1)
w(y,t)=f(y) qx()=f(y)d. (322)

ou f(y) est la déformée modae choisie, et g: et g, sont des coordonnées généralisées

indépendantes. Et comme nous avonsy et g sont trés petits (voir Fig.3.7), ils sont approximeés

par
y == %ﬁ’)ql:- o)k (323)
q=T= e 0=00)a; (324

Les dérivées du second ordre de u e w sont aussi nécessaires pour exprimer I'énergie de

déformation, elles s écrivent :

TTYS = d;y(zy ) =h(y)q, (3.25)
ﬁywzyq “h(y)a, (326)
.
q—ﬂ_

//)v—% ’

Fig. 3.7 Degrésdeliberté.
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Le modéle quel’on s est proposé d’ étudier et ladémarche sont les mémes que ceux traités par
Lalanne et Ferraris [3] et quel’ on trouve dans pas ma de travaux de recherche. Cependant la
différence réside dans le fait que I’on ne considére pas les mémes conditions aux limites et
cela pour voir leur effet et une éventuelle comparai son.

Lalanne et Ferraris ont pris le rotor sur deux appuis fixe alors qu'on la pris sur un appui fixe
d'un coté et libre de I’ autre (voir Fig.3.8a et Fig.3.8b).

(&) Modele Lalanne/ Ferraris

(b) Modéle éudié

Fig. 3.8 Rotor consdéré.
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Les caractéristiques du rotor sont donnés par :

Le disgue

Rayon interne | Rayon externe | épaisseur | densité position

R,=0.01m R;=0.15m |h=0.03m |r=7800 kgym® |l1=y1=L/3

M,=p(R2-R?) hr =1647kg

Mg

lye = 1y, :1—(3Rf+3R§+h2) = 0,247.10"2 kgm?

ly = % (R? +R2) = 01861 kgm?

L’arbre

longueur Rayon de la section droite | Module de Young | densité
L=04m |Ry=0,01m E = 200GPA r =7800 kg/m®
S = pR?=314210*m? | = pR¥/4 =7854.10 kg m?
Le balourd

masse distance

my=10"kg |d = R, =0,15m

Le palier
kXX kZZ
0 510° N/m

Pour le modéle éudié, les fonctions de déplacement sont celle du premier mode d’ une poutre,
de section constante appuyée en une extrémité et libre de I'autre, soit comme on la vu au

premier chapitre :
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f(y)=B,,[sinb,y+a, shb,y] (3.2.7)

sinb, L
avec a, =
shb, L

n

et B4, est une congtante qu’on prend égaleaun 1.

Les expressions totales des énergies cinétiques T, de déformation U et du travail
virtuel dw peuvent étre ainsi obtenues. L’ énergie cinétique totale du systéme est donnée par :

T=Ta+ Tp+Ty (3.2.8
ol T, est I'énergie cinéique de I’ arbre donnée par la formule (3.1.15), Ty, I’ énergie cinétique

du balourd donnée par la formule (3.1.33) et T4 I’énergie du disque donnée par la formule
(3.1.10).

L’ expression de I’ énergie cinétique total, gprés calcul (voir annexel), est donc :
T=A (67 +82)+BWE, q, +C(§, cosWt- §,sinWt) (3.2.9)
ou A,BetCsontégalea:
1é 2 2 L\ 2 L\ 2 l:l
A= M )+ e g7 () +rsg ()dy +ric™ (V)dyy
e 0 0 a
é u
B=Wa g (y)dy- 1,9°(,)q
€ o a
e C =W[m,df (1,)]
L’ énergie de déformation totale est cellede I’arbre qui & pour expresson :
El :
Ua=—-(a; +az) Q" (V)dy (3-2.10)
0
Le travail virtud total du alaraideur du palier k,, est :
dw =Fq, +Fqg, =- kf*(l,) (3.211)

Et enfin les éguations de L agrange permettent de déduire les éguations du mouvement.
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3.3 ETUDE DU MODELE SYMETRIQUE

Pour étudier le systéme symétrique on aprislaraideur k., = 0 et |’ application des équations de

Lagrange a conduit aux équations du mouvement (voir annexe 1) :

} 14,758, - 0,7474W§, + 2,914.10°q, =137710°° W sin Wt

331
% 14,758, + 0,7474W§, +2,914.10°q, =1,37710 ° W cosW ( )
que I’ on peut mettre sous laforme:
i m§, - awg, +kg, = CWsinWt (332)
% mé, +awd, +kqg, = CW cosw o
ou bien souslaforme matricielle:
ernouﬁl —aue&|lu ekOueql ésinWt ()
a a (3.3.3)
&0 mE& SO Ktgn,o  eoswty

3.3.1 Détermination des fréquences naturelles en fonction dela vitesse derotation

L’ étude des solutions homogénes permet d’ avoir les fréquences naturelles qui permettent de
localiser les vitesses critiques a laide du diagramme de Campbell. Pour cela on cherche les
solutions qui vérifient le systéme donné par (3.3.1) et (3.3.2) lorsgu’il est homogéne (sans

second membre), c'est-a-dire des solutions delaforme :

1 Gy, = A, coswt +f )

i (334
70y, = A, cos(wt +f,)

gu’ on peut mettre sous laforme complexe :
ta. = A, expjwt
J.[ N (3.35)
19, = A2 eXpjWt

avec A, =A expjf, et A, =A,expjf,.
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et quel’ on reporte dans | e systéme homogene complexe :

)[ m@lh B aV\@zrw + kglh =0

i o (3.36)
ngjzrw +aV\@1h TKQ,, =0

Pour avoir
- mw’ - jaWwUéA U €y
& W k. mw?iE 07 ey (337)
e Ja MW geA,q &l

Cette derniére équation représente un systéme linéaire de deux équations a deux inconnues
qui sont A, e A, avec un parametre qui est W. Les solutions de celui-ci se discutent donc

selon Wou |’ on peut utiliser la méthode du déterminant. Alors :

Sidet! O,ona A, =A,=0d ouq;n=0gxn=0.
C'est lasolution triviale qui est sans intérét.
0

Sidet =0,0na Alzg et A,=—.
0 0

Ceux sont des formes indéterminées, d’ ou la possibilité d’ avoir des solutions non nulles.

Danscecasona:

é&- mw’ - jawwu
det = é . U= (3.3.8)

g jaMv k- mwj
qui donne : mw*- (2km+a@W)W +k*=0 (3.3.9)
Onremarque ques W= 0 (al’arrét), lavaleur dew est égale aw, = 1/% (3.3.10)

Tandis que pour W1 0 (rotor tournant), I’ éguation bicarrée (3.3.6) a un discriminant positif

dou I’ on tire deux valeurs réelles positives pour w égales a:

2 xr 4m2 WZ O
w, = w2+ G1- |1+ 0~ 3311
1 0 mZ aZVVZ - ( )
é 2
et W, = W2+ 2 8[:eL+ 1+4m2w§Q (3.3.13)
2 0 m ¢ 2 W ; 3.
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On remarque facilement que I’ encadrement de cesvaleurs est :

Wy < Wo < Wa. (3.3.14)

Et apartir de(3.3.8) ona:

k- mw’|= aWw (3.3.15)

Aux deux valeurs w; et w, correspondent donc deux modes pour les coordonnées genéralisées

Ozh €t Oon.

* Pour le premier mode ol w=wy, ona:

=i e g v

qui donne Aun=An e ja=ju-p2 (3.3.17)
dou Oy = Ay cos(w,t+f ) (3.3.18)
Oopy = A, cos(W,t+f,,) = A, Sin(wt+f ;) (3.3.19)

u(y,t) = dy.f (y) = Ay, costw, t +f,,)|sinb,y +a shby| (3.3.20)

& WY, = Qof (Y) = Ay sin(w,t +f ,)|sinb,y +a,shb, y| (3.3.21)

Le mouvement suivant ox a la méme amplitude que celui suivant oz mais il est en avance de
p/2. Les points situés sur |'axe du rotor décrivent donc, d’'gorés Lissgous, des orbites
circulaires qui vont de ox vers oz. Elles sont dans le sens opposé au sens de rotation du rotor
qui est autour de oy allant positivement de oz vers ox. On dit dans ce cas qu'on a une

précession inverse ou rétrograde (voir fig. 3.9a).

* Pour le deuxiéme modeouw =w,,ona:

Ay, _ Jasz2 _ Ja\ZNsz - (3.3.22)
A, Kk-mw, m(w;-w,)
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qui donne Ap=A~Axn e jxe=jnt p2 (3.3.23)
d'ou Oun2 =A1,COS(W,t +f 1) (3.3.24)
Oon, = A, cOS(W,t+T,,) =-A,sn(w,t+f,,) (3.3.25)
U(Y,t) = Gyoof (¥) = Ay, cOS(Wot +F,,)|sinb,y +a,shb, y] (3.3.26)
et W(Y, 1) = Gonof (¥) = A, COSW,t + ,|sinb,y +a,shb | (3.3.27)

Le mouvement suivant ox a la méme amplitude que celui suivant oz mais il est en retard de
p/2. Les points situés sur |'axe du rotor décrivent donc, d'gorés Lissgous, des orbites
circulaires qui vont de oz vers ox. Elles sont dans le méme sens que le sens de rotation du

rotor qui est autour de oy allant positivement de oz vers ox. On dit dans cas qu' on a une
précession directe (voir fig. 3.9b).

z z

VAN

WwWot=0

(4
N

Wot=-p/2
@ (b)
Précession inverse Précession directe

Fig. 3.9 Orbite du rotor

3.3.2 Digramme de Campbell

Pour le rotor définit par les équations du systéme (3.3.1.), I’ équation caractéristique est
donnée comme suit :

w* +(3,95118.10° + 2,5675.10 *W*)w? +3,9029.10"° =0 (3.3.28)
Lesfréguencesal arrét sont :

Wy, = W,, =444,48 rd/s (3.3.29)
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Les fréguences en rotation sont :

& [ 307,78.10°0
w, = 19,75589.104+:|,2837.1O'3V\lzgl— 1+T; (3.3.30)
e
) - 307,78.10° 9
w, = [19,75589.10* +1,2837.10 \Nzgl+ 1+T; (3.3.31)
e

Par le diagramme de Campbell (voir figure 3.10) les fonctions wy = w; (W) et w, = wy(W) sont

Q

-0

Q

représentées coupées par les droites w = W (cas synchrone) et w = s W (cas asynchrone avec
s=0,5) et donnants les points d’intersections A et B pour le premier C et D pour le deuxieme.
Les valeurs des fréquences correspondantes a ces points sont obtenues en substituant w = sW

dans (3.3.9), ce qui donne :
s?(s’m’ - a®)W' - 2kms’W? +k? =0 (3.3.32)

Les solutions de (3.3.32) sont alors:

W, ,/ﬁ (3.333)

k
W, = [—— 3334
> = \sam- a) ( )
ou bien (avec w=sW):
W, =s |—K (3.3.35)
s(sm+a)

Correspondante aux points A (s=1) et C (s=0,5) et

w, =s |—X (3.3.36)
s(sm- a)

Correspondant aux points B (s=1) et D (s=0,5)

Pour le cas @&udiéon a:
Pour A : Wy = 433.63 rd/s, pour B : W= 456,18 rd/s,
pour C: W= 847,07rd/s et pour D :Wg= 937,74 rd/s.
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Modéle étudié

A

Modéle Lalanne-Ferraris

Fig. 3.10 Diagramme de Campbell



Chapitre 3

Analyse d’ un modéle derotor en flexion

3.3.3 Réponse aux forcesd’ excitation

Les forces d’excitations peuvent étre dues soit par |'effet du baourd soit par I effet de
forces asynchrones.

a) Réponse au balourd

Dans le cas de la présence d' une force d’ excitation telle que le baourd, I’ &ude de la solution
particuliere se fait en considérant le systéme avec second membre.

Comme il n'y a pas d’amortissement pour le systéme d’équations (3.3.2) on cherche des
solutions de laforme:

} qlp :AelCOS(W+f el)
TqZp :Aez COS(\M+fe2)

(3.3.37)
gu’ on peut mettre sous laforme complexe :
fa, =AqexpjWt
1% i (3.3.38)
§9,, = A exp W
avec Ay =Agexpify e A, =A expif,,.
et que |’ on reporte dans le systeme inhomogéne complexe :
imglp ) aV\@Zp +k91p :CVVZ eXpJ(W_ p/2) (3339)
% md, +am +kg, = CW exp j(Wm) o
Pour avoir
g« mW - jaW? 82A618: gCW2 exp(- jp/2)8 (3.3.40)
6 jaW  k-mWpge 5 g CW g

Cette derniére équation représente un systeéme linéaire de deux équations & deux inconnues

qui sont A, et A, avec un paramétre qui est W. Les solutions dépendent de ce dernier et la
méthode du déterminant nous donne :
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CWee P2 jaw?
A - CW k- mwW| _ C\AFSk— mwW?)e /2 +ja}C\N“
T k- mwWe - jawt | (k- mWA)? - W
jaw k- mwW
_ jC\/\lz(—k+‘r'n\/\/2 +aW?) - jCWP ] (3:341)
k- mwA) FanB |k - mwA) - an?| [k + (a- mWwA] -
k- mW* CWe *'2
jaw? CW CWA(k - mWP) + jaCW'e P/2
Ae2 = = ) 5 5 -
- k- mW - jaw? (k- mW2)2 - a2w?]
jaW? k- mw
_ CW (k- mW - aW) . ow (3342)
k- MWy +ane [k - mwe) - aw?] [k +(a- mWA] -
Desrelations (3.3.41) et (3.3.42) onobtient j 1= -p/2,] =0
et Aet= A = oW (3.3.43)
el — Re2 — W .O.
dou Oip = A SNV et O2p = Aez COSM

La vitesse critique W, correpond a la vitesse qui rend les déplacements indéfinis.
L’annulation du dénominateur de (3.3.43) donneW, = m . Cdle-ci montre qu’il y a
une seule valeur critique qui correspond & W, pour s=1.

Lavaleur qui correspondant a ce cas est celle du point B. Et comme Ag=Ae €t AaAe> 0, les
orbites décrites par I’ axe du rotor sont des cercles et de précession directe.

T 1,377.10 °W
Pour le cas étudieona A, =A,, =

= S 91410° - 1AV et dont I'alure est représentée sur la

figure 3.11 avec celle obtenue par Laanne et Ferraris.

On remarque que lorsgque Wcroit la valeur limite du déplacement est : |Ael| =

AeZ

C\
a-m

=9,8357.10 " m.

Ce qui donne pour notre cas: |A el| =lA,,
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|Ae1| ou [Acg|

Modéle étudié

|Ae1| OU |Aer|

Modéle Lalanne-Ferraris

Fig. 3.11 Réponse au baourd
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b) Réponse a une force asynchrone

Le rotor peut auss étre excité, pendant son fonctionnement, par une force asynchrone. C’ est
une force d’ amplitude constante F, et une vitesse sW différente de celle du rotor. Si la force

est appliquée en I3 nous aurons :
Fu =FRf(l;)snsw = FsinsWw (3.344)
et F2 = Rf(l;) cosswt = Fcossw (3.345)

Les éguations a résoudre seront donc :

mé, - awg, +kq, = Fsins\Ww

(3.3.46)
mé, + aWeg, +kq, = Fcoss\wt

Comme pour le cas précédant on cherche des solutions de laforme :

i qlp = Ael COS(S\M +f el)

1 B (3.347)
TqZp - AeZ COS(S\M +f e2)

gu’ on peut mettre sous laforme complexe :

q, =Agexpjsit

e /

te ) (3.3.48)
fgzp =A, expjsWw
avec Ay =Agexpjf, et A, =A expif,.

et que |’ on reporte dans | e systéme inhomogene complexe :

}m@lp - AW, +kg, =Fexpj(swt- p/2)

I : (3.3.49)
i m@zp +a\/\@lp + k92p = Fexp j(sW)

Pour avoir
& - ms’'W - jasW UéA

eFexp(- jp/2)u
jaaWw k- ms'W agéez

u
a e u

[(HI PN

Cette derniére équation représente un systeéme linéaire de deux équations & deux inconnues
qui sont A et A, avec un paramétre qui est W. Les solutions dépendent de ce dernier et la

méthode du déterminant nous donne :
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Fe P2 - jaswWf
F o k-ms'W| F(k - ms"We)e P2 + jaFWW?
- ms'W - jasw? ‘ k- m2wA)? - asw|

lel

jaaWw k- ms'W
_ jF(—k+ms.2_VV2+as\N2) o - jF . (3351)
k- msWA) +asw?|(k - msPWA) - asWP| [k + (as- msPWE| T
k- ms®W? Fe 2
jasw? F F(k- ms’W) - jasFWPe 2
Aez = = ] 2 2 2a2 1
T k- mS'W - jaswWe (k- ms?W?)? - as?w|
jaaWw k- ms'W
_ F(k - msz\./yz—as\/\lz) o F . (3352)
(k- m?WA) +aswA||(k - msPWP) - asWP| [k + (as- ms?)WA] ~
Desrdations (3.3.41) et (3.3.42) onobtient | e1=-p/2,] =0
A F .
et Ael—AeZ— [k+(as- msZ)VVZJ (3353)
dou JQup=AaSnsWt et Qgyp=AegCOSSWM

La valeur critiqueW, correspond a la vitesse qui rend le déplacement infini, I'annulation donc

du dénominateur de (3.3.53) nousramene a:

W, = ,/ﬁ (3.354)

on remarque d’ apres le résultat qu’ on a une seule vitesse critique qui correspond a W, qui est

donné par I’ équation (3.3.32) et comme Aa= Ae, les orbites décrites par I’ axe du rotor sont
des cercles et de précession directe. Pour le rotor étudié s=0,50n a:

F

A, =A_=
®  20914.10° - 33138\

el

(3.3.55)

la vitesse correspondante a W, est celle du point D.

L’amplitude Ae1= Ae est représentée pour F = 1N sur lafigure 3.12 pour le modéle étudié et
celui de Lalanne-Ferraris.
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|Aei| OU |Ae2]

Modéle étudié

|Ae1| OU |Aeg|

Modéle Lalanne/Ferraris

Fig 3.12 Réponse alaforce asynchrone
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3.4 ETUDE DU MODELE DISSYMETRIQUE

La dissymétrie est introduite par la présence de la raideur du palier k;, et I utilisation de
I'équation (3.2.11) donne: k, =k et k, =k+k,f*(l,).

Le systéme d’ équations (3.3.1) devient :

114,758, - 0,74740, +2,914.10°q, =1377.10°W’ sin Wt

34.1
114,758, +0,7474M, +2,962.10°q, =1,377.10 *W? cos\t (34.)
qu’ on peut les mettre sous la forme générale suivante :
i - +k,g, =CW sinWt
I nﬁl a\wz lql sn (342)

%m&z +aWg, +k,q, = CW cosWt

3.4.1 Détermination des fréquences naturelles en fonction dela vitesse derotation

Pour avoir les fréquences naturelles on cherche les solutions du systéme (3.4.2) lorsgu’il est

homogéne (sans second membre), c'est-a-dire des solutions de laforme :

1 Gy, = A, coswt +f,)

i (34.3)
70z, =A,cos(wt +f )

gu’ on peut mettre sous laforme complexe :

}a, =A; expjwt

i i (3.4.49)
19,, = Az eXpjwt

avec A, =A expjf, et A, =A,expjf,.

et quel’ on reporte dans | e systéme homogene complexe :

)[ mg, - ang, +k,q, =0

I (3.4.5)
T m@zrw + aV\@lh + k292h =0

Pour avoir

&, - mw* - jaMv UéA U &0

N
. : (3.4.6)
jaWMv Kk, - MW gEA, g 0y

[(HI PN
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Cette derniére équation représente un systéme linéaire de deux éguations & deux inconnues
qui sont A, et A, avec un parametre qui est W. Les solutions de celui-ci se discutent donc
selon Wou I"on peut utiliser la méthode du déterminant. Alors:

Sidet® O,ona A, =A,=0dou gin=0n=0.

C'est lasolution triviale qui est sans intérét.

Sidet =0,ona A, =0/0 e A,=0/0.

Ceux sont des formes indéterminées, d’ ou la possibilité d’ avoir des solutions non nulles.

Danscecasona:

&, - mw* - jaWw U
det=¢ " P = (34.7)
g jJaWv  k,- mwj
qui rameéne al’ équation caractéristique :
m2w*- (kym + kom + @ WP ) W2 + kg kp = 0 (3.4.8)

Onremarque que s W= 0 (al’arrét), les racines de (3.4.8) seront égales &

Wy, =4/K, /m (3.4.9)
et W, =+/K, /M (3.4.10)

Tandis que pour W1 O (rotor tournant), I’éguation bicarrée (3.4.8) a un discriminant positif

d ou I’ on tire deux valeurs réelles positives pour w égales a:

2w atWe 2 w2 aW o
w, = Mo Wa BV Wy BTVD e, (3.4.15)

2 2 2m g 2 2 2m P

2 2 aZVVZ 2 2 aZVVZ 02
W, = Wio 4 Wao —+ %+%+ —T - Wi Wy (3.4.16)

2 2 2m g 2 2 2m* 5

On obtient facilement I’ encadrement de ces valeurs :

W, < Wp < Wy < W, (3.4.16)
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Aux deux valeurs w; et w, correspondent donc deux modes pour les coordonnées

généralisées qin et gzn.

En utilisant I’ une des équations du systéme (3.4.6) qui sont identiques car le déterminant est

nul,ona:

* Pour le premier mode ol w=wy, ona:

All — Ja‘VVVVl — Ja.VVVVl

A, = k.- mWf = m(WfO - Wf) (3.4.17)

qui donne Au _ a\ZMNl > j21=j11- pl2 (3.4.18)
A, m(w,-w)

dou Oyg = Ay cos(w, t+f ;) (3.4.19)

Qo = A coswt+f,,) =A, sin(w,t+f ) (3.4.20)

U(Y,t) = dyef (y) = Ay cos(w, t +f ,)|sinb,y +a,shb | (3.4.21)

& W(Y,t) = Oof (Y) = A, sin(w,t +f,)|sinb,y +a,shb,y| (34.22)

* Pour le deuxiéme mode ol w = w,,ona:

T 0429

qui donne A _ a\ZNWZ > e jo=jnt p2 (3.4.24)
A,,  m(w;- wy)

d’'ou O =A1,COS(W,t+ ;) (3.4.25)

Oonp = A COS(W,E+T L) =-A,sin(w,t+f ) (3.4.26)

u(y,t) = qy,f (y) = A, cos(w,t +f 12)[sin b,y+ta nshbnyJ (3.4.27)

et W(Y, 1) = Gunof (Y) = A, COS(W,t +F ,)|sinb,y +a,shb, | (3.4.28)

Comme on a A:* Ay, les orbites décrites par le rotor sont des elipses de précession inverse

pour le premier mode et de précession directe pour le deuxiéme.
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Chapitre 3 Analyse d’ un modéle derotor en flexion

3.4.2 Digramme de Campbell

L’ éguation caractéristique du systeme d’ équations (3.4.1) est :

N R n
4 @2 2 a 0 2 2 .2
w- - §W10+W20+ W W W, =0

2

2

ou bien w* - (39837.10° +2,5675.10 *W*)w? +3,967.10° =0

Lesfréguencesal arrét sont :

Wy, =4/ K, /m=444,48 rd/s
W, =4/K,/m =44812 rd/s

Quand le rotor est en rotation (W?* 0) les fréquences sont :

(3.4.29)

(3.4.30)

(3.4.13)

(3.4.14)

w, = \/199,185.103 +1,284.10°° - J (199185.10° +1,284.10 W2 )’ - 39672610  (3.4.18)

w, = \/199,185. 10° +1,284.10°° + \/ (199185.10° +1,284.10 W2 )’ - 396726.10°  (3.4.19)

Par le diagramme de Campbell (voir Fig. 3.13) les fonctions w; = wy(W) et w, = wy(W) sont

représentées coupées par les droites w = W (cas synchrone) et w = s W (cas asynchrone avec

s=0,5) et donnants les points d’ intersections A et B pour le 1%, et C et D pour le 2™,

Les valeurs des fréquences correspondantes a ces points sont obtenues en substituant w = s W

dans (3.4.8), ce qui donne :

s'm’W - (k,m+k,m+a’W")s’W? +k,k, =0
Soit :

s*(s’m? - @)W - m(k, +k,)s"W? +k,k, =0

avec laguelle on obtient W.

Pour A : Wy = 435,38 rd/s, pour B : W, = 458,09 rd/s,
Pour C: W= 850,45rd/s e pour D : W= 941,65 rd/s.

(3.4.21)

(3.4.22)



Chapitre 3 Analyse d'un modéle de rotor en flexion

Modéle étudié

Modé&e Lalanne/Ferraris

Fig. 3.13 Diagramme de Campbell
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Chapitre 3 Analyse d’ un modéle derotor en flexion

3.4.3 Reponses aux forces d’ excitations

a) Réponse au balourd

Dans le cas ou I'on considére la force d’ excitation due au balourd, I’ éude de la solution
particuliere se fait en considérant le systeme avec second membre. Pour cela on cherche des

solutionsdelaforme:

i qlp = Ael COS(W +f el)

i (34.23)
TqZp = AeZ COS(W +f e2)
gu’ on peut mettre sous laforme complexe :
}g =A_ expjW™
J.[91p Sa 0l (3.4.24)
fgzp =A exp WM
avec A, =Agexpjfy et A, =A,expjf,.
et que |’ on reporte dans | e systéme inhomogene complexe :
imﬁlp B aV\@Zp +k191P :CVV2 eij(W_ p/2) (3425)
i ) 4.
f mg, +ang +k,q, = CW exp j(Wm)
Pour avoir
&, - mW - jaW? uéa U W - jp/2)u
X, - m jaw” ueA u_ eCW exp(- jp/ 2)u (3.4.26)

s iAWk, W g

x
1
3
3
=
s
o CI
@D

Cette derniére éguation représente un systéme linéaire de deux équations a deux inconnues
qui sont A, et A_, avec un paramétre qui est W. Les solutions dépendent de ce dernier et la

méthode du déterminant nous donne :

CWe 2 . jan?
CW  k,- mwW| CW(k, - mW)e % + jaCW'
k- mWE - jane | [(k, - MWA)(k, - mWP) - a®W/]
jaw  k, - mW

e —

- JCWA (K, - mW - aW?) )
l(k, - MWA)(k, - mW2) - a®W*]

(3.4.27)
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Chapitre 3 Analyse d’ un modéle derotor en flexion

k, - mW* CwWer'?
IEWa cw | CW(k, - mW) + jaCW'e '

k- mWE - jane | [(k, - MWA)(k, - mWP) - a®W/]
jaw  k,- mW

A .=

—e2

CW(k, - mW - aW?)

= ; : 4.2
l(k, - MWA)(k, - mW2) - a®W*] (3:4.28)
Desrdations (3.4.27) et (3.4.28) onobtient j e1=-p/2,] =0
k- (mrawtow? 3429)
= (kg - MWA)(k, - MWE) - W -
o k- (mrawPfow? 34.30)
27 (K, - MWA)(K, - mWP) - a®W o
dou Qip = Aer SNV et O2p = Ae2 COSM

Comme Aq et Ag, sont différentes les orbites décrites par le rotor sont des dlipses. Les
expressions des vitesses critiques correspondent a I’ annulation du dénominateur de (3.4.29) et
de (3.4.30) C'est-&-dire:

(k, - mW)(k, - mWF)- a®W' =0 (3.4.31)

qui seréécrit :
(m? - a> )W - m(k, +k,)W +k,;k, =0 (3.4.32)

On remarque que cette équation est conforme avec |’ équation (3.4.22) pour le casou s = 1.les
deux vitesses de rotations critiques correspondent aux points A et B. Cependant le sens de
précession est donné par le produit des amplitudes. En effet si Ae.Ae>0 la précession est
directeet S Ae1.Ae<0 laprécession est inverse.

Pour connaitre le signe de Aa.Ae, il est suffit de connaitre le signe de la fonction suivante :

f(W?) =]k, - (m+aW2 ||k, - (m+a)w?] (3.4.33)

. k k
qui s annule pour les deux vaeurs : W, :,/ LW, =, 2
m+a m+a
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Chapitre 3 Analyse d’ un modéle derotor en flexion

Ces derniéres permettent d’ avoir le sens de la précession pour chague valeur de la vitesse de
rotation (voir Fig. 3.14).

Aez Ae2

[
\

M
\

A 7
S =

Precession Precession Precession Precession
directe inverse inverse directe
Wi W1 W, Wo W

Fig. 3.14 Variation du sens de la précession.

Pour le modéle de rotor défini par les équations (3.4.1) et (3.4.2) ona:

_ [2962.10° - 15,497W# | 1,377.10*W?
< 217W - 8,667.10" W2 +8,63.10%

(3.4.34)

|2.914.10° - 15,497W?]1.377.10 W
A, = - a (3.4.35)
217W* - 8,667.10" W +8,63.10

Ae, e Ae, sont représentés, en valeur absolue, sur la figure 3.15 ou I'on voit que le
phénomene de résonance se produit pour deux valeurs critiques contrairement au cas
symétrique ou il se produit pour une seul valeur. D’ autre part quand W >> les amplitudes Aer
et Ae seront égales et tendent vers la valeur constante 9,8338.10'm.
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Chapitre 3 Analyse d'un modéle de rotor en flexion

Modéle étudié

Modéle Lalanne-Ferraris

Fig. 3.15 Réponse au baourd
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Chapitre 3 Analyse d’ un modéle derotor en flexion

b) Réponse a une force asynchrone

En prenons la méme forme de force que pour le modéle symérique, les équations du
mouvement s écrivent :

1 mé, - awg, +k,q, =Fsins\t

. (3.4.36)
imé, +ang, +k,q, = Fcoss\Wwt

En procédant de la méme maniéere que précédemment, c'est-a-dire en cherchant des solutions

delaforme:
i =A Wt + f
}qlp a €O a) (3.4.37)
TqZp = AeZ COS(\M +f e2)
Les calculs nous aménent a:
[k2 - (ms? +as)VV2]F
Ael = 2,2 2 2 2 (3438)
s?(s’m? - @*)W* - ms?(k, +k, )W +k, k2
k, - (mh? +as)W? |F
= [ 1~ ) ] (3.4.39)

2?7 (sPm? - @)W - ms?(k, +k, )W +k, k2

Les vitesses critiques sont données par la méme équation (3.4.22) les orbites décrites sont des
elipsesvueque Q, * Q,. Le sens de précession est donné par le signe du produit de Q1.Q-
pour notrecason a:

B (2,962.10° - 4,0612W°)F
" 13,45795W* - 21.667.10° WA +8,631.10%

el

B (2,914.10° - 4,0612W°)F
" 13,45795W* - 21.667.10°W? +8,631.10°

e2

L’ amplitude maximale pour A¢; ou Ae et représentée pour F=1 N sur lafigure 3.16.

Les vitesses critiques sont les vitesses qui rendent I’ amplitude infini et le dénominateur nul.
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1.4 T T T T T T T T T

1.2}F —

0.8

0.6

0.4

02t |Ae2]

1 1
920 940'\ =l sl 580 1000

D 1
(=10 820 340 /]\ g60 a0 S00

W, =850,45rd/s W, =941,65rd/s W (rd/s)
Modéle étudié
. T
1 ‘Il T T T T T T
12} ]
1 N |
0.8 F ; |
0E | : )
| e
0.4F : ]
|Ae2| \ IAell E
0.2 \ ! \ : -
0 —"%E \E 1 : |
300 400 500K, 600 700 go0N. 900 1000

W, =937,738rd/s W, =809,635rd/s W (rd/s)

Modéle Lalanne-Ferraris

Fig. 3.16 Réponse a une force asynchrone
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Chapitre 3 Analyse d’ un modéle derotor en flexion

3.5 ETUDE DU MODELE AMORT]I

Les rotors qui sont généralement supportés par des paiers hydrodynamiques sont amortis et
I’amortissement le plus important est celui de type visqueux. Le modé e étudié comporte deux
raideurs kxx, kzz (avec kyz = kxx = 0) et deux amortissements Cyx €t Cz (avec Cx; = C = 0). Pour

celaon détermine I’ expression du travail virtuel, soit :

dw =-k,udu- k,,wdw - ¢, 6idu- c,wdw (35.1)
avec u=f(y)q, P du=f(y)dq, (35.2)
e w=f(y)q, P dw =f(y)da, (35.3)

Aprés substitution de (3.5.2) et (3.5.3) dans (3.5.1) est avec le palier placé en y, = 2L/3 nous

aurons :
dw =- k., *(y,)g,da, - k,.f*(y,)q,dq, (35.4)
ce qui donne :
Fa, +Fé, =[- ko f2(y2)]a, +[- Cof *(y,)18, (3.555)
Fa, +Fé, =[- k,f*(y,)la, +[- C,f*(y,)1é, (3.5.6)

L’introduction de ces derniéres relations dans I’ application des équations de L agrange conduit

aux équations du mouvement :

i mal - aW&lz + kql =- kxxfz(yz)ql - Cxxf Z(yz)&h +m* dVVZSin\M:

35.7
% maz +aW&Il +kq2 :_kzzfz(yz)qz - szfz(yz)&lz +m*dW2COS\M ( )

Qu’ on peut les mettre sous la forme générale :
i mal - aW&Z +Cl&l + kl ql :CWZSn\M (3_5_8)

% m§, +aweg, +c,§, +k, g, =CW cos\wt

avec ki =kuf?(y2) +k, ko= kznfP(y2) + K, C1= Cuf?(¥2), C2=Crf?(y2) e C=mx*d.
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Chapitre 3 Analyse d’ un modéle derotor en flexion

35.1 Déermination desfréquences naturelles en fonction dela vitesse de rotation

L’ étude des solutions homogenes permet d avoir les fréquences qui permettent de localiser
les vitesses critiques & laide du diagramme de Campbell. Pour cela on cherche les solutions du

systéme homogeéne (sans second membre), c'est-a-dire :

} mé,, - aWd,, +cé,, +k, q,, =0

(35.9
T mé,, +awg,, +c,,+k,q,, =0
Puisgu’il est amorti on cherche des solutions delaforme:
1 =

i
7020 =A, exprt
Aprés substitution on aura des éguations qu'on peut les mettre sous forme matricielle:

énr’ +cr+k, -aw  UIA U i0Q
é

V=1 3511
8 am mr2+c2r+kza%A2?; %O?; ( )

Les solutions triviales A; = A, = 0 sont sans intérét; On s intéresse donc aux solutions non
trivides qui rendent le déterminant nulle. Pour cela on cherche les valeursde r qui annulent le
déterminant, soit :
m?’r* + m(c, +c,)r® +(k,m+k,m+a*W +c,c,)r’+ (k,c, +k,c,)r+k,k, =0
(3.5.12)

Les racines de cette équation des paires de quantités complexes conjuguées de laforme :

n=-1,xjw, (3.5.13)
ou w; est la i*™ fréquence et | ; le facteur d’ amortissement visqueux correspondant.
Ainsi la solution auralaforme:
i = -l 4
, qlh Al eXp( I |t) COS(W|t J l) (3514)

| .
70, =A, exp(-l  t)cos(w t+] ,)

aveci=1,2 danscecasd’ éude.
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Chapitre 3 Analyse d’ un modéle derotor en flexion

Considérons le modé e étudié avec les caractéristiques du palier suivantes (b = cste) :

kXX kZZ CXX CZZ

10°N/m 5.10°N/m 100b Nm | 500b Ng/m

Les éguations du systéme homogeéne s écrivent :

114,758, - 0,7474W8, +2,9236.10°q, +9.61b ¢, =0

35.14
114,758, +0,7474W8, +2,96210°q, +48.05b §, =0 o

Et I’ équation aux valeurs propres (det = 0) sera:
217,5624r*+850,485r3+(86,8126.10°+461,76b*+0,5586W)r*+168,944.10%r+8,6597.10"2 = 0

(3.5.15)

Les racines de cette équation ont été déterminées numériquement et sont présentées dans
I’annexe 2 avec celles de Laanne-Ferraris pour des valeurs de b correspondantes a des
amortissements trés faibles, faibles, critiques et forts. A partir de celles-ci les valeurs des
fréquences qui correspondent aux parties imaginaires sont tirées et représentées en fonction
de la vitesse de rotation par le diagramme de Campbell. Elles sont données sur les figures
3.17a3.17b 3.17¢ 3.18d pour le moddle éudié et le modéle de Laane-Ferraris.

Parmi les racines trouvées certaines valeurs ont des parties réelles positives (-1 i) ce qui
corregpond & des formes exponentielles croissantes avec le temps d’ou des instabilités du
rotor. D’ autre part quelques valeurs sont des réels négatifs d’ou I'on ale régime apériodique

qui est sans oscillations.

-74 -



Chapitre 3 Analyse d'un modéle de rotor en flexion

Modéle éudié (b=1)

Modéle Lalanne-Ferraris (b=1)

Fig. 3.17a Diagramme de Campbell pour un amortissement tres faible.
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Chapitre 3 Analyse d'un modéle de rotor en flexion

Modéde étudié (b=15)

Modéle Lalanne-Ferraris (b=15)

Fig. 3.17b Diagramme de Campbell pour un amortissement faible.
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Analyse d’ un modéle derotor en flexion
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Fig. 3.17c Diagramme de Campbell pour un amortissement critique.
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Chapitre 3 Analyse d'un modéle de rotor en flexion

Modéle étudie (b=512,4)

=

Modéle Lalanne-Ferraris (b=52)

Fig. 3.17d Diagramme de Campbell pour un amortissement fort.
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Analyse d’ un modéle derotor en flexion

Chapitre 3

35.1 Réponsesaux forcesd’ excitations

a) Réponsesau balourd

Dans le cas de la présence d’'une force d'excitation du au balourd, I'étude de la
solution particuliere sefait en considérant le systéme avec second membre, c'est-a-dire :

i 14,758, - 0,7474W¢, +2,9236.10°q, +9.61b §, =1377.10 °W sin Wt (35.16)
%14,75 8, +0,7474W§, +2,962.10°q, +48.05b §, =1,377.10 °W* cosW o

Les solutions particuliéres dépendent de la nature de I’ excitation. Puisque cette derniére

est sinusoidale de fréquence W elles sont de laforme :
(35.17)

} qlp :AelCOS(W+f el)
TqZp :Aez COS(\M+fe2)

Qu’ on peut mettre sous laforme complexe :
(3.5.18)

avec Ael:Aeleijfel et Aez :Aez eijer'
et que I’ on reporte dans le systéme inhomogene complexe :

mé, - ang, +c @ +k,g = CWexpj(W- p/2) (35.19)

fmd
i .
f me, +ang +c. 6, +k,q, = CW exp j(W)

Pour avoir

&, - mW +jc,W - jaW? UéA U ECWFexp(- jp/2)u

_ _ V\};é— a= é d (3.5.20)
jaw? ko - MW +jcWgeA .0 &  CW g

[(1 )
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Chapitre 3 Analyse d’ un modéle derotor en flexion

Cette derniére équation représente un systeme linéaire de deux équations a deux
inconnues qui sont A, et A, avec un parametre qui est W. Les solutions dépendent de

cedernier et la méthode du déterminant nous donne :

CWee /2 _ jawe
_ CW  k,- mW +jc,
=%k, - mWR +je,W - jaW?
jaw? k,- mW +jc,
- JICWA(k, - MW + jc,W) + jaCW*
- _ : > (3.5.21)
(kl - MW+ JC1V\O(k2 - MW+ JCZV\O - a’w!
k, - MW +jc,W CWPe P2
N jaw? CW
=2k, - mWR +jc,W Y%
jaw? k,- mW +jc,
CWA(k, - mW +jc,W) - aCW*
- (K, W i (3.5.22)
(kl - MW+ JC1V\O(k2 - MW+ JCZV\O - a’w!
Pour le modéle de rotor défini par les équations (3.5.16) on a:
- j1,377.10 °WF (2,962.10° - 14,75W + j48,050W) + j1,029.10 °W*
Ael = 6 . 6 .
(2,9236.10° - 14,75W + j9,61bW)(2,962.10° - 14,75\ + j48,05bW) - 0,558W*
(35.23)

1,377.10 °WA(2,9236.10° - 14,75W2 + j9,61bW) - 1,029.10"*W*
Aez = 6 - 6 .
(2,9236.10° - 14,7502 + j9,610W)(2,962.10° - 14,750 + j48,050W) - 0,558W*

(3.5.24)

Les modules des amplitudes A, et A,, sont représentés sur lafigure 3.18 (a b, c et d)

pour différentes valeurs de I’amortissement. On remarque clairement la diminution du

pic de résonance jusqu'a sa disparition avec I’augmentation de I’ amortissement.
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Chapitre 3 Analyse d'un modéle de rotor en flexion

Modéle étudié (b=1)

Modele Lalanne-Ferraris (b=1)

Fig. 3.18a Réponse au balourd pour un amortissement tresfaible.
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Chapitre 3 Analyse d'un modéle de rotor en flexion

Modéle étudié (b=15)

Modéle Lalanne-Ferraris (b=15)

Fig. 3.18b Réponse au balourd pour un amortissement faible.
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Chapitre 3 Analyse d'un modéle de rotor en flexion

Modéle étudié (b=512)

Modéle Lalanne-Ferraris (b=52)

Fig. 3.18c Réponse au balourd pour un amortissement intermédiaire.
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Chapitre 3 Analyse d'un modéle de rotor en flexion

Modéle étudié (b=950)

Modéle Lalanne-Ferraris (b=80)

Fig. 3.18d Réponse au balourd pour un amortissement trésfort.



Chapitre 3 Analyse d’ un modéle derotor en flexion

b) Réponses a la force asynchrone

On prend dans ce cas la méme forme de I’ excitation prise pour I'étude du systéme non

amorti. C'est adire on cherche des solutions particulieres pour le systeme :

} 14,758, - 0,7474Wd, +2,9236.10°q, +9.61b ¢, = FsinsWt

i A (3.5.23)
14,758, + 0,7474W¢, +2,962.10°q, + 48.05b ¢, = Fcossw
1 2 1 2 2

On procéde de la méme fagon que pour le cas du balourd et cela par la recherche de

solutionsdelaforme:

i qlp :AelCOS(SV\ﬁ-'-f el)

i (3.5.24)
TqZp = AeZ COS(S\M +f eZ)
gu’on peut mettre sous laforme complexe :
1a, =Agexpjsiwt
J.[ “p e (3.5.25)
§9,, = A eXp s
avec Ay =A expify et A, =A expif,.
et que I’ on reporte dans le systéme inhomogene complexe :
J|[m§lp i aV\QZP * Clglp * klglp - FeXpJ(_SWt “P/2) (3.5.26)
i m@zp +a\/\@lp +czg2p + k292p = Fexp j(sW)
Pour avoir
&, - ms"WP + jc,sW - jaswWf UéA_ U_ &Fexp(- jp/2u (35.27)
g jasW? k, - ms°W +J'Cst\}é§AeZH & F d -

Cette derniére équation représente un systeme linéaire de deux équations a deux
inconnues qui sont A, et A_, avec un parametre qui est W. Les solutions dépendent de

ce dernier et la méthode du déterminant nous donne :
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Chapitre 3 Analyse d’ un modéle derotor en flexion

Fe P2 - jasW?
_ F k,- ms"W +jc,
% |k, - mSWA + jo,sW - jaswWf
jasw? k, - ms®WF + jc,s
~ - jF(k, - ms*WP + jc,SW) + jasFW* (35.28)
(K, - MSPWP + jo, sW)(K, - mSPWE + jc,sW) - a’S?W* o
k, - ms*W + jc,sW Fe *'?
_ jasw? F
=%k, - msPWR +jc,sW - jaswf
jasw? k, - ms*W +jc,
F(k, - ms*W? + jc,sW) - asFW?
k, je,sW) (3.5.29)

T (K, - MW + jo, SW)(K, - mSPWE + jc,sW) - a’s?W*

Pour le modeéle de rotor défini par les équations (3.5.23) on a:

- jF(2,962.10° - 3,687W2 + [24,0250\) + j0,3737FWA
Ael = 6 . 6 .
(2,9236.10° - 3,687WA + j4,80W)(2,962.10° - 3,687W + j24,0250W) - 0,139W"

(3.5.30)

F(2,9236.10° - 3,687W2 + j4,80W) - 0,558FWA
Aez = 6 - 6 .
(2,9236.10° - 3,687TW2 + j4,80W)(2,962.10° - 3,687WP + j24,0250W) - 0,130W*

(3.5.31)

Les modules des amplitudes A, et A,, sont représentés sur lafigure 3.19 (a b, c et d)

pour F= 1N et pour différentes valeurs de |I’amortissement. Les mémes constatations
que pour le cas du balourd sont faites c'est-a-dire on diminution du pic de résonance

jusqu'a sa disparition avec I’augmentation de I’amortissement.
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Chapitre 3 Analyse d'un modéle de rotor en flexion

Modele étudié (b=1)

Modele Lalanne-Ferraris (b=1)

Fig. 3.19a Réponse & une force asynchrone pour un amortissement tresfaible.
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Chapitre 3 Analyse d'un modéle de rotor en flexion

Modéle étudié (b=15)

Modéle Lalanne-Ferraris (b=15)

Fig. 3.19b Réponse a une force asynchrone pour un amortissement faible.
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Chapitre 3 Analyse d'un modéle de rotor en flexion

Modéle étudié (b=512)

Modéle Lalanne-Ferraris (b=52)

Fig. 3.19c Réponse a une force asynchrone pour un amortissement intermédiaire.
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Chapitre 3 Analyse d'un modéle de rotor en flexion

Modéle étudié (b=950)

Modéle Lalanne-Ferraris (b=80)

Fig. 3.19d Réponse a une force asynchrone pour un amortissement treés fort.



Chapitre 4 Modélisation par élémentsfinis

MODELISATION PAR ELEMENTSFINIS

Connue depuis les années 1950, la méthode des € éments finis a vit son apparition pour le
calcul de contraintes et n'a cessé de se développer. Aujourdhui, son champ d'application
dépasse le cadre du génie mécanique. Désormais, elle est utilisée pour résoudre des problemes
d'écoulement de fluides ou de transferts de chaleur, d’ électromagnétisme ou d'hydrologie.

Elle est considérée comme une généralisation et amélioration de la méhode de Rayleigh Ritz
qui Permet de traiter facilement des systemes d’ équations complexes ou de haut degrés causes
par une complexité des formes géométriques et des conditions aux limites. Son principe est le
méme dans tous les cas de figures : dans un premier temps la structure étudiée est maillée
' est adire divisée en petits € éments de géométries simples, puis dans un second temps un ou
plusieurs champs (déplacement, contrainte, température, pression, ou autre) sont approchés
localement, sur chaque dément du maillage, par des fonctions de forme (ou fonctions
d'interpolation) [18].

En dynamique des structures, I'utilisation des éléments finis permet de transformer les
équations aux dérivées partielles qui modélisent le mouvement en des éguations

différentielles temporelles (on passe du cas continu au cas discret pour les variables spatiales).

4.1 EXPRESSIONSDESENERGIESDESELEMENTSDU
ROTOR

La méthode des ééments finis consiste a discrétiser la structure en ééments de dimensions
finis qui sont réunis en des points appelés points nodaux ou noeuds situés sur leur contour. A
partir d’hypothéses raisonnables sur le déplacement d’un point de I’ élément, on calcule les
énergies cinétiques, de déformation et de dissipation de I’élément en fonction des
déplacements des noeuds.

Si lagtructure est composée de N ééments aors:

U :g U, (4.1.1)
i=1
&
T=4T (4.1.2)
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(4.1.3)

Py

I
Qo

Py

I
S

Ou U; est I'énergie de déformation; T; est I'énergie cinétiqueet R est la fonction de
dissipation de I’édément i. Les forces généralisées sont déterminées en exprimant le travail
virtuel des forces extérieures. Dans la dynamique des rotors R; sont négligés quand les
systemes tournent & grandes vitesses.

4.1.1 Energiededéformation d’un éément derotor
L’ expression générale de I’ énergie de déformation d’un élément est donnée par :
U =18 esdt (4.14)
7@ o

Le vecteur de déplacement d d’un point de I’ élément est relié au vecteur d regroupant tous les

déplacements nodaux de I'éément par I'intermédiaire d'une matrice N, résultat de

I” hypothése sur les déplacements a I'intérieur de I’élément. Ceci donne une relation de la

forme:
d=N(y)d (4.1.5)
qui donne aprés dérivation :
e= d_ B(y)d (4.1.6)
iy

C'est lareation qui relie les déformations aux déplacements nodaux.

Larelation qui relie les contraintes et les déformations est :
s=De 4.1.7)

ol D est une matrice carré symérique dont les termes dépendent des caractéristiques
mécaniques des matériaux, généralement le module de Y oung E et le coefficient de poissonn .
En substituant les équations (4.1.6) et (4.1.7) dans (4.1.4) on obtient I’ équation :
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Chapitre 4 Modélisation par élémentsfinis

1. ¢
== 4.1.
U, =2 §,(B)d) DB(Y) det @18)
_1 t @x pt u
—2d o) B DBdtgd (4.1.9)

Qui peut se mettre sous laforme:

U, :%dt kd (4.1.10)
ou k=) B' DBt

C'est lamatrice raideur de I’ @ément qui est symétrique car la matrice D est symétrique ainsi

que lamatrice produit B'D B.
4.1.2 Energiecinéique d’'un éément de rotor
L’ expression générale de I’ énergie cinétique d' un élément et :
T:iq rvZdt (4.1.11)
2

ou r est la masse volumique d’'un élément d’arbre et v est la vitesse d’un point de I’arbre

obtenu par dérivation par rgpport au temps du déplacement d donné par (4.1.5), soit :

v= N(y)%: N(y) 4 (4.1.12)

En substituant (4.1.12) dans (4.1.11) et en considérant quev?= (N&)' N&, Onaura

1. .
== 411
T ZQ)r(NéI) Nédt (4.1.13)
_E t @x t u
_Zél 0N thgél (4.1.14)
qui s écrit sous laforme::
T= %élt mé (4.1.15)

ol m:Q)r N' Ndt

C’ est lamatrice masse d'un @ément d’ arbre qui est auss symétrique comme la matrice k.
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42 FORMULATION MATRICIELLE

4.2.1 Formulation matricielle des équations du disque

Le disgue est modélisé par un nceud possédant quatre degrés de liberté ; deux translations u

et w et deux rotations 0 et y respectivement autour des axes x et z (voir figure 4.1).

Fig. 4.1 Degrésde liberté du disque

Le vecteur des déplacement nodaux & s écrit souslaforme : d:[u,w,q,y] !

La matrice masse et la matrice gyroscopique sont obtenues en appliquant les équations de

Lagrange al’ expression (4.1.10), soit :

fd; 1
4.21)
on auradonc:

M, 0 O Oue¢lhy €0 0 0 dehy
degqT,06 MM, €0 M, 0 OUégu €O 0 0 0 Uyl
& = g €0 0 1, oUeUTW& o o .y, Ueu (422
dt ﬂéig ﬂd| é dx uély ) dy‘ué G

a0 0 0 Il ,pekg @0l 0 pgatg

IVld Gd

Mg etant la matrice masse et Gy la matrice gyroscopique.
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4.2.2 Formulation matricielle des égquationsdel’arbre

Les résultats présentés concernent le cas d’ un éément arbre symétrique qui est modelisé par
un éément poutre de section constante . L’ élement fini utilisé a deux noauds et quatre degrés
de liberté (voir figure 4.2).

N S

y
/. /-(E,p,S,I,L)A/ : y
y% u %2

X
Fig. 4.2 Degrésde liberté d’ un éément arbre

La fonction de déplacement w qui est normale ala poutre (arbre) est donnée par le polyndme
dinterpolation du 3°°™ degré.

W= a+ &y + asy’ + ay’ (4.2.3)

L’'inclinaison ou la rotation autour de z est donnée par la dérivée de la fonction de

déplacement w.

q= _‘H\‘l/Tv;y) = g+ 2agy +3ay” (4.2.4)

Les constantes ay, &, a, as Sont déterminées on appliquant les conditions aux limites sur les
polyndmes (4.2.3) et (4.2.4).

N
Poury=0(nocaud 1) ona i ; L : systéme (a)
I M1 —
jw,=a, +a,L +a,L* +a,L° .
Pour y = L (noeud2) ona systéme (b)

%qz =a, +2a,L +3a,L?

Aprés avoir résolu le systeme (b) et en remplacant les constantes a; et & par leurs valeurs on

trouve:
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a1 = Wi
&= 01
&= QWZ_ Wl_ q2+ZQ1

L? L

_ 2W2' W, +q1+q2
3 2

=
L L

On remplace les valeurs des constantes a;, &, as, & dansw pour avoir :

3y* 2y° 2y® y? 3y* 2y’ y: Y
w(y) = (1- L_2+L_3) w, +(y- T+L_2)ql+ (L—Z‘ L_3)W2+(_ T+L_2)q2
(4.2.5)
ou bien
4
w(y)=ai;d (4.2.6)
i=1
Le vecteur des déplacements nodaux est :
d=[u, Wy, 0.,y 1, U, W50, ]! (4.2.7)

qui est a son tour séparé en deux vecteurs de déplacements dont chacun correspond a une
direction:

du=[u,y, Uy, (4.2.8)

dw :[Wl,ql,wz,qz]t (4.2.9)

Les déplacements sont exprimés a partir des expressions suivantes :
u=Na(y) éu (4.2.10)
et w = Na(y) ow (4.2.11)

ou N; et N2 sont les vecteurs des fonctions de forme classiques d’ un élément de poutre en
flexion [13] :

é 3y2 2y3 2y2 y3 3y2 2y3 y2 y3 l‘J
N - _ + ;_ + __;_——;———, 4212
l(y) g- LZ L3 y L LZ LZ L3 L LZ E ( )
é 3y2 2y3 2y2 y3 3y2 2y3 y2 y3 l‘J
No(y) = - 2+ .y Y Y Y Y 4213
Z(y) g- LZ L3 y L LZ LZ L3 L LZ E ( )

- 96 -



Chapitre 4 Modélisation par élémentsfinis

ol Ni(y) et Na(y) sont obtenues en posant u(y) = as+apy+asy’+asy’ avec la rotation autour de

Tuy)
Ty

Les relations exprimant donc les déplacements et les pentes sont :

x donnéepar y =-

=Tw/1y (4.2.14)
y =-Tu/vy (4.2.15)

Le nombre total de degrés de liberté pour chague noaud est de quatre; les matrices

édémentaires de | arbre sont donc de taille 8*8 qui sont obtenues en remplagons u, w,q,y par

leurs expressions dans les énergies cinétique et de déformation de I arbre.

a) | énergiecinéique

L’utilisation de I'expression de I'énergie cinétique de I'arbre (3.1.15) pour un éément

conduit a:

a:—dd& NN, 0+ i NN i |dy

dN! dN dN} dN, u
— Odift —2—Ldé + dw* dw (dy
gd dy dy dy dy g
dN! dN
+rILW2 - 2r IWgpllt —2——2 dwdy (4.2.16)
g)d dy dy

En substituant (4.2.10) et (4.2.11) ainsi que leurs dérivées dans (4.2.16) on aura la forme
compacte suivante :

T, = Laa M do+ Zo' Mo + St M+ S oM + d8M dw + T ILW
2 2 2 2

(4.2.17)

Les matrices obtenues sont de I’ ordre 4*4. M; et M, sont les matrices classiques de masse, M3
et M, représentant I’ effet secondaire d’inertie de rotation de la section par rapport a un

diamétre et la matrice Ms représente | effet gyroscopique. Le terme qui est une constante a
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une contribution nulle lors de I’ application des équations de Lagrange. L’ expression (4.2.17)
seréduit a:

dodT, 5 T,
dtéTéy 1d

=M, +Mm, )& +GH (4.2.18)

ol M. et Mgy sont déduites respectivement de M1, M, M3 et M4 et G est déduite de Ms. Les

matrices sont donc les suivantes :

€156 -22L 54 13L u
rsL&22L 412 -13L -312uU

M1= 420g 54 -13L 156 -22L (4.2.19)
Bl3L  -312 -22L 47 g
6156 22l 54  -13Ly
€2l 42 1 -3L2u

=ILq 3L -3y (4.2.20)

2= 4202 54 13l 156 -22Ly
13l -312 -22L 42 g

63 -3L -36 -3Lu
_ 183 a4 3L -2
Ms=3083 3 36 al (4-221)

g3L -L2 3L 47y

636 3L -36 3Ly
_or1 &3L 4z -3L -L2U
‘T3Lg36 -3L 36 -3l (4.2.22)

g3L -2 -3L 42y

636 -3L 36 -3L0
w8l 4z -3l -1z
Mo=15836 a -3 a3l (4.2.23)

g3L -2 -3L 42y

-08-



Chapitre 4 Modélisation par élémentsfinis

Rassemblons les matrices qui ont les mémes propriétés M. = M1+M, et Mg = Ms+tMad'ou :

¢ 156 0 0 -22L 54 0 0 13L {
€ o 156  22L 0 0 54 -13L o0 U
g 0 2L 42 0 0 13 -3z 0 3
rsLe22L 0 0 42 -13L 0 0 -3L%0 .,
~420€ 54 0 0 -13L 156 0 0 221U (4.2.24)
g 0 54  13L 0 0 156 -22L O 3
&8 0 -13L -3L2 0 0 -22L 42 0 g
g13L 0 0 -3 22U 0 0 412
636 0 0 -3L -3 0 0 -3Li
€0 3 3L O 0 -3 3L ou
g 0O 3L 42 0 0 -3L -42 0 3
_r1 &3 o0 0 42 3 0 0 -L2y
Mg = 30L&36 O 0O 3L 36 0 0 3Lu (4.2.25)
go -36 -3L 0 0 3 -3L 0 3
&0 3L -2 0 0 -3L 412 0
g3L 0 0 -2 3 0 0 4Lzg
et
60 -36 -3L O 0 36 -3 0uy
€3 0 0 -3L -3 0 0 -3Lu
gsl_ 0 0 -42 -3L 0 0 L2 3
_riweo 3L 4L 0 0 -3L -2 0y
G=T50é60 3 3. 0 0 -3 3 04 (4.2.26)
g- 3% 0 0 3L 36 0 0 3L 3

8L 0 0 2 -3 0 0 -4
g0 3L -2 0 0 -3L 42 0§

b) L’énergie de déformation

L’ application des expressions (4.2.12) et (4.2.13) sur I’équation de I’ énergie de déformation

donnée par laformule (4.1.10) donne :
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Le  d2N!d2N: d2N} d2N2
Uam Bl i ST gy SN O g 4227
T2 dy? dy? dy2 dy? Y y ( )
é aé'\dZNt d2Nz d2N§ d2N2 u
ou U= 5 edu EOW a7 jllu dwtgod—z & d Q (4.2.28)
& € Q
Qui peut s écrire sous laforme réduite :
Ua= %dutkldu+%dwtkzdw (4.2.29)

ou

612 -6L -12 -6Lu
€L 42 6L 2120
Elg J
3 A-12 6L 12 6L 3 (4.2.30)

56L 202 6L 4y

ki =

¢12 6L -12 6L
é6L 42 -6L 212U
= Elj -
& ke= 15 2 12 -6L 12 —6LH (4.2.31)

g6L 212 6L 4lzy

ki et k, sont les matrices classiques de raideur.
Lamatrice global K est :

612 0 0 -6L -12 0 0 -6LU éwy

g 0 12 6L 0 0 -12 6L 0 3 éw1 U

e _ u

e o 0 ar o o o abgk

- EI€ u éy1(

K=Ge12 0o o 6 12 0 0 6LU & (4.2.32)

go -12 -6L 0 0 12 -6L O 3 ngS

60 6L 22 0 0 -6L 42 04 &%y

g6L 0 0 2.2 6L O 0 42{ @:f

Dans le cas ou nous tiendrons compte de I’ effet de cisaillement notre matrice prend la forme

suivante :
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€12 0 0 6L -12 0 0 -6L 0
€o 12 6L 0 0 -12 6L o u
§0 6L (4+a)l? 0 0 -6L (2-a)Lz 0 3§
K= EI_&6L 0 0 (4+al2 6L 0 0 (2-9L7¢
(I+ta3 €12 0 0 6L 2 0 0 6L U
g 0 -12 -6L 0 0 12 - 6L 0 3
a0 6L (2-gL2 0 0 -6L (4+a)L? 0 |
g6L o0 0 (2-aL2 6L 0 0 (4+a)L2g
(4.2.33)
La quantité caractérisant le cisaillement est a = (:S%EIZ ,ouG = 2(15”) est le module de

cisaillement et n est le coefficient de poisson et S, = S (section réduite).

4.2.3 Formulation matricielle des équations du palier

En généra, I’ influence des pentes et des moments est négligée pour les paliers et on ne tient

compte que des forces généralisées F, et Fy, qui sont liées aux déplacements u et w. En tenant

comptede(3.1.30) on a:
.\I. FULI é(xx 0 Kx Ol;l éUl;I ié:xx 0 Cx Ol;l é&ll}l
IR €0 0 o0 ou&uU €9 o0 0 oUeyu
ey~ - U4&a-eé Gaé (4.2.34)
i ngx 0 Ka 0y :wu &z 0 Ca 0Oy i
ftRp &0 O O Ojeéqg 60 O O 0gehg

La premiéere matrice est une matrice de raideur et la seconde est une matrice d’ amortissement.
Ces matrices sont en général asymétriques et peuvent varier de maniere significative en
fonction de lavitesse de rotation.

4.2.4 Formulation matricielle des équations du balourd

L’ application des équations de Lagrange sur |’ équation de I’ énergie cinétique d’ un balourd
(3.1.33) donne:

gHbQ_L:_mdQZéS.nW@ 4.2.35
dt &éy  Td " &oswl (4.2.33)

Avecd=[u w]'.
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43 EXEMPLE DE MONTAGE DE MATRICES GLOBALES

Considérons le modéle de rotor étudié qui est schématisé sur la figure 4.3 ayant quatre
noeuds et cing ééments: un élément disque, un éément palier et trois éléments arbre de

méme longueur | =1;=1,=13=L/3.

4

RARE-SY

(
7y

/'\N

L/3 L/3 L/3

Fig.4.3 Modele derotor avec & éments et noeuds.

Dans le modele au-dessus, les noeuds de chaque élément de I arbre, du paier ou du disque

sont en rapport avec les noeuds du rotor d'apres latable ci-dessous:

Nombre Type 3
Noaudsdu rotor | Vecteursde déplacementsd
d’ éléments d’ élément

1 arbre 1_2 ul! Wl! ql! y 1 u2! WZ! an y 2
2 arbre 2-3 Uz, W2, 02, Y 2, U3, W3, O3, Y 3
3 arbre 34 Us, W3, 03, Y 3, U4, Ws, Qa, Y 4
4 disque 2 Uz, W2, 02, Y 2
5 paier 3 Uz, W3

Les matrices globaes de masse, de rigidité et de Coriolis sont obtenues en superposant les
matrices élémentaires selon le tableau. Chaque type de matrice globale est obtenu en sommant

les trois matrices des trois é éments.
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a) Matrice globale classique de masse

Modélisation par élémentsfinis

6156 0 0 -22154 0 0 18 0 0 0O 0 0 0 O
€0 15 220 0 O 5 -18 0 0 0 0 O O 0 O
€0 220 4> 0o O0 13-32 0 0 0O O O O O O
e
&220 0 0 42-1330 0 -320 0 0O 0O 0 0 O
€54 0 0 -131312 0 0O 0O 5 0 0 138 0 0 O
€0 5 13 0 0 312 0 0 O 5 -13 0 0 0 O
€0 -13-32 0 0 0 8> 0 0 138-320 0 0 O
213| 0 0 -320 0 0 82-130 0 -320 0 O
M="3 &0 0 0 0 5 0 0-132 0 0 0 5 0 0
42080 0o 0 0 O 54 13 0 0 312 0 0 O 54 -13
g 0 0 0O 0 0 -13-32 0 0 0 8% 0o 0 13 -3°2
€0 0 0 0 13 0 0 -3°>0 0 0 8%-13 0 O
€0 0 0 0 0 0O O O 5 0 0 -13115% 0 O
€0 0 0 0O O O O O 0 54 13 0 O 15 - 22
S0 0 0 0 0 0 O O 0 -13-3%2 0 0 -22 42
S0 0 0 0 0 0 0 ©0 18 0 0 -3°22 0 0
ol r = 7800 kg/m®, s=3,142.10"m?* et 1 =0,1333 m
b) Matrice globale représentant |’ effet secondaire d’inertie de rotation
€36 0 0-3-30 0-30 0 00 0 0 0 0ukal
€0 3 3 0 0-33 0 0 0 0 0 0 0 O ogéwlg
€0 3 42 0 0 -3-120 0 0 0 0 0 0 O ou0S U
e peti u
&3 0 0 4”36 0 0-120 0 0 0 0 0 0 oy !
§30 0 3 720 0 0-30 0-30 0 0 0 é,a
20-36-3IO 0 72 0 0 0-33 0 0 0 O oge 23
60 3 -120 0 0820 0-3-120 0 0 0 0¢é U
é 2 2 2 g€z u
rl &3 0o 0-70 0 o8& 3 0 0-1>0 0 0 0,
= 3 1€ u
o 300g0 0 0 0-30 03 720 0 0-30 0 -3|3§&,3@
€0 0 0 0 0-36-3 0 0 72 0 0 0-33 00§ U
é ué%¥s3u
&0 0 0 0 0 3-120 0 0820 0 -3 |200é&g
3 164,
€0 0 0 0-3 0 0-1>0 0 0823 0 0-%%33
€0 0 0 0 0 0 0 0-30 0 3 3 0 0 3a§"0
é né¥su
80 0 0 0 0O 0 0 O 0-3-30 0 3-3 0gg G
€0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 -120 0 -3 42 ou§*
é ac4,
€0 0 0 0 0 0 0 0-30 0-123 0 0 420§y
€ ugd 4§

l[1=1,=13=1=L/3=0,13333 m
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c) Matrice globale représentant |’ éffet gyroscopique

€0-36-3 0 0 3-3 0 00 0 0 0 0 0 0oyl
é aéta
g3 0 0 -3-30 0 -3 0 00 0 0O 0 O O (6w,
€3 0 0-4%-330 0 1> 0 0 O O O O O O Sy o
é ueH1 u
€0 342 0 0-3-1> 0 0 0 0O 0O 0 0 O 0 ufy U
§0 3 3 0 0-720 0 0 36-3 0 0 0 0 0 ;&
%360 0 3 72 0 0 0 -30 0 -3 0 0 O oge 3
Z 2
g3 0 0 1> 0 0 0-82-30 0-420 0 0 0 & 0
é 2 2 2 u?ZU
riweo 3 -1 0 0 08 0 0-3-1" 0 0 0O 0 0 @é L4
~—= €0 0 0o 0 03 3 0 0-720 0 0 3 -3 o0 u"Y (4.33)
15 & Gét, U
60 0 O 0 -3 0 0 3 72 0 0 0 -30 0 -augwu
€0 0 0 0 3 0 0 12 0 0 0-82-3 0 o 29534
e -8 - (8 U
pY €13 u
€0 0 0 0 0 3-1> 0 0 082 0 0-3-12 0 ¢a g
& 2 a€ 3d
€0 0 0 0 0 0 0 O 0 3632 0 0-33 0 Y
é Ui, U
€60 0 0 0 0 O O O -30 0 3 36 0 0 3 ug U
é 2 2[],\ 4l;|
a0 00 0 00 O O 3 0 0 I>-30 0-4 aéy
€0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 -12 0 0 -3 42 0‘9'%4‘9
e a8t 44
d) Matricederigidité totale del’ énergie de déformation
612 0 0-6-120 0-6010 0 0 0 0 0 0 Oqgulg
§0 1261 0 0-1260 0 0 0 0 0 0 0 O ogéwlu
€0 6 42 0 0-62°0 0 0 0 0 0 0 O 0 0%y o
é uetiu
&6 0 04”6 0 0220 0 0 0 0 0 0 00§y, !
2120 0 6 24 0 0 0-120 0-60 0 0 ogéuzu
20-12-6IO 0 24 0 0 0-126 0 0 0 O ogngﬂ
60 6122 0 0 0820 0-61220 0 0 0 0é€, U
é ) ) ) g2y
K_E| &6 0 0220 0 0826 0 0220 0 0 0480 434
T3 €0 00 0-1220 06 240 0 0-120 0-6lg, g (4.34)
60 0 0 0 0-12-610 0 24 0 0 0-126 o0ug, U
€0 0 0 0 0 6220 0 0820 0 -622 0Yg 4
& - 4q, U
€0 0 0 0-60 0220 0 0826 o0 o 2208°Y
e agy 3u
60 0 0 0 0 0 0 0-120 0 6 12 0 0 el u€ U
é aéuz i
g0 0 0 0 0 0 00O 0-1261 0 0 12-61 0& U
€0 0 0 0 0 0 0 0 0 6 22 0 0 -6l42 oug 44
é agq, Y
€0 0 0 0 0 0 0 O0-60 0226 0 0 420U
e Ugy 4H

Avec | =7,854.10°m* et E = 2.10"*N/m
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Chapitre 4

€) Matrice du palier

iRU &40 0 o0 ouiu,l
IR, _ a0 510° 0 oulwg'
iF1 €0 o o0 o0dig]
. . e u.
fRp 60 o o ogfysp
ke = 10° N/m
kz = 5.10° N/m
f) Matrice du balourd
1F G &5in WA
[ 'y=1510°"Wg
ED Gcoswt

oll mp.d=1,5.10"kg.m

g) Matrice globale du disque (masse et gyroscopique)

avec My =16 ,47kg
lgx = 9,247.10%kg.m?
et Idy=0,1861kg.m’

€e4r 0 0 O uad &

" §0 1647 0 0 i, -
60 0 9247.10° 0 u:. e
5 ;
§0 0 0 9247.107%¢,, &
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01861 0

(4.3.5)
(4.3.6)
0O uid,i
0 3';\&/ |
- 01861u 4,7
qub
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Conclusion générale

CONCLUSION GENERALE

Dans le travail présenté ici on Sest intéressé a I'éude et I'analyse des arbres et rotors
flexibles par leur modélisation analytique et numérique. Auss I’effet des conditions aux
limites sur les fréquences naturelles et les réponses aux sollicitations extérieures est éudié.
Une compréhension fine des problémes vibratoires associés aux systémes tournants constitue
a I'heure actuelle un enjeu majeur dans le domaine industriel. |1 est nécessaire de comprendre
et prédire précisément le comportement vibratoire afin d optimiser le comportement
dynamique et de dimensionner au mieux les systemes. Ainsi, pour éviter les réponses de
fortes amplitudes qui peuvent mener a leur destruction, les fréquences naturelles du systeme
doivent étre distinctes des fréquences d’ excitations dans tout le domaine de fonctionnement.
Pour celal’ éude S est articulée sur plusieurs étapes.

En premier, un historique sur I’évolution des éudes sur les corps continus en rotation est
donné pour montrer la grande importance du domaine qui est appelé la dynamique des rotors.
Ensuite les fondements de la mécanique vibratoire et de I’ analyse modale sont exposés car ils
aident a comprendre tous les phénomenes physiques que I’on rencontre dans |’analyse
dynamique des arbres et rotors. Dans ceux-ci on a revu les phénomeénes de composition de
mouvements harmoniques (courbes de Lissajous) que I’on rencontre dans les vibrations de
rotation. Les fonctions de formes pour les différentes conditions aux limites ont été
retrouvées.

Les caractéristiques dynamiques vibratoires fondamentales des corps en rotation sont étudiées
et analysées en utilisant des modéles de rotors smples tels que le modéle de Laval-Jeffcott.
Celui-ci a permis de comprendre le phénoméne du tournoiement (whirling) et les vitesses
critiques et celaen considérant des pdiers rigides ou flexibles.

Pour I’ éude des vibrations continues proprement dite, le modéle de Lalanne-Ferraris a été
chois. C'est un modéle qu'un grand nombre de personnes ont utilisé dans leurs travaux de
recherche. Mais il se trouve qu’ils prennent tous la fonction de déplacement la plus simple
prise par Lalanne et Ferraris qui correspond aux conditions aux limites appuyé-appuye qui
représentent des paliers rigides. Ici des conditions différentes sont prises dans I'analyse. |l
S agit des conditions appuyé-libre pour lesquelles les fréquences et les modes propres ainsi
que les réponses aux sollicitations extérieures telles que le balourd et les forces asynchrones
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sont analysées et cela pour un modéle symétrique, un modéle dissymétrique et un modée
amorti dissymétrique.

Les résultats obtenus par la méthode de Rayleigh Ritz sont comparés au cas de Lalanne et
Ferraris et I effet du changement des conditions aux limites est trés clair. Un point qui est &
prendre sérieusement en considération surtout lors de I’ élaboration de code de calculs.

Enfin la modélisation par ééments finis est exposée avec le développement des équations
générales ainsi que les matrices élémentaires des différents é éments du rotor et un exemple
de montage des matrices globales. Celle-ci est utilisée pour des systémes trés complexes car
elle traite tous les modes ensemble de vibrations alors que la méthode de Rayleigh Ritz ne
peut traiter qu’un seul mode achague lafois.

Pour des travaux futurs, il est possible de faire la méme analyse pour les autres conditions aux
limites dont les fonctions de déplacement sont plus complexes. |l est possible de faire une
étude comparative sur I'effet des caractéristiques des paliers et leur nature sur le

comportement dynamique vibratoire.
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Annexe 1 Procédure de calcul des éguations du modéle

PROCEDURE DE CALCUL
DES EQUATIONS DU MODELE

La Procédure de calcul menant aux équations différentielles du mouvement du modéle étudié

est la suivante ;

* | afonction de déplacement :

f(y)=sinb,y+a shby

3,926602
avec b, = 0

n

=9.8165 qui est lavaleur correspondante au premier mode.

_sinb,L _sin3926602 - 0,706831792 _

ea, = = = =-2,7875.10°2
shb L  sh3926602 2535728939

f(y) peut se mettre souslaforme: f(y) = sinay + bshay.

* | ’énergie cinétique du disque :

T, =5 M (@ i) + 1y (6 +97) + 1, (W +2080)

= @ D GML ) 5 1 ONG 3 1o W - 1, W) 60,
avec f?(y) =sin®ay + b”sh”ay + 2 b sinay shay
et g°(y) =a’cos’ ay + a’b’*ch’ay + 2a’bcosay chay
ol y:Ll:%L
Ce qui donne f?(L;) =0,842836 et g2(L,)=3,994
dou:
T, =(¢7+ &15)%16,47.(0,842836) +%9,247.10'2.3,993&J + %0,1861— 0,1861.W.3,9939,q,

tl
= 71254(&7 + §3) + D, - 0,74326W\8),q,

avec D;=0,09305, un terme constant qui disparait lors de I’ application des équations de
Lagrange.
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Annexe 1

* | ’énergiecinétiquedel’arbre:

L L
f;sd +W2)dy+%dﬁ2+é|2)dy+ FILW? +2r IWRk qdy
0 0 0

——o‘ ()& +&2)dy + —03 2(y) (@7 +63)dy +rILWP - 2r IAWER® (y)é,9,dy

L L
ot le calcul de (¥ Z(y)dy et (‘pz(y)dy S effectue comme it :
0 0

L L
a) (‘jz(y)dy:dsinzay+bzshzay+2bsinay shay]dy
0

L L L
Onpose a,=jinaydy, a,=cp*shaydy et a,=2bgjinayshaydy
0 0 0

L L ..
alzé nZaydy = d@g

0 0

1lé 1 u_1le
A ——S|n2 —sin2al 4 - S|n78532 =0,1745
ay 2§L 2a 2 28 78532

2 e
p Lad- cos2ay §
2 =P shaydy= e
0 0 e %]
b®¢1 o0 _ b eshoal o (-27875107)°
= -y < = [65,1518] = 0,02531

"o 8a YV T8 2a

L

L ',_ L l:l
a, = 2bcsinay shaydy = 2b(:ee~—1cosayshayliI + Cposay chay dy(
0 %a b, 0 9]

1 o él o G
=2bgx —cosayshayy, +§—sinaychayr - (sinayshaydyq
& a i & (R i
:E[SinaL chal - cosaL shaL]

a

- 2,7875.10°°

[- 0,7068.25,377 - (- 0,7074).25,357] = - 2,943.10°°
9,8165

L
Doi:  ¢f 2(y)dy = 01745 + 0,02529 - 2,943.10°° = 0,1998
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L L
b)  §P(y)dy=cecostay+arbPcheay +2a?bcosay chay dy
0 0
L L L
Onpose b, =a’¢pos®aydy, b, =a’b’¢jch’aydy e b, = 2a’b(yposay chaydy
0 0 0

. ¢ 1., 0 a@¢é 1. .0
1+cosZay):iy:7gy+2—asm2::1yEI +7§L+2—asm2aLEI
0

9,8165)° ¢ ‘
- O8I0 ) 4+ 0% gn7g532]= 21725
2 & 78532 i

212 L L 212,

a.2b2

a’b 6 1 o ab 1 U
b, =—— A1+ ch2 = ay +—sh2ay, =——d +—sh2al ;
=g ey = gy 2y =g shaaly
_ (981697(- 2.787510°)" go 4+-9% 417853 = 24601
2 § 785327 T H 7

L Az Lol U
b, = 2a’b(yosay chay dy = 2a2b9e~lsin aychay’ - (in ay shaydy
0 gga oo g

6. L Lo
= 2a2b<:a§lsin aychayé - ?é 1cosayshayé -0 lcosayachaydyj;
GSa X a , o a 4

= abcosalshal. +sinalchal |= - 9,8165.2,7875.102[- 17,9375~ 17,9415| =9,81775

L
D'ou:  ¢pi(y)dy =b, +b, +b, = 21726+ 2,4691+9,81775 = 34,01345
0

Et enfin:

7800.3,142.10‘4 7800.7,855.10'9
T, = 5 .0,1998(¢7 +&3) + 5 .34,01345(6 +45)

- 2.7,855.10°°.7800W.34,01345§, g, + 7800.7,855.10 °.0,4W*
= 0,2458(¢7 +¢3) - 0,004168\;,q, + D,
avec D2 = 2,45076 10 W2, un terme constant qui disparait lors de I’ application des équations

de Lagrange.

* L’énerqgie cinétique du balourd :

T, = m, Wdf (y)[&|l cosW - ¢, sinWtJ: 10'4.0,15.0,918.M&1 cosW - §, sinWtJ

=1,377.10"°W§j, cosW - €, sin\\t)
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* | ’énergie de déformation del’arbre:

2 A 2~
_E Leﬂz &ﬂz 6Y pILgE alf(y)o8 @ al’f(y)
- zZ“dY— 5 Ché av2 o +Qq2§ dv2 I de
v’ 5 y U 0 V' e & W
d’f (y)

Oronaf(y) =sinay + b shay qui donne——— 32 =-a’sinay+a’bshay = h(y),
y

2

dou: U, :%(qf +q§)Ld- azsinay+a2bshay) dy
0

L
:%(qf +q2)a‘ (fsin? ay + bshZay - 2bsin ayshay Ky
0

_ 2.10'.7,855.10°°

(9,8165)" (g2 +02)[01745+0,02529+ 2.943.10°¢

=1457.10°(qf +q53)

Les énergies du systéme sont donc finalement :

T=Ta+T,+Ty4
= 7,375(& +§2) - 0,7475\8, 0, +1,377.10 5W(§, cosWt - &, Sin\W) + (D, + D)

U =U,=1457.10°(q? +q2)
L’ appliquons des équations de Lagrange :

dae‘ﬂTo T ‘Hu
dtg1¢, 5 Ta, ﬂql

&T O 9T ‘ﬂu
dtgﬂ&lzﬂ ﬂqz ﬂqz

donne:

114,758, - 0,7474M, + 2,914.10°q, =1,377.10 °WP sin Wt
I 1 2 1
%14,75&2 +0,747408, +2,914.10°q, =1,377.10 °W? sin Wt

qui se mettent sous laforme étudiée :

mé, - amg, + Kg, =CW sinWt
mé, + aWgj, +Kg, =CW? cosWw
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DONNEESDU MODELE LALANNE/FERRARIS

Les données numériques concernant |le modéle de Lalanne et Ferraris qui ont été recalculés

sont les suivantes :

* Modéle symétrique

Fonction de déplacement : f(y) = sinmy/L.

Systeme d’ éguations du mouvement :

114,296, - 2,871, +1195.10°q, =1,299.10 °W2 sin Wt
114,208, + 2,871, +1195.10°q, =1299.10 WP sin Wt

Fréguences naturellesal’ arrét :  w;, = W, :1/£ = 28918 rd/s
m

Fréquences naturelles en rotation :

/ 8,292.10¢

W, :\/8,362104"'2,01710' 2\/\/2(1- 1+T (I’d/S)
/ ,292.106

WZZ\/8,362. 104 +2,017 10 ZV\F(:I.+ 1+8T ( I’d/S)

Fréquences critiques :
Pour A : W, = 263,76 rd/s, pour B : W= 323,29 rd/s,
pour C: W= 244,10rd/s et pour D : W= 373,66 rd/s

Réponse au balourd :

N 1,299.10 *W? m)
= = m
T2 1105.10° - 11.42W

_ . 1,195.10°
avec la vitesse critique W, =, | ————— = 323,496rd/s
14,29- 2,871
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Réponse alaforce asynchrone :

F

=A _ =
1,195.10° - 2,138W

(m)

e2

1,195.10°
0,5(14,29.0,5- 2,871)

avec lavitesse critique VVC:\/ =373,66rd/s quand F=1N.

* Modéle dissymétrigue

Systeme d’ éguations du mouvement :

114,208, - 2,871Wg, +1195.10°q, =1,299.10 WP sin Wt
114,208, +2,871W8, +1570.10°q, =1299.10 WP sin Wt

Fréquences naturellesal’ arrét :

A,19510°

W, o= W— 289, 18rd/s
1,57010°

Wyy= W =331,46rd/s

Fréquences naturelles ou pulsations en rotation :

W, :\/96,745.103+20,18.10 We- [(96,745.10+20,18.10-WA)2- 19,349.10% (rdl/s)

WZZ\/96,745.103+20,18. 103+, [(96,745.10°+20,18.10 WP)2- 19,349.10% (rd/s)

Fréquences critiques :
Pour A : W =276.51 rd/s, pour B : W= 353.50 rd/s,
pour C: W= 258.42rd/s e pour D : Weo= 404.56 rd/s

Réponse au balourd :

(1,570.10° - 17,17W?)1,299.10 5W?
= m
1961W* - 3,954.10" W? +1,877.10%

el

_ (1195.10° - 17,17W?)1,299.10 ° WA
" 1961W - 3954.10' W2 +1,877.10%

(m)

e2
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Réponse alaforce asynchrone :

B (1,570.10° - 5,000W2)F
©10,7IW* - 9884.10° W2 +1.877.102

el

(m)

(1195.10° - 5,009WA)F -
= m
10,7IW* - 9,884.10°W? +1,877.10"

e2

* Modéle amorti

Systeme d’ équations du mouvement :

} 14,298, - 2,871W, + 7508, +1,270.10°q, =1,299.10°°WP sin Wt
114,208, + 2,871, + 37506, +1570.10°q, =1,299.10 °W2 sin Wt

Les fréguences naturelles en fonction de la vitesse de rotation sont obtenues en cherchant les
racines du polynéme :

204,204r*+6430,5pr° +(40,5836.10° +28125 %+8,2426 Q%) r*+(594.10° B)r+1,9939.10% = 0
Elles sont données dans |’ annexe 3 pour différentes valeurs de f.

Réponse au balourd :

B 1,299.10 °WA (1570.10° - 14,29\ + j375bW) - 3,73.10 5 W*
©195964W"* - j6430,50W - (281252 +40,58.10°)WP +594.10° bW+1,9939.102

el

B 1,299.10 °WA (1,270.10° - 14,20W? + j75bW) - 3,73.10"°W*
©195964W"* - j6430,50W - (281252 +40,58.10°)W? +594.10° bW+1,9939.10%

e2

Réponse alaforce asynchrone :

_ - j(1,570.10° - 35725\ + j187,50W)F + j1,4355\W2F
~ 10,70W* - j803,8080W - (10,145.10° + 7031,2502)WP + j296,995.10° bW+ 1,9939.10°

el

B (1,270.10° - 357250 + j37,50W)F - 1,4355\2F
~10,70W* - j803,8080\W° - (10,145.10° + 7031,250°)WP + j296,995.10°bW+1,9939.10"

e2
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Annexe 3

RACINESDE L'EQUATION CARACTERISTIQUE DU

Racines de I’ éguation caractéristique du modél e amorti

MODELE AMORTI
Pour le modéle é&udié on a:
b=1 b=15 bgit = 512.245 b=5124

-001.63 +448.12i 053.35 + 502.70i 0191.2 + 1014.8i 0191.2 + 1015.0i
-001.63 - 448.12i 053.35 - 502.70i 0191.2 - 1014.8i 0191.2 - 1015.0i
-000.33 + 445.20i -055.31 + 390.76i -0193.4 -0196.2

-000.33 - 445.20i -055.31 - 390.76i -0192.9 -0190.2

-001.31 + 449.54i 053.33 + 502.73i 0191.2 + 1014.8i 0191.2 + 1015.0i
-001.31 - 449.54i 053.33- 502.73i 0191.2 - 1014.8i 0191.2 - 1015.0i
-000.64 + 443.80i -055.28 + 390.74i -0193.2 + 0000.9i -0196.1

-000.64 - 443.80i -055.28 - 390.74i -0193.2 - 0000.9i -0190.3

-001.17 +451.93i 053.24 + 502.84i 0191.2 + 10148i 0191.2 + 1015.0i
-001.17 - 451.93i 053.24 - 502.84i 0191.2 - 1014.8i 0191.2 - 1015.0i
-000.79 + 441.46i -055.19 + 390.68i -0193.2 + 0001.8i -0195.6

-000.79 - 441.46i -055.19 - 390.68i -0193.2 - 0001.8i -0190.8

-001.12 + 454.44i 053.09 + 503.02i 0191.2 + 1014.9i 0191.2 + 1015.1i
-001.12 - 454.44i 053.09 - 503.02i 0191.2 - 1014.9i 0191.2 - 1015.1i
-000.84 + 439.01i -055.05 + 390.57i -0193.2 + 0002.7i -0194.5

-000.84 - 439.01i -055.05 - 390.57i -0193.2 - 0002.7i -0191.8

-001.09 + 457.00i 052.89 + 503.28i 0191.2 + 1015.0i 0191.2 + 1015.1i
-001.09 - 457.00i 052.89 - 503.28i 0191.2 - 1015.0i 0191.2 - 1015.1i
-000.86 + 436.56i -054.84 + 390.41i -0193.1 + 0003.6i -0193.1 + 0002.0i
-000.86 - 436.56i -054.84 - 390.41i -0193.1 - 0003.6i -0193.1 - 0002.0i
-001.08 + 459.58i 052.63 + 503.60i 0191.1 + 1015.1i 0191.1 + 1015.2i
-001.08 - 459.58i 052.63 - 503.60i 0191.1 - 1015.1i 0191.1 - 1015.2i
-000.88 + 434.11i -054.58 + 390.21i -0193.1 + 0004.5i -0193.1 + 0003.3i
-000.88 - 434.11i -054.58 - 390.21i -0193.1 - 0004.5i -0193.1 - 0003.3i
-001.07 +462.18i 052.31 + 504.01i 0191.1 + 1015.2i 0191.1 + 1015.4i
-001.07 - 462.18i 052.31 - 504.01i 0191.1 - 1015.2i 0191.1 - 1015.4i
-000.88 + 431.66i -054.27 + 389.97i -0193.1 + 0005.4i -0193.0 + 0004.5i
-000.88 - 431.66i -054.27 - 389.97i -0193.1 - 0005.4i -0193.0 - 0004.5i
-001.07 + 464.80i 051.94 + 504.48i 0191.0 + 1015.3i 0191.0 + 1015.5i
-001.07 - 429.23i 051.94 - 504.48i 0191.0- 1015.3i 0191.0 - 1015.5i
-000.89 + 429.23i -053.90 + 389.68i -0193.0 + 0006.3i -0193.0 + 0005.5i
-000.89 - 429.23i -053.90 - 389.68i -0193.0 - 0006.3i -0193.0 - 0005.5i
-001.07 + 467.43i 051.52 + 505.04i 0191.0 + 1015.5i 0191.0 + 1015.7i
-001.07 - 467.43i 051.52 - 505.04i 0191.0 - 1015.5i 0191.0 - 1015.7i
-000.89 + 426.81i -053.47 + 389.34i -0192.9 + 0007.2i -0192.9 + 0006.5i
-000.89 - 426.81i -053.47 - 389.34i -0192.9 - 0007.2i -0192.9 - 0006.5i
-001.07 + 470.08i 051.04 + 505.67i 0190.9 + 1015.7i 0190.9 + 1015.8i
-001.07 - 470.08i 051.04 - 505.67i 0190.9 - 1015.7i 0190.9 - 1015.8i
-000.89 + 424.41i -052.99 + 388.95i -0192.9 + 000.81i -0192.9 + 0007.5i
-000.89 - 424.41i -052.99 - 388.95i -0192.9 - 0008.1i -0192.9 - 0007.5i
-001.07 + 472.75i 050.51 + 506.38i 0190.8 + 1015.9i 0190.8 + 1016.0i
-001.07 - 472.75i 050.51 - 506.38i 0190.8 - 1015.9i 0190.8 - 1016.0i
-000.88 + 422.01i -052.47 + 388.51i -0192.8 + 0009.0i -0192.8 + 0008.5i
-000.88 - 422.01i -052.47 - 388.51i -0192.8 - 0009.0i -0192.8 - 0008.5i
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Annexe 3

Pour le modéle Lalanne/Ferrarison a:

Racines de I’ éguation caractéristique du modél e amorti

b=1 b=15 berit = 51.7275 b =52
-13.12 + 331.20i 096.50 + 470.56i 111.03 + 771.48i 110.86 + 773.98i
-13.12 - 331.20i 096.50 - 470.56i 111.03 - 771.48i 110.86 - 773.98i
-02.62 + 298.10i -112.25 + 172.39i -126.45 -134.22
-02.62 - 298.10i -112.25 - 172.39i -127.10 -118.99
-12.52 + 334.02i 096.30 + 470.91i 110.96 + 771.71i 110.79 + 774.21i
-12.52 - 334.02i 096.30 - 470.91i 110.96 - 771.71i 110.79 - 774.21i
-03.22 +295.61i -112.05 + 172.36i -126.70 + 003.14i -133.47
-03.22 - 295.61i -112.05 - 172.36i -126.70 - 003.14i -119.60
-11.63 +341.06i 095.71 + 471.96i 110.73 + 772.40i 110.57 + 774.91i
-11.63 - 341.06i 095.71 - 471.96i 110.73 - 772.40i 110.57 - 774.91i
-04.12 + 289.53i -111.45 + 172.29i -126.48 + 006.29i -122.01
-04.12 - 289.53i -111.45 - 172.29i -126.48 - 006.29i -130.62
-11.07 + 350.21i 094.72 + 473.71i 110.36 +773.56i 110.20 + 776.06i
-11.07 - 350.21i 094.72 - 473.71i 110.36 - 773.56i 110.20 - 776.06i
-04.68 + 281.97i -110.46 + 17.215i -126.11 + 009.41i -125.94 + 005.50i
-04.68 - 281.97i -110.46 - 172.15i -126.11 - 009.41i -125.94 - 005.50i
-10.79 + 360.44i 093.35 +476.17i 109.84 + 775.19i 109.68 + 777.68i
-10.79 - 360.44i 093.35 - 476.17i 109.84 - 775.19i 109.68 - 777.68i
-04.95 + 273.98i -109.10 + 171.95i -125.59 + 012.51i -125.43 + 009.89i
-04.95 - 273.98i -109.10 - 171.95i -125.59 - 012.51i -125.43 - 009.89i
-10.68 + 371.32i 091.62 + 479.35i 109.18 + 777.27i 109.03 +779.76i
-10.68 - 371.32i 091.62 - 479.35i 109.18 - 777.27i 109.03 - 779.76i
-05.06 + 265.96i -107.37 + 171.66i -124.93 + 015.57i -124.77 + 013.53i
-05.06 - 265.96i -107.37 - 171.66i -124.93 - 015.57i -124.77 - 013.53i
-10.67 + 382.71i 089.56 + 483.26i 108.38 + 779.82i 108.23 + 782.30i
-10.67 - 382.71i 089.56 - 483.26i 108.38 - 779.82i 108.23 - 782.30i
-05.07 + 258.05i -105.30 + 171.27i -124.13 + 018.57i -123.98 + 016.89i
-05.07 - 258.05i -105.30 - 171.27i -124.13 - 018.57i -123.98 - 016.89i
-10.72 - 394.50i 087.17 + 487.90i 107.44 + 782.82i 107.30 + 785.30i
-10.72 - 394.50i 087.17 - 487.90i 107.44 - 782.82i 107.30 - 785.30i
-05.02 + 250.33i -102.92 + 170.75i -123.19 + 021.52i -123.05 + 020.07i
-05.02 + 250.33i -102.92 - 170.75i -123.19 - 021.52i -123.05 - 020.07i
-10.81 - 406.67i 084.51 + 493.28i 1.06.38 + 786.28i 106.24 + 788.75i
-10.81 - 406.67i 084.51 - 493.28i 1.06.38 - 786.28i 106.24 - 788.75i
-04.93 + 242.85i -100.26 + 170.10i -1.22.12 + 024.40i -121.99 + 023.12i
-04.93 + 242.85i -100.26 - 170.10i -1.22.12 - 024.40i -121.99 - 023.12i
-10.92 + 419.18i 081.60 + 499.41i 105.19 +790.20i 105.06 + 792.66i
-10.92 - 419.18i 081.60 - 499.41i 105.19 - 790.20i 105.06 - 792.66i
-04.82 + 235.60i -097.35 + 169.28i -120.93 + 027.21i -120.80 + 026.06i
-04.82 - 235.60i -097.35 - 169.28i -120.93 - 027.21i -120.80 - 026.06i
-11.05 + 432.00i 078.49 + 506.28i 103.88 + 794.57i 103.76 + 797.02i
-11.05 - 432.00i 078.49 - 506.28i 103.88 - 794.57i 103.76 - 797.02i
-04.69 + 228.61i -094.24 + 168.28i -119.62 + 029.94i -119.50 + 028.88i
-04.69 - 228.61i -094.24 - 168.28i -119.62 - 029.94i -119.50 - 028.88i

Les parties imaginaires en valeurs absolues représentent les fréquences naturelles qui ont

permis de tracer les diagrammes de campbell.
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Résumé

L'innovation technologique se fait par la compréhension des phénoménes physiques
complexes que I'on rencontre lors de I’exploration des différents domaines scientifiques.
Parmi  eux, la dynamique des arbres et rotors congtitue un domaine particulier de la
mécanique qui a depuis longtemps intéresse autant la communauté scientifique que le monde
industridl.
L'objectif de ce travail porte, d’une part sur I’ éude de I'influence des phénomenes vibratoires
sur le comportement dynamique des arbres et rotors considérés en tant que corps continus en
rotation. L’ attention est portée sur les phénomenes de résonance observés lorsgque la fréquence
d’excitation du balourd ou des sollicitations extérieures franchit les fréquences propres du
systéme. D’ autre part il comprend I’ étude de I’ effet du changement des conditions aux limites
sur le comportement vibratoire. La procédure de modélisation par la méthode éléments finis

dans le cas des arbres et rotors est auss exposée.
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Abstract

The technological innovation is made by the understanding of the complex physical
phenomena that one meets during the exploration of the different scientific domains. Among
them, the dynamics of shafts and rotors constitute a particular domain of mechanics that
interested for along time the scientific community as much as the industria world.
The objective of this work deas, on the one hand, with the influence of the vibratory
phenomena on the dynamic behaviour of the shafts and rotors that are considered as
continuous rotating bodies. The atention is on the phenomena of resonance observed when
the frequency of excitation of heavy point or the external solicitations equals the natural
frequencies of the system. On the other hand the study deals with of the effect of the change
of the boundary conditions on the vibratory behaviour. The procedure of modelling by the

finite el ements method in the case of shafts and rotorsis also exposed.



