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Résumé

L'utilisation des matériaux composites concerneoarg’hui de nombreux
secteurs industriels. Pour les besoins de la tdohmo moderne, une bonne
connaissance du comportement vibratoire de ceststas est indispensable dans la
conception ou la vérification de tout systeme d@fisle dans un environnement
dynamique .pour atteindre de tels objectifs, laed®ination des caractéristiques
dynamiques est nécessaire.

Dans ce mémoire nous nous sommes intéressé ael'dtudomportement vibratoire
analytique et calculs des structures des plaquestifigies (multicouches) en
composites. Le travail réalisé est présenté en geandes parties :

La premiere est consacrée a |'étude bibliographique sur ledifsds, suivi par un
développement détaillé de la formulation du congrodnt vibratoire des plaques
stratifiées.

La deuxieme est réservée a la détermination des fréquenceso@ésnpropres non
amorties en appliquant le programme de calcul é&alsousMATLAB et MAPLE et
validé en calcul des structures par éléments faoiss code de calcul ANSY&des
plaques rectangulaires minces pour différentes itond aux limites. Une solution
exacte est exposée dans le cas de la plaque nughiecsimplement appuyée sur ses
guatre cotés. Pour tous les autres cas, les swusiont déterminées par la méthode de
Rayleigh-Ritz en utilisant les fonctions poutresnooe fonctions d'approximation.

Mots clés:

» Composites stratifies (multicouches) ;
Comportement dynamique ;

Plaques, Vibrations de flexion ;
Fréquences et modes propres ;
Méthode de Rayleigh-Ritz ;

Calculs des structures.
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Abstract

Using composite material concern, these days, lot of industrials domains. For
modern technologic needs, a good knowledge of structure vibratory behavior is
necessary in the design and verification of any deformed system in a dynamic
environment. To reach such objective, it is necessarily to determine the dynamic
characteristics.

In this memory, our work is dominated by the analytic of vibratory behaviour and
structures calculus of multilayer plates made from composite material. This work is
presented in two important parts:

The first part deals with bibliographic research of multilayer plates made from
composite materials followed by detailed formulation development of plate vibratory
behaviour.

The second part is reserved to the determination of eigenvalues and eigenvectors
without dumping applying calculus program elaborated with MAPLE and MATLAB
and validated by FEM using ANSY S software for symmetrical thin rectangular plates
with different limits conditions. An exact solution is exposed for a case of multilayer
plate ssmply supported (SSSS). Other cases are calculated with Rayleigh-Ritz method
using beam functions as approximation function.

Keyswords

Multilayer composite material
Dynamics behaviour

Plates, Flexionnel vibratory
Eigenvalues and elgenvectors
Rayleigh-Ritz method
Structure calculus
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Introduction générale

INTRODUCTION GENERALE

Le lancement de grands programmes technologiqugsatids nucléaire,
électronique, ..) et les mutations traditionnelg f@ crise de I'énergie t I'évolution
du marché des matieres premieres ont amenés autatogse les matériaux
traditionnels avaient atteint leurs limites.

La recherche de performances techniques alliéesbemoin d’optimisation et
d’alléegement a également motivé la conception @tilisation de matériaux spécifiques
adaptés a la solution technologie des problemésaudre.

Ainsi des matériaux renforcés a hétérogénéité tectare maitrisée appelés
matériaux composites se sont développeés.

Le comportement dynamique est un parametre impodant il faut tenir compte
lors de la conception des structures.

En effet, les mouvements vibratoires sont a l'aggide nombreux problemes
typiques pouvant conduire a la ruine de la strectials que la résonance et la fatigue, a une
limitation d'exploitation en raison d'un niveau deiit élevé ou d'une perturbation des
performances de la structure par la présence datihs indésirables.

Dans le cas des vibrations linéaires la déternmonaties parametres modaux d'une
structure, a savoir les fréquences et déformégagsales modes de résonance ainsi que les
amortissements modaux associés, permet de lockssproblemes liés aux vibrations et de
construire un modele de comportement en basseseinégs de cette structure, servant a
prédire la réponse de celle-ci aux différents tygeschargements dynamiques, et ainsi a
vérifier les solutions apportées pour le contr@ecds problemes.

Le caractere modulable des propriétés des conggositulticouches permet
d'envisager de larges possibilités d'optimisatiaas gherformances d'une structure en
agissant directement sur les fréquences et défermpemmres de celle-ci sans modifier sa
géomeétrie ou ses dimensions, par simple ajustedenparametres du matériau (nature des
constituants, taux de renfort et séquence d'empieém

L'objectif fondamental de ce travail est de réseue probleme en vibration des
plaques stratifiées (multicouches) afin d’obtemis fréquences et les modes propres , en
utilisant la théorie classique des stratifiés eh&gthode de Rayleigh-Ritz .

Cet aspect nous a conduit a envisager de traifgoldéme par deux approches :

i) Méthode des élément finie sous ANSYS ayant gouirde calculer les fréquences
et modes propres non amorties des vibrations eriofle des plaques stratifiées
(multicouches) rectangulaires soumises a six (@f@rdntes configurations de conditions
aux limites standards sur les bords (AAAA, EEEEBEAAEAE, AAEE, AAEA).

i) Méthodes de Rayleigh-Ritz programmée sous MABLAlans ce calculs
déterminer les fréquences propres de deux plagadguyieres dans les configurations
AAAA et EEEE afin de valider les bases modalesaspondantes issues de I'approche de
MEF sous ANSYS.



Introduction générale

L'étude bibliographique considérée nous a amenévédégier un développement
analytique sous MATLAB dans lI'approche numeériquessANSYS, utilisant la méthode de
Rayleigh-Ritz basé sur l'approximation du déplacgnue la plaque par les fonctions
poutres.

Le travail réalisé est organisé en quatre chapitres

- Le chapitre 1 est une présentation générale des compositefigsrgmulticouches) du
point de vue définition, classification, principawonstituants, modes d'obtentions et
désignation.

- Le chapitre 2 est consacré a la formulation théorique du conmepaent dynamique des
stratifiés (multicouches).

Il expose dans un premier temps les étapes dépé@néisations permettant de
déterminer les propriétés élastiques a I'échelleed’couche (modules d'élasticités), et a
I'echelle du stratifié (équation constitutive). Hibs, les équations du mouvement des
stratifiés sont dérivées a partir des relationgjudlibre des plaques dans un schéma du
premier degré.

Les expressions des conditions aux limites staisdaur la frontiere d'une plaque
sont données en terme de déplacements, effortsoetents. Finalement la formulation
énergétigue du probléme est développée pour intedes méthodes de résolution
approchées.

- Le chapitre 3 traite la résolution du probléme des vibrationsflégion des plagues
minces rectangulaires en stratifiés symétriqueqyr pgix (06) des combinaisons de
conditions aux limites. La méthodologie de recherdls fréquences et modes propres est
exposee et les difficultés qui lui sont liees senrmontées en utilisant la méthode
analytique de Rayleigh-Ritz, basée sur une appratim du déplacement par les fonctions
caractéristiques de vibrations des poutres.

La programmation de cette derniere sous MATLAB anmpe de calculer les
fréquences propres non amorties de ces plaquestedabr les déformées correspondantes.
Les résultats obtenus sont validés en calcul destsires par éléments finis en utilisant le
logiciel ANSYS.

- Le chapitre 4 est une analyse modale et comparative des plad@estratification
distinctes dans les six (06) configurations cho{®i8AA, EEEE, EAEE, AEAE, AAEE,
AAEA). Les calculs des frequences et des modexpres ont eté comparés par le modéle
analytique sous MATLAB et la Méthode des Elémemnid-sous ANSYS.



Chapitre 1 Généralités lmsrcomposites multicouches

1.1. Généralités

Un matériau composite est une combinaison de deabérraux distincts que
'on appelle généralement la matrice et le renfaayx propriétés souvent
complémentaires, qui associés possedent des gtgtes physiques completement
différentes de leurs composants.

La matrice a généralement pour rdle mécanique denifo une certaine
cohésion entre les différents éléments de rentaatnsi joue le réle de « ciment » en
assurant un minimum d’homogénéité a I'ensemble.sDanmajorité des matériaux
composites, les propriétés mécaniques sont essemigat fournies par les renforts, de
telle sorte que le taux de renfort dans la mataitesi que la qualité de l'interface
renfort / matrice conditionnent directement lesppiétés mécaniques du matériau
composite.

1.2. Constituants et caractéristiques générales

Les renforts peuvent se trouver utilisés sousedifites formes, comme par
exemple en fibres longues, en fibres courtes, barsg et méme en tissu de fibres plus
ou moins complexe (tissage 2D, voire méme 3D). iAids nos jours, un trés grand
nombre de composites sont utilisés de maniere ntarat il est pratiguement
impossible de les traiter tous de la méme maniarg,leurs propriétés sont variables.
Cependant, nous pouvons distinguer quelques fardéecomposites en fonction du
type de matrice et de renfort utilisés (Tableat Tableau 2).

Du point de vue des applications industrielles,cesposites les plus répandus
sont caractérisés généralement par une matricengotyet des renforts sous forme de
fibres longues tissées ou non. Les principalee$itgmployées aujourd’hui sont de
type fibres de verre pour les applications a cofdsliits, ainsi que fibres de carbone et
aramide pour les applications plus exigeantes.

Typg de Exemples Propriétés
matrice
résine époxyde,
polyester, Matériaux pouvant étre de type thermodurcis ou
Polymere PEEK, thermoplastiques, faible résistance a la tempéatur
PEKK, PPS |égers et facilement moulables, généralement asctil
etc....
Matériaux mis en oeuvre par fonderie ou par
. métallurgie des poudres de moyenne a haute
aluminium, . ) N L L
) L température de fusion, a bonne résistance mécanique
Metaux magnesium, . _ .~ R S \ N ; L
. intrinseque, a densité moyenne a tres élevée,
tungsténe .y ) . : :
géneéralement ductiles mais parfois fragiles.
carbure de  Matériaux généralement mis en oeuvre par frittage d
Céramiques Silicium poudres, a trés haute température de fonctionnerent

(SiC) densité €levée, mais fragiles.

Tableau 1.1 : Type de matrices utilisées dans lesmposites courants
3



Chapitre 1 Généralités lmsrcomposites multicouches

On appelle « stratifie » un matériau composé d'msemble ordonné de
couches d’orientation et d’épaisseur données, itoést de divers matériaux. Une
couche d’'un stratifié est souvent appelée uneestiz type de stratifié est défini
généralement par sa séquence d’empilement, infamajui fournit de maniére
synthétique I'orientation des diverses couches dtnatifié. Par exemple, un stratifié
de type (90°, 0°)2s est constitué en fait de 8 lbesicorientées comme suit : deux
groupes de plis a 90° et 0°, puis par symétrie elexdyroupes de plis a 0° et 90°.
L’avantage que présentent les composites stratésgisde permettre de créer des
matériaux aux propriétés mécaniques orientées deensaoptimale afin de mieux
répondre aux sollicitations de la structure.

Matrice utilisée

Type de renfort Propriétés couramment
fibres ou fibores de verre de type E ou R, a différentsp%?@;f;
aillettes diametres, souvent en tissus ou bobines, a faibl® rgsme
P colt, a densitté moyenne et a propriétés
de verre époxyde,

meécaniques moyennes .
9 y thermoplastiques

fibres obtenues par carbonisation de polymeres
ou frittage, souvent en tlssu pré-imprégnés ou

bobines, & colt moyen & élevé selon la qualltepo?’én;iifg
fibres de de faible densité, a excellentes rigidité et I|m|te
poxyde, PPS,

carbone de rupture, a faible résiliance, a usmag%EEK PEKK
relativement difficile mais possible avec des

outils diamentés ou en métal dur. etc...
fibore polymére, souvent en tissu ou preé- olvmeres:
imprégnée, parfois combinée en fils mixtes P r)(/ésine '
fibres d’aramide aramide-carbone, a densité faible, a r|g|d|te oxvde. PPS.
(Kevlar) moyenne a élevée, a hautes ténacité et résilianca oy
NP : EK, PEKK
tres difficile a découper et usiner. ote

fibore polymére, souvent en tissu ou pré- polymeres:
imprégnées, a densité trés faible, a rigidité &ibl  résine

a moyenne, a tres hautes ténacité et résilianceépoxyde,
mais difficile & découper et usiner polyesther etc...

fibres
polypropylene a
haute ténacité

fibres /

particules  fibre a tres hautes rigidité et limite de ruptuae, metaux:
, . aluminum,
d’alumine densité élevée, a prix élevé et a trés haute limite
magneésium;
(oxyde de température
, e ceéramiques
d’aluminium)

Tableau 1.2 : Propriétés des renforts couramment iltsés
4
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Fibres Orientation

des fibres

Matrice

Strate Stratifié

Figure 1.1 : Nomenclature des stratifies composites

1.3. Classification des matériaux composites

La distinction entre les différents types de conitpespeut se faire selon les
critéres suivants :

1.3.1 Classification selon la forme des constituast
a) Composites a fibres

La matiére renforcante se présente sous forme hiesfilongues, courtes ou
coupées, dont l'arrangement et l'orientation détennm les propriétés mécaniques du
matériau permettant une conception adaptée aitapiph (conception a la carte) en
agissant sur :

* La nature des constituants ;
» La proportion de chaque constituant ;
* L'orientation des fibres.

b) Composites a particules

Dans ce cas le renfort se présente sous forme ntieutes, qui sont utilisées
pour l'amélioration de certaines propriétés méassget physiques de la matrice
(rigidité, tenue a la température, résistance brd&on...) ou simplement pour
diminuer le co(t de production du matériau saré&reltses caractéristiques.
1.3.2 Classification selon la nature des constitugn

Selon la nature de la matrice et du renfort on artre plusieurs combinaisons
possibles :
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a) Composites a matrice organique
- résines et charges associées a :
» Des fibres minérales : verre, carbone, etc. ;
» Des fibres organiques : kevlar, polyamides, etc. ;
* Des fibres métalliques : bore, aluminium, etc.
[ ]
b) Composites a matrice métallique
- métaux légers et leurs alliages associés a :
» Des fibres minérales : carbone, carbure de sili(8i@) ;
* Des fibres métalliques : bore ;
» Des fibres métallo-minérales : fibres de bore nee€de SiC.
[ ]
c) Composites a matrice minérale
- céramiques associées a :
* Des fibres métalliques : bore ;
» Des particules métalliques : cermets ;
» Des particules minérales : carbures, nitrures, etc.

Les figures (1.2) et (1.3) récapitulent les priacip matériaux utilisés comme renforts
et matrices.

Renforts
|
v v
Organiques Inorganiques
| i
v v v L
Polyesters Aramides Minéraux Végétaux
4 ‘ I
Ceramiques Métalliques :
| Bois Coton
Papier
¥ Jute
Verre Carbone Bore

Figure 1.2 : Matériaux de base pour les renforts
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Matrices
| |
v v
Organiques Minérales
|
} " :
- Céramiques Métalliques
Thermo- Thermo- Elastomeéres
durcissable|| plastiques
v v v
Borures Carbures Nitrures

Figure 1.3 : Les principaux types de matrices

1.3.3 Classification suivant performance et diffusin
a) Les composites grandes diffusions

De caractéristiques moyennes, ils sont orientés Ragtimisation des codts. lls
représentent 95% des composites utilisés et omtonmaine d‘application tres large :
capotage, conserveries, décoration, etc.

b) Les composites hautes performances

lls sont orientés vers l'optimisation des carastiéuies
meécaniques et thermiques tout en diminuant le paidsnaximum. Leurs colts sont
tres éleveés, ils sont réservés aux applicationgaate tel que l'aéronautique et
I'espace, I'armement, le sport de haut niveau, etc.

1.4 Principaux constituants des composites a mates organiques

Nous avons vu qu'un matériau composite est eshemtant constitué d'une
matrice et d'un renfort. Le choix de ces deux dtussits obéit aux exigences et
contraintes de service (caractéristigues mécanigl®&es, tenue en température,
résistance a la corrosion, etc.) tout en s'assuiatd compatibilité entre les éléments
associés. A cet effet, les matrices organiques tito@ées de résines polymeres
associéees a difféerentes charges et additifs stiesapii offrent le plus de flexibilité du
point de vue développement (synthése de nouvelésings ) et conception
(compatibilité avec différents renforts grace ar ldéformabilité et a la diversité de
leurs compositions et propriétés mécaniques et ipbrghimiques). De plus la
legereté, le faible colt de fabrication et la feide mise en ceuvre de ce type de
résines font des composites a matrices organigaegprincipale catégorie de
composites utilisés dans l'industrie.
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Les renforts sous formes de particules sont appeiésges renforcantes. Le
terme renfort se restreint aux fibres dans leuféerdintes présentation (courtes,
longues, tissus, etc.).

1.4.1 Les résines

Les résines polymeres se subdivisent en deux gsafamilles : résines
thermodurcissables et résines thermoplastiques3]L e

1.4.1.1 Les résines thermodurcissables

Aprés polymérisation par traitement thermique (ebslradiation) ou physico-
chimique (catalyseur, durcisseur) ou par l'assiociales deux, ce type de résines se
transforment en produits essentiellement infusikelemsolubles [4], elles ne peuvent
étre mises en oeuvre qu'une seule fois. Leurs pgtépri mécaniques et
thermomécaniques remarquables font d'elles lesagdes plus utilisées pour la mise
en ceuvre des matériaux composites, les principasmes employées dans ce
domaine sont par ordre d'importance décroissant :
a) Les résines polyesters insaturées

Les composites a base de résines polyesters ceantike plus important
développement industriel grace a leur grande diger§polyesters condensés,
vinylesters, dérivés allyliques, etc.), bonne mnlabilité des fibres et tissus, facilité de
mise en ceuvre (procédés automatisés) ainsi qu'daile codt. Les résines de type
polyesters rigides possedent une bonne stabilittermsionnelle et tenue chimique,
mais leur utilisation est limitée aux températuneierieures a 120 °C, elles sont
inflammables, sensibles aux chocs, a I'humidigugtrayons ultraviolets.

b) Les résines de condensation

Les résines de condensation comportent les résplesnoliques, les
aminoplastes et les résines furaniques :

- Les résines phénoliques, parmi lesquelles on trdaveakélite, sont les plus
anciennes résines thermodurcissables. Elles setéasant par une bonne tenue a la
chaleur et au fluage. Elles ont une excellentellgadimensionnelle, un faible retrait
et de bonnes propriétés mécaniques et chimiques.Utdisation est pénalisée par de
faibles cadences de production, une non adaptatigrutilisations alimentaires et par
les couleurs foncées des produits.

- Les résines aminoplastes de caractéristiques sbleblaa celles des résines
phénoliques, offrent en plus la compatibilité avdes produits alimentaires et la
possibilité d'étre colorées.

- Les résines furaniques sont peu utilisées en raisoleur codt éleve, cependant
elles présentent des propriétés intéressantes rame tde rapidité de durcissement
(cadence de production élevée) et de résistancegemnts chimiques (fabrication de
citernes, tuyaux, bacs, etc. ).

Cc) Les résines époxydes

En raison de leur colt élevé et de leurs bonneacté@aistiques mécaniques
(traction, flexion, compression, choc, fluage, )etdes résines époxydes sont

S\

essentiellement employées pour I'élaboration deémaatx composites a hautes
8
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performances (aéronautique, espace, balistique),.etutilisables jusqu'a des
températures de l'ordre de 190 °C ou en milieu ssgteLa mise en oeuvre des
composites est facilitée par la tres bonne moliiiléldes renforts et la compatibilité

avec les difféerents types de fibres (verre, carb#&mwlar). Leur faible retrait lors du

moulage (<1%) permet d'obtenir des pieces précisebtention de performances
optimales requiert un temps de polymérisation ags®g, ce qui se répercute sur le
codt de fabrication

1.4.1.2 Les résines thermoplastiques

Ce type de polymeéres ont la particularité¢ de pauvaire alternativement
ramollis par chauffage et durcis par refroidissenuzms un intervalle de températures
spécifique a chaque matériau [4]. Contrairement @sines thermodurcissables, ils
sont recyclables, mais présentent des propriétéammupies et thermomécaniques plus
faibles. Ces résines sont appelées aussi «plastiqueles comportent une large
gamme de produits : polychlorure de vinyle (PVC)lypthyléne, polypropyléene,
polyamide, polycarbonate, etc., regroupés en plassi de grande diffusion et
plastiques techniques. Les premiers sont mis emesgar injection pour obtenir des
pieces moulées ou par extrusion pour obtenir dessfides plaques, des tubes, des
profilés, etc. Les seconds sont mis en ceuvre pection. Leur intérét réside dans le
faible colt de la matiére premiére et le rendemé&evé des procédeées utilisés
(injection, extrusion). Toutefois, leur emploi dalas mise en ceuvre de matériaux
composites est limitée en raison de la nécessifaideappel a des transformations a
hautes températures de produits solides (gramibges feuilles ou films).

1.4.1.3 Autres types de résines
En plus des thermoplastiques et des thermodurdessab existe deux autres
classes de résines a usages spécifiques :

- Les résines thermostables : on les retrouve auesifmrmi les résines thermo-
durcissables que thermoplastiques, elles se distmig par leurs performances
thermiques (stabilité¢ thermique jusqu'a 300 °C).le€l sont développées
essentiellement dans les domaines aéronautiquaiidls

- Les élastomeéres : renforcés de fibres, ils solisési dans diverses applications du
domaine de l'automobile.
1.4.2 Les charges et les additifs

Différents produits peuvent étre ajoutés a la eespour améliorer ses
caractéristigues mécaniques et physiques, facssemise en ceuvre ou simplement
pour en diminuer le coldt. On parlera de chargesdjla quantité ajoutée est de
quelques dizaines de %, et d'additifs lorsque cpttatité ne dépasse pas quelques %.
1.4.2.1 Les charges
a) Les charges renforgantes

Elles sont incorporées aux résines pour amélioerrs| caractéristiqgues
mécaniques, selon leur forme géométrique ellesdassées en :

- Charges sphériques. spheres de faible diametre, de 10 a 150 um gtament,
appelées aussi microbilles. La forme sphériqueeded concentrations de contraintes

9



Chapitre 1 Généralités lmsrcomposites multicouches

dans la matrice et diminue par conséquent sa skésib la fissuration. Les
microbilles de verre creuses représentent 99% lisrges spheriques utilisées.

- Charges non sphériques le mica sous forme d'écaillés est le matériaplies
utilisé. Des écailles de dimensions allant de 180G um et d'une épaisseur de 1 a 20
um sont incorporées a des résines thermoplastiqudbermodurcissables pour des
applications électriques et électroniques.

b) Les charges non renforcantes
Les charges non renforcantes sont ajoutées pounukmle colt de la résine
sans altérer ses performances, ou bien pour ametertaines de ses propriétés :

- Charges de faible colt : extraites de roches omiderais (carbonates, silicates,
silices, etc.), leur incorporation augmente le medlélasticité, la dureté, la viscosité
et la stabilité dimensionnelle mais diminue lastsice a la traction et a la flexion.

- Charges ignifugeantes : ont pour réle de réduird'@mpécher la combustion de la
resine.

- Charges conductrices et antistatiques : ces ebasgnt utilisées pour rendre la
matrice conductrice de chaleur et d'électricitésdzartaines applications.

1.4.2.2 Les additifs
a) Les lubrifiants et agents de démoulage

lls sont utilisés pour faciliter le faconnage dedaine et réduire sa tendance a
adhérer aux moules et mandrins.
b) Les pigments et colorants

En fonction de la nature de la résine et de Kailon du matériau composite, ce
dernier est coloré soit par des pigments (partcutsolubles d'oxydes ou de sels
métalliques) dispersés dans une pate, soit parcdesants (cComposés organigues
solubles dans I'eau ou dans un solvant).
) Les agents anti-retrait et les agents de fluage

Le retrait de la résine aprés polymérisation pdéaudr & un mauvais état de
surface, a un gauchissement ou a des microfissngaties pieces moulées. L'ajout de
produits spécifiques anti-retrait, a base de thetastiques ou d'élastomeres, permet
de diminuer ou méme d'annuler le phénomene.
d)Les agents anti-ultraviolet

lls ont pour role de protéger la résine des raydtraviolets contenus dans le
rayonnement solaire. En les absorbant, ils éviteret dégradation prématurée de la
résine par rupture de liaisons atomiques ou patopbioydation.

1.4.3 Les fibres et tissu
1.4.3.1 Généralités

Les matériaux composites tiennent I'essentiel derslecaractéristiques
mécaniques des matériaux de renfort : rigiditéstaéisce a la rupture, dureté, etc. Le

10
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choix approprié du renfort permet aussi d'améliosgtaines propriétés physiques d'un
composite : comportement thermique, tenue a la éeatpre, tenue au feu, résistance a
I'abrasion, propriétés électriques, etc. Pour ébdes composites performants, les
caractéristigues recherchées pour les renforts socdractéristigues mécaniques
élevées, masse volumique faible, bonne compaétahec les résines, facilité de mise
en ceuvre, faible co(t, etc. La nature des renforgganique, minérale, synthétique..) et
leurs formes sont fonctions de l'application. Téaiteles plus utilisés sont sous formes
de fibres et se présentent sous différentes foomesnerciales :
- sous forme linéique (fils, meches, etc.) ;
- sous forme de tissu surfacique (tissus simpless,re&t.) ;
- sous forme multidirectionnelle (tresses, tissuseres, etc.).

Les renforts les plus performants développés auge gont des fibres courtes
particulieres appelées Trichites ou Whiskers, fasra base de monocristaux.

1.4.3.2 Formes linéiques

Les fibres sont élaborées en filaments unitaires ddea 15 pum de
diametre, appelés monofilaments. Ces filaments sorguite réunis en fils ou
en meches pour faciliter leur utilisation. Les fié®ntinus ou discontinus sont
caractérisés par leur masse linéique dont l'unié le tex qui représente la
masse en gramme d'un fil de 1 Km de longueur,: soit

1 tex = 1g/km ou 1 tex = 10kg/m

L'utilisation directe des formes linéiques poumnlese en ceuvre de composites
est limitée a quelques procédés particuliers taks Ignroulement filamentaire et la
pultrusion.

1.43.3 Fibres de formes surfaciques

Les fils sont transformés par les techniques ddu$trie papetiere et de tissage
pour réaliser des formes surfaciques : mats, tismusrubans, qui facilitent la
manipulation et la mise en oeuvre des renforts
a)Les mats

Se sont des nappes de fils continus ou discontiispersés dans un plan et
assemblés par un liant soluble ou non dans la egdiabsence d'orientations
préférentielles des fibres conduit a un comporténsairope du mat dans son plan.
Les mats de fils coupés, plus déformables, permtedtebtenir des formes embouties.
Les mats de fils continus sont utilisés pour réaldes formes complexes par moulage.

b)Les tissus et rubans

Un tissu (ou ruban) est un ensemble surfaciquelsiarieches, etc., réalisé sur
un métier a tisser. L'ensemble est maintenu patré'eroisement des fils suivant deux
directions (figure 1.4).

11
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tratne
-

L ARCAN

?

‘e Chaine

Figure 1.4. Chaine et trame d’un tissu

- Une direction chaine, ensemble de fils parallégsartis dans un plan suivant la
longueur du tissu ;
- Une direction trame, ensemble de fils s'entrecnbiagec les fils de chaine.

Les tissus différent par le type de fils utilisdenc par la masse linéigue du fils,
et par le mode d'entrecroisement (ou armure) deslé chaine et des fils de trame.
Les armures classiques utilisées sont : toile édteths), satin, sergé, armure haut
module, armure unidirectionnelle. Ces deux dersiedonnent les meilleures
performances (l'absence d'entrecroisement supplaseeffets d'ondulation et de
cisaillement des fils). Les mats et tissus sorda@arisés par leur masse surfacique en
gramme/rf.

1.4.3.4 Structures tissées unidirectionnel

a) Tresses et préformes

Des tissus tabulaires (tresses ou préformes) peutes obtenus par tissage
cylindrique ou conique : les fils s'entrecroisent leélice, dont la variation de pas
permet d'ajuster la tresse a la forme qu'elle doitvrir. On peut ainsi réaliser une
piece de révolution ayant un diametre variableolegl de son arc, ce qui permet
d'obtenir divers tissus en forme de « chaussettezomiques, ogivales ou
hémisphériques. Ces tissus sont utilisés dansolestraictions aéronautiques (céne de
rentrée, tuyeres, etc.).

b) Tissus multidirectionnels

Des tissages volumiques sont également utiliséssdl caractérisent par le
nombre de directions de tissage 3D et 4D. La stracla plus simple est celle du
tissage 3D ou les fils sont disposés suivant ttwections orthogonales.

1.4.4 Les principales fibres
1.4.4.1 Les fibres de verre

Le comportement du verre dans sa forme massiveo@siné par son caractere
fragile. En revanche, lorsqu'il est élaboré sousmé& de fibres de tres faibles
diametres, il devient tenace et révéle de bonnexaistiques mécaniques. Les fibres
sont obtenues a partir du verre textile compose miélange d'oxydes : silice, alumine,
chaux, magnésie, et oxyde de bore. Les proportionsnélange, et I'ajout d'oxydes
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modificateurs donnent au matériau final ses progsigpécifiques. Differents types de
verre peuvent étre distingués :

- Le verre E a usage général, bonnes propriétégigless ;

- Le verre D a hautes propriétés diélectriques sétiiour la construction de matériel
de télecommunications ;

- Le verre C résistant aux agents chimiques, enrolo@gestructures severement
exposees ;

- Les verres R et S a caractéristiques mécaniquesedeutilisés pour la réalisation
de structures de hautes performances mécaniques.

a) Elaboration des fibres de verre

Les fibres de verre sont produites par étirementgrande vitesse et
refroidissement de filaments obtenus par I'écoutdrda verre en fusion a travers les
orifices calibrés d'une filiere. Les filaments sanssitét enduits d'un agent d'ensimage
qui a pour réles essentiels de protéger les filasneontre I'abrasion, de faciliter par la
suite leur imprégnation par la résine et d'amélimer liaison avec cette derniére.

Deux procédés d'étirage peuvent étre utilisés :

- Etirage mécanique donnant des fibres continuesrd&es en fils de basdionne;
- Etirage pneumatique donnant des fibres discontinassemblées en ruban
verranne.

b) Caractéristiques mécaniques des fibres de verre

Les valeurs de référence pour les caractéristiqmésaniques des fibres de
verre sont celles mesurées sur des monofilameétsvés a la sortie de la filiere. Le
tableau 1.4 donne les valeurs usuelles de ceseuedCependant, les valeurs les plus
représentatives, et en particulier pour les carigtigues a la rupture des fibres
(tableau 1.5), sont celles déduites des caradtirst mesurées sur un composite
unidirectionnel ou la liaison verre-résine favonse répartition assez homogene de la
charge entre les filaments dont les caractérissicaomt diminuées par les différentes
sollicitations mécaniques et chimiques subies d@s opérations de transformation en
fils industriels.

Caractéristiques Verre E Verre R
Masse volumique P kg/nt 2600 2550
Module de Young iE GPa 73 86
Contrainte a la rupture Gty MPa 3400 4400
Allongement a la rupture g, % 4.4 5,2
Coefficient de Poisson Vi 0.22 —

Tableau 1.4 Caractéristigues mécaniques des wgpes et R mesurées sur
monofilaments a la sortie de la filiere [1]

Verre E Verre R
Contrainte a la rupture (Mpa) 2400-2600 3000-360(
Allongement a la rupture 3,4 4

Tableau 1.5 Caractéristiques a la rupture d'usilidnne industriel déduites des
caractéristigues mesurées sur un composite unidinee! verre/époxyde [1]
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En plus de leurs bonnes caractéristiques mécanideedibres de verre ont
aussi une bonne tenue thermique, elles consenemicaractéristiques jusqu'a des
températures assez élevées 200 °C pour le vert®De’C pour
le verre R.

1.4.4.2 Les fibres de carbone

La mise en ceuvre des fibres de carbone est mopiaedes caractéristiques
spécifiques remarquablement élevées que prévthitlarie pour la structure cristalline
hexagonale du graphite. Les fortes liaisons entoen@s voisins d'un méme plan
cristallographique donnent un module de Young dedie de 1200 GPa et une
contrainte a la rupture de 20000 MPa dans les tthrex paralléles aux plans
cristallographiques, pour une masse volumique iiexfiée & 2000 kg/fh Malgré les
imperfections des cristaux obtenus par les proceuksstriels, I'élaboration de fibres
d'axes paralleles aux plans cristallographiqgueseed'obtenir des fibres parmi les
plus performantes (650 GPa pour le module de YairfpOO MPa pour la contrainte
a la rupture).

a) Elaboration des fibres de carbone

Les fibres de carbone sont élaborées par décongosiitermique sans fusion
d'un polymeregorécurseurfibres ou fils. Trois opérations successives s@uessaires :
oxydation, carbonisation sous gaz inerte et gregahion. Leprécurseupeut étre :

*des fibres acryliques

Des meches de filaments acryliques, obtenus ar pauti polyacrylonitrile
(PAN), sont traitées thermiquement. Apres carbdioisales fibres de carbone
obtenues ont une haute résistance (fibres HR).tkamsformation supplémentaire par
graphitisation permet d'obtenir des fibres a haotlte de Young (HM) ou trés haut
module (THM). Les deux types de fibres HR et HMpisgent un traitement de surface
(ensimage) pour amelioration de la liaison fibrgiré.

*le brai

Le fil obtenu & partir du brai (résidu pateux dalistillation du charbon ou du
pétrole) donne apres traitement un carbone de rhadule, mais de caractéristiques
legerement plus faibles que celles des fibres (dAMgnues par le procédé (PAN).

b) Caractéristiques mécaniques des fibres de cagbon

Sur le tableau 1.6 est reportée une comparaisomcatastéristiques des fibres
de carbone et des fibres de verre E. Les fibresadaone se distinguent en plus par
une excellente tenue a la température, jusqu'a AG@Nviron, d'ou le développement
de composites a fibres de carbone et matrice daocara haute tenue thermique
utilisés dans les tuyeres, les disques de freins, e
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Caractéristiques Verre | Carbone |Carbone|Carbon| Carbone
q E HR HM |e THM | HM (brai)

Masse volumique p (kg/nT) 2600 1750 1810 1950 2000
Diametre (um) 8 8 8 12
Module de Young & (Gpa) 73 220 400 600 380
Module spécifique Ep (MN m/kg) 28 120 210 310 190
Contrainte a la rupturesy, (Mpa) 3400 | 3000-3500 2800 2000 | 2000-240
Contrainte spécifiquess, (kKN m/kg|1300 | 1710-286(0 1550 | 1030 | 1000-120¢(
Prix de revient / aux fibrede verre 1 25-30 50-60 | 65-70 25-30

Tableau 1.6 Caractéristiques des fibres de carbode verre E

1.4.4.3 Les fibres aramides a caractéristiques maugues €élevées
Les fibres aramides a caractéristigues mécaniglee®es sont des fibres de
synthese plus connues sous la désignation comreedadibres de « Kevlar », lancée
par Dupont de Nemours (USA) depuis 1972. D'autrelistriels commercialisent
également ces fibres sous des désignations praprieacun (Twaron, Technora, etc.).
Elles sont élaborées par filage d'une solution usigifie concentrée d'un haut
polymere, polyaramide ou polyamide. Les fibres sensuite étirées et traitées
thermiquement pour augmenter leur module d'élastici

a) Caractéristiques mécaniques des fibres aramides
Le tableau 1.7 résume les caractéristiques dereliffe types de fibres aramides,
mesurées sur monofilaments. Les valeurs de cotdraita rupture de ces fibres sont
proches de celles des fibres de carbone HR, poprixme revient 3 a 5 fois moindre.
Des ensimages adaptés sont développés pour amélamheérence fibre-résine. Les
fibores de Kevlar sont associées a d'autres fibwvesrd, carbone) pour former des

composites hybrides.

f Kevlar | Kevlar | Kevlar

Caractéristiques 29 49 149 Twaron | Technora
Masse volumique p (kg/nr) 1440 1450 1470 1440 1390
Diametre (um) 12 12 12 12 12
Module de Young £ (Gpa) 60 130 200 100 90
Module spécifigue Ep  (MNm/kg) 42 90 136 20 65
Contrainte a la ruptureocy, (Mpa) 3000 3600 3000 3500 3800
Contrainte spécifiqueos,/p (kNm/kg) | 2080 2480 2040 2430 2730
Allongement a la rupture (%) 4 3 1.5 3 4

Tableau 1.7 Caractéristigues mécaniques de ditfietgpes de monofilaments

arami
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b) Domaines d'utilisation

L'une des premieres utilisations des fibres d'allama été le remplacement des
armatures d'acier dans les pneumatiques. En raisoeur légéreté et de leur
résistance au choc et a l'impact, leur usage d@&stloppé dans la fabrication de
protections contre projectiles (blindages, giletgepballes.., etc.), ainsi que dans
certains articles de sports (skis, raquettes dadenetc.).

1.4.4.4 Les fibres céramiques

Le principal intérét des céramiques est leur
caractere réfractaire. Diverses fibres sont obtepae dépot chimique en phase vapeur
d'un revétement céramique : de bore (fibres de Birde bore-carbure de bore (fibres
B-B4C), de silicium (fibres de silicium) ou de boreaium (fiores BorSic), sur un fil
support en tungstene ou en carbone.

a) Caractéristiques mécaniques et utilisation

Les différentes fibres céramiques ont des caratigues assez voisines
(tableau 1.8). Ces caractéristiques restent maietejusqu'a des températures allant
de 500 a 1000 °C. Les fibres SiC et BorSic sotisats avec des matrices métalliques
ou céramiques pour la fabrication des aubes de @s®gurs et de turbines. Les fibres
de bore et de bore-carbure de bore associées a@imeséthermoplastiques et
thermodurcissables, notamment époxydes, sontadlislans les domaines des sports
et loisirs.

Caractéristiques Bore Bore + BC SIiC
Masse volumique p  (kg/nT) 2600 2600 3000
Diamétre (um) 100-150 100-150 100-150
Module de Young E (Gpa) 430 430 410
Module spécifigue  Ep (MN m/kg) 165 165 140
Contrainte a la o (Mpa) 3800 4000 3900
rupture
Contrainte spécifiquesy/p (KNm/kg) 1460 1540 1300

Tableau 1.8 Caractéristiques mécaniques de quelites céramiques

1.4.4.5 Les fibres synthétiques thermostables

Les fibres synthétiques thermostables sont desdibrganiques obtenues par
synthese. Leurs caractéristiques mécaniques siredanais restent conservées aux
températures élevees.

Elles sont associées a des résines thermostabilgsoptenir des matériaux
composites de bonne tenue thermique, utilisés dagsisolants électriques et
thermiques, les protections thermiques : boucliersmissiles et cones de rentrée de
véhicule spatial. Chaque fabricant propose sa prépmule sous une deésignation
commerciale. Le tableau (1.10) résume les caratitfires mécaniques de quelques
unesd'entre elles.
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Caractéristiques Kermel| Nomex | Kynol PBI Apyeil
Masse volumique  p (kg/m3) 1350 1380 1270 1430 1380
Module de Young E; (Gpa) 7 16 4.5 6 17
Contrainte a la rupture (Mpa 47( 67( 280 050 660
Allongement a la rupture;, % 20 45 20-60 30 40

1.4.4.5 Autres fibres

Il existe d'autres fibres utilisées pour des appilims particulieres. Ces fibres
sont généralement a faibles module et contrainfa &upture, excepté les fibres
métalliques, et dont l'utilisation est réservéa eecherche de :

- produits a bas prix de revient ;
- produits a haute isolation thermique ;
- produits de bonne conductivité thermigue ou élguti

Parmi ces fibres nous avons :

a) les fibres d'origine végétale

- le bois, utilisé sous forme de fibres ori@stéeutres, papiers imprégnes, etc. ;
- le sisal, le jute, le lin, de moins en moinsiséis au profit des fibres de verre.

b) les fibres d'origine minérale

- l'amiante (interdite dans certaines utilisations) ;

- lasilice.

c) les fibres synthétiques

- fibres polyester (tergal, dacron, téryléne, etc.) ;

- fibres polyamides.

d)les fibres métalliques

- acier;

- cuivre ;

- aluminium.

Ces fibres sont utilisées avec des matrices nii@ki afin d'obtenir des composites:
- de bonne conductivité thermique et électrique,

- de caractéristiques thermo-mécaniques €levees.

1.5 Modes de fabrication des composites

Nous présentons les procédés destinés principateraeria fabrication
des composites a matrices organiques. Ils comporteois opérations
essentielles [1,3 et 4] :

- mise en forme de la piéce ;

- imprégnation du renfort par la résine : elle peut @ntérieure a la mise en forme
ou carrement a I'opération de fabrication (pré égpeés) ;

- durcissement de la résine (polymérisation).
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La différence entre les procédés réside dans legemsomis en ceuvre pour
réaliser ces trois étapes. L'épaisseur souhaigpidees fabriquées est obtenue dans la
plus part des cas par I'empilement de plusieurshmside matrice-renfort formant
ainsi les stratifiés.

Une approche pratique pour présenter les diveremedt le classement de ces
derniers selon leurs capacités de production (sétria forme des produits [5 et 6].

1.5.1Petites séries
1.5.1.1Moulage au contact

L'opération se fait sur un moule ouvert (figure)lebnécessite peu de moyens
(c'est le procédé le plus simple et le moins co{tdLes opérations de moulage restent
pour I'essentiel inchangées dans les autres preetd@& déroulent comme suit :

- le demi moule est enduit avec un agent de déemoutag® une couche de résine de
"gel coat" est déposée ;

- le renfort (mat, tissu) est placé sur le moulpréind la forme de la piéce ;

- imprégnation du renfort par la résine liquide seind'un ébullage au rouleau
cannelé, on parle aussi de compactage ;

- apres gélification de toute I'épaisseur on pro@ddémoulage ;

- le durcissement (polymérisation) s'effectue enemikmbiant et peut étre accélérée
par étuvage ;

- finition de la piece : détourage, poncage, peintuec.

matrice

matériau
composite

renfort

moule

Figure 1.5 Principe du moulagecantact

1.5.1.2Moulage par projection simultanée

Comme pour le moulage au contact, ce procédé sesdfmiun moule ouvert
(figure 1.6), la différence est que les coucheg déposées par projection simultanée
du renfort (fibres coupées) et de la résine liquibieutes les autres opérations sont
identiques a celles citées ci -dessus.

Ces deux procedeés permettent d'obtenir des piéaEssestructures composites
avec un faible codt, de dimensions importantesedbdnes variées mais de preécision
et de performances mécaniques limitées.
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résing

Figure 1.6 : Moulage par projection simultanée
1.5.2 Procédés pour moyenneseries
1.5.2.1 Moulage sous vide

Le moulage se fait entre moule et contre mouleghéort est placé en premier,
la résine est versée par-dessus et le contre npoudix, recouvert d'une membrane
étanche, vient fermer I'ensemble (figure 1.7).dl&ge de la résine, I'imprégnation et
I'ébullage se font sous l'effet de la dépressi@e&ra l'intérieur du moule. Le contre
moule peut étre réduit a la seule membrane d'éé#ecfmoulage au sac). Ce procédé
permet d'obtenir des pieces de bonnes caractéstignécaniques grace a une
distribution uniforme de la résine et un faiblexaie porosité.

membrane (dlastoménz)

——

pompe @ vide

e

Figure 1.7 : Moulage sous vide

1.5.2.2 Moulage par compression a froid

L'imprégnation et I'ébullage se font en moule fenpaé pression mécanique
(contre moule monté sur la partie mobile de la sgksLa durée de fermeture du
moule correspond a la polymérisation de la résin. chaleur accumulée par
exothermie maintient la température du moule (5®<C). La différence de pression
entre parties horizontales et non horizontalesadpiéce donne un taux de renfort
variable.
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Figure 1.8 Moulage par compression a froid

1.5.2.3 Moulage par injection de résine liquide saupression(RTM*)

La résine liquide est injectée sous pression dansaule fermé a l'intérieur du
quel le renfort a été préalablement placé (figuf).1XCe procédé permet d'intégrer
des inserts, de réaliser des pieces compliquéaeséme des structures sandwiches
avec une trés bonne maitrise du taux de renfore Uariante de ce procédé
(VARTM**) consiste a créer une dépression entre lmcet contre moule ce qui
diminue d'avantage le taux de porositée.

contre-moule

g4

moubs

Figure 1.9 Moulage par injection de résine

* RTM: Resin Transfert Molding
** VARTM: Vaccum Assisted RTM
1.5.2.4 Moulage en autoclave

Au lieu d'un contre moule, ce procédé utilise uramiorane déformable qui
enveloppe le renfort imprégné et le moule, fornansi un sac étanche. Le moule est
ensuite placé dans une enceinte chauffée et pigSsufautoclave) qui permet de
réaliser des cycles de cuisson précis en températuan pression.

La pression hydrostatique exercée par le fluidel'eleceinte sur la piéce,
assistée par une dépression a l'intérieur du samegt une répartition uniforme de la
résine. L'utilisation de prepregs (drappage dengpgégnés) ameliore la maitrise de
I'orientation des fibres et du taux de renfort gaut atteindre 70% en volume. Ce
procédé permet d'obtenir des structures trés fioes sandwiches de hautes
performances.

20



Chapitre 1 Généralités lmsrcomposites multicouches

1.5.3 Procédés pour grandes séries

Les procédés pour grandes séries neécessitent dendel demi-produits
facilitant la mise en place des renforts et la palaition des résines. Il existe trois
types de demi-produits :

- Préformes : renforts préparés aux formes et awembions exactes des piéces a
réaliser avant I'opération de fabrication.

- Préimprégnés : renforts de différentes présentiimprégnés de résine et stockés
jusqu'a leur emploi, on distingue :

a) Les prepregs : stratifils, roving, rubans oausspréimprégnés ;

b) Les Compounds, qui comportent :
- Les mats préimprégnés (SMC : sheet moulding congguprésentés en
feuilles ;
- Les prémix : mélanges de résines, charges et filmapées présentés en
vrac sous deux formes :
» BMC : Bulk moulding compounds (vrac) ;
» DMC : Dough moulding compounds (pate).

1.5.3.1 Moulage par compression a chaud par voiartide

Le procédé est exactement le méme que le moulageopapression a froid
sauf qu'il utilise un moule chauffé (figure 1.10yaat pour but d'accélérer la
polymérisation. Il est compatible avec I'emploi gesformes.

coutre
monule

monle
chaunffe

Figure 1.10. Moulage par compression a chaude

1.5.3.2 Moulage par compression a chaud par voietse

Semblable au précédent, il requiert l'utilisatian @emi-produits compounds.
Sous l'effet de la chaleur et de la pression, ldiema s'écoule et remplit toute
I'empreinte du moule. Les possibilités des formetemues sont trés grandes et les
cadences plus élevées.

1.5.3.3 Moulage par injection de compounds
L'opération consiste a injecter sous forte pressioa grande vitesse, par une
vis d'Archimede (figure. 1.11), des compounds (SdiCprémix) dans un moule fermeé
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et chauffé ou a lieu la polymérisation. Les proslwibtenus sont appelés plastiques
renforcés. Le procédé permet d'obtenir des picm@plexes monoblocs.

: S P ‘moute contre-moule

Figure 1.11: Moulage par injection de compounds

1.5.3.4 Moulage par injection réaction (R-RIM)

L'injection se fait dans un moule fermé sous fafiskession. La résine est
formée de deux constituants mélangés dans une gasteeavant l'injection. Le
renfort est soit mélangé a I'un des composantsefibroyées) soit mis en place
préalablement dans le moule (mat ou tissu).
1.5.4 Procédés pour corps creux
1.5.4.1 Enroulement filamentaire

C'est une opération de bobinage de renforts catsur un moule ou un
mandrin (figure 1.12) assurée par la rotation de d@erniers et le mouvement du
systéeme d'approvisionnement en renfort. Ces mountsmet leurs combinaisons
déterminent le type d'enroulement : circonférentiélicoidale (continu et discontinu)
ou polaire. Les piéces obtenues sont des tubes,gimsx, des réservoirs, etc.

o m
e e
: mandrin @
: e

Figure 1.12 Exemple d'enroulement filamentaireariférentiel
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1.5.4.2 Centrifugation

Le renfort et la résine sont projetés sur la pat@rieure d'un moule tournant a

grande vitesse (2000 tr/min). L'imprégnation esilisée sous l'effet de la force
centrifuge.

moule

renfort

Figure 1.13 Moulage par centrifugation

1.5.5Procédé de moulage en continu
1.5.5.1Moulage entre pellicules

Le renfort imprégné de résine est pris en sandwithe deux pellicules (film
de démoulage) servant de moule, s'ensuit une mmsdoene (plaques planes,
sandwichs, panneaux ondulés ou nervures..., éterlegpolymérisation par chauffage.

FAREAEE N ES
TRl LA B

snaaaflaasan

rouleaux de
\“:lf'; Im dl;ge calandrage

Figure 1.14 Moulage entre pellicules

1.5.5.2 Pultrusion

Le proceédé consiste a tirer a travers une filidhautfée (figure 1.15) des
renforts imprégnés de résine. La mise en forme aetpdlymeérisation se font
simultanément dans la filiere et donnent des p@efipleins ou creux de formes
complexes et de section constante.
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Figure 1.15 Pultrusion

1.6 Les stratifiés composites

Les stratifiés sont des composites formés par upilement de couches
successives de renfort-matrice appelées plis owrenmonocouches constituant
I'élément de base de toute structure compositepliesont caractérisés par la forme
du renfort (mat, fils, roving, tissu,..., etc.) quiétermine leur comportement
mécanique, une répartition aléatoire de fibres tesuou longues (mat par exemple)
correspond a une couche pratiqguement isotrope dans plan, une orientation
privilégiée des fibres correspond a une anisotrofaequee.

Les couches peuvent étre de natures différentesatiére des fibres et forme
du renfort. Ces deux parametres, en plus de I'empiht et de I'orientation, permettent
de moduler les caractéristiques du stratifié pépondre au mieux aux sollicitations
imposées.

La désignation d'un stratifié doit tenir compte tmus ces parametres.
Elle se fait généralement selon un code établi pesr stratifiés a base de fils
ou de tissus unidirectionnels auxquels peut se mamd'étude de tout autre
type de stratifiés (figure 1.16).

- - Stratifie ——

Figure 1.16 Modele de base des stratifiés
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1.6.1 Désignation des stratifiés a base de fils da tissus unidirectionnels

Les regles de désignation d'un stratifié sontlesstes :

- Chaque couche est désignée par la valeur de sole aientation (angle
d'orientation des fibres en degrés par rapporéxe IX de référence). Le sens de
I'orientation est pris en compte (positif ou néyata désignation dépend donc du
référentiel choisi (figure 1.17) ;

- Les couches successives d'angles différents spatéss par un / si leurs anglais

sont différence;

- Les couches successives de méme orientation s@ignéés par un indice
numeérique indiguant le nombre de couches dans dieg¢tetion ;

- Si deux couches successives ont des orientations)&mae valeurs et de sens
opposes, elles peuvent étre désignées par le signe

+60/-0=1% 0 -01+60 =10
- La désignation se fait couche par couche entatlfaime face a 'autre, des crochets
indiquant le début et la fin.

30 90° 90° 45 0° 45°

Strjl;iofie l l l l« .

o TR

45° ,_x—// /‘/ A N

90 //- /r. f/ I/ | I — :J
90° PN | /

30° o X

Figure 1.17 Exemple de désignation d'un stratifié

30" 907 45" 0O°

jps
/f——/ Z / == —_/%

4

- i | .
A Gor i
|
30°  90° 45° Q°  —45°

L,
PErYS o

Wt
AN - z

\

Figure 1.18. Convention de sigue pour la désignatis stratifiés
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S'il y a une séquence qui se répete, les couchegiestion sont mises entre
parentheses pour désigner la séquence. Un indiceénmgue indique le nombre de
répétition de celle-ci (figure 1.19).

5 —»  [(0/+45)]

Figure 1.19 Stratifié avec une séquence répétee

1.6.2 Modes de stratification particuliers

Selon la séquence d'empilement, on rencontre cE#ist :

a)Equilibrées : le stratifié comporte autant de cowscherientées suivant la

direction +0 que de couches orientées suivantrétion - 0.

b)Symétriques : le plan moyen du stratifié est plansgmétrie (par rapport a la
disposition des couches). La désignation dans €@eat se limiter a la moitié des plis
en débutant d'une face et en s'arrétant au plaremaycoté duquel un indice "s"

désigne cette symétrie. Si le nombre total deslemi@st impair la couche centrale
(plan de symétrie) est surlignée (figure 1.20).

90

7 %0

0 —» [90/45/0]. =

45 = 45 —_— > [90/45] <
90 90

Figure 1.20 Désignation de stratifiés symétriques

c) Croisés : un stratifié croisé est constitué @sigement de la séquence [0/90°] qui se

répéete n fois.

d) Orthogonaux : ils comportent autant de couchesqué°de couches a 90°.

e) Hybrides : se sont des stratifiés composés de esudnforcées par des fibres de

natures différentes. Une meilleure performance paetobtenue en utilisant au mieux

les propriétés de chaque type de renfort. On petihduer :

- des hybrides interplis, constitués d'une suite dacles, chacune de nature

différente ;

- des hybrides intraplis, constitués par une sequeercplis identiques, chaque pli
étant constitué de couches différentes ;

- des couches métalliques peuvent également étreafdes entre les couches.

Le matériau de la fibre doit étre mentionné powaete couche. Un exemple est donné

en figure (1.21)
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—_—> [OZk/ (45/90)3\/025] Avec :
V : verre
C : carbone
K : Kevlar

Figure 1.21 Désignation d'un stratifié hybride
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2.1 Introduction

Dans les différents procédés de mise en ceuvregdisation de structures
stratifiées en composites se fait par le dép6taletes successives de renfort-résine
sur un moule, comportant des surfaces planes ouwbesu Par conséquent, les
structures obtenues sont des structures multiceudbetype plaques ou coques [1],
comportant deux niveaux d'hétérogénéite :

- Hétérogénéité a l'échelle des constituants d'unecheo : fibres et matrice :
hétérogéneéité microscopique ;

- Hétérogénéité a I'échelle des constituants du ifgdrat plis de différentes
compositions et/ou orientationbétérogénéité macroscopique.

Pour faciliter la modélisation du comportement nmégae de tels composites,
les milieux hétérogenes sont remplacés par desurilhomogénes de comportement
moyen équivalent. Ce passage appeltogeneéisatiors'effectue en deux étapes :

- Homogénéisation micromécanique le pli hétérogene est représenté par un pli
homogene équivalent dont le modele de comporteniisotrope, orthotrope ou
anisotrope) dépend de la forme du renfort (magtifits ou tissus unidirectionnels,
tissus 2D), et dont les caractéristiques dépenderit nature et des proportions des
constituants (fibres et résine).

Les modules d'élasticité du pli ou modules de €mgur, déterminés sur des
éprouvettes de laboratoire, sont une tres bonnemmees proprietés homogénéisées
d'une couche pour un taux de renfort donné. Cemenedaux de renfort réel obtenu
sur le stratifié est généralement différent de icéds éprouvettes de caractérisation
(différence liée aux étapes de fabrication), des plour la conception et I'optimisation
d'un stratifié il sera plus intéressant de déteemlas caractéristiques mécaniques du
pli par des formules théoriques en fonction desaaristiques des fibres et de la
matrice et de la fraction volumique des fibres @n slu stratifié.

- Homogénéisation macro-mécanique le stratifié est remplacé par un matériau
homogene anisotrope dont les caractéristiques ntpem sont déterminées a partir
des propriétés homogeneéisées des plis, a traegglitation des définitions de la
théorie des plaques multicouches. Les plis pouéet orientés difféeremment, pour
pouvoir écrire la loi de comportement (ou équattamstitutive) du stratifié, il est
nécessaire d'exprimer leurs propriétés dans un méi@entiel.

Pour la mise en équation du probleme général deamfiee des milieux
continus, la formulation variationnelle permet dxiliter I'écriture analytique des
équations du mouvement et des conditions aux lpi@ur les systemes complexes
[7]. Elle permet aussi d'introduire des méthodegaleul approchées numeériques ou
analytiques. Dans le cas des stratifiés, la fortimriadirecte des plagues est beaucoup
plus facile, et pour une géométrie simple les dmots aux limites sont déduites de
maniéere intuitive, les deux approches (variatiolenel directe) étant équivalente [8].
Cependant, il sera nécessaire de développer umaiffion énergétique des stratifiés
pour introduire les méthodes de calcul approchées.
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2.2 Détermination des caractéristigues mécaniquesuwh pli unidirectionnel dans
son repere d'orthotropie
2.2.1 Schéma d'élasticité linéaire

Un pli unidirectionnel (figure 2.1) est composéfibees paralleles assemblées
et maintenues par la résine. Ses axes principani IsdL) direction longitudinale
portée par les fibres, 2 e{(FetT') perpendiculaires aux fibres.

Figure 2.1. Pli composite unidirectionnel

Cette géomeétrie induit des invariances de compamempar rotation
guelconque autour de l'akequi est alors axe d'isotropie, le matériau estopa dans
tout plan perpendiculaire a cet axe.

2.2.2. Loi de Hooke généralisé
La relation entre contraintes et déformations |@¢nat caractérisée par :

o(M) =C(M).e(M)

Soit :
01 €11 Cy1 C31 Gy Cs1 Cer] /&1
02 Ciz Cop C3p G4y Csy Coy /52\ 21
O3 | _ Ciz Cp3 (33 Ch3 Cs3 Ces| | &3
O4 Cia Coa C34 Cyy Csy Coy| | €4
Os Cis Cps (35 (45 Cs5 Ces| \ €5
06/ g Ll Ca6 (36 Cue Cs6 Coel ‘67 p
Ou bien

eM)=SM).oc(M)

Soit :
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€2 S12 S22 S32 Saz S5z Sez| [ 02
B _ S13 S23 S33 Saz Ss3 Sez| | O3
€4 Sia Sza 534 Ssa Ssa Sea| | 04
€s S15 S25 S35 Sa5 Ss5 Ses| \ Os

€6/ R 1S16 S26 S36 Sae Sse Seed ‘96’ R

C : est la matrice de rigidité;

S: la matrice de souplesse.

C et S sont des matrices symétriques : il y a donc 21stames de rigidit€ij ou
constantes de souplesSig.

2.2.3. Relation changement de base
On peut exprimer les matrices de rigidité ou deptemse de différentes manieres selon

la base choisie (Figure2.2).
3

1, 2 axes propres du composite
x, y axes quelconques
!  angle des axes

Figure 2.2. Changement d’axes

a) Pour le tenseur de contrainte
On peut noter les 6 variables du tenseur des dotesg 1] sous la forme :

011

/ \ / o)
023

\ / 013
012/ p

La matrice de changement de base pour une rotaogled autour de I'axe 3 s'écrit :

30



Chapitre 2 Formulation du comportement des compssitalticouches

cos?6 sin%0 0 0 0 2 sinf cosO T
sin%6 cos’0 0 0 0 —2 siné cos6
re - 0 0 1 0 0 0 2.4
0 0 0 cosf —sinb 0
0 0 0 sinf@ cosb 0
L — sinf cos@ sinBcosfd 0 O 0 cos?8 — sin?6-

Pour obtenir la relation de passage inverse, resaplgpar 9.

b) Pour le tenseur de déformation
On note le tenseur des déformations sous la forme :

&1 €11 ot
/82\ / €22 \ :

€3 €33 |
|€4| |V23—2€23|
\55 Y13 = 2 €13

€6/ R Y12 = 2 €12/

La matrice de changement de base pour une rotiogled autour de I'axe 3 s'écrit :

cos?6 sin%0 0 0 0 sinf cosé
sin%6 cos?0 0 0 0 — sin6 cos6
e = 0 0 1 0 0 0 2.6
R>R 0 0 0 cosf —siné 0
0 0 0 sin@ cos6 0
L—2 sinf cos® 2sinBcosd 0 0 0 cos?0 — sin?6-

Pour obtenir la relation de passage inverse, resapigpar 9

Remarque : Expression de la matrice Tz est différente de la matrice Trr.
En reprenant les formules de changement de basédenétes (Equations 7 et 12) et
les définitions des matrices .Equations (2.1) €1)(2

il vient :

CRI — TR—)R CR T;,—>R 27
—_ o

SR’ - TR—>R SR TR’—)R

2.2.4. Caractérisation de matériaux
a) Matériau triclinique
cas genéral a matrice compléte 21 constantestetékms
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C13 C23 C33 C43 C53 C63 2.8

-C16 C26 C36 C46 C56 C66-

b) Matériau monoclinique
Ce matériau possede un plan de symétrie : I'exprede la matrice de passage
ne change pas pour tout changement de repere syuneefpar rapport a ce plan.
Supposons le plan (el, e2) plan de symétrie duriaatési I'on utilise les relations de
passage (2.7) entre le repére R= (el, e2, e3)replre symétrique R'=(el, -e2, e'3)
avec la forme générale (2.1), on montre que lalédoHooke se résume a l'expression
suivante :
C11 G2 Gz O 0 Cie
Ciz2 Gy (3 0 0 (e
C13 Gz (33 0 0 G 29
0 0 0 Cu Csu O
0 0 0 Cus Css 0

(16 C26 (36 O 0 Ces-

13 constantes d'élasticité

c) Matériau orthotrope

Le matériau orthotrope est un matériau a 3 plarsydeétrie orthogonaux deux
a deux. En pratique, c'est le cas des tissus ndgés un polymere. La méme
démarche que précédemment conduit aux expressams wh repere défini par les
axes d'orthotropie Figure (2.3)

P
Figure 2.3. Couche d’un matériau composite orthparo
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la loi de Hooke d'une couche orthotrope est édetéorme de la matrice suivant :

01 €11 Gz Gz O 0 01 /&
op) Cip Cpp Cr3 O 0 0 /82\ 2.10
03 _ |Gz Cz (33 O 0 0 €3
Oy 0 0 0 Cu O 0 &4
Og 0 0 0 0 655 0 €5
0’ p LO 0 0 0 0 Cged ‘67 g
Ou
€1 511 512 S13 O 0 01 /04
/32\ S12 S22 S23 O 0 0 /02\ 2.11
€3 _ 513 523 533 0 0 0 | 03 |
| &y | o 0 0 0 544, 0 0 | 04 |
\85/ 0 0 0 0 555 0 \0-5/
€6/ p LO 0 0 0 0 Seel \O6/ g

9 constantes d'élasticité

d) Matériau unidirectionnel

Le matériau unidirectionnel est un matériau posséda axe de symétrie, par
exemple l'axe el (x). C'est le cas pour un ensed®fédres unidirectionnelles dans un
substrat. Par géométrie, le matériau unidirectibaseorthotrope figure (2.4).

_'__'_'_,_,_.-
e ,\\//
"‘ - i

e e

(®)

Figure 2.4. Matériau composite unidirectionnel
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Il est souvent appelé orthotrope de révolution. Dienrepére d'orthotropie, la matrice

s'écrit :
o Ci1 Cip (o 0 0 0 7 p
01 Ciz Cyy Cys 0 0 0 81 2.12
’ Ciz Cy3 Cyy 0 0 0 2
| 03 | 1 €3
0-4‘ | 0 0 0 E(CZZ_C23) 0 0 | 84‘ |
Oy €5
\ / 0 0 0 0 Cee O \ /
O¢ R €6 R
L 0 0 0 0 0 Cgel
Ou
&1 S11 S12 Si2 0 0 07 /04
/52\ S12 S22 523 0 0 0 02
83 _ 512 523 522 0 O 0 0-3
84 - 0 O 0 2(522 - 523) 0 O 0-4 213
€5 0 0 0 0 See 0 05
€&/ p LO 0 0 0 0 Sgel V067
5 constantes d'élasticité
e) Matériau isotrope
€11 Ciz Cyp 0 0 0
0 0 0 2(Cyqu—C) 0 0
2
1 2.14
0 0 0 0 E(Cll_clz) 0
1
| 0 O 0 O 0 5(611_612)'12

2 constantes d'élasticité (coefficients de Lamé& oy

2.2.4. Matrice de souplesse et de rigidité d'un cqmosite orthotrope exprimé dans
les axes orthotropie

Si les raisonnements élémentaires mentionnés sudesont étendus aux différentes
sollicitations du matériau, il vient :

& - 1/E; —V12/E1 —Vvi3/E; 0 0 0 1 01
/52\| —V12/Ey 1/E, —V12/Ey 0 0 0 /02\
| €3 | _|=vi3/E1  —vy3/E, 1/E; 0 0 0 03 215
| €4 l N 0 0 0 1/G,5 0 0 | Oy |
\55/ 0 0 0 0 1/G45 0 \05/
€6 Rort - 0 0 0 0 0 1/012- O6 Rort

Ou les directions 1(L) suivant x et 2(T) suivant y
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1 —VUrr  —VLr 1
— 0 0 0
E; E, E;

—ULt 1 —Vrr
— 0 0 0
E; E; E; 2.16
—Vrrr —VUrr 1
— 0 0 0
E; E; Ep
S = 1
0 0 0 — 0 0
Grr
0 0 0 0 1 0
Gy
0 0 0 0 0 1
| GLT_

Les constantes de rigidités sont déduites en iamefa matrice de souplesse [1] :

C.. = 1 —vy3 03,
1 E,E; A
Co = 1—vy3v3
22 E.E, A
2.17
Cow = 1—vy, vy
33 E.E, A
C.. = V1 — V31 Up3 _ V12 — V32 V33
12 E,E; A E,E, A
C.. = Va1 — V21 V32 _ V13 — V12 Va3
13 E,E; A E.E, A
Cow = U3y — V12 V31 _ V3 — V21 V13
23 E,E; A E,E, A
Cyq = Gz
Css = Gy3
Co6 = G12
Avec

1= w1503 — V23V35 — V31V13 — 2 V31 V33 V13
EyE3E5

Dans le cas d'un matériau isotrope, les equatag) se simplifient a :
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E(1-v)
Ci1 =
A+v)(1-2v)
2.18
C. = Ev
27+ v)(1-2v)
Cll - ClZ — E
2 2(1+v)
Il existe un lien entre les modules d'élasticitéestcoefficients de Poisson
Ei _Ej
Vij B Vji 2.19

le comportement élastique est décrit par 9 modotépendants :

Ou

Ei : module d’Young dans la directiomu matériau ;

vij : coefficient de Poisson dans le plan correspond

Gij : module de cisaillement dans le plan correspondant ;
E; : deformation relative dans la direction

vij - glissement de cisaillement dans le plan cornedaot ;
o; . contrainte dans la direction

Tjj . contrainte de cisaillement dans le plan corredpoh
Avec 1, 2 et 3 directions de symétrie,

alors

3 modules d'Young : E1, E2, E3

3 coefficients de Poissomn;s, vis, Via

3 modules de cisaillement 165G;3, Gys

2.2.5. Approche théorique pour la détermination desmodules élastique d’'un
composite unidirectionnel

Le probléme consiste a évaluer le comportement decéassociation fibre-matrice a
partir des caractéristiques mécaniques et desrpapgodes constituants, et de le généraliser
ensuite au composite. Les fibres et la matrice sonsidérées comme étant des matériaux
isotropes a élasticité linéaire. Leur comporterashtiécrit par les modules suivants :

Pour la matrice Pour le fibre
Module de young En E
Coefficient de Poisson Vm Vg
Module de cisaillement . En G - E;
™20+ vy) 21+ vp)
Module de compressibilité b = Emn L = Ef
™7 3(1 - 2v,) 7301 - 2vp)
i G G
Module lgl(taécﬁglrgpress,lon K, =k, + ?m K =k + ?f
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2.2.5.1 Comportement local décrit par la loi des nignges

Pour déterminer les caractéristiques mécaniques adimposite, nous étudions un
assemblage de géométrie donné de deux phases dfibneatrice) de caractéristigues
meécaniques différentes, soumis a des sollicitaonples.

a) Module d'élasticité longitudinal

Considérons un chargemdnt paralléle au plan de séparation de la fibre etade |

matrice (figure2.5). Les deux matériaux étant considérés parfaiteméés gar hypothese, la

matrice (m) et la fibre (f) possedent la méme dédétion longitudinales, que le matériau
composite :

Em—8us —&

3/

Figuees. Chargement longitudinal

L'état de contraintes dans chaque matériau edatigles traction pure, et les contraintes de
traction sont données par :

on=E,& dans la matrice ;
et o: = Ef ¢ dans le fibre.

La charge totale appliquée est :

F =0 Sttom Sm 2.20
Ou :SetS, sont respectivement les aires de la section dfeita fibre et de la matrice.
En reportant les expressions des contraintes étiederniere relation nous obtenons :
F=(Ef St+EmSm)eL 221
La contrainte de traction dans le composite estidéfar :
o,=F/g=E.z 2.22

En remplacarf par son expression on obtient.

S
B, = B /g4 Ep /s 2.23
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Avec :

E. : Module d'élasticité longitudinal du composite ;

S = §+S,, : Section droite du composite.
Pour un composite de largeur et de longueur égalesité, les fractions volumiques de la
fibore (V¢), et de la matricéV,,) sont données par :

Sex1 e
V=t —=—1 2.24
SX1 e +ep
_SmX1 _ enm
f— Sx1 ertem
2.25
Le module d'élasticité du composite s'écrit alors :
EL=E{V{+EnVn 2.26
Finalement, en notons qe+V,, = 1, cette derniere expression peut s'écrire :
E.=E{V{+E, (1-V
L fVvVf m ( f) 227

b) Module d'élasticité transversal £

Considérons a présent le méme matériau que préceaignsoumis a un chargement suivant
I'épaisseur du composite (figure 2.6).

Figure 2.6. Chargement transversal

Dans ce cas les états de contraintes dans laefilitans la matrice sont identiques, et sont
définies par la contrainte de traction dans le asitgw, tel que :

Om = 0f = 07 . 2.28
La déformation dans le composite est donné par :

_ 1 _ Alemter)  Aep Aey
&r = ET r— emtey - emtey + emtef - eTme + sTfo 2.29
Cette expression peut étre réécrite sous la forme :
1 ! Vi + 1 V ! 1 Vo, + ! V
— 0y =—0 —0Vy=>—=— —

Le module d'élasticité transversal a pour expnessio
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EmEf
Er =—F—
ViEf+VfEm 2.31
Ou encore :
1
E. = S —
T m (1_Vf)+i_r;zvf 2.32

c) Coefficient de Poissowy

Le coefficient de Poissary est défini comme étant le rapport des déformatiansversales -

longitudinale, pour un chargement longitudinal(fey2.5). ,
_ir

€L 2.33
En remplacant la déformation transversaje) (par son expression (2.29), nous obtenons

Vir =

Vi = ETme + ETfo 234
€L

Et en introduisant les coefficients de Poissonadendtrice et de la fibre pour la méme
déformation(ey,, = &5 = £1) ;

er Erf
Vp=——" et vp=— 2.35

Le coefficient de Poisson du composite s'écrit :
Vir = V(1 —vy) + v,V 2.36

d) Module de cisaillement G+
L'état de chargement donnant lieu & une déformagiaisaillement est illustré par la figure

4T

2 en
m) :® m’e'

-4

Les contraintes de cisaillement dans la matritzefitre sont identiques et égales a la contrainte
dans le composite :

Figure 2.7. Changement donnant le cisaillement

Tirm = Tory = Uit 2.37

La déformation angulaire(y,y) dans un matériau élastique est reliée a la coetrdie
cisaillement par le module de cisaillement {§5selon l'expression :

39 2.38
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2(1 +vp) . Tir

E, " G
D'autre part on observe sur la figure (2.7) que :
Yir X (em + ef) =Yirm X €m * Viry X €f

Yir =

2.39
Ce qui revient a écrire :
Yir = YirmVm + VireVr 2.40
Ou encore :
TLT _ TLTm TLTf
— = Vin +—V
G Gm G 2.41

Finalement, en tenant compte de l'égalité des amotets, le module de cisaillement du
composite prend la forme :

1
Gmw 2.42

2.2.5.2 Méthodes analytiques pour la déterminatiodes modules d'élasticité du pli

Gir =

La comparaison entre les valeurs des modules dééasnexpérimentalement sur des
unidirectionnels et évaluées par la loi des mélmagaontré que seules les formules (2.27) et
(2.36) donnent des valeurs proches de celles @stesxpérimentalement. De plus, cette
méthode ne permet pas d'évaluer le module ddersaitG+.

Une approche plus précise consiste a développemddsles tenant compte de la
géométrie des fibres et de leur arrangement aribot de la matrice. En considérant un
arrangement cylindrique (cellule élémentaire ctugsti d'une fibre entourée d'un cylindre de
résine figure (2.8), la résolution du problemeadi@ité correspondant permet d'aboutir a des
solutions analytiques exactes [1] représentanbrigoortement du composite constitué d'une
répartition uniforme de cette cellule.

L v =“r =1 f
Fe.9.0.0.9.0.9.0 .9.9.9.9 .4
... 99070919998
Rt e 0 e,% 0, 0, 0, 0,0 ,0)

sens long

Figure 2.8. Composite unidirectionnel
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Les cing modules indépendants obtenus par cettecigpsont :

a) Module d'élasticité longitudinal

2
W (1-Ve)(ve— V) 2.43
f fI\"f m
E,=E/V;+E,(1+V;)+ v, 1 1.7,
Kn Gn ' K,
~EV;+En(1-Vy)
b) Coefficient de Poissow,r
V1=V g (i)
m_ Ky
vir = vV + v, (1-Vp) + T, 2.44
c) Module de cisaillement G+
60— Gr(1+V)+6Gn(1-Vy) ) 45
m .
Gi(1-Vs)+6G,,(1+7V))
d) Module de compression latéral K
Vy
Gr—G 1-V
fm f
kf—km+ +
fomTs ki +3Gm
e) Module de cisaillement transversal Gy
Vy
G =61+ - —
m m
m__ 38 (1_Vf) 2.47

Le module de Young transversal est calcule a pdesrmodules précédents grace a la

relation d’'élasticité :
2
ET — - - ) 2.48
1 |2 LT

2K| ' ZGTTIT Ep
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2.3 Détermination de I'équation constitutive du statifié

2.3.1 Caractéristigues d'une couche rapportées aéférentiel du stratifié

Dans le cas général, un stratifié est constitupldsieurs couches orthotropes,
homogenes ou composites, chacune d'elles pouventodentée difféeremment par
rapport au référentiel du stratifié.

L'orientation d'une couche est mesurée par I'ah@ligure 2.9), formé par son
axe principal 1(L) avec l'axe 1' (x) de référence. La notation (@;Rest utilisée dans
les relations matricielles, tandis que la nota{oy,z) trouve son application pour les
relations tensorielles.

I~

}-E.u

I

Figure 2.9. Axes principaux (1,2 ,3) d'une coucheeéérentiel (I',2",3") ou
(X,y,z) du stratifié

La matrice de passage du systéeme (1,2,3) au systienmréférence (x,y,z) est
donnée par :

cos@ —sin@ 0
[a] = [sine cos 0 O]

0 0 1
La relation de changement de base correspondantg p® tenseur des

contraintes s'écrit :

2.49

[6'] = [a][o][a]” 2.50

Qui apres développement et réécriture en notatiatrimelle prend la forme :

{o'} = [T,]{a} 251
Ou
cos?6 sin%0 0 0 0 2 sinf cosf T
sin%6 cos’0 0 0 0 —2 siné cos6
re = 0 0 1 0 0 0
0 0 0 cosf —sinb 0 2.52
0 0 0 sinf@ cosb 0
L — sinf cos@ sinBcosfd 0 O 0 cos?8 — sin?6-
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La relation de changement de base pour la matrecegidité s'écrit alors :
[C'] = [T,][CI[T,]"
2.53

Quelque soib, la relation entre contrainte et déformation ppaatée aux axes du stratifié
possede la structure suivante:

Oxx C'11 C2 Ci3 O 0 Cli6] ,exn

/ayy\ c'y, Cy, C,3 0 0 C'yl| [ &y

Oz | _|Ciz3 Cas C'53 0 0 C36l]| €2z 2.54
Oyz | | 0 0 0 Cl4s Clus 0 ||V

Oxz 0 0 0 Cu Css O Vxz

P e Che C36 0 0 Cleel Mo

ou

Exx S’y Sz Sz 0 0  C'i6] ,04x

/ eyy\ S S S 0 0 Cyl oy

| €zz | S'i3 Sy S'ag 0 0 S's6 Ozz 2.55
Iz 1710 0 0 S, Su 0 ||0:]

Vxz 0 0 0 S4us Sss O Oxz

Yo/ 186 S'26 S'3e 0 0 Sel MW

Cette forme met en évidence des termes de coupatien-cisaillement dans le plan (£
C'y6 ,C'39), et cisaillement-cisaillement ££); de nature différente du couplage induit paietef
de Poisson .

2.3.2 Etat de contraintes planes et constantes dgidité réduites

Un état de contraintes planes dans une couchéfiest ghar le tenseur des contraintes au point
(M), exprimé dans le référentiel du stratifié par :

Oxx Oxy 0O
o' (M) = Oxy Oyy O 256
0 0O O

Il est rencontré si la longueur caractéristiquesdame direction (ici la direction 3 (z2))
est tres faible devant les autres. Dans cette sxpede cisaillement transverse est
supposé non nul; le plus souvent on le considaremnul; alors13=623=0

La matrice de rigidité réduite

43
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01 C11 Gz Ci3 0 0 Ce11 /&1
/02\ Ciz Gy Cy3 O 0 Ce /32\
0 0

Il vient donc :
& =0

e =0 2.58

1
&3 = — = (C13&; + (36, + Cg386)
C33

Il est possible d'exprimerl, 62 etc6 en fonction del, ¢ 2 ete 6 :
6123 613C23 613C36
01 < 11 ng) & 12 Cas 16 — Cas

2

C13C3 C33 C23C36
0 = (612 - Cas )51 Cyy — C_33 & + <C16 Cas )56

C13C36> C23C56 < )
=(Cie — £ +<C — )e C
( 16 Cas 1 26 Cas 2 66 — Cas

L'équation de comportement du mono pli peut dodarise :

01 Q11 Q12 Q6] /& &
<UZ> = [Q12 Q22 Q26] <€2> = (g <€2>
96/ R Qi Q26 Ues €6/ R €6/ p

Et

2.59

2.60

2.61
(), = e ce] (),

La matrice symétrique Qest appelée « matrice de rigidité réduite ». Ejgésente le
comportement de la couche anisotrope en contrgitéess.

Dans le cadre de l'étude des matériaux orthotropematrice ) devient dans le
repere d'orthotropie :
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Q11 Q12 0 &1 ) 60
Q' =1Q'12 Qx 0 €2 '
0 0 Q'sel %6/ R

Détermination les module d’élasticité

Pour une couche a renfort unidirectionnel rappoétéen repére d'orthotropie, et si le
composite subit une traction pure selon chacun ek axes principaux ou un

cisaillement plan dans ses axes principaux, , onntrmo facilement que
2
01 Q12
E1=€_=Q11_Q 2.63
1 22 :
2
_ 0z Q12
E2 - Q22 -
&2 Q11
- Q12
12 — A
Q11
S Q21
21 —
Q22
O6
Gz = < = Qs

6

Et les constantes de rigidité réduites sont rel@es modules de la couche selon les
relations suivantes :

Ey Ey
Q11 = =
A ”122% 2.64
2 .
E; E; E;
Q22 = 1—vivy, 1—v122%_ E, Q11
1
vk
1= 7 VigUss V12022
Qe = G12

Les relations de changement de base pour les coestde rigidité réduite®;;
et pour les rigidités de cisaillement £ 'C'ss et Css, déduites des expressions (2.53)
et (2.60), sont données par :
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Q'11 = Q11c05*0 + Qy,5in*0 + 2(Q1, + 2Q4¢)sin?Hcos?0

Q15 = (Q11 + Qyy — 4Qge)c0s%0sin?0 + Q,(sin*0 + cos*0)

Q'16 = (Q11 — Q12 — 2Q¢¢)sinb cos®6 + (Q12 — Q22 + 2Q66)5m39 cosf
Q'5, = Q115in*0 + Qy,c05%*0 + 2(Q15 + 2Q¢¢)sin*Ocos?6

Q'26 = (Q11 — Q12 — 2Qe6)sin>0 cosO + (Q12 — Q22 + 2Q¢6)sinb cos>6

Q'66 = [Q11 — Q12 — 2(Q12 + Q66)]5in*0 05?0 + Qg6 (sin*6 + cos*0)

Et
C' 44 = C44c08%0 + Css5sin0
C'4s = (Css — Cy44)sinb cosO 2.65b

C,55 = C44Sin29 + CSSCOSZQ

Ou:
Caa = Gy
Css = Grpy

2.3.3 Théorie des plaques - schémas du premier oglr

Une plaque (figure 2.10) est un systéme matérlghit® par deux plans paralléles,
distants I'un de l'autre d'une distahceet une surface cylindrique dont les génératrices so
perpendiculaires a ces plans. Un plan intermégiairallele aux deux premiers définit le plan
de référencéxoy). L'épaisseun mesurée dans le semgest petite comparativement aux
deux autres dimension®xX et oy), ce qui justifie 'hypothése de contrainte noamadgligée
(62,=0) [11].

Figure 2.10. ElIément de plaque
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2.3.3.1. Développement limite des déplacementsdh variable x; [Z]

Les schémas du premier ordre sont basés sur Negeotle Kirchhoff qui stipule que
"les sections droites restent droites apres chamieni'expression mathématique de cette
hypothese consiste a développer les déplacemeriuidpointM (x,y,z)dela plaque,
notésu, v etw, en polyndémes du premier degré en z, fonctions éiglacements d'un point
de référence du plan moyeny(i, y, z) ,notésuy, vy etwy.

Dans la théorie de plaques, on raméene le compontedes points de la plaque
a celui de la surface moyenne et on suppose un glaandéplacement selon la
variable x3.

Le champ des déplacements s'écrit alors :

uCx,y,z,t) =u(x,y,0,t) + 2z, (x, 3, ) + 2% (x, y, 1) + 23 (x, 3, 1)
v(x,y,2,t) = v(x,y,0,t) + 29, (x,y,t) + z°P, (x,y,t) + 2>}, (x, ¥, 1) 2.66
w(x,y,z,t) =w(x,y,0,t) +ze,(x,y,t) + 22, (x,y,t)

L'expression (2.66) est un développement en sél@ sg¢. Comme % reste
faible devant les autres dimensions, on supposg&ta gchéma du premier degré est
suffisant (hypothése de Hencky-Medlin). D'autret,pam noteran(xi, X2, 0)= u’(x1, X2),
de méme pout(Xy, X, 0)= W (X1, X2),

L'expression (2.66) devient :

ulx,y,z,t) =uy(x,v,0,t) + zp,(x,y,t)
v(x,y,2,t) = v5(x,¥,0,t) + zp,(x,y,t)
w(x,y,z,t) = wy(x,y,0,t)

2.67

Ug, Vo : Déplacements en membrane.
wo : Déplacement transversal (fleche)
Qx, Qy: Rotations des sections droites respectivementldarnsans (x, z) et (y, z).

En remarque que la conséquence de cette hypotbiege'@ne section droite
reste droite (voir figure (2.11)). En revanche,slencadre que nous nous sommes
fixé, il n'y a pas d'hypothése sur I'anglealors que dans la Théorie des Plaques
Stratifiees, le cisaillement hors plan est néglggéjen qu'une section normale au plan
du stratifié reste normale au plan apres déformdtigpothéses de Love-Kirchhoff),
ce qui se traduit par les conditions :

oul oud 2.68
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Figure 2.11. Déformation d'une section dans leedidm schéma au
premier degré

2.3.3.2. Champ des déformations

Le champ des déformations associ€, déduit a petia deéfinition du tenseur de la
petite déformation qui s'énonce figure (2.12) :

eijzl oui |, 0 i,j=123 2.69
2 ax] axi
VGt . O
- -8, “ 28,
e L
- .—"il'l.ii - Ji"‘i
1 ay_ | — a0
, TR , 4G e
m L [
. . o R - Ry B
G . ek e
f : i N i
I i L |
| J: ; —— 5 ;
: : 1 :

| i

Figure 2.12. Schématisation des déformations dasasldes théories du premier ordre
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Alors :
€11 = 3_12
ou,
€22 = a_x2
_ Oug
33 = 6_3
1/0u; OJu, 2.70
€12 = &1 E(G_xz—l_a_xl)
1/0u; OJus
€31 = €13 =§(6_x3+6_xl)
1/0u, OJdus
€23 = €32 = E(G_xg, a_x2>

Comme dans le cas des contraintes, le champ dentsfons au point M d'un
solide est donc un tenseur de rang 2 symétriqueen@l) . Il y a donc 6 grandeurs
représentant les déformations [11] (3 translatetris rotations).

e(M) = |¢xy Eyy Eyz
Ezx Ezy €zz

En appliquant les équations (2.69) et (2.66), feggion des déformations devient :

_Ou_ duy 0@,

Fx T 5% T ox Tz o0x
_6v_6v0+ o

&

oy 9y " ay

. aW . aWO —0

gzz - aZ - aZ - 272
C e = dv N ow aw,

Vyz vz = %5 oy Oy dy
e = ou N ow aw,

sz SXZ aZ ax <px ax
B _Ou dv_ (duy 0vg dp, 0@,

Yoy = 2Exy = 50t 55 T (EJFE)”(WJrW

Les équations (2.71) montrent que les déformatotanss le plan de la plague sont
issues de deux contributions :
A) Une déformation « en membrane » :

2.73
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0
N

€11 0
du
eEmnM) =| €, | = 6_2
% X2
12 oud  ou?
dx, 0x,

B) Une déformation « en flexion et torsion » :

/ % \ 2.74
0x
k11 .
Ef(M) =x3| k22 | = x3 O
k X2
12
092 09
dx; 0x,

On notera que dans la théorie classique des plaitafiées (hypothéses de Love-
Kirchhoff), les équations (2.68) et (2.74) donnéexpression des déformations en
flexion et torsion suivante :
( 9%ul \
dx2

k 2.75
11 aZug
& (M) = x3| kzz | = —x3 2
12
Kz 0%u,
6x16x2/
La déformation totale est de la forme :
€01 k14
gmf(M) = 532 +Xx3 (kzz) 2.76
sz k12

2.3.3.3. Champ des contraires

Dans un stratifié constitué aecouches, la relation contraintes-déformations dans
couchek rapportée au référentiel du stratifié s'écrit, enction de la loi (2.57),
comme Ssuit :
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Oxx C'11 Cp Ch3 O 0 C'i6] ,exx
/Uyy\l C'iz C'y (3 0 0 C'y /gyy\

Ozz | C'i1s C'y3 ('3 0 0 C'36] | €2z |

1o [Tl o 0 0 Cu Cus 0 || Wz]

(o) ! !

\oz) |0 0 o e e 0|

-~ 16 26 36 66-

En considérant I'hypothese de la théoriepliggues ¢,,~63:= 0), et en remarquant que

le champ des contraintes de cisaillement transvestelécouplé du champ des contraintes
de membrane-flexion, ce dernier correspond a undétaontraintes planes. En introduisant
les coefficients de rigidité réduite et en séparast contraintes et les déformations de
cisaillement transverse, la relation (2.77) devient

Oxx Q11 Q12 Q1 O 01 /&xx
Oyy Q12 Q2 Q' 0 0 Eyy 278
Oxy | = QI16 Q,26 Q,66 0 0 Exy
\Uyz / 0 0 0 Qu Qs \Vyz /
Oxz L0 0 0 Qs Q'ssl \Nxz
Et
2.79
€33 = B (C13€11 + C3855 + C36Y12)
33
Ou
1o 2.80
, , Ci3C3 .
Qi = Cj; _16‘_3’,3] , Lj=126
Qij = Qj

En décomposant le champ des déformatitess,relations de
membrane flexion s'écrivent :

comportement en

0
Oxx Q11 Q12 Q6 8,(;,5 Q11 Q12 Q46 Ko » 81
Oyy| =|Q12 Q22 Q26| |&vy|+2|Q12 Q22 Q2| [*yv |~
Oxyly Q16 Q26 Q'ss K Egy Q16 Q26 Q'ss K Ky
Soit :
O-xx
ny] = [Q'lilem(x, ¥} + 2[Q'T1{k(x, ¥)} 2.82
Oxy
Et les relations de comportement en cisaillenm@mistverse sont données par :
"xx]_[cfm Cims]
[ayy [ k{ye(x, )} 2.83

51



Chapitre 2 Formulation du comportement des compssitalticouches

2.3.3.4. Résultantes et moments

La figure (2.13) représente la dispositides couches et leur repérage par
rapport au plan moyen du stratifié. Par convenfi®]j, les couches sont humérotées
de bas en haut dans le référentiel du stratifiagquh couch& étant limitée par deux
cotes k., ethy, mesurées par rapport a la surface moyenne [13].

L'intégration des contraintes dans I'épaisshu stratifié, en respect de la
relation de comportement pour chaque couche (278) champ des déformations de
la plague, permet de définir les résultantes et emisa I'échelle du stratifié.

Humero de /\ A
couche

[E39 \

Figure 2.13. Elément de plaque stratifice
a) Reésultantes en membrane

Le champ des résultantes en membraneNQtéy) est défini par :

h/2 2.84
N(x,y) = fak(M)dz
—h/2

Ny Ny, Ny, sont les résultantes par unité de longueur, riegp@ent des contraintes normales
selon x, y et des contraintes de cisaillement taptan (x,y), elles sont représentées sur la
figure (2.14)
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ﬁ' i
i A - el L )
._.’J_ _______ ATl bt bbbtk gl
Ny
h o
7 AT
A et N

4 5

Figure 2.14. Représentation des résultantes etrarendes actions exercées sur un élément
de plaque stratifiee

Ou o (M) matrice de contrainte en membrane pour les éhdso,, o, eto,, dans la
couche k. alors, la matrice de résultantes réésous la forme :

Ny hk Oxex 2.85
N(x,y) = | Ny [ ] dz
Nx 1hk 1

En reportant (2.82) dans cette derniére expressem,résultantes en membrane
s’écrivent :

n
N =) [ (@ e} + 2@ Nlk(x Dz 2.86

klhk1

hy

Z{[Q']k{emu ) f dz + [Qlulk(x,)) j 2dz

hg—4

Z(hk i@ [2 +Z (h + h3_,) (@K%, )]

Soit :

{N(x,y)} = [Al{e;n(x, ¥)} + [Bl{k(x, y)} 2.87
Avec :
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2.88

Ajj = (hy, — hk—l)(Qi,j)k

NgE

w
Il
[y

2.89

n
1 !
Bl] = EZ(hlzc - hlzc—l)(Qij)k
k=1

b) Résultantes en cisaillement
De la méme maniére, on définit les résultantesisaillement, par unité de longueur,
comme suit :

2.90

Figure 2.15. Représentation des résultantes aillement
En introduisant la relation (2.83) dans I'expressi2.90), les résultantes en
cisaillement s'écrivent :

{Q(x, y)}—[Qx] Z Hg:: 22 P 2.91

:Z[C:M C45 [)’yZI ]dz
Chs Cisl”® vY,

Cyy C, Yyz
(b= )[ i ?5] [y]
Z k k—1 C4_5 655 k ygz
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Soit :
_ [Faa F45 sz
Avec :
n
, .. 2.93
Fj; = Z(hk - hk—l)(Cij) L,j=45
k=1

Pour tenir comte de I'état de déformation réel ¢bamsement des sections droites), les
résultantes de cisaillement sont modifieées en ragapit les coefficients;F par de
nouveaux coefficientsl;; [1], tels que :

Fij == kUHU

Ou les parametrels;; sont des facteurs de correction en cisaillememt¢tarminer.
Les résultantes de cisaillement sont alors donpaées

o 2.94
Q)= Qy] = [H:: H:ﬂ [yﬁz]

c) Moments de flexion-torsion
Les contraintes de traction et de cisaillement &g&s sur un élément de stratifié
génerent des moments résultants de flexion etrd@itn définis par unité de Iongueur
selon

Uyy] dz 2.95

Ox

Mf(x'J’)= M zn: fZ
y| k=

x -1

M, etM, sontles moments de flexion et )Mle moment de torsion. La figure.(6)
illustre ce cas

Figure 2.16. Représentation des moments de flestioie torsion
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En remplacant les contraintes dans le plan par dgpression (2.82), les moments

résultants s'écrivent :

n hy

My} = Y [ 2@ ulenx )} +21Q ks y)Ddz

k=1hk_1

n hy n hy
= (@ lent )} [ zdz+ Y [@Ulk(xy) [ 7 dz
k=1 hy_q k=1 hy_q

n 1 n 1
= (0~ W)@k [em(e )] + . 3 (R + B [QLIK (2 ¥)]
k=1 k=1

Soit :
{M;(x,9)} =
Avec :

n
1 !
D;j = §Z(h13< - h13<—1)(Qij)k
=1

2.3.3.5 Equation constitutive

En regroupant les expressions (2.86), (2.94) €6§2.nous obtenons une
équation qui relie les efforts et les moments tastd aux déformations et courbures
du plan moyen du stratifié. Cette équation déeritdmportement global du stratifié,
elle est appelée équation constitutive et preridriae:

[Bl{em(x,¥)} + [DI{k(x, y)} 2.96

2.97

0
[ Vo ] A1y A1z A Biyn Bz Big 0 07 g’éx
Ny Ajp Ay Aze Biy By By 0 0 ||%W
Ny Avg Aze Ags Bis Bys Bes 0 0 ||€xy
M, _ Byy Byy Biy D11 Dy Dig O 0 || kx
M, Byy Biy Bi1 D1z Dy Dy O 0 1 ky
M,, Byy Biy1 Bi1i Dig Dyg Dgg O 0 Koy 2.98
Q, 0 0 0 0 0 0 Fu FEu vo,
o] L0 0 0 0 0 0 Fy Fyl y
L Yxz -

Avec :

Ajj Z(hk hi-(Qij),, ZQ 2.99

l] zz(hk hk 1)(Q11) = Z Qlkjekzk

! Z3
D, = 5;@% - hE_)(Q)), = ) 0k [e"(z,% + 1—’;>]

Et
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n

n
Fj = Z(hk — he-)(C), = Z Clie* pouri,j=4,5
k=1 k=1
Ou

Aj : est la matrice de rigidité en membrane ;

Bj : est la matrice de couplage membrane-felxionidars
Dj : est la matrice de rigidité en flexion-torsion ;

Fij : est la matrice de rigidité en cisaillement trarse ;

Ce couplage est nul pour une stratification syma&i Mais méme dans ce cas, ils
subsistent d'autres niveaux de couplage qui forspkificité du comportement des
stratifiés. Il s'agit du

- Couplage traction-cisaillment induit par les termdgsg etA,g ;
- Couplage flexion-torsion induit par les termeg 8tD ,¢ ;
- Couplage cisaillment-cisaillment induit par le terfys

2.4 Formulation du probleme général de dynamique destratifiés

2.4.1 Relations fondamentales des plaques dans wihéma du premier ordre

Les relations fondamentales ou équations d'égeititun solide élastiqgue sont données
par la forme élémentaire :

2.100

aai]-

ox;
]

Si I'on pose que les efforts de volume exercésususolide (champ de gravité, le

champ magnétique...) song f, et f, et si le repere choisi est galileen, la Relation

Fondamentale de la Dynamique s'écrit localemeitastiles axes X, y et z

+fi=pq; i,j=1,23

0 0 0
aaxx'kao-xy'l'aaxz'l'ﬁc:pax » 101
0 9] '
any +£ayz +aaxy + fy = pa,
0 0 0
3, 2% + 3 0¥ +@ayz + f, = pa,
Ou
fx, fy et f, : sont les forces volumiques applique au point M.
a, & et g : sont les composantes d'un vecteur d’accélératiopoint M.
p : la masse volumique .
L’expression de I'accélération écrire
0%u, N %@,
a, = Z
X ot? ot?
2.102
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d%v, 0%,
=52 Tz ot2
2w,
9= 52

Dans le cas des plaques multicouches, l'intégratiooes équations suivant I'épaisseur
de la plaque permet d'obtenir les relations d'dayes relatives aux résultantes et
moments [13].

2.4.1.1 Equilibre par rapport aux résultantes en menbrane

La premiere équation d'équilibre, exprimée dans rkferentiel du
stratifié (i = x), correspond a I'équilibre des cef§ en membrane dans la
direction x et s'écrit :

h/2 h/2 h/2 h/2 h/2 2103
a”"" f 7% dz f 9% 4y f dz = f d |
3y 97 z frdz = pa,dz
—h/2 —h/2 —h/2 —h/2 —h/2

La continuité des contraintes dans chaque cokcheleur discontinuité d'une couche
a l'autre conduisent a ecrire :

h/2 2.104
aaxx aaxx
Z f axz f 0 dz =
—h/2 k=1p;_4 k=1 hy_4
De méme pour la contrainte de cisaillement pign
h/2 5 5 2.104
o, N
Ydz = —~
dy ay
—h/2

Ainsi que pour la contrainte de cisaillement trarsales,, :

h/2
6axz B Z J‘ aaxz _ (h) h
Z Z_ axz 2 axz( 2)
1hy_4

< h h . .. L. P
Ou oy, (5) et o,,(— E) sont les contraintes de cisaillement extérieumesrcées
respectivement sur les faces supérieure et inférigdel la plaque, notées :

h h
Tix = Oyxy (E) et Ty, = O-xz(_ E) 2.105
L'intégrale de la composante suivartde la force de volume se note :

—h/2

h/2 _

[ frdz =F, 2.106
L'intégration du second terme de I'équatioin (2)1@mpte tenu de la forme du
champ des déplacements (2.67) nous permet d'écrire

2.107
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h/2 h/2 ) ,
d uO a Py
f pay dz = f p(x y,Z)( atz atZ >dZ
~h/2 ~h/2
, h/2 , h/2
0 Uy 0 Py
=2 f pdz + EY? f pzdz
~h/2 ~h/2
Finalement en posant :
h/2 2.108
B = | p7)dz
~h/2

L'équation d'équilibre en membrane, dans la divectiet de méme pour la direction
y dont I'équation d'équilibre est donnée par :

dN, ON 0%u ik 2.109
x xy — 0L p Px

0x dy dt? Jt?

0N, 0Ny, 0%v, 0%,

ay + ax + Fy + le - sz = pS atz + R atz

Et
h/2 N hy n
Ps = f de = Z j pkdz = Z pk(hk — hk—l) 2.110
_h/z k=1 hyg—1 k=1
1 n
ps = EZ pic(hi; — hiz_q
k=1

2.4.4.2. Equilibre par rapport aux résultantes de isaillement
La derniére relation d'équilibre pour (i = z) stecr

h/2 h/2 h/2 h/2 h/2 2.111
do do
xz f ayz 7 + f aZZZ dZ+ f fZ dz = f pa, dz
—h/2 —h/2 —h/2 —h/2 —h/2

La méme démarche précédente conduit a
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h/2
aade a0, 2.112
dx Z= dx
—h/2 2.113
h/2
do,, Ay — aqQ,
ay ay
—-h/2
h/2
dc,, h h 2.114
3742 = 0 (3) =7 (-3) = 4G =
—h/2
Ou gest la différence entre les pressions exercédssiaces de la plaque.
La relation d'équilibre devient alors
20 | 2%y LT
ax+ay+q+FZ_pS otz 2.115
Avec :
h/2
FoBul= | (fuft: )iz 2.116
~h/2

2.4.1.3 équilibres par rapport aux moments

L’expression de I'équilibre des moments, pour @wmé&nt de plaque, s'obtient
en multipliant les deux premieres équations d'éayeil(2.100) par et en les intégrant
dans I'épaisseur. L'équilibre des moments le loagaddirectionx s'exprime selon

I'équation :
h/2 h/2 h/2 h/2 h/2
J 0% +J 0%y 4 +J 0% 4 +J dz = J d =
z % z z 3y z z Ep z zf,dz = pza,dz
~h/2 ~h/2 ~h/2 ~h/2 ~h/2
Les deux premiers termes s'écrivent :
h/2
J_ aaxxd oM, 2.118
“Tox P Tox
—h/2
h/2 2.119
do oM
Xy Xy
J z 3 dz = 9%
—h/2
L'intégration par parties du troisieme terme ali@uti
2.120
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h/2 h/2
00y, , h/2 _h (h\ h h
f z 0z dz = [Zaxz]_h/z - f Oxz = 5 O0xz <_) T 50 <_ _) — Qx

2 2/ 2
—-h/2 —h/2

h
= E (Tlx - TZx) — Qy

Finalement en introduisant le moment d'inertierpaport au plan moyefxoy)de
I'eélément de plaque unitaire situé au point (X, y)

h/2
R, I, = ,z% )pd
xy f (2,27 )pdz 2.121
~h/2
Avec :
n
1 3 3
Ixy = § pk(hk - hk—l) 2122
k=1
En en posant :
h/2
2.123
P P, = f (zfx,zfy )dz
~h/2
L'équilibre des moments le long de la direction'écrg :
aMx any h azuo az(px 2124
2 T ax 12— T2t B -0 =RoF+ 1Ly o5 '

De la méme maniére, nous obtenons l'équation libgudes moments le long de la
directiony :

oM, ON,, h d%v 0%
y y 0 y
+ _|__(1-1 —T2)+P—Q R7+I =0

2.125

Les relations (2.109), (2.115), (2.124), et (2.X2B)stituent les équations d'équilibre ou
équations du mouvement dans le cas de la théasquie des plaques. Elles s'appliquent aussi
bien a des plaques homogénes qu'a des strafjfies [1

Finalement en obtient les équations d’équilibressui:
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oON, ON 0%u, 0%¢p

axx 6;y+Fx+T1x Tox =Ps g +R atzx

oN, ON 0%v, 9%

5 Y 4 a;y +F Ty~ Ty = s +R atZy

00, 00, 92w,

ax oy I T PG

OM, ON,, h 0%u, 0%¢,

7% T ox E(Tlx_TZx)'I'Px_Qx:R?"'Ixy?

oM, ON,, h 92v 920
y xy _ 0 y

5 T oy T2ty )t B — Q= Ra

2.126

La combinaison des trois dernieres relations dilgupermet d'écrire une nouvelle équation
du mouvement indépendante des résultantes déeoissit

9°M, 0*M 0’M
=+ Y122
0x? dy? d0xdy
0w d3u 03v 93 R7)
= ps—— +R St | + 1y go"2+ >
at dxdt* dydt dxdt? dydt
2.4.2 Equations du mouvement du stratifié
Les équations du mouvement du stratifié sont obgern reportant les expressions des
résultantes et des moments données par l'équalitsiitative (2.70) dans les relations
fondamentales des plaques. Dans le cas ou lesiiastistifié sont libres de toutes contraintes

et les forces de volume sont nulles, les équatihnsmouvement du stratifié sollicité
transversalement par une charge q sont données par

tq
2.127

Aiv 55 O + 2416 5 07 +Ass 55 i + A6 Ovy =+ (A1z + Aes) 07w,
0x2 dxdy dy?2 0x? 0x0y
+ Az a;yvz" + By, a;(pz" + 2By gzgy + B aa;p" 5 108
+ Bie % + (B12 + Bge) Zzgy + B2s aa e
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9%u, 0%u, 0%u, 0%v, 0y
W-I_ (A, +A66)M+A266—3/2+A66W+ 21426%
+A22662_;20+ B16%+ (B12 + Bee)%"’ 326662_;0236
% 428, % +B,, a;% 2.129
=P a;;o TR aazzozy

0@, 0w, dp, 0@ 92w,

A16
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2.5 Expression des conditions aux limites
Les conditions imposées aux frontieres d'une stracpermettent d'aboutir a
des solutions uniques des équations du mouvemdg8Pa (2.132).

La figure (2.17) représente un élément de frontieepéré au point P
(x, y,0) par le systeme d'axes n, normale ext&ietr la tangente dans le
plan moyen et k = z. La déformée au point P dutiB&aest caractérisée
par le déplacement de ce point exprimé dans la b@f??) par ses

composantes ¢h(X, V), Von(X, V), Won(X, y), et par [lorientation de la
déformée définie pa% .

Les efforts exercés au point P sont les résukame membrane N
N.;, en cisaillement Q, les moments de flexion M,et de torsion,M Les
conditions imposées portent sur l'une des grandeleschacune des paires
suivantes :

dwg OMy, 2.133
uOnan; uOtiNt; a_nr no Wy, 6: +Qn

Figure 2.17 Elément de frontiére de la plague gdne associé
2.5.1 Appui simple

La figure (2.18) représente la condition d'appoige. L'expression de cette condition
est donnée par :

wy =0, M,=0, N,=0 N, =0 2.134
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Figure 2.18 Schématisation d'un appui simple

2.5.2 Encastrement
En considérant la figure (2.19), la condition dedoencastré peut s'exprimer selon

aw, 2.135

W0=0, %=0, u0n=0 u0t=0

Figure 2.19 Représentation d'un encastrement

2.5.3 Condition de bord libre
Un bord libre est caractérisé par la nullité destlms efforts et moments :

aw
Ny =Ny = Q= My =My ——2=0 2135
L'équilibre des moments de torsion sur ce bordufég2.20) s'exprime sous la forme :
2.136
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oM,
M, + M, + Tdt +Q,dt=0

Ou Q,dt: est le moment résultant di a l'effort de cisaillatnd.a résultante de
cisaillement est donc reliée au moment de torsan p

oM 2.137
nt
+Q,=0
5t T @n
Qui est la condition de frontiere de Kirchhoff.d&txprime la contribution du moment
de torsion sur le bord a l'effort tranchant totedreé sur ce dernier [7]. La condition de
bord libre se résume dans ce cas a :

OM,, L0 =0 2.138
at Qn -

t

|

o\

Figure 2.20. Variation du moment de torsion lgglafun bord

2.6 Formulation énergétique de la théorie des stiiies

La résolution du probléeme général de dynamique stestifiés consiste a
déterminer les trois deplacements W, et w, et les deux rotations ,Qet Q,
satisfaisant simultanément les équations du mouner(2128) a (2.132) et les
conditions aux limites imposées sur la frontiére.

L'utilisation d'une approche variationnelle perrdetdévelopper des méthodes
de résolution approchées. Ces approches sont baseés calcul des €nergies de la
structure, énergie de déformation, énergie cinétiqravail des efforts extérieurs et
énergie dissipée [7].

2.6.1 Energie de déformation
Pour un milieu élastique, I'énergie de déformaélenmentaire s'exprime par :
2.139

1
dUd = Eo'ijsijdv

L'intégration de cette relation sur le volume dsolide permet d'obtenir I'expression
de I'énergie de déformation totale du solide é&jasti
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ma £,dv 2.140

Ou sous forme explicite :

= Efﬂ (Oxx€xx + OyyEyy T 0225, + 0yzEy; + OxzEx, + nysxy)dxdydz 2141

En tenant compte de I'hypothése de contraintesepld, = 0), et des relations
contraintes déformations pour chaque couche k Y2l88ergie de déformation totale
d'un stratifié peut se mettre sous la forme :

1
= E_[.f (Qﬁ&%x + Q§2€32;y + Q§6Yny + ZQfZSxxSyy + 2Q{€6£xxyxy 2142
+ 2Q§6€yyyxy)dxdydz

En reportant les expressions des déformations (2&2s cette derniére expression et
en intégrant dans I'épaisseur, nous obtenons d&egjon de I'énergie de déformation
totale d'un stratifié¢ en fonction des déplacemasttsies constantes de rigidité de
I'équation constitutive.

()

2 11\ 55 1275 dy 22 dy
r2(a 204 4 @”o)(@u0+avo)+,4 (f’uu%)]dm
1675, 2675 Ox 66 dy | ox y

4 .

GZWO 02w, 0w, 92w,y \°
D11 + 2D12 Wa—}lz + D22 —2

+4(D o % 4p 07wy 62W0+4D 07wy Zld d
16 9x2 26 9y? | 0xdy %6\ xdy xay

2.142
2.6.2 Energie cinétique
L’énergie cinétique d’un volume élémentaire estrénpar : 2.143
dE. - 1 Ju;du;
c=2P%¢ at
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Ou y est le vecteur deplacement de composantes wy, v,

I'energie cinetique totale d'un solide s'exprimeadeelon l'integrale :

[ R ) P

En remplacant chaque composante du vecteur dépdaterar son expression (2.67),

et en intégrant dans I'épaisseur, I'énergie cinétdy stratifié, dans le cas d'un schéma
du premier ordre, s'écrit :

jj‘f 6u0 ? N v,  9%w,\’ +<6W )2 dxdvd 2.145
axat ot “ayor ot ) |V

h/2
R, Ixy — f (Z,Zz)de 2.146
—h/2
h/2
Ps = j pdz = z f prdz = zpk(hk hy—1)
—h/2 k=1hy_,

Avec :

ps . Masse surfacique du stratifié au poixgy) ;

Ixy : Moment d'inertie par rapport au plarof) de I'élément unitaire de plague situé
au point , y).
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3.1 Généralités sur la résolution des problemes d&borations des structures

L'étude des vibrations d'une structure a pour oibjete déterminer son
comportement aux chargements dynamiques, dans tledducomprendre et de
contrdler les problemes typiques liés aux mouvemeifiratoires (fatigue, résonance,
bruit..). La maitrise du probléme inverse [14] petrde développer des techniques
efficaces et rapides de caractérisation élastiqueviscoélastique, de controle de
qualité, d'inspection et diagnostic des structurasges sur les mesures des vibrations.
Dans les deux cas, la premiére étape consistelaeéva réponse de la structure en
fonction de tous les paramétres influant sur ceffgonse. Selon les hypothéses
retenues, la formulation permet de tenir comptecdmportement du matériau, des
défauts et des endommagements, de la nature dgechant et éventuellement de
I'amortissement externe et de l'effet du milieu, exprimant la relation entre ces
parametres et les inconnues du probleme, champ cdesgraintes (approche
contraintes) ou des déplacements (approche dépdats)n sous forme d'équations
aux dérivées partielles. La complexité de ces émusgtconjuguée a la géométrie de la
structure et aux conditions aux limites, ne perp&t en géenéral daboutir a une
solution exacte, et seules les méthodes d'intégratirecte permettent d'obtenir des
solutions numériques [7]. La modélisation apporie gimplification du probléme [8]
en introduisant des approximations des champs menncompatibles avec la
géomeétrie et les conditions aux limites. Pour unmpreche déplacement, la
modélisation peut étre discréte (masses concehtregmlytique (déplacements
généralisés) ou par éléments finis. Elle permetisde domaine des vibrations
linéaires, la résolution du probleme par superfrsinodale (ou intégration modale).
Cette méthode consiste a décomposer la réponseudansase formée par les modes
propres de la structure appelée base modale. Chamuposantan représente la
participation du moden a la réponse globale, solution de I'équation deillateur a
1 degré de liberté découplée des autres modesompartement dynamique de la
structure sera alors défini par ses caractérissiqnedales: fréquences et déformées
propres et amortissements modaux. Ces caractagstispnt obtenues en résolvant le
probleme aux valeurs et vecteurs propres corregpanaux vibrations libres de la
structure.

3.2 Fréquences et déformées propres des structuresmposites

L'étude la plus détaillée qui puisse étre menédesuvibrations des structures
composites repose sur la théorie de I'élasticidéniensionnelle. Dans ce cadre Chen
et Lue [15] reportent une solution analytique eggobur les vibrations libres d'une
plaque stratifiee orthotrope, rectangulaire, sim@Eet appuyée sur ses quatre cotés et
proposent une résolution semi analytique, baséelsuméthode de quadrature
différentielle, pour le méme type de plaques aydex bords opposés en appui
simple. Hormis ces cas, une telle étude nécessitedours a une modélisation par
eléments finis 3D . Toutefois, les types de chamgem auxquels sont généralement
destinés les stratifiés (membrane, flexion) fore tgs théories des plaques constituent
des approximations suffisantes du comportemenpldegies et coques stratifiées. Les
théories d'ordre supérieur tendant a modéliseéflarohation réelle des sections droites
(gauchissement) permettent une analyse préciseffi#s de cette déformation sur les
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fréquences et amortissements modaux, effets qui s@mjorés dans Je cas des
structures épaisses (stratifiés épais). Khatristafi [16] ont associé la puissance de
la méthode variationnelle pour la mise en équa#ionn traitement individuel des
couches pour étudier les vibrations d'une coquifsde conique en appui simple. Les
éguations du mouvement développées dans une appvisttoélastique (principe de
correspondance) et tenant compte des inertiegadslation et de rotation sont résolues
par la méthode de Galerkine pour obtenir les mquepres et les amortissements.
Koo et Lee [17] proposent, une modélisation éléméints basée sur une distribution
linéaire des déplacements plans amortissementiadags symétriques rectangulaires
simplement appuyées. Qian et al [18] ont dévelappélément finis plaque spécifique
avec une distribution cubique des déplacementsspour résoudre le probléme
d'identification (probleme inverse) a partir deBrations de flexion, et pour I'étude de
sensibilité, de plaques rectangulaires completeititaet, en stratifiés unidirectionnels
ou croisés. Cependant, la méthode des élémenssefatidifficile a mettre en ceuvre.
Pour les problémes d'optimisation, d'identificattanpour les études de sensibilité, les
approches analytiques sont mieux adaptées. Warjgujil@e la méthode Rayleigh-
Ritz basée sur les fonctions B-spline dans le coatde la théorie du premier ordre
pour déterminer les fréquences et déformées prodeesplaques en stratifiés
guelconques en forme de losange. Hufenbach et Gl yfllisent la méthode de
Rayleigh-Ritz pour résoudre le probleme des vibretid'un tube stratifié symétrique,
cylindrique, en appui simple. Le déplacement transal est modélisé par la fonction
caractéristigue de la poutre appuyée-appuyée dansatlre de la théorie de
Timoshenko. Angoulvant [21] a appliqué la métho@eRhyleigh-Ritz a 36 termes,
aux plaques symétriques rectangulaires, baséda théorie classique des stratifiés, et
a comparé deux types d'approximations : les fonstipoutres et les fonctions
polynomiales pour différentes combinaisons de bemsastrés ou libres. Il conclut
que les fonctions poutres donnent de meilleursltaedésu Ayorinde et Yu [22] ont
optimisé la méthode, dans le cas des plaques épa@s la base d'une approximation
a trois modes des déplacements et rotations p&wrietons poutres en formulation de
Timoshenko. Cheung et Zhou [23] ont développé destions poutres avec appuis
intermédiaires pour modéliser des plaques symésigsupportées en un ou plusieurs
points a l'intérieur de leurs domaines, par la w@¢hde Rayleigh-Ritz. Anlas et Goker
[24] ont utilisé des polyndmes orthogonaux commecfions d'approximation avec
transformation de base pour décrire les vibratidnmes de plagues symeétriques en
forme de losange simplement appuyées ou completegneastrées. Nallim et al [25]
généralise cette approche pour les plaques quisdales de formes quelconques, a
stratification symeétriques pour différentes cormatis aux limites.

L'analyse de ces différents travaux met en évidenedre niveaux de difficulté
abordés : la formulation (élasticité 3D, théories glaques), géométrie et conditions
aux limites (plaque rectangulaires ou non, coqueredolution), type de stratification
(orthotrope, symétrique ou quelconque) et méthagesesolution (analytique exacte
ou approchée, éléments finis). Partant du faitrguégyle générale la conception des
matériaux stratifies fait appel a des architectusgmétriques [10], et que les
épaisseurs réalisées permettent souvent d'apprdeherobléeme avec la théorie
classique des stratifiés [26], notre travail camesia déterminer les fréquences et
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déformées propres non amorties de plaques symésriquinces rectangulaires, en

balayant les différentes combinaisons possiblesodditions aux limites standards sur

les bords. Le seul cas qui se préte a une résolatmalytiue exacte est présenté
(plague orthotrope simplement appuyée sur sesajoatés) et sa solution est exposée.
Pour tous les autres cas, les solutions sont di&tées par la méthode de Rayleigh-

Ritz en utilisant les fonctions poutres comme fams d'approximation.

3.3 Vibrations de flexion des plagues minces syméjues
3.3.1 Equation du mouvement

Dans le cadre de la théorie classique des stigtléé déformations de cisaillement
transverse sont négligées :

Vg = 0, Yyz = 0 3.1
En reportant cette égalité dans les relations {21@@s obtenons :

aw,

0x(x,y) = T ox 39
aw,

@y (x,y) = oy

Pour un stratifié symétrique, et plaque orthotrtgsetermes de couplage membrane-
flexion-torsion (2.99), ainsi que le terme intédRqR.108), sont nuls :

Bij:O et R=0 et P=D,y=0

Dans ces conditions, et d'apres les équations dweneent (2.128) a (2.132), les
déplacements du stratifié dans le plan sont déésugh déplacement transversal. Les
résultantes en cisaillement étant nulles par hygs®h3.1), le déplacement transversal
(ou de flexion) est complétement décrit par I'égumatiu mouvement (2.127) qui en
considérant I'expression des moments (3.3a) etoadbures (3.3b), prend la forme
de I'expression (3.7).

My = D12 D22 D26 ky
M., Die Dz Des kxy
92w, 02w, 9wy 3.3b
kx = — axz (x,y, t), ky = —a—yz(X;}’; t); kxy = _2 axay (x'yl t) .
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Peut étre écrire équation a inverse :

ke] [P D Did|[Ma >4
ky | = D1_21 Dz_zl D2_61 M,
Ky Die D3 Deg My
Ou DO;™ la matrice inverse de [P
-1 1 2 -1 1
Diy =+ (D22D66 — D36), Di; =+ (D16D26 — D12D¢6)
3.5
D = _(D12D26 - D16D22) D_ = _(D11D66 D126)
D == (D12D16 - D26D11) D_ =% (D11D22 D122)
Et A le déterminent de la matrice [D]
— 2 2 2 3.6
A= D11D23D¢6 + 2D13D16D26 — D11D36 — D22D16 — Des D1
D 9wy  +2(Dyy, + 2D ) 0wy +D a4W°+ 64W°+ 3.7
1175 2 12 66 9x20y? 22 dy* Ps pye q :

I 64 Wo n 64W0
-~ Y \0x20t2  0y20t2
Dans le cas ou les termes de l'inertie rotatifsspeuiétre négliges, 0 I'équation de
la vibration est déduite comme:

90*w, 04w, 90*w, 9*w,
3.8
Fye +2(D12+2D66)2—ayz+D22 97" + ps 514

Dll

3.3.2 Fréquences et déformées propres des plaguestangulaires

Considérant I'équation du mouvement transversaé ltu stratifie(q = 0). La
solution vibratoire harmonique de cette équationresherchée, par la méthode de
séparation des variables d'espaces et du tempslastoarme :

wo(x,y, ) = wo(x, y)et 3.9

72



Chapitre 3 Détermination anajyé et en calcul de structures des fréquencesehddes
propres d’'une plague multicouches

ou
o : est la pulsation ou fréquence circulaire du mouset ;

Wo(X,Y) : estla solution spatiale ou déformeée.
En reportant cette forme dans I'équation du moumenm®us aboutissons a l'équation
aux fréquences :

64W0 64 64W0 3.10
Dy Ot + 2(D12 + 2Dg6) 329V

La résolution du probléme consiste a déterminetetodes fonctionswo(X,Y)
satisfaisant les conditions aux limites (déformgmepres) et d'en déduire les
fréquences propres correspondantes. Dans le ca® qilaque rectangulaire de
longueur a et de largeuo (figure 3.1), les conditions aux limites standards
(paragraphe 2.5) s'écrivent, pour les bords p#&ealkla direction y :

A

» En appui simple :
Pour x=0 et x=a

Pour y=0 et y=b 3.11

» Encastré :
3.12

W0=0 —=0
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> Libre:

3.13
oM,
ay
Ou la résultante de cisaillement transversee®t reliée aux moments par la relation
(2.96). En tenant compte des difféerentes hypothésesnues, la condition de bord

libre devient :

M,=0 +Q,=0

3.14
M,=0 aM’C+2(’W"y—0
* dx ay

En remplacant les moments et courbures par leysessions (3.3a) et (3.3b), les
conditions aux limites s'expriment en fonction d@pldcement :

% Pour l'appui simple :

Wy = 0 3.15
D : —24+2D wo _
> Pourlencastrement:
wo = 0 3.16
ow
—9%_9
ax
% Pour le coté libre :
( D 0wy +2D 0wy _ 0 >
1 gx2 16 9xay —
3w, *w, *w, ’w,
lel a 3 4D16 ayz 4D66 ayz + ZD16 axay
De méme pour les cotés paralléles a la directiomoxs obtenons
% Pour l'appui simple :
Wo =0 3.18
*w *w,

0
D,y—+2D,—— =
1 gx2 2D dxdy
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+»» Pour I'encastrement :

wo =0 3.19
aw
—%_9p
9y
»» Pour le coté libre :
( *w, *w, *w, 3.20
D12 x 2 +D226_312+ ZD26M=

La solution recherchée doit donc satisfaire sinméitaent I'équation du mouvement
(3.9), et les conditions aux limites définies pae wombinaison quelconque de quatre
conditions parmi (3.18) a (3.20).

Dans le cas d'une plaque orthotrope,(ED,s =0), en appui simple sur ses quatre
bords, la solution analytique exacte est données sauforme (3.21) qui satisfait
explicitement les conditions (3.15) et (3.16).

i i Apn Sin mn Z) sin (mt %)

m=1n=1

3.21

la déformée propre du modien,n) et sa fréquence propre sont donnée par [1] :

B ] X\ | y 3.22
Won = Agqn Sin (mna) sin (mtz)
Et

|1 4 212 R2 404 3.23
C()O:E P [m D11+2m n<R (D12+2D66)+n R Dzz]

S

Avec

R=a/b

R : le Rapport de dimension (longueur / largeur)

L'absence de solutions exactes pour toutes lessaotmditions aux limites conduit a
la recherche de solutions approchées.
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3.4 Détermination des frequences et modes propregsl plaques par la méthode
de Rayleigh-Ritz

3.4.1 Principe

La méthode de Rayleigh-Ritz est une méthode d'appetion basée sur une approche
variationnelle. Elle consiste a écrire une solutipprochée du déplacement u sous la
forme d'une série pondérée de fonctions admissibleshacune d'elles vérifiant
séparément les conditions aux limites essentigtipssées au solide.

- 3.24
i=1

L'ensemble de ces fonctions constitue la base itomatlle, et I'approximation est
d'autant plus précise que le nombre de termesu de degrés de liberté, utilisés est
important [7],

L'application de la méthode a la fonctionnelle greetotale du solide déformable, et
I'écriture du théoreme des travaux virtuels relati€ette derniére (3.25), permet de
déterminer les parameétres a, de [I'approximation plifsdes ou coordonnées

généralisées), en écrivant les conditions de stadioté de la fonctionnelle par rapport
a chaque terma, selon (3.26).

t2 3.25
5 f(EC+W—Ud)dt =86U =0
(5]

Avec :
E. : Energie cinétique totale ;
W : Travalil des forces extérieures ;
Ug : Energie de déformation totale.

_ 3.26
— __ i1 .
SU@) =68U(a) =0 = =0, i=1n
aal’

Dans le cas des vibrations libres, le travail desds extérieures est nul :
W=0
Les conditions de stationnarité s'écrivent alofl§ [2
U d — 3.27

aai aal’

(ijd max Ecmax) =0
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Cesn équations permettent de construire un systemeilenda taille n x requivalant
au probleme aux valeurs (fréquences) et vecte@rfdées) propres du probleme
reel.

Pour un stratifié symétrique, sous les hypothésda théorie classique des stratifiés et

en négligeant les inerties de rotation, les énsrgimétique et de déformation
exprimées respectivement par (2.145) et (2.1463ca@sent a :

a b
Ecmax :% j jpswzwngdy 3.28
x=0y=0
Et
a b 2
1 02w, 02wy 02w, 3.90
Edmax E j J 11 axz 2 12 axz ayz
x=0y=0

3.4.2 Application au probleme de vibrations des plgues stratifiées symétriques

Un choix judicieux des fonctions admissibles poécrde le déplacement transverse
de la plaque rectangulaire considérée, consisfgpeoeher ce dernier par une double
somme :

3.30

M N
Wo(x,y) = z Z ApnXm (Y, (y)
m=1n=1

Ou : Xn(x)) et Y,(y) sont des fonctions vérifiant les conditions auxitié® des deux
plaque reposant respectivement le long des directiet y.

En remplacant le déplacement transversal par lppration (3.29), I'énergie totale
maximale de la plaque devient :
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a b
1 92w,y \° 02w, 02w, 92w, \°

x=0y=0
92w, -
T 4Deo | 53gy ) P50V dxdy 3.31
avec
3.32
0%wy SEN 02X, (x)
0x2 - Z ZAmn Ox2 n( )
m=1n=1
2wo) U\ 02X ,(x) 02X, (x) 3.33
dx? - z z ZZA’""AU 02 Ox2 Yn(y)Y}(y)
m=1n=1i=1 j=1
Et
M N
19 (*w\’ 92X, (x) 92X, (x)
— = iy : 3.34
26Amn<6x2> ZZAU 2 agz nOY0O)

3.35
a b a b
1 9 f f 92w, de ii“‘ f 02K () 02X, (x) jy .
20A,n 0x?2 xay = ij 02 D2 x n(Y) j(J’) y
x=0y=0 i=1j=1 0 0
Pour simplifier cette intégrale, en utilise changebde variable, on pose
X
u=- et V= X 3.36
a b

Alors
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a b 2 M N 1 1
1 0 j 2w, drd ZZA b jasz(u) BZXi(u)d fY (Y ()
- xay = Thecy X v)Y;(v)dv
204, 0x?2 Y AR NE ou? ou? naeo
x=0y=0 i=1j=1 0 0

Soit, aprés dérivation et réarrangement I'énergidéformation donne:

oU
aA RaZZZ{D“ITZ”Z D12(Irznol 2}2 102 20) +4D66I11 11]R2 3.37
mn i=1j=1
+ Doy li) i R* A
Avec :
1
pa 0P X, (u) 09X;(u) oPX,,(x) 0P X; (x)
17 = af du —f 3.38
mt ouP oud x4 x4
0 0
mi=12..,M etp,q=00,02,11,20,22.
a
s jaw WP jarYn@)aSY,-(y) &
v ov’  ovS ayT  dys
0 0

n,j=12,...,N etr,s =00,02,11,20,22.
Et I'énergie cinétique donne :

M N a b
E =i X, (OX;(x)dx | Y,()Y 3.39
cmax — Zpsw m x) l(x) X n(y) j(y)

i=1j=1x=0 y=0
Alors
aE M N

S DWW 0
Y i=1j=1

Finalement, les Mx N conditions de stationnarité (3.26) conduisent aire&cr

équations homogeéene :

M N
ZZ{D“IZZ o)+ D1 (IR0: + 10729 + 4Deslmifnj|R?* + Dy lnij2R* 3.41

i=1 j=1

— psa (‘)2100]3?}‘41]
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Pour
m,i=12,..,M etn,j=12,..,N

En écrire le produit de I'intégrale (3.5) et (3c®mnme :

a a

d0PX. . (x) 0PX;(x 2"y, d2°Y; 3.42
Crz:g;j =Irz:3]£§ =f m (%) i( )dxf nEJ’) ]gY)dy
x4 x4 dy dy
0 0
Et en pose
D1z = @12D11, Dge = @eD11, Doz = a23D14 3.43

En introduisant la pulsation propre adimensionnelle

Q= wa? |2 3.45

En obtient :

M
D D (G + lana(CER7 + COE0) + daca Rt IR? + aaChRY 346
i=1j=1
— QP Cpini A =0
Pour
mi=12,..,M etn,j=12,..,N

On définit alors les termes :

_ 2200 2002 | 0220 11111 p2 0022 p4

Qg = CE09 + [a12(CR5 + CZAY) + 4assCoin |[R? + a22C052R 3.47
— 0000

bkl - Cminj

Finalement le probleme aux valeurs et vecteursrpeogst obtenu sous la forme

([a] = 92[b]D{A} =0 3.49
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Dont les valeurs propref,,,, , sont reliées aux fréquences propres de la plpguia
relation :

3.50
Wmn _ an D11

fmn =

2 2ma? | p;

3.4.3 Construction de la base fonctionnelle - Fonons caractéristiques des
vibrations des poutres

Nous utilisons dans ce travail les fonctions canagtiques des vibrations des poutres
comme fonctions admissibles. Cette méthode a étédinte par D. Young pour les
plaques isotropes et depuis largement reprise péwwde de différents types de
plaques notamment composites [21].

Une poutre stratifiée peut étre considérée comneeplaque dont le rapport a/b est
éleve (Figure 3.1). La formulation de base restecdochangée.

Les hypotheses de condensation dans le cas dexierfldans le plan (x, z) [27] sont
données par :

wo(x, 5, 1) = wo(x,y) = et X (x) 3.51
My=M,, =0

Dans ces conditions, I'équation du mouvement (289jent :

*M . 3.52
axzx — _pswzezth

Considérant la relation de comportement (3.4) datif€, l'inversion de la matrice de
rigidité de flexion permet d'écrire :

kel [Dii Dz Die|[Mx 3.53
ky |=|Di Dz Dy || My
fxy Di¢ Dzs Dgo My

Ce qui implique, d'apres (3.5), (3.46) et (3.47)

k, =— = Dii'M, 3.54
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Soit :
3.55
M iwt 1 azX
= —e _—
x D! ax?
En reportant ce dernier résultat dans I'équationfieaguences (3.48), celle-ci prend la
forme :

3.56
atx ) 1
Frie wpD;7X=0

Nous retrouvons ici une forme analogue a l'équatiar fréquences des poutres
homogénes isotropes en flexion, sous les hypothd4egler-Bernouli [28]. Les
solutions (déformées propres) sont indépendantes pileprietés mecaniques du
matériau de la poutre. En considérant les variadd@sensionnelles (3.36), la solution
générale de cette équation différentielle prerfdrae :

X;(x) = Ccos(A;u) + D sin(A;u) + E cosh(A;u) + F sinh(A;u) 3.57

Ou4; est le nombre d'onde caractéristique®dlf imode de vibration.

Les nombres d'onde et les constantes C, Bt E sont déterminés en imposant
le respect des conditions aux limites aux extrénite la poutre. Ces conditions sont
déduites des expressions (3.14) a (3.16) en teoambte de I'hypothese (3.51), soit :

> Pour I'appui simple

Ou x=0
_ ain _
Xi|x=0 - 0) axz . - 0 358
xX=
Et x=a
azxi
Xilx=a =0, 92 =0
xX=a
» Pour I'encastrement:
Ou x=0
0X; 3.59
Xil,—o =0, —_— =0 '
le—O ax =0
Et x=a
Xilyew = 0 Xy
Lix=a Y ax v=a
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> Pour le coté libre :

Ou x=0

0% X; 23X;

922 =0, I3 =0

X" =0 X7 =0 3.60

Et x=a

0% X; _ 0 23X; _ 0

d0x? o dx3 B

xX=a x=a

En examinons ces expressions, on s'apercoit gaquoine plague est modélisée par
deux poutres croisées, seule la condition de bocdstré de la plague est entierement
vérifiée (3.14) et (3.59). Dans le cas d'un appmpte, la condition relative au
déplacement est vérifiee, (3.15) et (3.58), alot® @elle relative au moment
fléchissant (3.15) est tronquée (3.58). Pour laditimm de bord libre, I'expression du
moment (3.15) et celle de l'effort tranchant (3.4&Mt tronquées. Ces deux conditions
(appui simple et coté libre) ne sont qu'approchiédislant ainsi sur la précision de la
méthode.

3.4.4 Organigramme du programme de calcul

Nous utilisons une approximation a 100 termes (M =10) pour déterminer les cent
premieres fréquences et déformées propres durgueplaulticouche symétrique,
rectangulaire.

La plague étant modélisée par deux poutres croisegge six (6x6) combinaisons de
conditions aux limites sont possibles dont vingiiet sans répétition. Les expressions
exactes des intégrales adimensionnell];ﬁset Ij pour chaque cas de poutre sont
programmées soudatlab [30 et 31] qui permet de calculer les coefficieddsla loi
constitutive d'un stratifie.

L'organigramme de ce programme est présenté esapr
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[ Début ]

A

Lire
» Les caractérisations mécaniques de la coughe
» Les dimensions du stratifié
» Le nombre de couches n

A 4
Initialisation des matrices A, B, D et de I'épaisstotale

du stratifié
A 4
> Fori=1,n
A 4
Lire
L’épaisseur et I'orientation de |

couche

y
Calcul de I'épaisseur totale

A 4
Initialisation des distances / fibre moyennpe |h

\ 4
Fori=1, n

A 4

Calcul des distances / fibre moyenne

A 4

For i=1, n

A 4
Calcul des coefficients de rigidité {de chaque couche ef

construction des matrices; ABj et D

84




Chapitre 3 Détermination anajyé et en calcul de structures des fréquencesehddes
propres d’'une plague multicouches

!

Lire les conditions aux
limites de la plaque selon x

A 4
Calcul du nombre d’onde pour les 1(
premiers modes de la plaque

'

For m=1, 10

A 4

Y
For i=1, 10

A 4

A 4
Calcul des intégrales adimensionnellgs
Et de la deforme X

Lire les conditions aux
limites de la plaque selgn

'

Calcul du nombre d’onde pour les 10
premiers modes de la plaque

A 4

For n=1, 10

For j=1, 10

A 4

A 4
Calcul des intégrales adimensionnellgs

Et de la déformée Y
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l

A 4

Form=1, 10

A

A 4

Forn=1,1

A 4

Fori=1, 10

A

A 4

For j=1, 10

A

Calcul des coefficient€?4

minj

Construction des matrices [a] et [b]

A

Résolution du probléme aux valeurs
propres et calcul des frégquences proptes

A

Impression des
résultats

Lire le rang du
mode (m, n

\ 4

Calcul de la déforméd

du mode (m, n)

A

Afficher la déformée
du mode (m, n

Ecrire les 10 x 10
premieres
fréequencegropres

Fin
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3.5 Validation du programme élaboré

Dans le but de valider le programme élabore, Isaltats issus de ce dernier
sont confrontés aux fréquences et déformées proghase plaque multicouche
rectangulaire symétrique, obtenues en calcul dectsires par éléments finis sous
logiciel ANSYS.

3.5.1. Description de I'élément utilisé pour le miage
Pour faire les calculs par les éléments finis sANMSYS en choisis I'élément de
maillageSHELL 63 Figure (3.2).

L'élément SHELL 63 est concu pour modéliser lesudtires en coques
épaisses. Le nombre de nceud de cet élément e éghhque noeud a six degrés de
liberté Uy, Vy, W,, &, 8, 6,). L’élément SHELL63 est capable d’étre utilisé ptas
calculs des contraintes pour des grandes déformnsatat peut étre aussi utilisé pour les

matériaux isotrope et orthotrope [ANSYS v 09].

K.L

J
option triangulaire

Figure 3.2. Géomeétrie de I'élément de maillage SHEB
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3.5.2 Analyse dynamique libre des plaqgues rectangites multicouches
Méthode qualitative

Notre contribution consiste a étendre cette ingasittn aux plaques orthotropes
allongées (longueur infinie), dont l'analyse estol@e par le comportement poutre |,
c'est-a-dire a confirmer la tendance a limiterdlgse dynamique a I'étude de bandes
unitaires (b=1) de la plaque allongée, considévdeant le petit sens. Les conditions
de fixités de la plaque seront alors ceux des balidsgées. (Figure 3.1)

Les plaques étudiées se distinguent par le tymouadition de fixité:

Cas d'appuis homogéene
Plaque rectangulaire simplement appuyée AAAA
Plaque rectangulaire totalement encastrée EEEE

Dans ces cas quelque soit le rapport des dimensg@na plaque rectangulaire (a/b),
on aboutis toujours a des bandes poutres de pégale a la petite longueur, avec
respectivement les conditions de fixité AA pour geemier cas, et EE pour le
deuxiéme cas

Cas d'appuis non homogenes:

Plaque rectangulaire AEAE
Plaque rectangulaire AAEE
Plaque rectangulaire AAEA
Plaque rectangulaire EAEE

Suivant le rapport des dimensions de la plaquebontés pour chaque cas de plaque a
deux types de poutres avec des conditions de fixitérentes.

-plaque rectangulaire AEAE:

. Si le rapport [(Ix=a)/(ly=b)>1], on aboutis a layte de longueur I=ly avec les
conditions de fixités du type EE.

. Si le rapport [(IIx=a)/(ly=b)<1], on aboutis a laoytre de longueur I=Ix avec les
conditions de fixités du type AA

-plaque rectangulaire AAEE:

. Si le rapport [(Ix=a)/(ly=b)>1], on aboutis a layie de longueur I=ly avec les
conditions de fixités du type AE.
. si le rapport [(Ix=a)/(ly=b)<1], on aboutis a layire de longueur I=Ix avec les
conditions de fixités du type AE

Pour les deux cas dhypothéses on aboutis a la nméande de poutre
caractérisée par les conditions de fixité du tyjge Rour ce type de plaque on a méme
type de comportement vibratoire, quelque soit dimiation de l'allongement de la
plaque. ce cas s'identifie a celui du cas homogepglr=wae )XX et aaee=wae )YY]
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-plaque rectangulaire AAAE

. si le rapport [(Ix=a)/(ly=b)>1], on aboutis a layie de longueur I=ly avec les
conditions de fixités du type AE.
. Si le rapport [(Ix=a)/(ly=b)<1], on aboutis a layire de longueur I=Ix avec les
conditions de fixités du type AA

On voit que le premier cas de la plaque allongéeanstil'axe (x-x), développe
une bande de poutre AE plus rigide que celui dxiéewe cas de la plaque allongée
suivant l'axe(y-y), qui aboutis a une bande de neotA . de ce fait on peut
comprendre que la plagque rectangulaire allongéepraba le premier cas
(a/b>1),développe un niveau de fréquence supériegrdui du deuxiéme cas (a/b<1)
,de ce fait on peut déduire le sens physique pewomportement vibratoire de la
plaque rectangulaire allongée suivant l'un (x-x)kautre (y-y),des deux sens
aveC[®AEAE=0EE )xx > @AEAE=w AA )yy

. si le rapport [(Ix=a)/(ly=b)>1], on aboutis a layie de longueur I|=ly avec les
conditions de fixités du typeEA.
. Si le rapport [(Ix=a)/(ly=b)<1], on aboutis a layire de longueur I=Ix avec les
conditions de fixités du type EE

On voit que le premier cas de la plaque allongéeanstil'axe (x-x), développe
une bande de poutre EA moins rigide que celui dixiéene cas de la plaque allongée
suivant l'axe (y-y), qui aboutis & une bande detneoE . de ce fait on peut
comprendre que la plagque rectangulaire allongéepraba le premier cas
(a/b>1),développe un niveau de fréquence supériegrdui du deuxiéme cas (a/b<1)
,de ce fait on peut déduire le sens physique pewomportement vibratoire de la

plaque rectangulaire allongée suivant l'un (x-x)kautre (y-y),des deux sens
avec[aeae=0EE )XX <@agae=wan )YY

Stratégie pour une analyse qualitative et quantitate du comportement
dynamique des plaques isotropes et orthotropes

La problématique consiste a un besoin réel de dppel une méthode qualitative
et quantitative pour permettre aux ingénieurs deception et chercheur, afin de les
aider pendant leurs investigations lors de l'aralybratoire des structures complexes,
ou lors du travail de pré- dimensionnement de factire d'étude, ainsi que dans le
cadre d'un travail d'expertise de la qualité dgmmees dynamiques que I'on obtient
aux moyens de codes de calcul sophistiques. Leigisterreur pouvant affecté la
qualité des réponses pendant une investigationndigne peut se situer a différents
niveaux:

> identification du modéle idéale (analytique) repréatif de la structure réelle
(le niveau des hypothéses injectes dans le modeltaue, varie suivant la
phase de conception allant d'hypothéses simplfemettant de développer
une premieére impression du comportement pour des fde pré-
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dimensionnement, jusqu'a des modeles de plus sréfborés nécessitant des
logiciels de plus en plus performant, faisant veeir le recours a des experts
hautement qualifies).

» Pour chaque type de modéle analytique on obtiennamleles mathématiques
correspondre plus ou moins sophistiques:
-un modele continu nécessite des équations diffiétks partielles
-un modele discret nécessite des équations ditiélies ordinaires
-un modele élément finis

> Les solutions aux probleme pour chaque type de lmodéopté et chaque
équation correspondante, nécessitent une méthéddigpe: .
(Méthodes exactes, méthodes numériques)
Les méthodes exactes nécessitent beaucoup deéaalcul parfois non justifiés par
rapport I'objectif, d'autre part les solutions eestlimitées et accessible seulement aux
expert. Les méthodes numeériques cumulent aussistpees d"erreurs potentielles.

> La confrontation avec l'analyse expérimentale mmgendrer des dispersions
par rapport aux réponses obtenues d'apres la siorutumeérique. Dans ce cas
une expertise est nécessaire au niveau de chagase piiiinvestigation
précédemment d'écrite. L'inconvénient pour l'arelyxpérimentale n'est
toujours pas accessible, au commun des ingéni¢wsla en plus des coups
excessifs de l'investigation expérimentale. D'apag méme si les moyens sont
disponibles pour effectuer les tests, il est torgoraisonnable de s'assurer
suffisamment par les calculs qualitatifs et quatifd@ pré able avant de
s'engager dans le voie expérimentale.

Notre travail consiste alors a faire appel a upabte stratégie pour l'analyse
vibratoire des plaques isotropes et orthotropeg ahalyse qualitative précédemment
discutée, d'autre part une méthode approchée quigbede donner les réponses
dynamiques de la structure réelle avec un degpratasion suffisant.
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4.1. Introduction

L'objectif de notre étude est lidentification desaractéristiques dynamiques
(fréequences et modes propres,..) des plaques caegasnulticouches en vibration de
flexion.

Lors de la recherche des fréquences et modes prdpeeéquations de mouvement
sont résolues par la méthode de Rayleigh-Ritz.

Les fréquences propres de vibration d’'une structiégpendant des rigidités des
matériaux constitutif toutefois la recherche systtgue des modes n’'est pas aisée car la
déeformée d’'une plaque résulte de la superpositsndéformées de difféerentes modes.

Dans tous les cas les vibrations mettent en jeéchlange permanent entre I'énergie
cinétique et I'énergie de déformation des élémedatka plaque.

L’énergie cinétiqgue est associée a la vitesse tobe et la masse des éléments
déeformés Alors que la déformation est associée antraintes dynamiques liées a la
rigidité des éléments déformés par le mouvemematobe.

Le but est consisté de calculer a investir 'amalykes parametres fréquentiels
naturelles d’'une plaque multicouches rectangulainghase isotrope et orthotrope avec
différente fixité sur les quatre bords.

Les fréquences propres des plaques sont détermpagels méthode de Rayleigh
Ritz, la solution du probleme aux valeurs propres abtenue d'apres une déformé de
fonction de forme qui vérifier les conditions auxites de la plaque.

Dans ce chapitre nous étudions l'effet de cerfpamameétres fondamentaux tels que
les conditions aux limites, les dimensions de lagpe, I'épaisseur de la plaque et des
couches et la nature de matériau.

Les différents étapes de calcul des caractamessiq dynamiques d'une
plague travaillant en flexion et la recherche defllience de toutes ces derniers
parametres sur la fréquence propre des difféeremdgiups sont illustrées par un
programme de calcul Matlab et MAPLE .

4.2. Calculs analytique des fréquences et modes pres :
4.2.1. Plaque rectangulaire orthotrope simplemerdppuyée (AAAA) :

vA

A

a

En utilise la méthode de Rayleigh-Ritz pour lesgll des fréquences et modes propres
d’'une plaque rectangulaire orthotrope simplemeptgge (AAAA).
Apres les relations (3.37) et (3.40) en obtientlation (3.41)
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aUd max al':':c max _ 0 4.1
aAmn aAmn
Pour calculs les pulsations propres, de chaque m, n mode apres la relation (3.46) et

(3.47) et utilise le logiciel mathématique MAPLE. 10

La fonction de forme :

X
W(x,y) = sin(mt 5) sin(nm %) 4.2
Ou:
Xm = sin(mm>) 4.3
Y, = Sil’l(l’lT[X) 4.4
b
Les intégrales adimensionnelles sont calculées $efoexpressions
b2 2 b2 2 45
(2200 _ 122700 _ d* Xy d°X; d°Y, d de '
minj - imiing duz duz ) dvz avz
u=0 v=0
Ou
X y
u=- etv=6 = dx=adu et dy=bdv
Apres le changement de variable la relation réécrir
a b
d? 2 2 2 4.6
(2200 _ j22 oo_if X d°X; dx dYnd}Gd
g Tmey b dx? dx? dy? dy?
x=0 y:O
De méme facon pour les autres intégrales
Crind = 1S
Cring = Iyl
Chin = ]
Crind = I
Cring = Iylng
La relation de fréquence pour chaque m, n modeshdation écrire sous forme
1 |Pu1 [~2200 1111 _p2 0022 p4 a1
Wmn = a2 z\/cmmnn + 2(0{12 + 2“66)CmmnnR + aZZCmmnnR
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Pour le premier mode m=n=1 la fonction de formenié& comme

X
W(x,y) = sin(r) sin(n%) 8
1 D11 [ 5500 1111 p2 0022 p4 9
Wmn = p p_ C1111 + 2(0!12 + 2a66)61111 R* + a2261111 R
S

4
(2200 _ l” b
1111 = 3703

4
CHlt =
4ab
4
oz =
4 p3
Ou:
12 Des D32
a1 = =— et a,, =—
12 Dy, ’ 66 Dy1 22 Dy1
a
R=—
b

4.2.2. Plaque rectangulaire orthotrope encastré gpoximation par des
polynémes : (EEEE)

Pour étudier le premier mode de vibration on chosimme fonction de comparaison.
La fonction de forme m=n=1:

w2 8]

De méme facon pour calculée les fréequences prapitese plaque multicouches par la
méthode de Rayleigh-Ritz approchée.

4.2.3. Les différentes fonctions de formes :

Le probléme de la flexion d’'une plaque revient archer la fonctionW(X’ y) qui vérifie les

conditions aux limites et qui rend minimale I'énergptale qui est la somme de I'énergie
de déformation et de I'énergie potentie[ld]
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Premier cas AAAA:
won= 5 Sl "ol
A

A

Fig 4.1. Plaque orthotrope AAAA

Deuxieme cas EEEE:

w(x y)=A,, [1— ;z] (1— ZEJ xysin[%] sin(%)

E

E

Fig 4.2. .Plaque orthotrope EEEE

Troisieme cas AEAE

{5 Saon{ ()

A

A

Fig 4.3. Plaque orthotrope AEAE

Quatrieme cas AAEE:

(1 XV 1Y) o s p o X DY
{12 - L] 5 S ™ ef "1

E

A

Fig 4.4. Plaque orthotrope AAEE

Cinquieme cas EAEE
m;m JZ sin [ ngn J

E

2

wx y)=A,, (1—z—2Jsin[

Fig 4.5. Plaque orthotrope EAEE

Sixieme cas AAEA

ey = A (1 2| 2 o 2]
E
A A
A

Fig 4.6. Plaque orthotrope AAEA
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Pour faire les calculs dynamiques des plaques csiggomulticouches en choisis par
exemple un modéle d’une plague multicouches a pbat®pe et une plague multicouches
a phase orthotrope.

4.2.4. Présentation des modeéles d’étude
4.2.5. Plaques multicouches a phases isotropes

Une structure du type multicouche a phasesages réparties symétriqguement par
rapport au plan moyen figures (4.7) et (4.8) esitée a titre d’application. Il s’agit d’une
plaque sollicitte a Il'action dynamique. Libre tremsale, ou lintérét est portée
essentiellement sur I'étude comparative des régomsmpres (fréquences propres, périodes,
modes,....), obtenue d’apres la méthode des élénfiaigssous ANSYS et la méthode de
Rayleigh-Ritz sous MATLAB et Maple 10.

La plaque étudiée présente 5 couches isotropes éheengpaisseurs réparties en
modele symétrie miroir. Afin de cerner les réporsgsamiques pour différentes catégories
de plaque (R=0.5, R=1, R=1.5, R=2).

Les Tableaux (4.7) et (4.8) qui suivent présentespectivement, les
géométriques et mécaniques de la plaque d’étude.

propriétes

Tableau (4.1) : Propriétés physiques et geom&siglu model analytique de la plaque

multicouche (Np=5).

Types de | Longueur | Largeurb Rapport R=a/b Hauteur Epalsseur
plaque a (m) (m) (longueur/largeur) totale H de plih
(mm) (mm
Modéle 01 2 0.5 10 2
Modéle 02 1 1 10 2
Modéle 03 2 1.5 10 2
Modele 04 1 2 10 2

Tableau (4.2)

la plague multicouche (Np=5.).

. Caractéristiques Mécaniquegptiegsonstitutifs du model analytique de

Numeéro de la Type de Masse volumique Module de Coefficient de
couche Matériau p (Kg/m3) Y70ung E Poissonv
10" (kg/m2)
2 (extréme) Aluminium 2700 720 (0,3-0,34)
1 (intermédiaire) Cuivre 2930 1200 (0,3-0,33
0 (centrale) Acier 7800 200 0,3
1 (intermédiaire) Cuivre 2930 1200 (0,3-0,33
2 (extréme) Aluminium 2700 720 (0,3-0,34)
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h/2

v

h/2

Longueur de la poutre (l) Largeur (b)

¢ Z /A N —>

Figure.4.7. Modele de plagque multicouche (Np=%hases isotropes

La Modélisation Element Finis du composite multicloel d’aprés la simulation numerique
par le logiciel ANSYS v09
L’éléement choisis pour faire les calculs Shell 68d@éle de calcul.

Plusieurs essais sont envisageés pour la disciétisée la plaque (Np=5) :
Plaque discrétisée avec 4 éléments

Plaque discrétisée avec 6 éléments

Plague discrétisée avec 10 éléments

Pour choisis le meilleur discrétisation de la plaga utilise le modéle 01 pour R=1.5 et les
conditions de fixités EEEE figure (4.2) a, b, det

1
ELEMENT S

L HOT & z0oo0g
ROT 17:29: 28

Figure (4.8.a). Discrétisation a 4 éléments dddgue
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1
ELEMENT 3 AN

w How S Z00S
BOT A1S: 03 47

Figure (4.8.b). Discrétisation a 6 éléments dddgue

1
ELEMENT = m

MO & 2008
1&: 1&: 56

Figure (4.8.c). Discrétisation a 10 éléments daedgue
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Les réponses maintenues pour la suite de 'analgegparative correspondent au modeéle
discrétisé basé sur 10 éléments, ce qui donne wiéeun qualité des réponses vu leurs
bonnes convergences.

4.3. Calculs des fréquences et des déformées prapsous simulation par ANSYS

Pour faire les calculs par la méthode des élénfenes sous ANSYS en choisis I'élément
de maillage SHELL 63 (coque élastique) avec 10 éfénet en utilise comme exemple une
plaque rectangulaire multicouche (5pli —acier-aluom-cuivre)

Chaque fois changé la géométrie du plaque R=dés eonditions aux limites et calculé les
fréquences et les déformeés propre.

4.3.1. Présentation de la plaque multicouche

La figure (4.10) représente la plaque discrétiseeéEments finis dans le cas de la
configuration EEEE

1
s AN

i anT 9 Z008
; 19:29:4¢F

xr =1

wr =2

20 =2
DIST=.66926E
X =.5

TF =05
Z-EUFTER

Powarbraphics
EFACET=1

Figure 4.10. Maillage et condition aux limites apptjuées a la plaque

Cas de la plague EEEE
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LAYER ETACKING AN

LAYERS acT 10 2003
TOTAL = 5 a7:0d: 332
SHOTH

FROM 1 To 5

Layer# Material$

Figure 4.11. Empilement des couches
4.3.2. Résultat obtenus

Dans cette partie, seuls les résultats corresptsidan six cas extrémes de plagque (EEEE /
AAAA | EAEE |/ AEAE /AAEE | AAEA), représentent resptivement les fréquences et les

déeformeées propres des dix (10) premiers modesigilastlie flexion de la plague obtenue
par ANSYS.

La représentation 2D retenue, amplitude du déplanenransversal ou suivent z en
projection sur le plan de la plaque.

Représente seulement le cas de fixatitEEE, AAAA) d’'une plaque rectangulaire ou
R=3/2 ouR=a/b>1des six (06) premiers modes figure (4.12) et (4.13

Pour vérifie les caractéristiques mécanique dddgue utilisé sous ANSYS il faut vérifie

le macro de programme d’exécution du calcul SONSXS en obtient :

MATERIAL NUMBER =1 (acier)

EX = 0.20000E+11

NUXY = 0.30000

DENS = 7800.0

PRXY = 0.30000
MATERIAL NUMBER =2 (cuivre)

EX = 0.12000E+11

NUXY = 0.30000

DENS = 2930.0

PRXY = 0.30000
MATERIAL NUMBER =3  (Aluminium)

EX = 0.72000E+10

NUXY = 0.30000

DENS = 2700.0

PRXY = 0.30000
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R

. —— ol

Premier model-1 m=1etn=1

Deuxiéeme mode 2-1 m=2 etn=1
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0

Troisieme mode 1-2 m=1etn=2

| _

i

Quatrieme mode 3-1 m=3 et n=1
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Z

—~

Cinquiéme mode 2-2 m=2 et n=2

Z

e

Sixieme mode 3-2 m=etn=2

Figure 4.12. Présentation des lignes modales d@8)xpremiers modes de la plaque EEEE
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Les déformées suivant x ety Les déformées suivant le plan xoy
FODAL SOLUT 10K AN
z g
FRE(Q=5.157
L—XA_ gz“fo

Le coté de X

Le coté de y

_:—:—

Mode 1-1 f=5.1565 Hz 012577 -113153
. WODAL SOLUT 10N AN
Le coté de x
- z
Le coté de y
Mode 2-1 f£9489 Hz _:_:—
HODAL SOLUT 10§ AN

STEP=1 0CT 16 2003

Z
SUE =2 13:06: 29
X FREQ=12. 526

Le coté de x

-1

Le coté de y
MOde 1_2 f:12526 H _:—._—.__

104515 055064 MGG
24523 0111 LO5E0EE 104515
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1
Z WODAL FOLUT I0N AN

STEF=L OCT 16 2008
¥ SUE =4 2z:27: 50

Le coté de x

Le coté dey
Mode 3-1 @.714 HZ -. 106762 ~asa60s ENTITH ~asress -. 014126 egneL L02E197 issans L07E491 Lorsss

J

1
HODAL SOLUT [0H AN

STEP=1 0CT 16 2008
SUE =5 £2:42: 26
mu—n 54l

8

> E

Le coté dey
MOde 2_2 ﬂ.:5028 HZ —:—

031433 L050522 L010167

L010167 L050522 ’ 091433

1
WODAL EBOLUTION AN

3TER=1 00T 16 200§
3UE =6 22:05:11
FREQ=17.31%

>< W

Le coté dey
Mode 3-2 f:9.313 Hz

- 101631 - 01193

L0162

Figure 4.13. Fréquences et déformées propre dgsesixiers modes de flexion dedemque EEEE
calcul de structure so#NSYS
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|

Le coté de y

Mode 1-1 27392 Hz

AN

OCT 15 E00&
22:581:02

KODAL SOLUTION

STEF=1
SUE =1

-092464

S0Z054 .04103
S0L0Z74 -0208z1 S0E12E5

Le coté de x

_— e

Le coté de y

Mode 2.1 52486 Hz

AN

OCT 16 2008
ZE:E2:22

HODAL BO0LUTION
STEFP=1

LEAREE LOEFEEY

Le coté de x

Le coté de y

Mode 1-2 883976 Hz

OETATE - 0gEETT .
- D6G4ET - 0E82E6 L00arTs OEEETT L0ETITE
Z

HODAL SOLUT ION
STEF=1 OCT 16 Z00&
SUE =2 EE:55:20
FREN=8.29%
Tz

c

- 04EFIE - 00ATTE LOEdas iz

L0EI22E

- 0EEN0E
L0BEd4d L04559E L0EE00S
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-1

Le coté de x

Mode 3-1

Le coté de y

B8:4423Hz

WODAL SOLUT 10N AN

STEF=1 OCT 16 E00§
SUE =4 2E:5E: 08

_:—:—

LOIEROL LOBEERE LETEEE RUxEEL

(078587 - 038278 007771 04798 (055069
Z NODAL BOLUTION AN
STEFP=1 OCT 16 2008
BUE =5 ZEZ:59:25
FREQ=10.557
uz

Le coté de x

Le coté de y
MOde 2.2 16'857HZ _:—:—
LE2E0E 1313 L0l LOETAZE LOESLEd
LOESLEd LOETIZE RLLEENES 052508
KODAL SOLUT ION AN
STEFP=1 OCT 16 2008
SUE =6 &2:01:29
FREQ=14.925

;

Le coté de x

Mode 3-2

Le coté de y

14.925Hz

- 0552 -. 043075 - . 009516 L0EI447 LOEETOS
- 0EET09 - 0E9447 RLLEENE L04307% BLES

Figure 4.14. Fréquences et déformées propre dgsesixiers modes de flexion dedeque
AAAA calcul de structure sodsNSYS
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4.4. Analyse des résultats

Sur les tableaux (4.3) et (4.4) sont reportéesadé=urs des fréquences propres obtenues par

deux méthodes considérées, analytique et calcubtdectures par les éléments finis,
respectivement pour les configurations (AAAA) EEEE). La plaque choisis R=a/b > 1
(R=1.5) et h=2mm est constant de chaque couche pladue.

R=1.5 ou a=3 etb=2 plague AAAA

Fréguences Fréquences Ecart relatif

] .| propres obtenues| propres calculées cart relall
modes| Déforméeg par MEF par méthode de Ecart (Hz) A (%) = fc: fa
Rayleigh-Ritz ©
1 1-1 9,4749 10,3681 0.8932 0.0861
2 2-1 15.071 15,976 0.9050 0.0566
3 1-2 24.405 26,0817 1.6767 0.0642
4 2-2 32.038 33,336 1.2980 0.0389
5 3-1 37.496 41,7157 4.2197 0.1011
6 3-2 37.611 41,0809 3.4699 0.0844

Tableau 4.3. Comparaison des fréquences propras@as analytiquement et en calcul de
structure dans le cas de la plaque AAAA

R=1.5 ou a=3 etb=2 plaque EEEE
Fréguences Fréguences Ecart relatif
modes| Déforméeg propprsrslatétl(:a nues pggfrrisétchilgglggs Ecart (Hz) A (%) = fc_:_—fa
Rayleigh-Ritz ©
1 1-1 5,1565 5,5969 0,4404 0,078686
2 2-1 7,9489 8,841 0,8921 0,100905
3 1-2 12,526 14,419 1,893 0,131285
4 2-2 12,714 14,5567 1,8427 0,126589
5 3-1 15,028 18,1762 3,1482 0,173205
6 3-2 19,313 23,5334 4,2204 0,179337%

Tableau 4.4. Comparaison des fréquences propras@as analytiquement et en calcul de
structure dans le cas de la plaque EEEE
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Le probleme résolu sous ANSYS est le probleme gérdicrit par les équations
(2.128) a (2.132), et prend en considération les ttomposantes du déplacement de la
plaque, alors que dans notre approche nous nedévast que le déplacement transversal.

D’autre part, la formulation des éléments resepar le code de calcul est basée sur la
théorie des stratifiés (multicouches) du premigrei(Mindlin) alors que celle utilisée pour
développer le programme de calcul élaboré esélarith classique des stratifiees.

Cette derniere négligeant le cisaillement trangvezt l'inertie de rotation des
sections droites, conduit a surestimer les valelas fréquences propres. En effet les
contraintes de cisaillement transverse tendeninénder I'énergie de déformation alors que
I'inertie de rotation augmente I'énergie cinétiquale de la plaque ce qui abaisse les
fréquences propres représentées schématiquemeita pagpport énergie de déformation-
énergie cinétique, ou quotient de Rayleigh [7]. Gesx effets s’accroissent dans le sens du
rang du mode expliquant ainsi la tendance a l'augate®n de I'écart entre les deux
formations pour les modes de rang supérieur.

4.4.1. Validation des calculs par logiciels ANSYS

Pour vérifier la consistance des résultats obtefajges les calculs des structure par
les éléments finies sous ANSYS, on utilise une @maigon avec les résultats obtenue par
la méthode de Hearmon [37] .

En utilise comme exemple de calcul le modéle diplague rectangulaire orthotrope
de caractéristique mécanique

E.=1E+10 pa, E=5E+09 etv,, =0.2, G,=3.1 E+09 pa ep =7800 kg/m
Pour chaque modele de plaque (R=1.25, R=1.33, Rel$x (06) conditions de fixations
(AAAA, EEEE, EAEE, AEAE, AAEE, AAEA). (Annexe B)

Tableau 4.5. Comparaison des fréquences proprasé@as par méthode de Hearmon et en
calcul de structure sous ANSYS dans le cas dealgupl AAAA

R=1.25 ou a=4m et b=3.2m
ANSYS NM
modes | Déforméd AAAA | AAAA | Ecart(Hz | A (%)
1 1-1 0,68239 0.68 -0.00239 -0.3514
2 2-1 1.6548 1.66 0.0052 0.3132
3 1-2 1.7568 1.76 0.0032 0.1818
4 2-2 2.7293 2.73 0.0007 0.0256
5 3-1 3.2752 3.28 0.0048 0.1463
6 3-2 4.3493 4.35 0.0007 0.0160
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454 g ANSYS plague AAAA R=1.25
40 —&— NM

50+ /

2,5—-

2,0—-

1,5—-

1,0—- /

0,5

Fréquences Hz

Modes

Figure 4.15. Comparaison des fréquences proplegi@es par Hearmon et en calcul
de structure sous ANSYS dans le cas de la plaqu&AAA

Apres cette comparaison en obtient une petite edegalculs entre les deux méthodes de
calculs pour ca les calculs de structure par @seéhts finis sous ANSYS est correcte.
Les autres comparaisons pour différents conditilenBontieres représente dans I'annexe B.

4.4.2. Plaques Rectangulaire orthotropes multicouds

Les plaques étudiées présentent 4 couches ortlestiadg méme épaisseurs réparties
en modele symétrie miroir et antisymétrie. Afin cerner les réponses dynamiques pour
différentes catégories de plaque (R=0.5, R=1, RR=2 et R=1.25, R=1.333, R=1.5).

Les Tableaux (4.6) et (4.7) qui suivent présergepectivement, les propriétés mécaniques
et géeométriques de les plaqués][

Tableau (4.6) : Caractéristiques MécaniquegtiEpies multicouches a phase orthotrope

(Np=4.).

Mgg?lfede Matériaux | E1(Gpa) | E2(Gpa) | Go(Gpa)| wi | (P o

Ortho 01 AS4 (3501/6) 148 10.50 5.61 0.30 1520
Ortho 02 AS/3501 138 9.00 6.90 0.30 1600
Ortho 03 T300/5208 132 10.8 5.65 0.24 1540
Ortho 04 Kevlar/époxy 76.8 5.5 2.07 0.34 1380
Ortho 05 Boron/Al 227 139 57.6 0.24 2650
Ortho 06 | SCS-6/TI-15-3 221 145 53.2 0.27 3860
Ortho 07 | S-2 glass/epoxy 43.5 11.5 3.45 0.27 2000
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Tableau (4.7) : Propriétés géométrigues du maekel plaques multicouches orthotropes

(Np=4).
Types de | Longueur | Largeurb Rapport R=a/b Hauteur Epalss_eur
plaque a (m) (m) (longueur/largeur) totale H de pli h

(mm) (mm)
Modéle 01 1 2 0.5 2 0.5
Modele 02 1 1 1 2 0.5
Modéle 03 3 2 1.5 2 0.5
Modele 04 2 1 2 2 0.5

4.4.3. Influence de I'empilement des couches
4.4.3.1. Plague orthotrope constituée d’un stratié équilibré symétrique (i pair)

z

IR B

Z A

<V

H/2

Ihi

Laraeur (b)
«—»

Longueur de la plaque (a)

«— L»

4.4.3.2. Calcul les matrices de rigidité A, B et D

Apres les relations (2.64), (2.99) et utilise l@gmamme sous MATLAB en obtient les
matrices de rigidité pour chaque matériau. (Tableéy

Ortho 1
148938 3.13 0
[@Q] =[ 3.13 10566 0 ]Gpa
0 0 5.61
159.504  6.26 0
[Al=] 626 152.068 0 ]Gpa.mm
0 0 11.22

[B] = 0 Gpa. mm?
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1053.132  25.04 0
[D] =| 25.04 170.848 0 | Gpa.mm?
0 0 44.88
Ortho 2
138.812 2715 0
[Q1=| 2.715 9.0529 0 | Gpa
0 0 6.9
147.864  5.43 0
[A]=]| 543 141527 0 | Gpa.mm
0 0 13.8
[B] = 0 Gpa. mm?
980.736  5.43 0
[D]=| 543 157.817 0 | Gpa.mm?
0 0 55.2
Ortho 3
132.623 2593 0
[Q] =] 2593 10.805 0 | Gpa
0 0 5.65
143.428  5.186 0
[A]=| 5186 135.216 0 | Gpa.mm
0 0 11.3
[B] = 0 Gpa. mm?
939.166 20.744 0
[D] =|20.744 150.774 0 | Gpa.mm?3
0 0 45.2
Ortho 4

77.25 1.880 0
[]=(1.880 5532 0 [ Gpa
0 0 207

82.782 3.761 0
3.761 79.130 0 | Gpa.mm
0 0 4.14

[A] =

[B] = 0 Gpa. mm?
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546.282 15.047 0
15.047 90.416 0 Gpa.mm3
0 0 16.56

[D] =

Ortho 5

235242 34571 0
[Q] = | 34.571 144.047 0 | Gpa
0 0 57.6

379.289 69.142 0
69.142 269.813 0 Gpa.mm
0 0 115.2

[A] =

[B] = 0 Gpa. mm?

1790.741 276.568 0
276.568 477.239 0 Gpa.mm?
0 0 460.8

[D] =

Ortho 6

232,091 41.114 0
[Q] = 41.114 152277 0 | Gpa
0 0 53.2

384.368 82.228 0
82.228 273.205 0 Gpa.mm
0 0 106.4

[A] =

[B] = 0 Gpa. mm?

1776.914 328.912 0
328.912 519.889 0 Gpa.mm?
0 0 425.6

[D] =

Ortho 7

44353 3.165 0
[Q]=|3.165 11725 0 | Gpa
0 0  3.45

56.078 6.33 0
6.33 47518 0 | Gpa.mm
0 0 6.9

[A] =

[B] = 0 Gpa. mm?
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322.196 2532 0
[D] =| 2532 66.508 0 | Gpa.mm®
0 0 276

4.4.3.2. Plaque orthotrope constituée d’un straitié équilibré antisymeétrique (i pair)

Z A z
o0 [ @
X
v
Longueur de la plaque (a) Laraeur (b)
— AN >

4.4.3.3. Plague orthotrope constituée d’'un strati¢ alterné (non équilibré) symétrique
(i impair)

Z A

<v

H/2

Longueur de la plaque (a) Laraeur (b)

—>

«— A

v
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4.4.3.3. Plaque orthotrope constituée d'un straié alterné (non eéquilibré)
antisymeétrique (i impair)

Z A

<

<v

H/2

Longueur de la plaque (a) Laraeur (b)

, . A N «—>

4.4.4. Influence de dimensions (longueur, largeur):
A) plague multicouche a phase isotrope (Np=>5)

35

—&— plaque R=a/b<1 -

30 4 —o— plaque R=a/b>1
32.038
j plague AAAA
, 24.405
54

20 -
15.071
15 ]

o] 9.474/ e 9.4423

n e
5.2486/’
®

Fréquences Hz

54 2.7392
°

04 06 08 1,0 1,2 14 16 1,8 20 22
R=a/b

Figure.4.16. Effet de rapport des dimensions (sub)'évolution du parametre fréquentiel
De la plague AAAA
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45
—=—plaque R<1 e
7 —e— plaque R>1
35 plaque AEAE
- 29.542
W 30 .
T i
@ 25 21.9(/
< |
]
S 20- 18.142/
\g ] .
T -
] 8.6780 e
°7 6.7679 ,,,,,,,,,,,,,.,/M////
5 3.3306 7////////,/,,., I
.-
o o I I I T T T T

0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2
R=a/b

Figure.4.17. influence de rapport (a/b) sur I'étiolude parametre frequentiel de la plaque
EAEA dans les deux cas (a>b et b>a)

50 4| —m— plaque AAAA
48.131
1| —e—plaque EEEE ®
45 -
40 -
33.959
T 35+ ° 32.038
7] T ]
§ 30
g 24.130 24.405
@' 25 e -
(I 18.706 _—
20 - —
® 15.071
15 - u
i 9.47M
10 -
T T T T T T T T T T T T T T T T T

0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2
R=a/b

Figure 4.18. Influence de rapport (a/b) sur I'étioludu paramétre fréquentiel des plaques
Simplement appuyé (AAAA) et encastre (EEEE)
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159] —=— Numerique (ANSYS) 14.419 7777}‘&%1567
14J| —®— Analytique (MAPLE 10) S
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Figure 4.19. Influence de rapport (a/b) sur I'atioh du paramétre fréquentiel de la plaque
EEEE d'apres deux méthodes

35 +Numer|que (ANSYS) 33.336
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Figure 4.20. Influence de rapport (a/b) sur I'atioh du paramétre fréquentiel de la plaque
AAAA d'aprés deux méthodes
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4.4 .3. Influence des conditions aux limites

A) plague multicouches a phase isotrope (Np=5)

45

—&— plaque AAEE 41_43.9

204| —® —plaque AEAE .

35

N
T 30
[}
(O]
2
(] _ s
3 2 19.174 -
\E J /./
204 18142 .
1 e 19.174
15 4

o4+
04 06 08 10 12 14 16 18 20 22

R=a/b

Figure 4.21. Influence du rapport des dimensiofiy @ des conditions aux limites AAEE
et AEAE sur I'évolution de parametre frequentiahd' plaque multicouche

50 -{| —m— plaque AAAA 48.131
@
—e—plaque EEEE
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Figure 4.22. Influence des conditions aux limitesle paramétre fréquentiel d'une plaque
rectangulaire multicouches

Dans ces graphes on voit l'influence croissanterajyport de dimensions sur
I'accroissements des courbes pour les deux caiitiess fAAEE et AEAE (figure 4.21)
d'autre part l'influence des conditions aux limiest observée en comparant dans le sens
vertical la dispersion des deux courbes .cette tatai®on est confirmée par l'analyse
gualitative car la plaque évolue dans le petit sRhsomportement poutre (AAEEEA) et
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(AEAE—AA) la rigidité de la poutre EA étant plus grandeeqcelle de la poutre AA
explique I'écart supérieure des fréquensgse Par rapport aaeae.Ce résultat est bien en
accord avec celui obtenu par calculs des strudtifE sous ANSYS.

La figure (4.22) montre que le parametre fréquénliela plaque EEEE est plus grand que
les autres plaques car elle est plus rigide.

4.4.4. Influence de séquence des modes

Nous considérons une plague rectangulaire multlo®(a . b), a partir de I'équation (4.9)
nous déterminons la variation de la fréequence fpremier mode et les autres modes

éleVéeScblly 6‘-‘12 ) a‘211 6‘-‘221 6‘-‘31’ a‘32

La figure 4.23. Représente I'évolution de la fedgee en fonction de numéro de mode
pour une plaque rectangulaire et encastrée sqgukgse bords.
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Figure 4.23. Influence de la fréquence propre @action du numéro de mode de la plaque
Rectangulaire multicouche EEEE

Cette figure montre que la croissance du la frégeieirculaire liée aux numéros de mode
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Figure 4.24 Variation du paramétre fréquentiel e'ptaque rectangulaire multicouche a
différentes Fixités dans les premiers modes detidr
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Figure 4.25. Variation du paramétre fréquentiel@ittion du numéro de mode de deux
type de plague AEAE et AAEE
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Discussion de l'influence de I'effet combiné du a@port des dimensions (a/b), et du
numéro du mode N sur le comportement vibratoire libe de la plaque rectangulaire

multicouche

Dans ces graphes on étudie I'évolution du factesr fdequences naturelles sous la double

I'influence du rapport des dimensions et du nunaiéranode.
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200
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Figure 4.26Evolution du facteur de fréequence en fonction dunéro modale (Nw14],
No[ w21], Na[ @12], Ng[ @31], Ns[ w22], Ne[ w32, N7[ @41], Ne[ @13], No[ 24|, N1o[ w42]-

Numero de mede
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Figure 4.27 : Evolution du facteur de fréquencéostion du numéro modale (Nb14],
Na[w12], Na[21], Na[022], Ns[w23], Ne[@32], N7[w41], Ne[o13], N[ 23], N1d[@a2],

Conclusion

Cette application montre la croissance du termeectf liée aux numéros des
modes, d'autre part on voit l'effet du rapportditeension qui donne pour la plus grand
valeur du rapport (a/b)=2 une enveloppe inférieagr,qui est conforme avec l'analyse
gualitative qui explique que pour ce méme rapmaddmportement de la plaque a tendance
a rejoindre celui d'une poutre AA, et perd ainsstaitien des rigidités du deuxiéme sens,
qui est par contre conservé pour les autres rapptdrieurs notamment pour le plus petit
rapport (a/b)=0.5 dont le facteur de fréquenceesmond a I'enveloppe supérieur c'est-a-
dire au comportement vibratoire qui se rapprocleelai d'une plaque carrée qui bénéficie
de l'apport des rigidités des deux sens. On dtigfame alors la condition de cohérence
gualitative [ (0aaaa=m®an), pour (a/b)=2]<[(®aaaa, pour (a/b)=1.5].
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Plaque: AAAA

S— AN (a/b)= 1.5 Poutre AA

PR L6 z00§
Lpi 06 56 ZE
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(a/b)= 1.25 Plaque AAAA

s AN
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Figure 4.28. Analyse vibratoire qualitative d'um&qoe rectangulaire AAAA
d'apres le concept des plaques allongées.

Discussion de l'influence de I'effet combiné du gport des dimensions (a/b), et des
conditions de fixités sur le comportement vibratoie libre de la plaque rectangulaire
orthotrope.

Dans ces graphes on étudie I'évolution du factesrfiequences naturelles sous la double
I'influence du rapport des dimensions et des cambtde fixités
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Figure 4.29. Influence de rapport (a/b) sur I'étioludu paramétre fréquentiel des plaques
Simplement appuyé (AAAA) et encastre (EEEE)
Plaques orthotropes soumises aux conditions limiteku type :

e Cas: AAAA

Figure 4.30: Influence du rapport des dimensiofts) (@ des conditions de fixités AAAA et

Cas : EEEE
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EEEE sur I'évolution du facteur des fréquencemedplaque

rectangulaire orthotrope.
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Conclusion :

Dans ce graphe on voit l'influence croissante dpport des dimensions sur
I'accroissement des courbes pour les deux cafixdés AAAA et EEEE, d'autre part
I'influence des conditions limites est observée amparant dans le sens vertical la
dispersion des deux courbes.

Cette constatation est confirmée par I'analysditgitise car la plaque encastrée est
plus rigide par rapport a la plaque simplement gfpu Le rapport du facteur des
fréequences pour les deux limites inférieurs eésiepr est égale a 2, et de ce fait les bords
encastreeEEEE ont pour effet de doubler le seuil des fréequences.

Plaque EEEE (a/b)>>1— Poutre EE
ELEMENT S AN E
—
E

(a/b)<<1- Poutre EE

e | z
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Plaque: AAAA (a/b)>>1- Poutre AA

v AN
PR 16 z009 A

06:56: 22

(a/b)<<1- Poutre AA

Figure 4.31. Analyse vibratoire qualitative desgples rectangulaires AAAA et EEEE
D'apres le concept des plagues allongées.

Plaques orthotropes soumises aux conditions limiteku type :

e Cas: AAEA
e Cas: EAEE
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Figure 4.32 : Influence du rapport des dimensiafis) et des conditions de fixites AAEA
et EAEE sur I'évolution du facteur des fréquendame plaque
rectangulaire orthotrope.

Conclusion :

Dans ce graphe Figure (4.32) on voit linfluencecigsante du rapport des
dimensions sur I'accroissement des courbes pouddes cas de fixités EAEE et AAEA,
d’autre part I'influence des conditions limites ediservée en comparant dans le sens
vertical la dispersion des deux courbes. Cette tatatton est confirmée par l'analyse
gualitative Figure (4.33) car la plaque évolue dansens du comportement poutre dominé
par le petite sens (Ix=a) avec les conditions dges (EAEE-EA) et (AAEA—AA), la
rigidité de la poutre EA étant plus grande queecelé la poutre AA explique I'écart
supérieur des fréquencesgae par rapport @aeaa(Oeeag > Oaeaa )-

Le rapport du facteur des fréquences pour les diamtes inférieurs et supérieur
varie respectivement de 1.47 a 1.27, cette dindnule I'écart des fréquences s'explique
par le rapprochement du comportement des deuregaques vers celui des poutres qui
réduit I'effet des quatre bords a celui de I'effeh méme bord appuyé (A) pour les deux
cas d'une part, et celui d'un bord encastré ety@pg'une autre part.
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Figure 4.33 : Analyse vibratoire qualitative deaqules rectangulaires EAEE et
AAEA d'apres le concept des plaques allongées.
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Figure 4.34. Influence de la fréquence en fonatiomuméro de mode de la plaque
Avec changement de I'épaisseur de la couche deechivdu plaque AAAA
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Figure 4.35. Influence de la fréquence en fonatiomuméro de mode de la plaque
Rectangulaire multicouches de phase isotrope AAAA
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Fgure 4.36. Variation du parametre fréquentiel @'plaque rectangulaire multicouche de
phase isotrope a difféerentes Fixités dans lepriers modes de vibration
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Fgure 4.37. Variation du parametre fréquentiel e'plaque rectangulaire multicouche de

phase isotrope a trois (03) différentes Fixitésgles dix premiers modes de vibration
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Figure 4.38. Variation du parametre frequentielaction du numéro de mode de deux
type de plague AEAE et AAEE pour deux épaisseursuilge
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Figure 4.39. Variation du paramétre frequentiel@rction du numéro de mode de la plaque
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Figure 4.40. Variation du paramétre frequentiel@ittion du numéro de mode de deux
type de plague AEAE et AAEE
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Figure 4.41 : Analyse vibratoire qualitative deaqules rectangulaires AEAE et AAEE
d'apres le concept des plaques allongées.
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CONCLUSIONSGENERALE

Cette étude consiste a décrire le comportementtagive des plagues composites
stratifites (multicouches) a différentes séquenadsmpilement (symétriques et
antisymétrique). Afin d’aboutir a notre objectif) @ suppose que la fleche (déformée) peut
étre approchée par une double série trigonométrigtitenormée qui doit satisfaire aux
conditions aux frontieres. En connaissant I'équmatie Lagrange permet de définir le
mouvement de la plaque, les fréquences propresagactérisent les modes de vibrations
dépent des matrices de rigidité du stratifié.

L'objectif assigné a ce travail est I'étude du cortgment vibratoire, Analytique et
numérique de plagues Composites Multicouche. Ptteindre cet objectif nous avons
commencé par une étude bibliographique détailléelesu Composites Multicouches. De
nombreux travaux sont consacrés a l'étude du cdempent dynamique des structures
multicouches dans le souci d'une meilleure compr&iba et maitrise des problemes
vibratoires. Les structures étudiées sont de typ@gues ou coques et la formulation de
base des stratifiés est largement adaptée a de &lhlyses.

La résolution du probleme est essentiellement basekapproche modale consistant
a déterminer les caractéristigues modales destwtesc Analytique ou numérique. Un
grand intérét est accordé aux performances dei$ggar des couches de la plague étudié.

L'approximation par la théorie classique des $téatpermet une application aisée de
la méthode analytique de Rayleigh-Ritz basée sumiadélisation du déplacement
transversal de la plagque par les fonctions caratitgres de vibrations des poutres
homogénes. Cette approximation a permis de trdétetotalité des combinaisons de
conditions aux limites standards sur les bordsedplaque rectangulaire.

La programmation de la méthode sous MATLAB et MAPlaEpermis d'obtenir les
fréequences et déformées propres de ces plaguesstivalidée en calcul de structures par
éléments finis sous code de calcul ANSYS. La foatioh analytique permet d'envisager
des études de conception et optimisation ainsdggeanalyses de sensibilité.

La comparaison des résultats obtenus par le prageade calcul élaboré avec ceux
issus du calcul de structures pour un stratifié &yique a permis de valider I'approche
analytique utilisée et a mis en évidence l'avantigeette derniére en terme de rapidité de
convergence.



Annexe A

Tableaux des fréquences propres calculées en dal@iructures sous ANSYS
pour une plaque symétriquemulticouche de 5 plis a phase isotrope avec
épaisseur hvariable de couche du cuivre sous différentes @oadons des

conditions aux limites et pour chaque modéle dguysa

R=0.5 AAAA

M odes h, =2 h.=2,5 h. =3 h.=3,5 h. =4
1 9,4749 10,422 11.370 12.317 13.265
2 15.071 16.578 18.085 19.592 21.099
3 24.405 26.845 29.286 31.726 34.167
4 32.038 35.242 38.446 41.650 44.853
5 37.496 41.246 44.996 48.745 52.495
6 37.611 41.372 45.133 48.894 52.655
7 46.421 51.063 55.706 60.348 64.990
8 54.907 60.397 65.888 71.379 76.869
9 58.811 64.692 70.573 76.455 82.336
10 69.103 76.013 82.923 89.834 96.744

R=1 AAAA

Modes h, =2 h. =2,5 h, =3 h.=3,5 h. =4
1 15.179 16.697| 18.215 19.733| 21,251
2 37.865 41.652| 45.438 49.225| 53.011
3 37.865 41.652| 45.438 49.225| 53.011
4 60.235 66.258 | 72.282 78.305| 84.328
5 75.619 83.181| 90.743 98.305| 105.87
6 75.619 83.181| 90.743 98.305| 105.87
7 97.493 107.24| 116.99 126.74| 136.49
8 97.493 107.24| 116.99 126.74| 136.49
9 128.44 141.29| 154.13 166.98| 179.82
10 128.44 141.29| 154.13 166.98| 179.82




R=15 AAAA

Modes | hc=2 | h.=25 | h.=3 | h.=35 | h, =4
1 2,7392 | 3.0132| 3.2871 3,561 3,8349
2 52486 | 5.7735| 6.2983  6.8232 7.3481
3 8.3976 | 9.2373| 10.077 10.917 11.757
4 9.4423 | 10.387| 11.331] 12.275 13.219
5 10.857 | 11.942| 13.028 14.114 15.199
6 14.925 | 16.417| 17.910 19.402 20.895
7 15.360 | 16.896| 18.432  19.968 21.504
8 17.742 | 19516 21.291 23.065 24.839
9 20.158 | 22.174| 24.190 26.205 28.221
10 20.629 | 22.692| 24.754  26.817 28.880
R=2 AAAA

Modes | h=2 h=2,5 h=3 h=3,5 h=4
1 90,4749 | 10,422| 11.370 12317  13.26
2 15.071 | 16.578| 18.085 19.592  21.09
3 24.405 | 26.845| 29.286 31.726  34.16
4 32.038 | 35.242| 38.446 41.650  44.8F
5 37.496 | 41.246| 44.996 48.745  52.4C
6 37.611 | 41.372| 45133 48.894 52.6°
7 46.421 | 51.063| 55.706  60.348 64.990
8 54.907 | 60.397| 65.888 71.379 76.869
9 58.811 | 64.692| 70573 76.455 82.336
10 69.103 | 76.013| 82.923 89.834 96.744

R=0.5 EEEE

Modes | h=2 h=2,5 h=3 h=3,5 h=4
1 18.706 | 20577| 22.448 24.318 26,14
2 24130 | 26.543| 28.956 31.360  33.7¢
3 33.950 | 37.355| 40.751 44.146  47.54
4 48131 | 52.944| 57.757 62570  67.3¢
5 48367 | 53.204| 58.041 62877 67.71
6 53.202 | 58.522| 63.842 69.168  74.4¢
7 61.876 | 68.063| 74.251] 80438  86.62
8 67.466 | 74.213| 80.959 87.706  94.4%
9 74448 | 81.892| 89.337 96.782  104.
10 91.292 | 100.42| 10955 118.68 127.¢
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R=1 EEEE
M odes h=2 h=2,5 h=3 h=3,5 h=4
1 27.561 30,317 33.073 35.830 38.54
2 56.044 61.648 67.252 72.85Y 78.46
3 56.044 61.648 67.252 72.85Y 78.46
4 81.916 90.107 98.299 106.49 114.6
5 100.29 110.31 120.34 130.37 140.4
6 100.85 110.94 121.02 131.11 141.1
7 124.32 136.75 149.18 161.62 174.G
8 124.32 136.75 149.18 161.62 174.Q
9 160.42 176.46 192.50 208.54 224.5
10 160.42 176.46 192.50 208.54 224.5
R=1.5 EEEE
M odes h=2 h=2,5 h=3 h=3,5 h=4
1 5,1565 5,6722 6,1878 6,7035 7,219
2 7.9489 8.7438 9.5387 10.334 11.12
3 12.526 13.779 15.031] 16.284 17.59
4 12.714 13.985 15.257 16.528 17.80
5 15.028 16.530 18.033 19.536 21.03
6 19.313 21.244 23.176 25.107 27.03
7 19.389 21.328 23.267 25.206 27.14
8 23.524 25.876 28.229 30.581 32.93
9 25.453 27.998 30.543 33.089 35.63
10 25.887 28.475 31.064 33.653 36.24
R=2 EEEE
M odes h=2 h=2,5 h=3 h=3,5 h=4
1 18.706 20,577 22.448 24,318 26.18
2 24.130 26.543 28.956 31.369 33.78
3 33.959 37.355 40.751 44.146 47.54
4 48.131 52.944 57.757 62.570 67.38
5 48.367 53.204 58.041] 62.877 67.71
6 53.202 58.522 63.842 69.163 74.48
7 61.876 68.063 74.251 80.438 86.62
8 67.466 74.213 80.959 87.706 94.45
9 74.448 81.892 89.337 96.782 104.2
10 91.292 100.42 109.55 118.68 127.8
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R=0.5 EAEE
M odes h=2 h=2,5 h=3 h=3,5 h=4
1 14,02 15.422 16.824 18.226 19.628
2 20.580 22.638 24.696 26.754 28.812
3 31.401 34.541 37.681 40.821 43.961
4 39.887 43.876 47.865 51.853 55.842
5 45.660 50.226 54.792 59.358 63.924
6 46.503 51.154 55.804 60.454 65.105
7 55.290 60.819 66.348 71.877 77.406
8 66.011 72.613 79.214 85.815 92.416
9 68.798 75.677 82.557 89.437 96.317
10 80.061 88.067 96.073 104.08 112.09
R=1 EAEE
M odes h=2 h=2,5 h=3 h=3,5 h=4
1 24,395 26.835 29.274 31.714 34.153
2 48.404 53.245 58.085 62.926 67.766
3 54.334 59.768 65.201 70.635 76.068
4 76.421 84.063 91.705 99.347 106.99
5 88.839 97.723 106.61 115.49 124.37
6 99.473 109.42 119.37 129.31 139.26
7 114.64 126.10 137.57 149.03 160.49
8 120.37 132.41 144.45 156.48 168.52
9 144.84 159.32 173.80 188.29 202.77
10 156.57 172.22 187.88 203.53 219.19
R=1.5 EAEE
M odes h=2 h=2,5 h=3 h=3,5 h=4
1 4,9398 5,4338 5,9278 6,4218 6,9158
2 7.2563 7.9819 8.7075 9.4331 10.159
3 11.501 12.651 13.801 14.951 16.101
4 12.416 13.658 14.900 16.141 17.383
5 14.618 16.079 17.541 19.003 20.465
6 17.656 19.421 21.187 22.952 24.718
7 18.477 20.324 22.172 24.020 25.867
8 23.454 25.799 28.144 30.490 32.835
9 24.122 26.534 28.946 31.358 33.770
10 25.605 28.166 30.727 33.287 35.848
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R=2 EAEE

M odes h=2 h=2,5 h=3 h=3,5 h=4
1 73.537 | 80.891 | 88.245 | 95,599 102.95
2 91.740 | 100.91 110.09 119.26 128.44
3 126.39 139.03 151.67 164.31 176.95
4 178.91 196.80 | 214.69 | 232.58 | 250.47
5 191.88 | 211.06 | 230.25 | 249.44 | 268.63
6 210.26 | 231.29 | 252.32 | 273.34 | 294.37
7 24193 | 266.12 | 290.32 | 314.51 | 338.70
8 249.84 | 274.82 | 299.81 | 324.79 | 349.78
9 288.19 | 317.01 | 345.83 | 374.65 | 403.47
10 340.09 | 374.10 | 408.11 | 442.11 | 476.12

R=0.5 AEAE

Modes h=2 h=2,5 h=3 h=3,5 h=4
1 18,142 19,3957 21,771 23.58b 25,399
2 21.960 24.156 26.352 28.548 30.744
3 29.542 32.496 35.451 38.405 41.359
4 41.439 45.583 49.727 53.871 58.015
5 47.829 52.612 57.395 62.178 66.961
6 52.011 57.212 62.413 67.614 72.815
7 57.847 63.632 69.417 75.201 80.986
8 59.251 65.176 71.101 77.026 82.951
9 69.897 76.887 83.877 90.866 97.856
10 78.972 86.869 94.766 102.66 110.56

R=1 AEAE

M odes h=2 h=25 h=3 h=3,5 h=4
1 22.206 24.427 26.648 28.868 31,89
2 41.870 46.057 50.244 54.431 58.618
3 53.044 58.348 63.652 68.957 74.261
4 71.819 79.001 86.183 93.365 100.55
5 78.128 85.941 93.754 101.5y 109.38
6 98.579 108.44 118.30 128.15 138.01
7 105.97 116.57 127.17 137.77 148.36
8 117.01 128.71 140.41 152.11 163.81
9 130.20 143.22 156.24 169.26 182.28
10 149.73 164.70 179.67 194.65 209.62




R=15 AEAE
Modes h=2 h=2,5 h=3 h=3,5 h=4
1 3,3306 | 3,6636| 3,9967 5,326l 5,735
2 6.7679 | 7.4446| 8.1214  9.4390  10.16
3 8.6780 | 9.5458| 10.414 13.630  14.67
4 11.812 | 12.993| 14.174 15.9383  17.15
5 11.910 | 13.102| 14.293 17.285  18.61
6 16.730 | 18.403| 20.076 23.288  25.08
7 17.909 | 19.699| 21.490 24.776  26.69
8 18.799 | 20.679| 22558 26.805  28.84
9 20.776 | 22.854| 24.932 30.189 32.51
10 23.367 | 25.704| 28.040 31.625  34.05%
R=2 AEAE
Modes h=2 h=2,5 h=3 h=3,5 h=4
1 10.481 | 11.529| 12,578 13.626  14.671
2 18.035 | 19.838| 21.642] 23.445  25.24
3 29.551 | 32.506| 35.461 38.416  41.37
4 32.470 | 35.717| 38.964 42.211  45.4%
5 39.078 | 42.986| 46.894 50.802 54.71
6 45.083 | 49.591| 54.099 58.60f 63.11
7 49.631 | 54.594| 59557  64.520  69.48
8 63.994 | 70.394| 76.793 83.1983  89.59
9 64.900 | 71.390| 77.880 84.370  90.86
10 69.347 | 76.282| 83.21§ 90.151  97.08
R=0.5 AAEE
Modes h=2 h=25 h=3 h=3,5 h=4
1 13.590 | 14.949| 16.308 17.667  19.07
2 19.174 | 21.091| 23.008 24.926 26.84
3 28.843 | 31.727| 34.612 37.496  40.38
4 39.695 | 43.664| 47.633 51.6083  55.57
5 42.699 | 46.969| 51.239 55509  59.771
6 44951 | 49.447| 53.942 58.437  62.93
7 53.756 | 59.131| 64.507 69.882  75.25
8 60.908 | 66.999| 73.090 79.181  85.271
9 66.246 | 72.871| 79.495 86.120 92.74
10 79.947 | 87.942| 95.937  103.98  111.¢
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R=1 AAEE
Modes h=2 h=2,5 h=3 h=3,5 h=4
1 20.761 | 22.837| 24.913 26.980  29.06
2 46.329 | 50.962| 55.595 60.228  64.84
3 46.536 | 51.190| 55.844 60.497  65.15
4 70.537 | 77.590| 84.644  91.697  98.75
5 87.551 | 96.307| 105.06§ 113.82 1225
6 87.677 | 96.445| 105.21] 113.98  122.7
7 110.24 | 121.27| 13229 143.31  154.3
8 110.55 | 121.60| 132.66  143.71  154.7
9 143.92 | 158.31| 172.70 187.09 201.4
10 144.02 | 158.42| 172.82] 187.22 201.6
R=15 AAEE
Modes h=2 h=2,5 h=3 h=3,5 h=4
1 3,8221 | 4.2043| 4,5865  4,9687  5,35(C
2 6.4983 | 7.1481| 7.7979 8.4477  9.097
3 10.355 | 11.391| 12.427] 13.462  14.49
4 10.995 | 12.095| 13.194 14.294  15.39
5 12.836 | 14.120| 15.404 16.68Y  17.97
6 17.017 | 18.719| 20.421 22.122  23.82
7 17.298 | 19.028| 20.758 22.488 24.21
8 20.540 | 22.595| 24.649 26.708  28.75
9 22.910 | 25.202| 27.493 29.784  32.071
10 22959 | 25.255| 27551 29.847  32.14
R=2 AAEE
M odes h=2 h=25 h=3 h=3,5 h=4
1 13.590 | 14.949| 16.308 17.66f  19.02
2 19.174 | 21.091| 23.008 24.926 26.84
3 28.843 | 31.727| 34.612 37.496  40.39
4 39.695 | 43.664| 47.633 51.608 55.57
5 42.699 | 46.969| 51.239 55.509 59.77
6 44951 | 49.447| 53.942 58.437  62.93
7 53.756 | 59.131| 64.507 69.882  75.25
8 60.908 | 66.999| 73.090 79.181  85.27
9 66.246 | 72.871| 79.495 @ 86.120  92.74
10 79.947 | 87.942| 95937  103.98  111.9
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Annexe A

R=0.5 AAEA

Modes h=2 h=2,5 h=3 h=3,5 h=4
1 9,991 10,9 11.891| 12.317 13.265
2 16.427 | 18.070| 19.713  19.592  21.099
3 26.829 | 29.512| 32.195 31.726  34.147
4 32.238 | 35.461| 38.685 41.650  44.853
5 38.235 | 42.058| 45.882  48.745  52.495
6 41.180 | 45.298| 49.417  48.894  52.655
7 47.935 | 52.729| 57.522 < 60.348  64.990
8 59.716 | 65.688| 71.659 71.379  76.869
9 61.276 | 67.404| 73531 76.455  82.336
10 69.219 | 76.141| 83.063 89.834  96.744

R=1 AAEA

Modes h=2 h=2,5 h=3 h=3,5 h=4
1 18.163 | 19.979| 21,795 23.611  25.428
2 39.596 | 43.555| 47.515 51.474  55.434
3 44.940 | 49.434| 53.928 58421  62.915
4 65.566 | 72.122| 78.679 85.236  91.792
5 76.745 | 84.419| 92.094 99.768  107.44
6 86.615 | 95.277| 103.94 112.60 121.26
7 101.42 | 111.56| 121.70 131.84  141.98
8 106.76 | 117.44| 128.11] 138.79  149.46
9 129.25 | 142.18| 155.10 168.08  180.95
10 141.46 | 155.61| 169.76 183.90  198.05

R=15 AAEA

Modes h=2 h=25 h=3 h=3,5 h=4
1 3,6236 | 3,9859| 4,3483  4,7107 5,73
2 5.8584 | 6.4443| 7.0301] 7.6159  8.2018
3 9.8657 | 10.852| 11.839 12.825  13.812
4 10.250 | 11.275| 12.300 13.325  14.350
5 12.445 | 13.689| 14.933 16.178 17.422
6 15.670 | 17.237| 18.804 20.371  21.938
7 16.226 | 17.849| 19.471 21.094 22.717
8 20.472 | 22.519| 24566 26.614  28.661
9 21.686 | 23.855| 26.023 28.192  30.361
10 22.663 | 24.930| 27.196 29.462  31.729




R=2 AAEA
Modes h=2 h=2,5 h=3 h=3,5 h=4
1 13.266 | 14.592| 15919 17.245 18,57
2 18.006 | 19.807| 21.608 23.408 25.2Q
3 26.589 | 29.247| 31.906 34.565  37.22
4 39.258 | 43.184| 47.110 51.036  54.96
5 39.530 | 43.483| 47.436 51.389  55.34
6 44313 | 48.744| 53.175 57.606  62.03
7 52.391 | 57.631| 62.870 68.109  73.34
8 56.189 | 61.808| 67.427  73.046  78.66
9 63.943 | 70.337| 76.731] 83.125  89.57
10 77.647 | 85.411| 93.176 100.94  108.7
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Annexe B

Comparaison entre les fréquences obtenues par ANSYBIEF) et new Method de

Matériau Orthotrope 1

MATERIAL NUMBER = 1
EX = 0.10000E+11 pa

0.31000E+10 pa

EY = 0.50000E+10 pa
NUXY = 0.10000

GXY =

GYZ = 0.0000

GXZ = 0.0000

DENS = 7800.0
PRXY = 0.20000
H=10-3 m

kg/m3

Hearmon

Pour la comparaison des résultats obtenue par ANSY8alculé I'écart relatif A
Ou A = [(fum-Tansys)/fam ] X100

R=1.25 ou a=4m et b=3.2m

modes | Déformée AAIXiI\S AAI\,IAI\,Q\ Ecart (Hz A (%)
1 1-1 0,68239 0.68 -0.00239 -0.3514
2 2-1 1.6548 1.66 0.0052 0.3132
3 1-2 1.7568 1.76 0.0032 0.1818
4 2-2 2.7293 2.73 0.0007 0.0256
5 3-1 3.2752 3.28 0.0048 0.1463
6 3-2 4.3493 4.35 0.0007 0.0160

R=1.25 ou a=4m et b=3.2m
ANSYS | NM

modes| Déformée | EEEE | Eeeg| et (Hz A (%)
1 1-1 1,2447 | 1,25 0,0053 0,424
2 1-2 2,6144 | 2,63 0,0156 0,593156
3 2-1 2,4604 | 2,47 0,0096 0,388664
4 2-2 3,7414 | 3,76 0,0186 0,494681
5 3-1 4,37 4.4 0,03 0,681818
6 3-2 55916 | 5,63 0,0384 0,68206




R=1.25 ou a=4m et b=3.2m
ANSYS| NM
modes| Déformée | AAEA | AAEA | ECat(Hz | A (%)
1 1-1 | 0,82797 | 083 | 0,00203 | 0,244578
2 1-2 20978 | 21 0,0022 | 0,104762
3 2-1 1,7431 | 1,75 | 0,0069 | 0,394286
4 22 29968 | 3 0,0032 | 0,106667
5 3-1 33352 | 3736 | 00248 | 0,738095
6 3-2 4556 | 457 | 0014 | 0306346
R=1.25 ou a=4m et b=3.2m
ANSYS| NM
modes| Déformée | AAEE | AAEE | Eeat(Hz | A (%)
1 1-1 | 093552 | 0,94 | 0,00448 | 0,476596
2 1-2 21608 | 217 | 0,0092 | 0,423963
3 2-1 20334 | 205 | 00166 | 0,809756
4 22 32093 | 322 | 00107 | 0,332298
5 3-1 3803 | 382 0,017 | 0445026
6 3-2 49456 | 496 | 00144 | 0290323
R=1.25 ou a=4m et b=3.2m
ANSYS| NM
modes| Déformée | AEAE | AEAE | Eeat(Hz | A (%)
1 1-1 | 097681 | 098 | 000319 | 0,32551
2 1-2 19253 | 194 | 00147 | 0757732
3 2-1 2304 | 231 0,006 | 0,25974
4 22 32278 | 324 | 00122 | 0,376543
5 3-1 42677 | 427 | 00023 | 0,053864
6 3-2 5203 | 521 0,007 | 0,134357
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R=1.25 ou a=4m et b=3.2m

ANSYS | NM
modes| Déformée | EAEE | EAEE | Feat(Hz | A (%)
1 1-1 11148 | 1,12 | 00052 | 0464286
2 1-2 2543 | 2,56 0,017 | 0,664062
3 2-1 21361 | 215 | 00139 | 0,646512
4 2-2 35073 | 352 | 00127 | 0,360795
5 3-1 38696 | 3,89 | 0,204 | 0524422
6 3-2 51718 | 5,2 0,0282 | 0,542308

R=1.333 ou a=4m et b=3m

ANSYS | NM

modes| Déformée | AAAA | AAAA Ecart (Hz A (%)
1 1-1 | 073174 | 073 | -0,00174 | -0,23836
2 1-2 19542 | 1,95 | -00042 | -0,21538
3 2-1 1,7041 | 17 | -00041 | -0,24118
4 2-2 29266 | 293 | 00034 | 0,116041
5 3-1 33246 | 333 | 00054 | 0,162162
6 3-2 45467 | 455 | 00033 | 0,072527

R=1.333 ou a=4m et b=3m

ANSYS | NM

modes| Déformée | EEEE | EEeg| teatHz | A (%)
1 1-1 13384 | 134 | 00016 | 0,119403
2 1-2 29124 | 293 | 00176 | 0,600683
3 2-1 25357 | 255 | 00143 | 0,560784
4 22 4018 | 404 | 0022 | 0544554
5 31 44413 | 447 | 00287 | 0,642058
6 32 58488 | 588 | 0,312 | 0,530612
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R=1.333 ou a=4m et b=3m

ANSYS| NM
modes| Déformée | AAEA | AAEA | ECat(Hz | A (%)
1 1-1 | 090277 | 091 | 0,00723 | 0,794505
2 1-2 23469 | 235 | 0,0031 | 0,131915
3 2-1 18105 | 182 | 0,0095 | 0,521978
4 22 23469 | 235 | 0,0031 | 0,131915
5 3-1 33974 | 342 | 00226 | 0,660819
6 32 47931 | 481 | 00169 | 0351351
R=1.333 ou a=4m et b=3m
ANSYS | NM
modes| Déformée | AAEE | AAEE | Ecart(Hz | A (%)
1 1-1 1017 | 101 | -0,007 | -0,69307
2 1-2 24058 | 242 | 00142 | 0586777
3 2-1 20943 | 211 | 00157 | 0,744076
4 22 34441 | 345 | 00059 | 0171014
5 3-1 386 | 3,88 002 | 0515464
6 3-2 51713 | 518 | 00087 | 0,167954
R=1.333 ou a=4m et b=3m
ANSYS| NM
modes| Déformée | EAEE | EAEE| ceat(Hz | A (%)
1 1-1 12173 | 122 | 00027 | 0221311
2 1-2 28466 | 286 | 00134 | 0468531
3 2-1 22199 | 223 | 00101 | 0,452915
4 22 37963 | 381 | 00137 | 0,35958
5 3-1 39419 | 397 | 00281 | 0,707809
6 32 5443 | 548 | 0037 | 0675182
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R=1.333 ou a=4m et b=3m

ANSYS | NM
modes| Deformée | AEAE | AEAE | Ecart (Hz A (%)
1 1-1 1,0153 | 1,02 0,0047 0,460784
2 1-2 2,1119 | 2,13 0,0181 0,849765
3 2-1 2,344 2,35 0,006 0,255319
4 2-2 3,4063 | 342 0,0137 0,400585
5 3-1 43095 | 4,31 0,0005 0,011601
6 3-2 53801 | 5,39 0,0099 0,183673
R=1.5 ou a=4m et b=2.667
ANSYS | NM
modes| Déformee | AAAA | AAAA | Ecart (Hz A (%)
1 1-2 0,83986 | 0,84 0,00014 | 0,016667
2 2-1 2,3866 | 2,39 0,0034 0,142259
3 2-2 1,8123 1,81 -0,0023 -0,12707
4 3-1 3,3591 | 3,36 0,0009 0,026786
5 3-2 33591 | 3,43 0,0709 2,067055
6 1-2 49791 | 4,98 0,0009 0,018072
R=1.5 ou a=4m et b=2.667
ANSYS | NM
modes| Déformée | EEEE | EEEE| Ecart (Hz A (%)
1 1-2 15521 | 1,56 0,0079 0,50641
2 2-1 3,571 3,59 0,019 0,529248
3 2-2 2,7095 [ 2,72 0,0105 0,386029
4 3-1 4,6374 | 4,67 0,0326 0,698073
5 3-2 4,6374 | 4,62 -0,0174 -0,37662
6 1-2 6,4278 | 6,47 0,0422 0,652241
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R=1.5 ou a=4m et b=2.667
ANSYS | NM
modes| Déformée | AAEA | AAEA | Ecart (Hz A (%)
1 1-2 1,0678 | 1,07 0,0022 0,205607
2 2-1 2,893 2,89 -0,003 -0,10381
3 2-2 19609 | 1,97 0,0091 0,461929
4 3-1 37791 | 3,78 0,0009 0,02381
5 3-2 3,536 3,56 0,024 0,674157
6 1-2 53168 | 5,33 0,0132 0,247655
R=1.5 ou a=4m et b=2.667
ANSYS | NM
modes| Déformée | AAEE | AAEE | Ecart (Hz A (%)
1 1-2 1,1596 | 1,17 0,0104 0,888889
2 2-1 2,9452 | 2,96 0,0148 0,5
3 2-2 2,2314 | 2,25 0,0186 0,826667
4 3-1 3,9634 | 3,97 0,0066 0,166247
5 3-2 3,9887 | 4,01 0,0213 0,531172
6 1-2 56724 | 5,68 0,0076 0,133803
R=1.5 ou a=4m et b=2.667
ANSYS | NM
modes| Déformée | AAEE | AAEE | Ecart (Hz A (%)
1 1-2 1,125 1,11 -0,015 -1,35135
2 2-1 24326 | 2,54 0,1074 4,228346
3 2-2 25259 | 244 -0,0859 -3,52049
4 3-1 3,803 3,82 0,017 0,445026
5 3-2 4,4015 4,4 -0,0015 -0,03409
6 1-2 57722 | 5,78 0,0078 0,134948
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R=1.5 ou a=4m et b=2.667
ANSYS | NM
modes| Déformée | EAEE | EAEE| Ecart (Hz A (%)
1 1-2 1,4465 | 1,45 0,0035 0,241379
2 2-1 35144 | 3,53 0,0156 0,441926
3 2-2 2,4115 | 2,42 0,0085 0,35124
4 3-1 44381 | 4,46 0,0219 0,491031
5 3-2 4,107 4,13 0,023 0,556901
6 1-2 6,0495 | 6,08 0,0305 0,501645

Annexe B
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