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Résumé

Analyse et modélisation des fissurations dans les plaques trouées

sous l’effet des conditions extérieures

Le problème de fissurations dans les structures continues telles que les
plaques, les poutres, les barres, les treillis ou les coques est souvent très apparent
au voisinage des trous de rivetages, d’entailles ou d’autres congés de
raccordement. En fait, les plaques trouées assemblées par rivetage ou boulonnées
ont une grande importance dans les domaines d’applications de la mécanique,
l’aéronautique, l’aérospatial et le génie civil et peuvent être l’objet de fissurations
considérables autour de leurs trous, et diminuer leur durée de vie ou même
provoquer leur rupture totale ou leur désastre. La présence de ces trous conduit à
un affaiblissement de la structure sous l’effet de concentrations de contraintes ou
de déformations locales qui peuvent engendre un amorçage de fissure. Ces
concentrations de contraintes sont souvent inévitable dû à l’effet des conditions
extérieures telles que : les forces, les contraintes, les changements de températures,
l’humidité et d’autres. Il est donc nécessaire de connaître ces facteurs d’intensité de
contraintes associés à chaque géométrie de la plaque, afin d’analyser son état de
contraintes et de déformation ainsi que ses modes de fissurations qui peuvent être
suivant les modes I, II et III ou mode mixte. L'analyse de la propagation des
fissures dans les structures en plaques industrielles conduit à évaluer leur durée de
vie avant leur rupture brutale.

Notre travail, consiste à l’analyse statique et dynamique de la propagation
des fissurations autours des trous circulaires, elliptiques et d’autres formes dans les
plaques 2D (bidimensionnel) minces d'aluminium sous l'effet des forces
appliquées externes. La position d'amorçage du trou est définie par un point sur le
bord du trou et l'angle d'inclinaison par rapport à l'axe orthonormé (X, Y) dont le
centre est le centre du trou. Ainsi que l'inclinaison du chargement (charge en mode
mixte). En conséquence, une stratégie de calcul est mise en œuvre sur la base de la
méthode des éléments finis «quart de point spécial» impliquant l'approche BEM et
XFEM utilisant logiciel ANSYS et ABAQUS. Les résultats obtenus sont permis de
définir les modes de fissurations dans les trous des plaques. Les valeurs du facteur
d'intensités de contraintes correspondants à chaque mode de fissuration sous l’effet
des conditions extérieures telle que le chargement en mode I ou en mode mixte ont
été déterminées pour les différentes méthodes de calcul utilisées et de bonnes
concordances avec les résultats analytiques ont été remarquées. Les résultats
numériques sont comparés aux résultats expérimentaux et de bons résultats ont été
observés. Ces concentrations de contraintes sont trouvées au voisinage des trous
qui engendrent une zone plastique influe sur le chemin de propagation de la
fissure, ce qui est conseillé de distancier le perçage des trous dans les plaques afin
d’éviter leurs ruptures faciles et d’augmenter leur durée de vie.

Mots clés : Plaques trouées, trous circulaires et elliptiques, fissuration, facteurs
d’intensités de contraintes, modes de rupture, méthodes numériques, conditions
extérieures.



iv

Abstract

Analysis and modelling of cracks in the holed plates under the

effect of external conditions

The problem of cracks in continuous structures such as plates, beams, bars,

trellis or hulls is often very apparent around riveting holes, notches or other

connecting leaves. In fact, the holed plates assembled by riveting or bolted are of

great importance in the fields of applications of mechanics, aeronautics, aerospace

and civil engineering and they can be the object of considerable cracking around

their holes. The presence of these cracks leads to a weakening of the structure as a

result of concentrations of local stresses or deformations that can decrease their

lifespan or even cause their total rupture or their disaster. These stress

concentrators are often unavoidable due to the effect of external conditions such

as: forces, stresses, temperature changes, humidity and others. It is therefore

necessary to know these stress intensity factors associated with each geometrical

plate, in order to analyse its state of stress and strain state as well as its cracking

modes which can be according to modes I, II and III or mixed mode. The analysis

of the propagation of cracks in industrial plate structures leads to evaluating their

lifespan before their sudden rupture.

In our work consists of the static and dynamic analysis of the propagation

cracks around circular, elliptical holes and other shapes in thin 2D (two-

dimensional) aluminum plates under the effect of external applied forces. The

starting position of the hole is defined by a point on the edge of the hole and the

angle of inclination with respect to the orthonormal axis (X, Y) whose center is the

center of the hole. As well as the inclination of the load (mixed mode).

Consequently, a calculation strategy is implemented based on the “special quarter

point” finite element method involving the BEM and XFEM approach using

ANSYS and ABAQUS software. The results obtained are allowed to define the

modes of cracking in the holes of the plates. The values of the factor of stress

intensities corresponding to each mode of cracking under the effect of external

conditions such as the loading in mode I or in mixed mode were determined for the

various calculation methods used and good agreement with the results. Analytical

have been noticed. The numerical results are compared with the experimental

results and good results have been observed. These stress concentrations are found

in the vicinity of the holes which generate a plastic zone influencing the

propagation path of the crack, which is advisable to distance the drilling of holes in

the plates in order to avoid their easy ruptures and to increase their lifetime.

Keywords: Holed plates, circular and elliptical holes, cracking, intensity stress factors,

breaking modes, numerical methods, external conditions.
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ملخص

ة تحت تأثیر الظروف ثقوبالمحالو الاالشقوق في  ةنمذجتحلیل و

الخارجیة

أو نالجملو،القضبانالجوائز،الصفائح،تكسیر في الھیاكل المستمرة مثلالمشكلة إن 

تقریب آخر من أو )فتحات(نكات ،التثبیتھیاكل غالبا ما یكون واضحا جدا في محیط ثقوب 

ھي لبراغياتجمیعھا من خلال التثبیت أو التيصفائح المثقوبة لافي الواقع، فإن .الاتصال

ذات أھمیة كبیرة في مجالات تطبیقات المیكانیكا ، والطیران ، والفضاء والھندسة المدنیة ، 

یؤدي وجود ھذه الشقوق إلى .ثقوبالتشققات معتبرة حولع ووأنھا یمكن أن تكون موض

أو التشوھات المحلیة التي یمكن أن تقلل من عمرھا الإجھادتركیزاتكل نتیجةاإضعاف الھی

لإجھاد غالبا ما لا یمكن تجنبھا بسبب تأثیر ل ھذه التركیزات.أو حتى تسبب تمزقھا الكلي

و.القوات، والضغوط، وتغیرات درجة الحرارة والرطوبة وغیرھا:الظروف الخارجیة مثل

المرتبطة كل لوحة ھندسیة، من لذلك فمن الضروري أن نعرف ھذه العوامل شدة الإجھاد

أجل تحلیل حالتھ من الإجھاد والتشوه، فضلا عن نوع وسائط تكسیر التي یمكن أن تكون في 

.الوضع الأول والثاني والثالث أو الوضع المختلط

دائریة، بیضاویة وأشكال الثقوب الفي عملنا، تم النظر في تحلیل لانتشار الشقوق حول 

وتجرى .دینامیكیةوالساكنة نھائیة في حالات لالئح ذات الأبعاد االصفاأخرى من ثقب في 

د عتمت.سلوك مرن خطييذأو وسط متماثل الدراسة في سیاق الاضطرابات الصغیرة لبیئة 

الثلاثیة مقارنة بالأسالیب الرقمیة المحددة العناصر  ةنمذجى علالمستخدمة طرق الحساب 

سمحت لنا  ).XFEM(المحدودة الممتدة والعناصر)BEM(الأخرى مثل عناصر الحدود 

النتائج التي تم الحصول علیھا بتحدید أوضاع التشقق في اللوحات حول الثقوب، والتي ھي 

وقد تم تحدید قیم عوامل تركیزات شدة الإجھاد .من النوع الأول والثاني والوضع المختلط

لمستخدمة في الحساب المقابلة لكل وضع تكسیر بسبب الظروف الخارجیة لمختلف الطرق ا

تم العثور على ھذه العوامل الإجھاد ولقد.وتطابق جید مع النتائج التحلیلیة تلك التي لوحظت

المسافة نكبر  التركیز لتكون مھمة جدا في محیط الثقوب التي سوف یكون من المستحسن أن

.سھل وزیادة عمرھاالكسر أو التمزق المن أجل تجنب الصفائح ن الثقوب في بی

طرقلشكل، تكسیر، عوامل شدة الإجھاد،بیضاویة ا ثقب ،ةة، ثقب دائریبوثقم حاوللأا:الكلمات الرئیسیة
.، ظروف خارجیةحسابیةكسر، أسالیب الت
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Introduction Générale

Les plaques trouées ont une grande application dans les domaines de l’ingénierie

moderne tels que la construction mécanique, les structures aéronautiques, l’aérospatiale, la

biomécanique, le génie civil et d’autres domaines dont leurs structures sont assemblées ou

rivetées par boulons, rivés ou autres congés de raccordement. Sous l’effet des charges et

des contraintes extérieures ces plaques peuvent être l’objet de fissurations considérables

spécialement autour des trous de leur fixation. La présence de ces fissures conduit à un

affaiblissement de la structure sous l’effet de concentrations de contraintes ou de

déformations locales qui peuvent diminuer leur durée de vie ou même provoquer leur

rupture totale ou leur désastre. Ces concentrateurs de contraintes sont souvent inévitable

dûà l’effet des conditions extérieures tels que : les forces, les contraintes, les changements

de températures, l’humidité et d’autres. Il est donc nécessaire de connaître ces facteurs

d’intensité de concentration de contraintes associés à chaque géométrie de la plaque, afin

d’analyser son état de contrainte et de déformation ainsi que son type de mode de

fissuration qui peut être suivant le mode I, le mode II, le mode III ou le mode mixte.

De nos jours, l'étude des phénomènes de traction, de cisaillement et de flexion sur ces

plaques conduit à un affaiblissement qui se produit en raison de la présence des contraintes

locales ou des concentrations des contraintes au niveau de ces trous. Il est donc conseillé

d'éviter autant que possible, le perçage qui augmente la probabilité de la présence des

fissures. Cependant, lorsque la présence de ces intensités de contraintes est inévitable, il est

nécessaire de connaitre le facteur de concentration de contrainte associé à chaque

géométrie afin de dimensionner ces structures ou ces plaques. Cela permet d’éviter leur

désastre et d’augmenter leur durée de vie; chose qui a été considérée dans notre problème.

Par ailleurs et durant le fonctionnement ou les vibrations des machines ou des

structures, c’est-à-dire lorsqu'elles sont exposées à des contraintes dynamiques, ce qui peut

engendrer d’avantage la formation et la propagation des fissures. Ce phénomène conduit à

la fatigue de la structure et ne peut être diminué que par le contrôle et l’analyse des

différents paramètres, tels que l’amortissement, la viscosité ou autres. D’après la courbe

des expériences sur des éprouvettes on peut identifier la résistance à la fatigue tout en

tenant compte du nombre de cycles avant que l'échantillon ne casse et en se fixant une

limite de 108 cycles sur l’éprouvette [1-2]. Dans la pratique, la complexité de la forme de
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structure et les effets extérieure tel que l'humidité et la température diminue la résistance à

la fatigue. Donc le niveau de contrainte peut être varié pendant le fonctionnement de ces

matériaux. Ces contraintes élevées peuvent engendrer une petite fissure qui peut se

propager même si le niveau des contraintes est inférieur à la limite d'endurance originale à

cause de l'effet croissant de la contrainte. A l'échelle microscopique, tout matériau présente

un défaut. Puisque ces conditions favorisent l'apparition de concentrations de contraintes, il

faut souvent considérer la possibilité d'amorçage de fissure ainsi que sa propagation lors du

calcul d'une structure. Pour cette raison, les concepteurs de structures ou tout élément

soumis à des charges cycliques doivent non seulement prendre en compte la possibilité de

fissuration, mais aussi estimer la vitesse de propagation de la fissure, pour s'assurer que ces

fissures n'atteignent pas la longueur critique. Cette brève explication permet de mieux

comprendre pourquoi la formation de fissures due à la fatigue est possible dans les

composantes de la machine. La présence des trous d'assemblage. Qui nuisent la durée de

vie de ces systèmes mécaniques. D’autres parts des outils de calcul permettent maintenant de

représenter l’avancée dynamique d’une fissure, les résultats numériques doivent être

comparés à des résultats expérimentaux pour s’assurer que les lois introduites sont

physiquement fondées [3-4].

En effet, la propagation des fissures dans les plaques trouées joue un rôle très

important dans le domaine de la recherche et dans l'engineering afin d'éviter la propagation

des fissures et la destruction totale des structures. Dans notre cas, l’étude du comportement

des plaques trouées et fissurées sous les efforts de traction simple ou incliné a été

examinée. L’influence de la position et de l'angle d'initiation de l'amorçage de la fissure

autour du trou en utilisant les approximations numériques telles que la méthode des

éléments finis, la méthode des éléments frontière, et la méthode des éléments étendues a

été aussi considérée. Ce travail présente une contribution à l'analyse et modélisation des

fissurations dans les plaques trouées sous l’effet des conditions extérieures. L’analyse est

réalisée sous le code de calcul ANSYS avec le langage de conception paramétrique

(APDL), en utilisant des modèles mathématique et la faire l'introduire en macro. Des

facteurs principaux ont été considérés : l'effet du trou dans la plaque, l'effet de l'inclinaison

du chargement, la position et l'angle de l'amorçage de la fissure autour des trous la position

d'amorçage du trou. Une stratégie de calcul a été mise en œuvre en se basant sur la

méthode des éléments finis "de point quart spécial" et impliquant l'approche BEM et

XFEM.
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Les résultats obtenus ont permis de définir les modes de fissurations dans les plaques

autour des trous et qui sont du type mode I, II et mode mixte. Les valeurs de

concentrations d'intensités de contraintes correspondants à chaque mode de fissuration

sous l’effet des conditions extérieures ont été déterminées pour les différentes méthodes de

calcul utilisées et de bonnes concordances avec les résultats analytiques ont été

remarquées. Ces facteurs de concentration de contraintes sont trouvées très importantes au

voisinage des trous ce qui est conseillé de distancier le perçage des trous dans les plaques

afin d’éviter leurs ruptures faciles et d’augmenter leur durée de vie. Il est donc bon

d’éviter, autant que possible, le perçage ou l’usinage de défauts ou de parties

fonctionnelles de ce type.

Cette thèse est constituée de cinq chapitres, une introduction générale, une conclusion

générale et des perspectives.

Le premier chapitre est réservé à une recherche bibliographique sur la propagation des

fissures dans des corps bi et tri dimensionnels et une introduction générale à l’application des

plaques trouées dans l’engineering. Aussi les différentes méthodes de résolutions théoriques

et numériques sont présentées.

Le deuxième chapitre présente une étude des contraintes autour des trous dans les

plaques bidimensionnelles. Les concentrations de contraintes autours des trous circulaires

et elliptiques, caractérisées par un facteur de concentration de contraintes sont déterminés

pour les différentes géométries des trous et d'entailles sous l'effet des différents types de

conditions aux limites et de chargements.

Dans le troisième chapitre, on considère l'effet des fissures sur les trous dans les

plaques. Une mise en équations de la propagation des fissures, le facteur d'intensité de

contraintes et le taux de restitutions d'énergie pour les différents modes de ruptures a été

présentée. On a traité également l’influence de la tête de la fissure sur la géométrie des

zones endommagées suivant les différents critères de Von Mises et de Tresca. Les facteurs

d'intensité de contraintes pour les différentes positions de fissures dans les plaques et sous

l'effet des différents types de chargement ont été trouvés.

Le quatrième chapitre présente l'analyse numérique de la propagation des fissures, et

l'influence de la géométrie des trous, ainsi que la position de l'angle d'amorçage de la

fissure autours des trous dans les plaques. La bifurcation des fissures sous l'effet des

chargements purs et mixtes avec chargements inclinés et leurs chemins de propagation



Introduction générale

4

selon leur entourage à proximité du trou ou d'une autre fissure ont été étudié. En plus, ce

chapitre présente une analyse expérimentale statique par déplacement qui consiste en des

tractions simples uni axiales des plaques trouées. Les résultats ont été comparés avec ceux

du numériques.

Le chapitre cinq présente les résultats obtenus et les discussions pour les différentes

méthodes utilisées à savoir : l’expérimentale, utilisant les différents méthodes numériques

les méthodes des éléments finis (MEF), les éléments de frontières (BEM) et les éléments

étendus (XFEM). Les résultats trouvés sont à l’état statique et dynamique pour différents

angles d’amorçages et différentes charges extérieures. Aussi, les chemins de propagations

de fissures pour différentes distances de pré fissures près et loin de trous ont été étudiés.

Les résultats obtenus sont discutés et comparés pour les différents modèles de calculs. Ila

été noté que la méthode des XFEM donne les résultats les plus convergents

comparativement aux autres modèles et aux analyses théoriques et expérimentaux. L'angle

de transition entre l'effet de traction et de cisaillement pour le chargement en mode mixte,

ainsi la mixité des modes dans le changement de la position et l'angle de fissuration autour

des trous de plaques sont déterminés et identifiés.

Et enfin, une conclusion générale et des perspectives de ce travail sont présentées.
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applications des plaques

trouées dans l’engineering



Chapitre I: Recherches bibliographiques et applications des plaques trouées dans l’engineering

6

I.1. Introduction

Les plaques trouées ont une grande application dans les domaines de l’ingénierie

moderne tels que la construction mécanique, les structures aéronautiques, l’aérospatiale, la

biomécanique, le génie civil et d’autres domaines dont leurs structures sont assemblées ou

rivetées par boulons, rivés ou autres congés de raccordement. Sous l’effet des charges et

des contraintes extérieures ces plaques peuvent être l’objet de fissurations considérables

spécialement autour des trous de leur fixation. La présence de ces fissures conduit à un

affaiblissement de la structure sous l’effet de concentrations de contraintes ou de

déformations locales qui peuvent diminuer leur durée de vie ou même provoquer leur

rupture totale ou leur désastre.

Ce chapitre est consacré à une présentation générale à la propagation des fissures dans des

corps bi et tri dimensionnels ainsi que leurs différentes méthodes de résolutions théoriques,

numériques et expérimentale. Une introduction générale à l’application des plaques trouées

dans l’engineering est présentée. L'état des lieux qui y est dressé ici n'est pas exhaustif,

mais permet de situer les développements de recherches réalisés dans ce domaine. En effet,

les notions essentielles de mécanique de la rupture et les principaux modèles de

propagation de fissure rencontrés dans la littérature sont présentées en premier lieu. Puis

l'influence et l'effet de chargement sur les modes de rupture caractéristiques dans ce

domaine. Aussi un aperçu des différentes méthodes numériques fréquemment utilisées

pour modéliser et analyser les propagations de fissures. Et enfin les différentes domaines

d’applications des plaques trouées dans de l’engineering.

I.2. Mécanique linéaire de la rupture

I.2.1. Modes fondamentaux de la rupture

Les champs de contraintes au voisinage des fronts de fissures jouent un rôle important sur

la propagation des fissures. Ces contraintes dépendent de la longueur de la fissure, des

forces appliquées et de la configuration géométrique. Les formes des discontinuités du

champ de déplacement à travers les surfaces sont alors définit par les trois différents modes

de rupture présentés sur la Figure I.1. Le cas réel est une superposition de ces trois modes,

d’où on parle alors du mode mixte. Le mode I est supposé positif et il est toujours présent

(ouverture). Donc on ne considérera que les lèvres de la fissure comme étant libres d'effort.
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Mode I: ouverture Mode II: glissement plan Mode III: glissement anti-plan

Fig. I.1 : Différents modes de ruptures

Les formes de discontinuité du champ de déplacements à travers une surface définissent

trois modes de rupture (Fig. I.1) [5] :

- Mode I: un déplacement unique suivant y correspond à un problème plan

particulier, désigné par le mode I. Ce mode est, le plus souvent, le plus dangereux.

Il s’apparente au déplacement produit par une dislocation rectiligne coin parallèle

au front de la fissure.

-Mode II: il est engendré par un cisaillement dans le plan de la fissure et parallèle à

l’axe x. Il s’apparente au déplacement produit par une dislocation rectiligne coin

parallèle au front de la fissure.

- Mode III : il est produit par un cisaillement anti plan, situé dans le plan (x, z) de

la fissure parallèle à l’axe z. Il s’apparente au déplacement produit par une

dislocation vis parallèle au front de la fissure. Ce dernière mode est résolu par une

représentation3Danti-plane, tandis que les deux précédents sont résolus par une

analyse2Den contrainte ou en déformation plane.

I.2.2. Critères d'amorçage de la propagation

I.2.2.1. Origine des fissures

Les fissures s'initient surtout à la surface des pièces puisque les dislocations y sont plus

mobiles qu'au cœur de la pièce. La surface est un site préférentiel pour la génération des

dislocations et est beaucoup plus influencée par l'environnement. Étant donné que les

atomes de surface ne sont pas complètement entourés par d'autres atomes, ils possèdent

plus d'énergie que les atomes présents à l'intérieur et sont moins fortement liés. Étant

donné cette énergie plus élevée, les atomes de surface diffusent plus facilement que les

atomes à l'intérieur du cristal [6]. L'initiation de fissure est influencée par les petits défauts

x

z
y
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près du point d'origine de la fissure, les arêtes, les pores où les inclusions présentes dans

les pièces. La nature, la taille, la quantité, et la répartition des inclusions sont des facteurs

qui peuvent influencer la formation de microfissures qui entraîneront la rupture [7].La

fissure est, par principe, décrite explicitement. Cependant, deux difficultés majeures se

posent : La première concerne la nature singulière du champ de déplacements et des

contraintes imposant un maillage très fin autour de la pointe de fissure. La seconde

difficulté réside dans la description géométrique de la fissure et de son trajet lors de la

simulation de la propagation. Ainsi, nous distinguons deux grandes familles de méthodes

selon la nature du chargement : celles simulant la fissure droite en mode d’ouverture et

celles traitant des fissures inclinées en mode mixte.

I.2.2.2. Mode I pur

Afin de prévoir si il va y avoir ou non développement d'une fissure en mode I pur dans

un matériau, on définit la ténacité KIc, comme un paramètre matériau caractérisant la

résistance à la propagation brutale de fissures. On peut mesurer la ténacité par l'énergie

requise pour entraîner la rupture (Essai Charpy, flexion trois points, etc...). Ainsi, en mode

I pur, si KI représente l'intensité du chargement.

I.2.2.3. Mode mixte

Un critère d'amorçage et de propagation en mode mixte doit comporter deux éléments:

- Il doit prédire l'intensité du chargement nécessaire pour amorcer la rupture,

- Il doit prédire l'angle avec lequel la fissure va propager.

La détermination d'un tel critère quasi-statique est un sujet encore délicat aujourd'hui.

Dans son ouvrage, Leblond [8] présente une classification intéressante des différents

critères et discute de leur pertinence vis à vis d'exigences de régularités géométriques. Si

les différents critères sont à peu près équivalents dans la direction prédite, ils ne sont pas

tous aussi pertinents du point de vue de la justesse de la modélisation mécanique. On peut

par exemple citer les travaux de Leguillon [9] qui présente un critère quasi-statique mixte

en énergie et en contraintes pour l'amorçage de fissure en mode I pur (étendu au cas d'un

amorçage en mode mixte dans Yosibash et al. [10]). Le critère doit être étendu à la

propagation dynamique de fissure. De plus, dans une approche de comparaisons de résultats

numériques et expérimentaux, notre critère doit pouvoir lisser des disparités matériaux lors

des essais. Nous décidons donc d'adopter le critère le plus simple possible même si ce n'est

pas le plus cohérent d'un point de vue strictement modélisation mécanique.
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I.2.3. Propagation des fissures

II y a deux phases principales de propagation de fissures. Lors de la première phase, les

fissures croissent en contraintes planes alors que lors de la deuxième phase, elles croissent

en déformations planes [7]. C'est pendant cette deuxième phase que la fissure passe de la

dimension microscopique à la dimension macroscopique. La période de propagation de

fissures est la plus longue lors d'un essai de fatigue et peut durer jusqu'à plus de 90% de la

vie de la pièce soumise à des contraintes cycliques. La rupture peut se produire de manière

ductile ou fragile. La rupture fragile débute par une déformation plastique qui implique un

empilement des dislocations le long des plans de glissement. Il y a ensuite une

augmentation de la contrainte de cisaillement appliquée qui entraîne la formation de

microfissures. L'énergie de déformation ainsi accumulée peut entraîner la rupture complète

du matériau sans qu'il n'y ait plus de mouvement des dislocations (clivage) [11]. Lorsqu'il

y a rupture ductile, le matériau subit quant à lui une plus grosse déformation plastique

avant la rupture. La présence de stries de fatigue sur un faciès de rupture permet de

s'assurer qu'il s'agit d'une rupture par fatigue. La largeur des stries due a la propagation de

la fissure [12] influe sur la singularité de contraintes. Ce mécanisme est illustré à la Fig.

I.2. Au début de l'essai, le bout de la fissure est très pointu (Fig. I.2a).Lorsque le

chargement est appliqué, les entailles en bout de fissure orientent les plans de glissement à

45° par rapport à la direction de la fissure. (Fig. I.2b) À mesure que la fissure s'élargit (Fig.

I.2c), elle croit également en longueur par déformation plastique (Fig. I.2d). Lorsque le

chargement est renversé, la direction de glissement change. Il y a donc création d'une

nouvelle extrémité à cette fissure (Fig. I.2e).

Fig. I.2: Mécanismes de formation des stries (étapes a à f).

L’application d’un chargement cyclique (d’amplitude constante ou variable) à une pièce

se traduit par l’apparition d’un dommage qui comprend à trois phases (voir Fig. I.3) :
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- Phase I: amorçage: si le chargement est en dessous d’un certain seuil, la fissure ne se

propage pas au niveau macroscopique. On réalise dans ce cas l’essai de détermination

du seuil de propagation de fissure. La grandeur considérée est en quelque sorte

l’équivalent de la limite de fatigue déterminée sur éprouvette lisse;

- Phase II: propagation: la fissure se propage « le plus souvent » dans un plan

perpendiculaire à la direction de l’effort appliqué. L’essai de mesure de vitesse de

propagation de fissure se rapporte principalement au régime correspondant au phase II;

- Phase III : rupture: il correspond au cas de chargements élevés pour lesquels une

déchirure se produit dans le matériau. Les vitesses de propagation très élevées

observées dans ce domaine conduisent rapidement à la rupture de la pièce. Les mesures

de vitesses relatives à ce domaine ne sont mises en œuvre que dans le cas de problèmes

bien spécifiques.

Fig. I.3: Les Trois phases de propagation de la fissure

Où : da/dN est la vitesse de propagation de fissure.

C, m: deux constantes intrinsèques au matériau.

K: la variation du facteur d’intensité de contrainte

I.2.4. Loi de propagation de fissures

A partir des concepts de la mécanique de la rupture, Paris et al.[13] se sont livrés à

l’analyse suivante : les contraintes au voisinage d’une fissure, au cours d’un cycle de

fatigue, sont connues dès que l’on connaît les valeurs minimale Kmin et maximale Kmax du

facteur d’intensité de contrainte K au cours de ce cycle; on peut en conclure que tout

phénomène se produisant dans la zone du voisinage de la pointe d’une fissure est contrôlé

par ces deux paramètres, en particulier la vitesse de fissuration, et on doit avoir:

ୢୟ

ୢ
= C(K୫ ୧୬, K୫ ୟ୶) = f(∆K, Rୗ) (I.1)
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Avec: K = Kmax - Kmin,��������������ܴ ௌ = ܭ  ܭ ௫⁄

En première approximation, on considère une fissure qui se propage sous l’effet d’un

programme de charge simple pour lequel Rs est constant, et l’expérience montre que pour

la majorité des matériaux métalliques, la loi peut s’écrire sous la forme d’une loi de

puissance:

ୢୟ

ୢ
= C. ∆K୫ (I.2)

Cette loi est communément appelée la loi de Paris. Elle est d’un intérêt pratique

considérable pour l’ingénieur : tout essai de fissuration donne lieu à un dépouillement qui

permet d’obtenir la loi de Paris du matériau. Cette relation n’est applicable que dans les cas

où les conditions de la mécanique linéaire de la rupture sont respectées. Elle concerne la

phase II de la fissuration. Parmi les paramètres agissant sur la fissuration, la plupart n’ont

pas ou peu d’influence. Les paramètres ayant le plus d’influence sont notamment le

module d’Young et la corrosion pourvu que la fréquence de la sollicitation soit faible. Les

mécanismes de la fermeture de fissure ont été attribués à la fermeture induite par plasticité,

qui est provoquée par des déformations plastiques résiduelles dans une fissure en se

propageant [14]. Le facteur d’intensité de contraintes, K à une variation effective, Keff

[15,16] due à la fermeture de la fissure, nous pouvons réécrire la loi de Paris comme suit :

ୢୟ

ୢ
= C(∆K ୣ)

୫ avec ∆K ୣ= K୫ ୟ୶ − Kୖ (I.3)

Où KR (R pour restriction) est le point à partir duquel K contribue à la propagation de la

fissure. Cette définition est utilisée pour le moment pour éviter toute discussion concernant

la représentation physique de ce paramètre. Nous pouvons donc l’utiliser a priori.

I.2.5. Bifurcation de la fissure

Des nombreux critères de bifurcation de fissures ont été proposés. Tous ces critères ont

été établis en considérant un chargement quasi-statique, et la plupart se place en milieu

élastique linéaire. De tels critères ne peuvent pas caractériser le phénomène de bifurcation

sous chargement de fatigue du fait, en partie, de l’écrouissage de la zone plastique ayant

lieu au voisinage de la pointe de fissure.
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I.2.5.1. Critères de bifurcation en milieu élastique linéaire

Nous retenons quatre critères de bifurcation qui sont :

 Critère de la contrainte circonférentielle maximale

La bifurcation s’amorce à l’extrémité de la fissure dans la direction de L’angle de

bifurcation des contraintes circonférentielle maximale  [17], cela se traduit par :

tan
ఏ

ଶ
=

ଵ

ସ
ቀ



ቁ±

ଵ

ସ
ටቀ




ቁ
ଶ

+ 8 (I.4)

 Critère du taux de restitution d’énergie

La direction recherchée est celle qui rend maximale le taux de restitution d’énergie pour

un accroissement a [18].

 Critère du minimum de densité d’énergie de déformation

Selon ce critère, la fissure se propage dans la direction le long de laquelle le facteur de

la densité d’énergie de déformation S(). La direction de propagation de fissure est définie

alors comme suit:

డௌ

డఏ
= ݐ0����݁

డ²ௌ

డఏ²
> 0 (I.5)

 Critère CTOD

La propagation de fissure se produit dans la direction qui correspond au maximum de la

composante d'ouverture ou au maximum de la composante du déplacement de cisaillement

mesuré à une distance donnée derrière la pointe de fissure, au moment de la rupture.

I.2.5.2. Critères de bifurcation en milieu élasto-plastique

La bifurcation de la fissure dépend alors, non seulement de l’angle du chargement mais

aussi des caractéristiques mécaniques du matériau. La compétition entre la rupture par

clivage et la rupture par cisaillement détermine la résistance d’une structure fissurée. Il est

à noter que même si la fissure est soumise au chargement en mode I pur, il existe une

transition entre rupture par clivage et rupture par cisaillement. Si la fissure se propage par

clivage, le critère du maximum de contrainte circonférentielle est utilisé pour évaluer

l’angle de bifurcation ; sinon, le critère de bandes de glissement est adopté [19].
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I.3. Effet des chargements extérieurs

I.3.1. Sollicitation en mode I

Dans le cas des fissures sollicitées en mode I, le trajet de fissure est entièrement connu

puisque rectiligne.

I.3.2. Sollicitation en mode mixte

Dans le cas d’une fissure sollicitée en mode mixte le trajet est quelconque et la plupart

du temps complexe.

 Chargement statique

Lorsque la fissure est soumise à un chargement statique, de nombreuses études se sont

concentrées dans le domaine élastique où existent plusieurs critères de bifurcation, tels que

le critère contrainte circonférentielle maximale [17] ; le critère de taux de restitution

d’énergie maximale [20]; le critère de densité d'énergie de déformation minimale [21]; le

critère de l’intégrale [22] et le critère du facteur d’intensité de contraintes [23] etc. pour

prévoir la fissuration.

 Chargement de fatigue

Lorsqu’une fissure est soumise à un chargement de fatigue, la vitesse de propagation et

la durée de vie en fatigue sont deux éléments déterminants pour le dimensionnement de ces

pièces.

I.4. État de l'art des méthodes numérique

De nombreuses méthodes numériques sont appliquées à la propagation de fissure. Pour

toutes ces méthodes, il est nécessaire de pouvoir définir correctement les conditions aux

limites en terme de chargement afin d’obtenir des résultats fidèles à la réalité.

I.4.1. Méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis [24] est déjà très utilisée en mécanique. Elle a donc été

naturellement étudiée pour simuler et résoudre les problèmes de fissuration. Parmi les

références les plus récentes, Mueller and Maugin [25] ont étudié le cas de propagation 2D.

Le principal inconvénient est que la fissure doit être explicitement décrite par le maillage.
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I.4.2. Méthodes des éléments frontières (Boundary Element Method - BEM)

Cette méthode [26] est basée sur les calculs aux frontières du domaine. Elle exprime le

problème de référence de façon intégrale. Elle suppose que l'on connaisse à ce type de

problème des solutions analytiques qui correspondent à des conditions aux limites, en effet

seules les frontières du domaine sont représentées dans la méthode. Par conséquent, la

représentation de l'évolution de la fissure est naturelle .Seul le bord (et les lèvres de la

fissure) sont discrétisés, ce qui constitue le principal avantage de la méthode. Elle n'est

applicable que sur des cas simples, car l'introduction de non linéarités suppose la

connaissance de la discrétisation du volume. Pan, Chien et autres [27,28] a présenté une

analyse de la méthode d'éléments de frontière (BEM) appliquée à la mécanique élastique

linéaire de rupture, en solides bidimensionnels.

I.4.3. Méthode sans maillage

Ces méthodes sans maillage ne raisonnent plus sur un découpage de la géométrie en

éléments, mais sur une représentation du volume par une densité de nœuds. Ces derniers

sont munis de fonctions poids non nulles sur une zone d'influence qui peut contenir

d'autres nœuds comme cela est représenté sur la Fig. I.4 [29].

Fig. I.4 : Méthodes sans maillage, représentation des nœuds et de leur zone d'influence

I.4.4. Méthode des éléments finis étendue (XFEM)

La méthode XFEM [30-32] est une simple extension de la méthode des éléments

finis. Elle autorise un maillage indépendant de la géométrie du problème. Frontières, trous,

fissures deviennent des entités que l’on peut insérer, déplacer, propager, sans avoir à

modifier le maillage. Cette méthode, basée sur une partition de l'unité Babuska et Melenk

[33], consiste à enrichir une approximation classique éléments finis avec différentes

X4

X1

X2

X3

X

Domaine d'influence

Point d'évaluation

Nœud
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fonctions qui représente bien la discontinuité et la singularité d'une fissure dans un milieu

matériel. Les avantages de cette méthode pour la simulation numérique de la rupture

dynamique ont maintenant fait l'objet de nombreuses publications. Elle a été

successivement utilisée pour la propagation de fissure en 2D Prabel et al. [34], Menouillard

et al. [35], et Yannick Jan [36] (Fig. I.5), ou avec zone cohésive Moës et Belytschko[37].

Il est aussi possible de prendre en compte la présence de forces de cohésion lors de

l'ouverture d'une interface XFEM. La cohésion est modélisée par la loi cohésive déjà

existante en méthode des éléments finis classiques [38].L'utilisation de la méthode XFEM

bien que récente a connu un vif succès pour plusieurs cas de propagation de fissure.

On peut utiliser XFEM pour:

- Représenter une fissure (discontinuité des déplacements),

- Représenter un trou ou un vide,

- Représenter l’interface entre deux matériaux (discontinuités des contraintes).

En mécanique de la rupture, une fissure comporte deux lèvres et un fond de fissure.

Les lèvres sont initialement confondues, sinon, on parle d’entaille. Le champ de

déplacement (ou de température) est discontinu au travers des lèvres de la fissure, et le

champ de contrainte est singulier en fond de fissure. Il est possible de définir une fissure

[39] grâce à deux fonctions level sets et de la faire propager. La situation où la fissure est

conforme au nœud est résumée ci dessous:

Fig. I.5 : fissure conforme au nœud avec le concept
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I.4.5. Evolution de l'interface de discontinuité dans le temps

L'interface de discontinuité et son évolution dans le temps sont à traiter aussi. Deux

possibilités sont alors proposées : mailler la fissure et sa progression avec des segments, ou

alors utiliser des fonctions de niveau (aussi appelées "level-set") qui permettent de localiser

la fissure. L'utilisation de fonctions de niveau pour l'évolution de fissure dans l'espace est

notamment décrite dans les références suivantes [40-44].

I.5. Application des plaques trouées dans le domaine de l'engineering

Les plaques, les poutres, les barres ou les coques trouées ont de nombreuses

applications pratiques dans les domaines de l’engineering spécialement en mécanique, en

aéronautique, en génie civil, en biomécanique et en robotique [45-47]. Ces domaines sont

souvent composés des structures ou des machines montées et assemblées entre elles à

travers des trous par des boulons ou des rivets. Ces applications se résument

essentiellement en :

I.5.1. La construction mécanique et la charpente métallique

Les châssis et les carrosseries de véhicules, les structures discrètes et la charpente

métallique (Fig. I.6).

(a) Structure de carrosserie de

voiture

(b) Structures mécaniques (c) charpentes métalliques

Fig. I.6 : Applications en Mécanique
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I.5.2. Les structures aéronautiques et l’aérospatiale

Structures internes d’avions, d’ailes et les structures spatiales (Fig. I.7).

(a) Structures interne d’avion (b) Structures d’ailes d’avions (c) structures spatiales

Fig. I.7 : Applications en Aéronautique

I.5.3. Les structures en génie civil

Différentes formes de structures de ponts et des bâtiments (Fig. I.8).

(a) Pont en structures discrètes (b) Pont en arc (c) Construction de
bâtiments

Fig. I.8 : Applications en Génie civil

I.5.4. La biomécanique et la robotique

L’analyse des contraintes à l’intérieur de vaisseaux sanguins est très important car

ces contraintes peuvent provoquer des fissurations internes aux capillaires dû à des super

tensions ce qui peut même engendrer un arrêt total du cœur ou du corps humain. Aussi les

robots ont un rôle très positives dans ce domaine et ce, afin d’aider les malades et les
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handicapés pour arriver à leur but. Dans ce contexte, plusieurs cas peuvent être considérer

(Fig. I.9).

(a) Artère en matériau
composite

(b) Mouvements
biomécaniques

(c) Mouvements d’un bras

Fig. I.9 : Applications en biomécanique et robotique

I.6. Conclusion

En conclusion, les plaques trouées ont de grandes applications dans les domaines de la

mécanique et autres. Elles peuvent être soumises à des fissures sous l’effet des contraintes

extérieures. Leur analyse est souvent réaliser utilisant les méthodes des éléments finis en se

basant sur la méthode analytique, la méthode des éléments finis triangulaire "du point de

quart spécial" tout en impliquant les éléments de frontière avec l'approche BEM et XFEM.

Dans ce contexte l’importance des méthodes des éléments finis et leurs états de l’art ont été

introduite.
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II.1. Introduction

La présence des trous dans les plaques de milieu continus isotropes, anisotropes ou

discrets ont une grande importance dans le domaine des structures de technologies

modernes de la construction mécanique, l’aéronautique et le génie civil compte tenu de

leur utilisation pour l’assemblage des différentes structures par rivetage, par vis ou par

boulons. Les analyses mathématiques théoriques et numériques montrent que dans un

élément structurel chargé, près des changements dans la section, des distributions de

contrainte se produisent dans lesquelles la contrainte maximale atteint des valeurs

beaucoup plus grandes que la contrainte moyenne sur la section. Cette augmentation de

la contrainte maximale à proximité des trous, des rainures, des encoches, des coins

aigus, et d'autres changements de section est appelée concentration de contrainte [1]. Il

convient donc d'éviter, autant que possible, le forage qui augmente la probabilité de

présence de fissures [2]. La variation de section qui provoque la concentration de

contrainte est appelée élévateur de contrainte. Bien qu'une collection beaucoup plus

grande est fournie par Pilkey [1].Cependant, ces trous conduisent à l’affaiblissement de

la structure durant leur fonctionnement en raison des concentrations de contrainte En

conséquence, dans ce chapitre en vas étudier les différents géométrie des trous dans les

plaque et leur relation avec les contrainte et le facteur de concentration de contrainte qui

conduit a l'amorçage des fissures autour des trous dans les plaques sous l’effet de

différents charges extérieures, joue un rôle important pour éviter la destruction totale de

ces structures et l’augmentation de leur durée de vie. A Santos et M. Tolga ont

déterminé les facteurs de concentration de contraintes à l'aide d'un logiciel par éléments

finis; parmi les résultats les plus remarquables se trouve la validation du logiciel

ANSYS pour la détermination des facteurs de concentration dans des plaques plates

avec un trou central soumis à une charge axiale [2,3].

En fait, les problèmes correspondant aux déformations d'extension des plaques

classiques sont bien connus. C’est précisément les problèmes généralisés des contraintes

planes d'élasticité linéaire, où les domaines non bornés contenant des trous circulaires et

chargés en tension de champ lointain tel que celui de Sokolnikoff [4] qui sont plus ou

moins compliqués. Cependant la théorie des contraintes planes généralisées ne tient pas

compte des effets de déformation transversaux. Ainsi et dans le contexte des problèmes

dynamiques de plaques, Kane et Mindlin [5] ont proposé un ensemble d'équations pour

les mouvements d'extension qui incluent l'effet de la déformation transversale normale.
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Dans ce contexte, ils ont indiqué l'importance de cet effet en tenant compte des

vibrations extensionnelles à hautes fréquences des plaques. Par ailleurs, le problème de

la concentration des contraintes dans une théorie d'extension des plaques comptabilisé

pour la déformation transversale ne semble pas avoir été étudié. Le but de ce chapitre

est l'étude du problème des facteurs d’intensités de concentration de contraintes dans les

plaques trouées ou entaillées en utilisant la théorie d'élasticité linéaire. Les plaques sont

considérées de dimensions finies et infinies, et les trous sont de formes circulaires et

elliptiques. Ainsi que l’effet des entailles de formes « U » et « V » ont été considérées.

II.2. Étude du comportement des plaques trouées sous l’effet des

forces extérieures

L'étude théorique des plaques trouées en matériaux isotropes est considérée comme

une étude préliminaire de l’étude d’un matériau. Plusieurs travaux de recherche on traité

le cas des plaques isotropes rectangulaires munies de trou circulaire et sollicitées en

traction simple par [6-9]. Les contraintes ne sont pas homogènes au voisinage du trou et

que ce champ de contraintes peut être considéré homogène loin du trou. Le facteur de

concentration de contraintes Kt est défini par le rapport de la contrainte maximale σmax

et la contrainte nominale loin du trou σ∞ (Fig. II.1).

II.2.1. Comportement des plaques ayant un trou circulaire

II.2.1.1. Champs de contrainte

La présence du trou circulaire sur le comportement mécanique des plaques

isotropes avec la sollicitation de traction. Afin d’analyser le phénomène de

concentration des contraintes par la détermination de la distribution du facteur de

concentration des contraintes autour et loin du trou circulaire on applique la théorie

d’élasticité plane et on utilise les contraintes d’Airy. Dans notre, cas on considère une

plaque ayant un trou circulaire centré de rayon R et soumise à ses deux extrémités à un

état de traction simple statique (Fig. II.1). L’origine OXY est dans le centre du trou et

les directions sont parallèles aux champs de forces. Les dimensions de la plaque sont

supposées suffisamment grandes par rapport au rayon du trou et les forces volumiques

sont négligeables. On considère l’hypothèse de l’état de contraintes planes. L’état de

contrainte loin du trou n’est pas affecté par la présence du trou et peut donc être

assimilé à l’état homogène suivant:
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Fig. II.1 : Plaque ayant un trou circulaire soumise à une contrainte de traction ()

Un système de coordonnées polaire (0, r,) est adopté, 0étant le centre du trou,

l’angle  étant mesuré par rapport l’axe X ; où : contraintes tangentielle σ, contrainte

radiale σrr, contrainte de cisaillement σr[6]. Si les forces de volume de la plaque sont

négligeable et pour une fonction φ(r ,) dite la fonction d’Airy, le champ de contraintes

σij en coordonnées polaires est donné par :
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La fonction de contraintes sera donc :

φ(r, θ) = −
ಮ

ଶ
Rଶlog r +

ಮ

ସ
rଶ +

ಮ

ସ
ቀ−rଶ + 2Rଶ −

ୖర

୰మ
ቁcos(2θ) (II.2)

Le champ des contraintes trouvé indique que les contraintes ne sont pas homogènes au

voisinage du trou et que ce champ de contraintes peut être considéré homogène que loin

du trou de la plaque trouée en sollicitation de traction à ses extrémités.

En effet, loin du trou (r) c’est-à-dire (1/r0), le champ de contrainte sera:

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧σ୰୰ =

ಮ

ଶ
(1 + cos(2θ))

σ =
ಮ

ଶ
(1 − cos(2θ))

σ୰୰ = −
ಮ

ଶ
sin(2θ)

� (II.3)

La décroissance rapide en 1/r2 du champ de contraintes assure que ces hétérogénéités se

développent seulement au voisinage du trou [28].
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II.2.1.2. Facteur de concentration de contrainte

Le facteur de concentration de contraintes (Kt) est défini par le rapport de la

contrainte maximale et la contrainte nominale appliquée loin du trou, c’est-à-dire :

K୲=
ౣ ౮

ಮ
(II.4)

En particulier, au bord du trou (r = R) :

ቐ

σ୰୰(r = R) = 0

σ(r = R, θ) = σஶ (1 − 2cos(2θ))

σ୰୰(r = R, θ) = 0

� (II.5)

Dans ce cas le facteur de concentration sera donné par :

K୲=
ಐಐ(୰ୀୖ)

ಮ
= 1 − 2 cos(2θ) (II.6)

Pour cela on distingue alors deux situations :

- Situation de traction : la contrainte  est maximale dans l’emplacement au

bord du trou en = ± /2 et vaut trois fois la contrainte appliquée. Le facteur de

concentration de contraintes vaut donc 3 et la contrainte est minimale dans

l’emplacement au bord du trou en  = 0 et  =  où elle vaut - .

- Situation de compression : la contrainte est maximale dans l’emplacement au

bord du trou en θ= 0 et  =  et vaut ||, et le facteur de concentration de

contraintes prend la valeur 1.

II.2.1.3. Champs de déformations et de déplacement

Le champ de déformation bidimensionnel peut être déduit du champ des

contraintes. On peut trouver alors les déplacements ur et u qui lui sont associés. Les

déformations sont liées aux contraintes par les lois de l’élasticité linéaire isotrope.
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Où E est le module de Young et le Coefficient de Poisson du matériau. En

substituant les relations (II.1) dans les expressions précédentes on obtient le champ de

déformations suivantes :
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Le déplacement radial ur et circonférentiel u sont déterminés par l’intégration du

champ des déformations :
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D'où :
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Avec, A() et B(r) sont des fonctions d’intégration en fonction de () et de (r).Leurs

déterminations nécessitent la substitution de la 3éme relation de l’expression (II.9), ce qui

fournit une équation différentielle comportant des fonctions inconnues:

(ߠ)′ܣ + (ݎ)′ܤݎ + ∫ (ߠ)݀(ߠ)ܣ − (ݎ)ܤ = 0
ఏ


(II.11)

La relation ci-dessus (II.11) est satisfaite par le couple de fonctions A() = 0 et

B(r) = 0.Le champ de déplacements sera donc donné par:
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L’équation du trou déformé initialement circulaire, en fonction de la charge

appliquée, peut être déterminée en utilisant les expressions des déplacements ur et u au

bord du trou c’est-à-dire :

ቐ
u୰(r = R) =

ఙಮ

ா
ܴ(1 + 2 cos (ߠ2

u(r = R) = −
ఙಮ

ா
2ܴ sin ߠ2

� (II.13)

II.2.2. Comportement des plaques ayant un trou elliptique

Dans ce cas, le champ des forces appliqué est orienté à angle  par rapport au

système de coordonnées (OXY). Les dimensions de la plaque sont supposées

suffisamment grandes par rapport aux dimensions du trou qui est supposé elliptique et

caractérisé par les dimensions paramétriques a et b qui sont les demi grand et petit axes

elliptiques du trou respectivement (voir Fig. II.2). La plaque est soumise à ces deux

extrémités à un état de traction pure  à ses bords selon la direction de l’angle  par

rapport à l’axe X.

Fig. II.2 : Plaque ayant un trou elliptique et soumise à une sollicitation de traction

II.2.2.1. Contrainte au bord du trou elliptique

La position initiale des points du bord du trou elliptique est donnée par :

൜
Xଵ = a cos θ
Xଶ = b sinߠ

� (II.14)

On admet que la contrainte ' au bord de l’ellipse en un point (X1, X2) caractérisé

par l’angle est donné par la relation suivante [σ′]:





2a

2b

Y

X



O
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σ′ = σஶ
ଵିஓమାଶஓୡ୭ୱଶஒିଶୡ୭ୱଶ(ିஒ)

ଵିଶஓୡ୭ୱଶାஓమ
(II.15)

Où  est le paramètre de l’ellipse ; 0  1, avec γ =
ୟି ୠ

ୟାୠ

- Si la sollicitation est parallèle au grand axe de l’ellipse = 0, l’équation devient:

σ′ = σஶ
ଵିஓమାଶஓିଶୡ୭ୱଶ

ଵିଶஓୡ୭ୱଶାஓమ
(II.16)

Les contraintes maximale et minimale au bord du trou elliptique seront alors :

൝
σ′୫ ୧୬ = σ′(θୀ) = −σ∞

σ′୫ ୟ୶ = σ′(θ = π/2) =
ଷିγ

ଵାγ
σ∞ = ቀ1 +

ଶୠ

ୟ
ቁσ∞

� (II.17)

La contrainte maximale se trouve au bord du trou en position ( = /2, 3/2), et sa

valeur minimale en position ( = 0, ) ; et le facteur de concentration de contraintes est :

K୲=
ଷିஓ

ଵାஓ
= 1 +

ଶୠ

ୟ
(II.18)

- Si la sollicitation de traction perpendiculaire au grand axe de l’ellipse = /2 ;

l’équation (II.15) devient:

σ′ = σ∞ ଵିγమିଶγାଶୡ୭ୱଶθ

ଵିଶγୡ୭ୱଶθାγమ
(II.19)

Les contraintes maximales, et minimales au bord du trou seront donc :

ቐ
σ′୫ ୧୬ = σᇱቀୀ

ಘ

మ
ቁ = −σஶ

σ′୫ ୟ୶ = σ′(θ = 0) =
ଷାஓ

ଵିஓ
σஶ = ቀ1 +

ଶୟ

ୠ
ቁσஶ

� (II.20)

La contrainte est donc maximale au bord du trou dans l’emplacement ( = 0,), et

minimale dans l’emplacement ( = /2, 3/2). Donc le facteur de concentration de

contraintes est :

K୲=
ᇱౣ ౮

ಮ
=

ଷାஓ

ଵିஓ
= 1 +

ଶୟ

ୠ
(II.21)



Chapitre II: Étude des contraintes autour des trous dans les plaques bidimensionnelles

31

Le facteur de concentration des contraintes dans le premier cas se trouve dans

l’emplacement de  = /2 est moins sévère et reste inférieur à 3.La situation la plus

pénalisante est donc celle d’une plaque sollicitée perpendiculairement au grand axe de

l’ellipse [6]. Ce qui correspond à une concentration de contraintes très sévère.

Pour les sollicitations dynamiques, il existe un facteur effectif de concentration de

contraintes Kf qui est défini comme suit :

ܭ =
ఙವ

ఙವ
′ (II.22)

Où : D, et 'D sont respectivement la limite d'endurance d'une pièce non entaillée et

entaillée. La relation entre le facteur théorique Kt et le facteur effectif Kf est donnée par

l'indice de sensibilité à l'entaille (q) qui est définit comme suit:

=ݍ
ିଵ

ି ଵ
(II.23)

Les valeurs référentielles pour l'indice de sensibilité q sont données dans le

tableau II.1 [10] :

Tableau II.1:Indice de sensibilités référentielles (q)

Matériaux Indice q

Aciers de construction A37 à A70

Aciers d'amélioration

Aciers à ressort

Aciers légers

0,4 ....0,8

0,6....0,9

0,9.....1,0

0,3.......0,6

En général, cet indice de sensibilité n'influe pas sur le facteur effectif de

concentration de contrainte pour une valeur de facteur théorique Kt  1 (Fig. II.3), mais

pour des valeurs Kt 1, on observe qu'il y a une croissance du facteur effectif Kf en

fonction de l'indice de sensibilité. L'indice de sensibilité à l'entaille d'un matériau n'est

pas connu, mais le facteur théorique Kt est supposé connu. Pour cela, la figure II.4 est

utilisée pour la détermination du facteur de concentration effectif Kf [10].
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Fig. II.3: Facteur de concentration effectif en fonction de l'indice de sensibilité

Le facteur Kf est le facteur de concentration de contrainte effectif (Fig. II.4), tel que

déterminé par l'étude expérimentale de l’échantillon [11]. Sous une charge statique, les

valeurs de sensibilité à l'entaille sont recommandées [12], q = 0 pour les matériaux

ductiles et entre 0,15 et 0,25 pour les métaux durs et cassants.
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Fig. II.4: Rapport de facteur (Kf/Kt) en fonction de la résistance à la rupture

II.3. Conception pour diminuer la concentration de contraintes

Une discussion qualitative des techniques pour éviter les effets néfastes de la

concentration de contrainte est donnée par Layer [13]. En règle générale, la force doit

être transmise d'un point à l'autre aussi facilement que possible. Les lignes reliant le

trajet de transmission de force sont parfois appelées le flux de force (contrainte), bien

que l'on puisse se demander si le flux de force a une définition scientifiquement fondée.

Les transitions nettes dans la direction du flux de force doivent être éliminées en



Chapitre II: Étude des contraintes autour des trous dans les plaques bidimensionnelles

33

adoucissant les contours et en arrondissant les entailles. Lorsque les facteurs de

contrainte sont requis par les exigences fonctionnelles, les éleveurs doivent être placés

dans des régions de faible contrainte nominale si possible.

Des formes d'entailles et de trous dans l'ordre dans lequel ils provoquent la

concentration des contraintes. On a des trous et des entailles qui sont agencées dans

l'ordre de leur effet sur la concentration de contrainte diminuent lorsque vous déplacez

de gauche à droite et de haut comme montré sur la Fig. II.3 ci-dessous.

Fig. II.5 : Réduction de l'effet de la concentration de contraintes des encoches et des trous

Le guidage des lignes est une méthode utile pour réduire les effets néfastes

d’entaille qui ne peuvent pas être évitées. Ceux-ci sont appelés entailles de soulagement

ou d’atténuation de la concentration de contraintes par enlèvement de matière (Fig. II.6)

et qui est un processus parfois relativement facile à usiner et à réaliser [14].

Fig. II.6 : Le guidage des lignes de contrainte au moyen d'entaille
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Dans la figure II.7, on suppose que dans le cas (a), une entaille droite de ce type se

produit ; et dans les cas (b) et (c), l'encoche est retenue et la concentration de contrainte

se réduite.

Fig. II.7 : Diminution de la concentration de contraintes par enlèvement de matière

II.4. Facteur de concentration de contrainte autour des trous dans la

plaque

II.4.1. Plaque infinie ayant un trou central

Une plaque infinie comprenant un trou circulaire central de diamètre d=15mm et

d'une épaisseur t=5mm, soumise à des contraintes normales dans un plan.

a) Effet de traction

Deux cas de tractions peuvent être rencontrés:

- Le premier cas consiste en une traction de sollicitation uni axiale suivant X, avec :

1  0 et 2 = 0 (Fig. II.8a), et on trouve les contraintes au bord des trous aux points

A et B, ainsi que leurs facteurs d’intensité de contraintes respectives (Kt) comme

suit :

A = 31, et un facteur d’intensité de contrainte : KtA= 3 au point A.

B = - , et un facteur d’intensité de contrainte : KtB= -1 au pont B.

- Le deuxième cas consiste en traction de sollicitation bi axiale suivant X et Y avec

1  0 et 2  0 (Fig. II.8 b) et similairement on trouve :

Pour 2 = 1 (traction) A= B = 21et KtA= KtB = 2 ;

Pour 2 = - 1 (cisaillement) A= - B = 41, et KtA= KtB = 4;

Et pour -1 2/1  1 Kt= 3 - 2/1.

Les différentes valeurs des facteurs de concentration de contrainte obtenues peuvent être

comparé avec ceux obtenus théoriquement comme présentés sur la Figure II.8 c en

fonction des rapports contraintes de traction (1/2) pour les différents cas.
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Fig. II.8 : Variation de Kt pour une plaque trouée sous l'effet des contraintes normales dans le plan

b) Effet de flexion transversale ou de moment de torsion

La même plaque est considérée mais sous une flexion transversale et ayant une

contrainte: =6m/t² avec un coefficient de Poisson :=0,3 et une contrainte

maximale :max = Kt.1 et des moments de flexions mi(voir Figure II.9).Cette flexion

engendre:

- Pour une flexion simple, où: m1= m, m2= 0 et pour 0  d/t  7  max = A

- Pour une flexion cylindrique, où: m1= m, m2= m, et pour 0  d/t  7  max = A

- Pour une flexion iso tropique et dans le cas où m1= m2= m ; max= A Kt = 2

- Pour une torsion, le cas ou m1= m, et m2= -m, et pour 0  d/t  7 max = A

Nous observons qu'il y a une diminution du facteur d’intensité de contrainte Kt en

fonction de l'épaisseur pour tous les cas, sauf le cas de la flexion iso tropique il est

constant Kt = 2 (Fig. II.9)
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II.4.2. Plaque de largeur finie ayant un trou central

Dans ce cas une plaque de largeur finie égale à D, comprenant un trou circulaire de

diamètre d = 15mm et d'une épaisseur t = 5mm.

a) Effet de Traction

Pour le rapport des diamètres (d/D) variant entre : 0  d/D  1 et une contrainte

normale : P= nom. [t (D-d)] ;

On trouve que la contrainte maximale est : max = Kt.nom.

Et le coefficient de contrainte Kt prend une allure décroissante en fonction du rapport

d/D comme présenté sur la figure II. 10.
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Fig. II.10 : Variation de Kt sous l'effet de traction en fonction de (d/D)

b) Effet de Flexion dans un plan

La flexion plane comme présentée sur la figure II.11, engendre deux types de

contraintes au bord du trou et au bord de la plaque A et B respectivement :

i) Contrainte au bord du trou au point A :

max = A = Kt.nom ; σ୬୭୫ = 6
୫ .ୢ

[(ୈయିୢయ)୲]

ii) Contrainte au bord de la plaque au point B:

max = B = Kt.nom ; σ୬୭୫ =
୫ .ୈ

[(ୈయିୢయ)୲]

Et le facteur d’intensité de contrainte Kt en fonction du rapport (d/D) est représenté

sur la figure II.11. Il est à noter que ce facteur de concentration est presque constant

pour une flexion au bord du trou ; mais il augmente suivant une droite en fonction de

(d/D) loin du trou c’est-à-dire au bord de la plaque.
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Fig. II.11 : Variation de Kt sous l'effet de flexion dans un plan en fonction de (d/D)

c) Effet de la flexion transversale :

Sous l'effet d'une flexion transversale comme présenté sur la figure II.12 et pour les

contraintes donnée par :

 = 6m/t² ; max = A = Kt.nom ; et σ୬୭୫ = 6
୫ .ୈ

[(ୈିୢ)୲²]

On rencontre deux types de flexions :

i) Flexion simple :

Pour m1 = m ; m2 = 0 ;  = 0.3 ; 1  d/t  7 et 0  d/D  0,3

ii) Une flexion cylindrique :

Pour m1= m ; m2= .m ;  = 0.3 ; 1  d/t  7 et 0  d/D  0,3

Le facteur d’intensité de contrainte (Kt) prend la même allure mais avec un petit

décalage. Il décroit jusqu'au point qui coïncide avec le point d'abscisse du rapport

(d/D=0,5) ; puits il croit paraboliquement (Fig. II.12).
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II.4.3. Plaque de largeur finie ayant un trou circulaire excentrique

La plaque de largeur finie ayant un trou circulaire excentrique de diamètre d = 15mm

et d'une épaisseur t = 5mm est représentée sue la figure II.13. Même chose, la plaque

peut être soumise à des tractions axiales ou des flexions dans le plan.

a) Effet de la traction axiale

Pour une sollicitation de traction axiale, les contraintes normale et maximale dans la

section AB de la plaque, ainsi que leur relation avec le facteur d’intensité de contraintes

sont données par :

σnom =
σඥ1 − (d/2c)²

1 − (d/2c)

1 − c/D

1 − (c/d)ቂ2 − ඥ1 − (d/2c)²ቃ
; ou smax = sB = Ktsnom

En conséquence, le facteur de concentration de contrainte Kt en fonction du rapport

(d/2c) est représenté sur la figure II.13.
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Fig. II.13 : Variation de Kt sous l'effet de traction axiale en fonction du rapport (d/2c)

On peut observer que le facteur de concentration de contrainte Kt, décroit en fonction de

ce rapport (d/2c).

a) Effet de la flexion dans un plan

La flexion de la plaque dans un plan (Fig. II.14), engendre une flexion au bord de la

plaque et au bord du trou, on a:

B = KtB×nom ; nom = 6M/(D².t) ; max = max (A,B)
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Le facteur théorique Kt prend deux cas de courbes, pour KtA au bord de la plaque est

presque une droite, mais le facteur KtB au bord de trou augmente en fonction de d/2c,

ou il prend la même valeur dans le point d/2c = 0,3.
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Fig. II.14: Variation de Kt sous l'effet de flexion dans un plan en fonction du (d/2c)

II.4.4. Plaque de largeur infinie ayant deux trous circulaires égaux

Une plaque de largeur infinie comprend deux trous circulaires de diamètre d =15mm

a une distance L entre les deux centre des trous et d'une épaisseur t=5mm, comme

présentée sur la figure II.15 ; et la plaque est soumise à une seule contrainte normale

dans un plan. Pour ce type de sollicitation, on rencontre deux cas de traction :

a) Traction uni-axiale parallèle aux rangées de trous

C’est-à-dire : 2 =  et 1 = 0

b) Traction bi-axiale(traction dans les deux directions)

C'est-à-dire : 1 = 2 = 

Et dans les cas on a :max = B = Kt. nom et ߪ =
ఙටଵି(



ಽ
)²

ଵି(


ಽ
)

, pour 0  d/L  1.

Le facteur d’intensité de contrainte théorique Kt est représenté sur la figure II.15. Il

décroit en fonction du rapport (d/L) pour les deux cas de tractions ; mais dans le cas de

la traction bi-axiale, il prend des valeurs petites par rapport au Kt uni-axiale (Fig. II.15).
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Fig. II.15: Variation de Kt sous l'effet de contrainte normale en fonction du d/L

II.4.5. Plaque de largeur infinie ayant une rangée de trous circulaires

Une plaque de largeur infinie comprenant une rangée de plusieurs trous circulaires de

diamètre d=15mm d’une distance L entre les centres des trous et d’épaisseur t = 5mm.

a) Effet de la contrainte normale dans un plan

La sollicitation dans un plan figuré dans la Fig. II.16, induit trois cas de traction :

i) Traction axiale normale dans la rangée des trous

Où :2=;1=0pour 0  d/L  1 et max = B= Kt. .

ii) Traction uni axiale paralléle à la rangée des trous

Où : 2 = 0 ; 1 =  ; donc :σ୬୭୫ =


ଵି(
ౚ

ై
)

et max = A= Kt×nom

iii) Traction bi axiale

Où : 1 = 2 = , max= A = Kt×nom et pour 0  d/L  1 ; σ୬୭୫ =


ଵି(
ౚ

ై
)

D’après la figure II.16, on remarque que le facteur de concentration de contrainte Kt

augmente en fonction du rapport (d/L) pour le cas d'une traction axiale normale dans la

rangée des trous, mais il diminue pour le cas d'une traction parallèle à la rangée des

trous. Tandis que pour l'effet de traction bi-axiale, il diminue légèrement et reste

presque stable en fonction de d/L (Fig. II.16).



Chapitre II: Étude des contraintes autour des trous dans les plaques bidimensionnelles

41

0,3 0,6

2

3

4

F
ac

te
u

r
d

e
co

n
ce

nt
ra

ti
o

n
th

éo
ri

q
u

e,
K

t

Le rapport d/L

Kt(tract uniaxiale-normal rangé
Kt(tract uniaxiale-//rangé
Kt(Biaxiale)

Fig. II.16: Variation de Kt pour une rangé de trou sous l'effet de contrainte normal en

fonction de (d/L)

b) Effet de la flexion transversale

Sous l'effet d’une flexion transversale de la même plaque et comme illustrée sur la

Figure II.17, on peut rencontrer les types de flexions suivants :

i) Une flexion sur l'axe X

Où on a : nom= 6m/t², et max = Kt.nom et on peut avoir deux cas :

- Une flexion simple avec : m1 = 0 ; m2 = m ; donc le facteur de contrainte est :

Kt = Ktx1

- Une flexion cylindrique: m1 = .m ; m2 = m ; avec  = 0,3 ; donc le facteur est :

Kt = Ktx2.

ii) Une flexion sur l'axe Y

Où :σ୬୭୫ =
୫

ቀ୲మି(
ౚ

ై
)ቁ

; max = Kt.nom , et on peut avoir aussi deux cas :

- Une flexion simple avec : m1 = m ; m2 = 0 donc le facteur de contrainte est :

Kt = Kty1.

- Une flexion cylindrique: m1 = m, m2 = .m ; avec =0.3 donc le facteur de

contrainte est : Kt = Kty2.

Les résultats obtenus sont représentés sur la Fig. II.17 et les quatre cas des facteurs de

contraintes Kt diminuent en fonction du rapport (d/L), mais on remarque que KtX est

supérieur à KtY ; c’est-à-dire : (KtX  KtY).
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Fig. II.17:Variation de Kt sous l'effet de flexion transversale en fonction du rapport d/L

II.4.6. Plaque infinie ayant un trou elliptique

Une plaque de largeur infinie comprend un trou elliptique de dimension 2a2b avec

un rapport r = a/b et une épaisseur t = 5mm est considérée (Fig. II.18).

a) Effet d’une contrainte normale dans un plan

L'effet de tractions normales dans le plan de la plaque est considéré et les contraintes

dans les deux points A et B sont différentes et données par :

Pour : -1  2/1 et 0,25  a/b  4 , on a : A = KtA×1 et B = KtB×1

On observe que l'allure du facteur KtA au point A pour les cas d'excitation 1  2 et

1= 2 (pour le cas isotrope) a la même diminution en fonction du rapport (a/b) ; mais le

cas du point B, le facteur KtB a une augmentation en fonction de (a/b).
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Fig. II.18 : Variation de Kt pour un trou elliptique sous l'effet des contraintes planes en
fonction du rapport a/b
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b) Effet de la flexion transversale

Sous l'effet d'une flexion transversale (Fig. II.19), on peut avoir trois cas de flexion:

- Une flexion simple avec : (m1= m et m2 = 0)

- Une flexion cylindrique avec : (m1 = m et m2 = .m)

- Une flexion isotrope avec : (m1 = m2 = m)

Avec : 2a/t  5 ;  = 0.3 ; 0,2  a/b  5 où : = 6m/t² et : max = Kt×.

Le facteur de contrainte Kt évolue en fonction du rapport (a/b) suivant une droite

pour les cas de flexion simple et cylindrique, mais il reste constant pour la flexion iso-

tropique (Fig. II.19).
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Fig. II.19 : Variation de Kt pour un trou elliptique sous l'effet de flexion transversale en
fonction du rapport a/b

II.4.7. Plaque de largeur finie ayant un trou elliptique

Pour une plaque de largeur finie D, comprenant un trou elliptique central de

dimension 2a2b avec un rapport r=a/b et une épaisseur t=5mm (voir Fig. II.20).

a) Effet d’une traction axiale

Sous l’effet d’une traction axiale, on ales contraintes :

ߪ =
ఙ

ଵିቀ
మೌ

ವ
ቁ
; donc :max =A=Kt×nom

b) Effet d’une flexion dans un plan

Pour une sollicitation de flexion dans un plan, on a:
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σ୬୭୫ =
ଵଶ୫ .ୟ

(ୈయି଼ୟయ)୲
; donc : max = A= Kt×nom

Le facteur de contrainte théorique Ktest représenté sur la Figure II.20. Il décroit

légérement suivant une droite en fonction du rapport (2a/D) pour les deux cas de

sollicitations, mais les valeurs de Kt du traction axiale sont supérieurs à celles de la

flexion dans un plan.

0,06 0,12

2,6

3,9

5,2

F
ac

te
ur

de
co

nc
en

tr
at

io
n

th
éo

ri
qu

e

Le rapport 2a/D

Kt(traction axiale)
Kt(flexion dans un plan )

Fig. II. 20 : Variation de Kt autour d’un trou elliptique sous l'effet de traction axial et

flexion plane en fonction de 2a/D

II.4.8. Plaque de largeur finie ayant un trou elliptique excentré

Une plaque de largeur finie D, comprend un trou elliptique excentré de dimension

2a2b avec un rapport r = a/b et une épaisseur t = 5mm, (Fig. II.21).

- Effet de traction axiale

Sous l'effet d'une contrainte de traction axiale  (Fig. II.21), les contraintes dans la

section AB est donnée par :

s୫ ୟ୶ = Kt. σ୬୭୫ , avecߪ������ =
ට1 − ቀ




ቁ

1 − (



)

×
1 − (




)

1 − (



)2 − ට1 − (




)²൨

Pour : 1,0  a/b 8,0 , et 0 a/c 1

Le facteur de contrainte Kt décroit sous l'effet de traction axiale en fonction du

rapport a/c (Fig. II.21).
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Fig. II.21:Variation de Kt pour un trou elliptique sous l'effet de traction axiale en
fonction du rapport a/c

II.4.9. Plaque de largeur infinie ayant une rangée infinie des trous elliptiques

Une plaque de largeur infinie, avec une rangée des trous elliptiques de dimension

2a2b avec un rapport r = a/b, avec une distance L entre chaque 2 trous, et t = 5mm.

- Effet d’une traction uni axiale

Les contraintes sous l'effet de traction uni-axiale (Fig. II.22), est:

ߪ =
s

1 − (
ଶ


)

et s୫ ୟ୶ = K୲. s୬୭୫ avec ∶ 0 £ 2a/L £ 0,7, et 1 £ a/b £ 10
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Fig. II.22 : Variation de Kt pour un rangé de trou elliptique en fonction 2a/L et du 2a/b

Le facteur de concentration Kt, décroit en fonction de 2a/L avec la valeur de

2a/b = 10, mais il croit en fonction de 2a/b avec la valeur de 2a/L = 0,35 (Fig. II.22).



Chapitre II: Étude des contraintes autour des trous dans les plaques bidimensionnelles

46

II.4.10. Trou circulaire portant un lobe semi-circulaire avec une largeur finie

Un trou circulaire de rayon R portant un lobe semi-circulaire de rayon r dans une

plaque de largeur finie D=15mm, et une épaisseur t = 5mm (Fig. II.23).

- Effet d’une traction axiale

Les contraintes sous l'effet de traction uni-axiale (Fig. II.23) est:

ߪ =
ఙ

ଵିቀ
మ್

ವ
ቁ
max = Kt .nom ;

avec: 0  2b/D  1 ; et 0,2 r/R  4,0.

Le facteur de concentration Kt, sous l'effet de traction pour une plaque trouée portant

un lobe semi-circulaire en général décroit en fonction 2b/D, mais prendre des valeurs

inférieure à celles de la plaque infiniment large (Fig. II.23).
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Fig. II.23 : Variation de Kt pour un trou portant un lobe sous l'effet de traction axiale en
fonction du rapport 2a/D

II.4.11. Trou rectangulaire avec des coins arrondis avec une largeur infinie

Trous rectangulaire de rayon R portant des coins arrondis de rayon r dans une plaque

de largeur finie D=15mm, et d'une épaisseur t=5mm (Fig. II.24).

- Effet d’une traction uni-axiale

Sous l'effet de traction axiale (Fig. II.24), On a: max = Kt.nom.

Le facteur de contrainte Kt, évolue en fonction du rapport des dimensions du

rectangle (a/b).
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Fig. II.24 : Variation de Kt pour un trou rectangulaire sous l'effet de traction axiale en

fonction du rapport a/b

II.5. Facteur de concentration dans les entailles au bord des plaques

II.5.1. Une seule entaille en forme de U au bord de la plaque semi-infinie

Une entaille en forme de U de rayon r est considérée au bord de la plaque semi-

infinie, et d'une épaisseur t = 5mm (Fig. II.25).

a) Traction uni-axiale

Sous l'effet de traction uni-axiale , on a:

max= Kt×nom ; pour 1  h/r  361

b) Flexion transversale

Sous l'effet de flexion transversale, on considère seulement une seule entaille

elliptique (Fig. II.25) et on a:

 = m/t², pour 0  h/r  7, v = 3 et max = A = Kt× et quand h/t .

Le facteur de contrainte Kt, évolue en fonction de h/r sous l'effet de charge extérieure

sois traction axiale ou flexion transversale, mais l'évolution pour la traction axiale est

importante.
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Fig. II.25: Variation de Kt sous l'effet de traction axiale (une seule entaille)
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II.5.2. Deux entailles en forme de U au bord de la plaque de largeur finie

Deux entailles en forme de U de rayon r dans le bord de la plaque de largeur finie D,

et d'une épaisseur t = 5mm (Fig. II.26).

a) Effet d’une traction axiale

Sous l'effet de charge de traction axiale P (Fig. II.26), on a :

ߪ���������������������� ௫ = ߪ = ߪ௧ܭ ߪ����������������, =


௧ௗ
avec: 0.1 h/r 2.0
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Fig. II.26: Variation de Kt sous l'effet de traction axiale (deux entailles en U)

Sous l'effet de charge de traction, pour l'entaille aigue le facteur Kt1 (Fig. II.26),

l'évolution est importante par rapport a Kt2de l'entaille émoussée, ainsi que pour le cas

de l'entaille semi-circulaire (h/r = 1), on observe une légère diminution du facteur.

b) Effet d’une flexion dans un plan

Sous l'effet de la flexion plane (Fig. II.27), les contraintes maximales est :

σ୫ ୟ୶ = σ = K୲σ୬୭୫ ���, avec ∶ σ୬୭୫ =


ୢ²୲
,

Le facteur de concentration de contraintes est :

Kt= Kt2. , pour 0.1  h/r 2 ; et Kt = Kt1 , pour 2  h/r  50.
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Fig. II.27 : Variation de Kt sous l'effet de flexion dans un plan (deux entailles en U)
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Le Facteur Kt, évolue en fonction du rapport h/D sous l'effet de flexion dans un

plan,pour l'entaille aigue le facteur Kt1(Fig. II.27), l'évolution est importante par rapport

à Kt2 de l'entaille émoussée, ainsi pour le cas de l'entaille semi-circulaire (h/r = 1), on

observe que le facteur augmente légèrement en fonction de h/D.

c) Effet d’une flexion transversale

Sous l'effet de flexion transversale (Fig. II.28), seulement une seule entaille

elliptique, les contraintes maximales est :

σ୫ ୟ୶ = σ = K୲σ୬୭୫ , avec: σ୬୭୫ =
6M

t²d

Le facteur de concentration de contraintes est :

Kt= Kt1 , pour 0.1  h/r  2.0 ; et Kt= Kt2 , pour 2.0  h/r  50.0 ;
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Fig. II.28 : Variation de Kt sous l'effet de flexion transversale (deux entailles en U)

Le Facteur Kt, évolue en fonction du rapport h/D sous l'effet de flexion transversale,

pour l'entaille aigue le facteur Kt2, voir la Fig. II.28,mais pour l'entaille émoussée est

Kt2, ainsi que pour l'entaille semi-circulaire Kt (h/r = 1), il y a une légère évolution

présque stable.

II.5.3. Une seule entaille en forme de U au bord de la plaque finie

Une seule entaille en forme de U de rayon r dans le bord de la plaque de largeur finie

D, et d'une épaisseur t = 5mm (Fig. II.29).

a) Effet d’une traction axiale

Sous l'effet de la charge de traction axiale P (Fig. II.29), les contraintes nominales et

maximales sont:
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σ୫ ୟ୶ = σ = K୲. σ୬୭୫ , avec σ୬୭୫ =


୲ୢ �
; Pour 0.1  h/r  2.0
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Fig. II.29 : Variation de Kt sous l'effet d'une force traction axiale (une entaille en U)

D'après la Fig. II.29, le Facteur Kt1pour l'entaille évolue émoussée en fonction du

rapport h/D sous l'effet de traction, le Facteur Kt2 pour l'entaille aigue augmente puit il

diminue en fonction de h/D. et le facteur Kt de l'entaille semi-circulaire (h/r=1), on

observe une décroissance en fonction de h/D.

b) Effet d’une flexion dans un plan

L'effet de flexion plane (Fig. II.30), à une seule entaille elliptique le facteur Kt :

Kt = Kt1, avec:0.1  h/r  2.0 ;

Kt = Kt2 avec 2.0 £ h/r £ 50.0

Pour les contraintes on a :σ୫ ୟ୶ = σ = K୲σ୬୭୫ , σ୬୭୫ =


ୢ²୲
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Fig. II.30: Variation de Kt sous l'effet de flexion dans un plan (deux entailles en U)

Les facteurs Kt1, Kt2(Fig. II.30), prennent la méme allure que celle de la Fig. II.29

pour l’entaille aigue et émoussée, mais pour l'entaille semi-circulaire, Kt (h/r = 1), on

observe une légère diminution presque stable.
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II.5.4. Des entailles multiples semi-circulaires opposées avec une largeur finie

Plusieurs entailles semi-circulaire opposées de rayon r aux bords de plaque de

largeur finie D, et d'une épaisseur t = 5mm (Fig. II.31).

- Effet d’une traction axiale:

Le faceteur Kt sous l'effet de charge de traction axiale P (Fig. II.31):

௧ܭ =
ߪ
ߪ

=
ߪ ௫
ߪ

ݒ݁ܽ���, ߪ����ܿ� =
ܲ

ݐ݀

Pour : 2r/D  0.4 ; et 0  2r/L  1
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Fig. II.31 : Variation de Kt sous l'effet de traction axiale (entailles opposées en U)

On observe que le facteur de concentration Ktpour une plaque de largeur finie ayant

plusieurs entailles voir la Fig. II.31, diminue en fonction du rapport 2r/L et du r/D .

II.5.5. Une seule entaille en forme de V au bord de la plaque de largeur finie

Une seule entailles en V de rayon r et d'un angle  aux bords de plaque de largeur

finie D, et d'une épaisseur t = 5mm. (Fig. II.32).

- Effet d’une flexion transversale

Sous l'effet de flexion transversale, ( Fig. II.32).

K୲=
ౣ ౮

ౣ
=

ఽ

ౣ
, et σ୬୭୫ =



୲ୢ ²
;

Pour : 90°    150° et 0,5  h/r  4,0
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Fig. II.32:Variation de Kt en fonction de l'angle  sous l'effet de flexion transversale

(entailles en V)

On observe que le facteur Ktpour une plaque de largeur finie ayant une entaille en V

d'aprés la Fig. II.32, évolue en fonction de l'angle , ainsi que les valeur du facteur K

pour   90°est supérieure a celle du facteur en   90° (facteur Kt = Ktu, la forme U).

II.5.6. Deux entailles en forme de V opposées au bord de plaque de largeur finie

Deux entailles en V de rayon r et d'un angle  aux bords de la plaque de largeur finie

D, et d'une épaisseur t = 5mm (Fig. II.33).

- Effet d’une traction axiale P

Sous l'effet de flexion transversale, le facteur Kt de l'entaille V est :

K୲=
σ୫ ୟ୶
σ୬୭୫

=
σ

σ୬୭୫
, σ୬୭୫ =

P

td

- Pour   90°, et 2h/D = 0,398 Kt = Ktu1 ;

- Pour   60°, et 2h/D = 0,667 Kt = Ktu2 ;

- Pour l'angle d’entaille : 90°    150° et 2h/D = 0,398 donc le facteur de

contrainte est : 1,6Kt=Kt1 3,5 ;

- Pour l'angle  de l'entaille : 60°    150°, 2h/D = 0,667 donc le facteur de

contrainte est : 1,6  Kt = Kt2  2,8.

On observe que le facteur de concentration Ktpour une plaque de largeur finie ayant

deux entailles en V d'aprés la Fig. II.33, sous l'effet de traction axiale évolue en fonction

de l'angle α pour les deux cas Kt1, et Kt2 . alors que pour les valeur de α  60° et  90° le

facteur Kt = Ktu1, Ktu2 est presque stable.



Chapitre II: Étude des contraintes autour des trous dans les plaques bidimensionnelles

53

80 120

0

30

60

F
ac

te
u

r
d

e
co

n
ce

n
tr

at
io

n
th

éo
ri

q
uz

,K
t

L 'angle  en °

K tu2 
K tu1 
K t1  

K t2  

Fig. II.33 : Variation de Kt sous l'effet de traction axiale (deux entailles en V)

II.6. Conclusion

Les résultats de calcul obtenus pour les coefficients d’intensités de contraintes pour

les différents types des plaques considérées portant de différentes géométries de trou,

donnent des distributions normales de contraintes attendues. Cette étude montre que:

- La présence des trous circulaire dans les plaques va conduire a la distribution

normale de contrainte maximale et augmente avec la réduction de la géométrie

du trou circulaire vert un trou elliptique.

- L'influence de la direction et le type de sollicitation par rapport aux plaques

portant un trou elliptique ou rectangulaire, ou un trou avec un lobe semi-

circulaire, et la plaque qui comprend une rangée de plusieurs trous.

- L'augmentation du facteur de concentration de contrainte avec la réduction de la

géométrie des trous et également du rapport diamètre / largeur de la plaque.

En général, les résultats de simulation montrent que la répartition des contraintes

augmente dans ces zones qui affaiblissent la structure et tendre vers l'amorçage de la

fissure.
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III. lyse de la propagation s fissures dans les plaques planes
III.1. Introduction

Ce chapitre présente les principes de base de la mécanique de la rupture nécessaires

pour aborder la fissuration dans les plaques trouées. En générale, ces trous peuvent être

circulaires, elliptiques ou d’autres formes d’entailles et sont très petits, ils peuvent être

considérer comme de fissures. La Figure III.1 montre la présentation d'une fissure dans une

plaque de dimensions infinies et sous l’effet d'un simple essai de traction. Comme a

présenté dans le chapitre précédent la présence des différentes géométries des trous dans

les plaques et leur effet qui engendre des concentrations des contraintes qui aboutissent à

un amorçage de fissure utilisant la mécanique de la rupture au point de fissuration. Dans la

zone singulière, le champ de contraintes présente une singularité d’ordre (r-1/2) à la pointe

de fissure. L’intensité de la singularité est caractérisée par les paramètres appelés facteurs

d’intensité de contraintes, notés par (KI, KII et KIII) pour chacun des modes élémentaires.

A l’aide de la théorie d’élasticité, Irwin [1-2]a montré que, en déformation ou en

contrainte plane, les déplacements et les contraintes peuvent être exprimés en fonction des

facteurs d’intensité de contraintes (K) qui est généralement exprimé sous la forme :

ܭ = .ߨ√ߪ݂) )ܿ

     Où  c : est la longueur de fissure et σ est la contrainte appliquée. Le terme f caractérise 

les effets de largeur, de forme de la fissure, et la position le long du front de fissure.

Menouillard [3] a montré la façon de calculer les nouveaux champs asymptotiques et

certains résultats intéressants ont été explicités.

Fig. III.1 : Repère locale en voisinage du front de Fissure dans un milieu continu
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III.2. Mise en équations des fissures

III.2.1. Champ de contraintes et de déformations en tête de la fissure

Au cours de la seconde guerre mondiale, George R. Irwin [1] s'est intéressé à la fracture

du blindage en acier lors de la pénétration par les munitions. Ici on s'intéresse aux champs

de contrainte et de déplacement dans un milieu 2Dinfini qui possède une fissure de

longueur 2c et qui est soumis tour à tour aux 3 sollicitations des modes fondamentaux à

l’infini en l’absence de force de volume(Fig.III.2).

Fig. III.2 : Champ de contrainte dans la tête de fissure (le cas du mode I)

Par rapport au système de coordonnées (X, Y, Z) et en chaque point (x, y, z), les

contraintes sont définies par : x, y, z, xy, xz, yz ; et les équations d’équilibre sont

données par :

ߪ = 0 =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
ப౮

ப୶
+

ப౮౯

ப୶
+

ப౮

ப
= 0

ப౯౮

ப୶
+

ப౯

ப୷
+

ப౯

ப
= 0

ப౮

ப୶
+

ப౯

ப୷
+

ப

ப
= 0

� (III.1)

Et si les déplacements respectives sont u, v et w, les déformations sont données par :

௫ߝ =
డ

డ௫
௬௭ߛ���; =

డ

డ௭
+

డௐ

డ௬

௬ߝ =
డ

డ௬
௫௭ߛ���; =

డௐ

డ௭
+

డ

డ௭

௭ߝ =
డௐ

డ௭
௫௬ߛ���; =

డ

డ௭
+

డ

డ௫

(III.2)

Dans le cas des contraintes planes on a: z=xz=yz=0.

Tandis que dans le cas des déformations planes on a : z=0, avec : z=.(x+y)

x

y

x

τxy

y



Cas général du mode I

2c

y





x

1. Plaque
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Pour les plaques planes bidimensionnelles en 2D, les systèmes d'équations ci-dessus

deviennent :

ቐ

డఙೣ

డ௫
+

డఛೣ 

డ௬
= 0

డఙ

డ௬
+

డఛೣ 

డ௫
= 0

� (III.3)

Et: ௫ߝ =
డ

డ௫
௬ߝ���; =

డ

డ௬
௫௬ߛ�����; =

డ

డ௬
+

డ

డ௫
(III.4)

Ces équations doivent vérifier les équations d’équilibre tout en introduisant une fonction

de contrainte (fonction d’Airy) F(x,y) ou (x, y) où les contraintes seront données par :

௫ߪ =
డ²ி

డ௬²
௬ߪ���; =

డ²ி

డ௫²
;���߬௫௬ =

డ²ி

డ௫డ௬
(III.5)

Sachant que la relation contrainte-déformation pour un matériau isotrope est donnée :

ቐ

௫ߝ.ܧ = ௫ߪ − ௬ߪߥ
௬ߝ.ܧ = ௬ߪ − ௫ߪߥ
௫௬ߛ.ߤ = ௫߬௬

� (III.6)

Où: μ =


ଶ(ଵା)

Avec E, , et  sont respectivement le module d’élasticité longitudinal, le module de

cisaillement, et le coefficient de poison.

En dérivant les déplacements dans l’équation (III.2), on obtient la condition de

compatibilité des déformations suivante:

డ²ఌೣ

డ௬²
+

డ²ఌ

డ௫²
−

డ²ఊೣ 

డ௫డ௬
= 0 (III.7)

En remplaçant (III.5) et (III.6) dans (III.7) on obtient l'équation de compatibilité en

fonction de la fonction d’Airy comme suit:

డరி

డ௫ర
+ 2

డరி

డ௫మడ௬మ
+

డరி

డ௬ర
= 0 (III.8)

Ou bien: ∇ଶ∇ଶܨ = 0 avec ∇ଶ=
డ

డ௫మ
+

డ

డ௬మ
(III.9)

Donc la fonction de contraintes F(x, y) doit être bi harmonique ; et pour les milieux plans

en élasticité linéaire, il faut que cette fonction satisfait l’équation (III.9). De même, les
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contraintes calculées à partir de l’équation (III.5) doivent satisfaire les conditions aux

limites du milieu ou de la plaque.

En général, pour résoudre l’équation (III.8), on fait appel à des solutions de formes

complexes :

Z(z)= Re Z+i.Im Z avec: Z=x+i.y

La fonction Z(z) doit être analytique c’est à dire qu’elle satisfait aux conditions de

Cauchy-Riemann [4-5] c’est-à-dire :

பୖ

ப୶
=

ப୍ౣ 

ப୷
= Rୣ

ୢ

ୢ

ப୍ౣ 

ப୶
=

பୖ

ப୷
= I୫

ୢ

ୢ

(III.10)

Pour le mode I de rupture, Westergaard [6] a proposé la fonction suivante :

F = RୣZധ+ y. Im Zത (III.11)

Où : Zധ=
ୢഥ

ୢ
; Zത=

ୢ

ୢ
(III.12)

Pour les conditions de l’équation (III.10), on a :

∇ଶRୣ Z = ∇ଶIm Z = 0 (III.13)

Cela montre que l’équation(II.9) satisfait automatiquement l’équation de compatibilité

(III.9). Ainsi, en utilisant les équations (III.5), les contraintes peuvent être données par :

ቐ

σ୶ = Rୣ Z − y. Im Z
σ୷ = Rୣ Z + y. Im Z

τ୶୷ = −y. Rୣ Z

� (III.14)

Aussi il faut trouver une fonction Z(z) qui satisfait aussi les conditions aux limites

pour le milieu considéré. Dans le cas d’une plaque infinie (Fig. III.2), Westergaard [6] a

aussi proposé la fonction de contrainte de la forme suivante :

Z =
.

√మିୟమ
avec: z = x + i. y (III.15)

La fonction Z est analytique sauf sur  le domaine : (-a ≤ x ≤ a  et  y = 0). 

Lorsque z tend vers ∞on aura : σx= σy= σ, et τxy = 0.

Et sur la surface de la fissure on a : σy = τxy=0.
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Il serait plus judicieux de changer la variable z en (z+a) c’est-à-dire le changement de

l’origine du centre vers la tête de fissure. En général, Z prend la forme :

Z =
()

√
(III.16)

Où f(z) doit être réelle et constante à l’origine de la tête de fissure notée par KI, ainsi:

Z→ =


√ଶ
(III.17)

Pour une formulation théorique de la fracture qui continue de trouver une large application,

Irwin a montré que le champ de contrainte (r,) au voisinage d'une fissure infiniment vive

pouvait être décrit mathématiquement en changeant en coordonnées polaires (z = r.ei).

Les contraintes peuvent être alors calculées utilisant les équations (III.14) et (III.17), et

on obtient:

ߪ =


√ଶగ ݂(ߠ)ቊ
En contraintes planes σ = 0

En déformation planes σ = v൫σ୶ + σ୷൯
� (III.18)

Et le paramètre K est appelé « facteur d’intensité des contraintes ».

Dans l’hypothèse d’un matériau élastique, les contraintes sont infinies au front de la

fissure. En s’appuyant sur les travaux de pionnier de Griffith [7], Irwin [2], a montré plus

précisément que les contraintes au voisinage du front de fissure prennent la forme:

σ୧୨=


√ଶ୰
f୧୨
୍(θ) +



√ଶ୰
f୧୨
୍୍(θ) +



√ଶ୰
f୧୨
୍୍୍(θ) (III.19)

Où r et θ sont les coordonnées polaires centrées sur la pointe de la fissure, KI-III sont les

facteurs d’intensité de contraintes pour les trois modes fondamentaux de la rupture, et f୧୨
୍ି ୍୍୍

sont des fonctions angulaires de contraintes connues pour chaque mode et chaque type de

contrainte ij
(1) appliquées au front de la fissure.
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III.2.2. Etude des facteurs d'intensité de contrainte et le taux de la restitution

d'énergie

Le facteur d’intensité de contrainte joue un rôle important en fonction du taux de la

restitution de l'énergie pour les différents modes de rupture.

III.2.2.1. Mode I

Le mode I est un mode d’ouverture et d’après les formules précédentes on peut écrire:



σ୶
σ୷
τ୶୷

൩=


√ଶ୰
cos



ଶ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡1 − sin



ଶ
sin

ଷ

ଶ

sin


ଶ
sin

ଷ

ଶ

sin


ଶ
cos

ଷ

ଶ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

(III.20)

Ce mode est fonction de l’amplitude de la singularité en 1/r noté par KI et qui vaut

dans le cas présent pour une fissure de longueur 2c et pour un corps infini soumis à une

traction :

=ூܭ ܿߨ√ߪ (III.21)

Où nous avons utilisé le module de cisaillement µ. De la même manière, en état plan de

contrainte, le déplacement au front de la fissure est donné par:

ቂ
௫ݑ
௬ݑ
ቃ=



ఓ
ට



ଶగ

cos



ଶ
ቀ
ଵି୴

ଵା୴
+ sin²



ଶ
ቁ

sin


ଶ
ቀ

ଶ

ଵା୴
− cos²



ଶ
ቁ
 (III.22)

Aussi, il est élégant de regrouper les expressions du champ de déplacement en front de

fissure en états plans de déformation et de contrainte (III.21) en une seule expression:

ቂ
௫ݑ
௬ݑ
ቃ=



ଶఓ
ට



ଶగ

cos



ଶ
ቀκ − 1 + 2 sin²



ଶ
ቁ

sin


ଶ
ቀκ + 1 − 2cos²



ଶ
ቁ
 (III.23)

En introduisant la constante de Kolosov, définie par:

൝

κ = 3 − 4ν en état plan de déformation

κ =
3 − ν

1 + ν
en état plan de contrainte

�
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Et grâce aux expressions des contraintes et déplacements en front de fissure, il est

possible de calculer l’énergie de déformation en front de fissure et le taux de restitution de

cette énergie quand la fissure croît d’un petit incrément. Après développements, nous

obtenons la relation importante entre le taux de restitution d’énergie et le facteur

d’intensité de contrainte comme:

G୍=

మ

∗
(III.24)

Où : E* est le module de Young effectif donné par :

E* = E/(1-²), pour un état plan de déformation;

E* = E, pour un état plan de contrainte.

III.2.2.2. Mode II

En générale, le mode II est un mode de glissement ou cisaillement pur. Les contraintes

dans le milieu élastique bidimensionnel possédant une fissure de longueur 2a soumis à un

cisaillement pur sont obtenues à partir d’une fonction de contrainte d’Airy comme pour le

mode I. Dans ce cas, nous cherchons la solution en liant la fonction d’Airy à une fonction

de Westergaard [6] pour les conditions aux limites suivantes:

Pour ∶ −c < x < c , τ୶୷ = 0 ; et àl′��ϐ�����de la plaque: τ୶୷ = τ)

Au voisinage du front de la fissure, le champ de contrainte est exprimé par:



σ୶
σ୷
τ୶୷

൩=


√ଶ୰

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡sin

θ

ଶ
ቀ2 + cos

θ

ଶ
cos

ଷθ

ଶ
ቁ

cos
θ

ଶ
sin

θ

ଶ
cos

ଷθ

ଶ

cos
θ

ଶ
ቀ1 − sin

θ

ଶ
sin

ଷθ

ଶ
ቁ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

(III.25)

Alors que le champ de déplacement vaut:

ቂ
௫ݑ
௬ݑ
ቃ=



ଶஜ
ට

୰

ଶ


sin


ଶ
ቀκ + 1 + 2 cos²



ଶ
ቁ

cos


ଶ
ቀ−κ + 1 + 2sin²



ଶ
ቁ
 (III.26)

Pour le cas où la fissure est de longueur 2cet dans un corps de dimension infini soumis à

un cisaillement 0, le facteur d’intensité de contrainte du mode II vaut donc:

K୍୍τ√πc (III.27)
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D’une manière similaire au mode d’ouverture, nous obtenons la relation suivante entre

le taux de la restitution d’énergie et le facteur d’intensité de contrainte comme:

G୍୍ =

మ

∗
(III.28)

III.2.2.3. Mode III

Le mode III est un mode de déchirement, contrairement aux deux premiers modes, il

n’est pas un problème d’un état plan de contrainte. Les déplacements se font exclusivement

selon l’axe z de la plaque où : ux= uy=0 et x = y = xy = 0. Au voisinage du front de la

fissure, le champ de contrainte vaut donc:

x= y= z= xy= 0, et : ቂ
τ୶
τ୷

ቃ=


√ଶ୰


sin
ఏ

ଶ

cos
ఏ

ଶ

 (III.29)

Alors que le champ de déplacement vaut:

௭ݑ =


ఓ
ට
ଶ

గ
sin

ఏ

ଶ
(III.30)

Dans le cas de la fissure de longueur 2a dans un corps infini soumis à un cisaillement 0,

le facteur d’intensité de contrainte du mode III vaut:

K୍୍୍= τ√πc (III.31)

De manière similaire au mode d’ouverture, nous obtenons la relation suivante entre le

taux de restitution d’énergie et le facteur d’intensité de contrainte donnée par:

G୍୍୍=

మ

ଶஜ
(III.32)

III.2.2.4. Mode mixte

En général dans le cas d’un chargement combiné et en élasticité linéaire, les champs de

déplacements (III.23), (III.26) et (III.30) d’une part et les champs de contrainte (III.20),

(III.25) et (III.29) d’autre part s’additionnent. Par ailleurs, les taux de restitution d’énergie

des 3 modes s’additionnent aussi et devient:

G =

మ

∗
+


మ

∗
+


మ

ଶஜ
(III.33)
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D'après le critère développé par Erdogan and Sih [8] et repris en dynamique par

Maigre and Rittel [9], Le phénomène de rupture est ainsi supposé piloté par l'intensité de la

contrainte circonférentielle au voisinage du front de fissure, évaluée en définissant le

facteur d'intensité des contraintes circonférentielles K.

Les lois de propagation sont écrites dans le contexte macroscopique global des facteurs

d’intensités des contraintes [2] étendu au cadre élasto-dynamique par Bui [10] et Freund

[11] sont choisies en accord avec Kanninen and Popelar [12] et Ravi-Chandar [13]. Dans le

cadre de la rupture dynamique fragile, on considère toujours le phénomène de rupture

piloté par l’intensité des contraintes circonférentielles au voisinage du front k et on

définit le facteur d’intensité des contraintes circonférentielles maximum K*ainsi que

l’angle polaire correspondant θ* par : 

K∗ = max∈]ି,[ k = max൫lim୰→√2πrσ൯�= k∗∗ (III.34)

Où (r, ) sont les coordonnées locales définit à la Fig. III.1. Si on se place dans le repère

local en pointe de fissure défini sur la Fig. I.3, le tenseur des contraintes devient:

σ୪୭ୡ = ቀ
σ୰୰ σ୰
σ୰ σ

ቁ= RσR = ቀ
cos θ −sin θ
sin θ cos θ

ቁቀ
σଵଵ σଵଶ
σଵଶ σଶଶ

ቁቀ
cos θ sin θ

−sin θ cos θ
ቁ

On obtient en cordonnée polaire le système d'équation suivant:

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧σ୰୰ =



ସ√ଶ୰
ቀ5 cos



ଶ
− cos

ଷ

ଶ
ቁ+



ସ√ଶ୰
ቀ3 cos

ଷ

ଶ
− 5 cos



ଶ
ቁ

σ୰ =


ସ√ଶ୰
ቀsin



ଶ
+ sin

ଷ

ଶ
ቁ+



ସ√ଶ୰
ቀ3 cos

ଷ

ଶ
+ cos



ଶ
ቁ

σ =


ସ√ଶ୰
ቀ3 cos



ଶ
+ cos

ଷ

ଶ
ቁ−



ସ√ଶ୰
ቀ3 sin

ଷ

ଶ
+ 3 cos



ଶ
ቁ

� (III.35)

On a donc trouvé *, tel que:

(
*) = max()  (

*)/ = 0, à la fin on trouve

θ∗ = 2arctanቆ
ଵ

ସ
ቈ



− sign(K୍୍)ට8 + ቀ




ቁ
ଶ

ቇ����������������������������������������������������(III.36)

On remarque qu'au voisinage du front, d’après l'équation d'équilibre statique en

coordonnée polaire : σ୰(θ∗) = 0
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Il n'y a donc pas de cisaillement dans la direction *. Un critère en cisaillement nul est

ainsi parfaitement équivalent à un critère en contrainte de traction maximale dans le cas

statique. On calcule ensuite K* correspondant à un facteur d'intensité des contraintes

équivalent en mode I dans la direction * à l'aide des équations III.34 et III.35

K∗ = cosଷ


ଶ
< K୍> −

ଷ

ଶ
cos

∗

ଶ
sinθ∗K୍୍ (III.37)

Où :KI partie positive de KI (pas d'effet de re-fermeture), le critère devient alors:

ቐ

∗ܭ < ூܭ → ݀���ݏܽܲ ݊ݐ݅ܽ݃ܽݎ��݁� ������������������������
∗ܭ = ூܭ ∗ߠ���, = ߠ → ݊ݐ݅ܽ݃ܽݎ ݐܽݏ���� ܾ݈ �݁�����
∗ܭ > ூܭ ∗ߠ����, = ߠ → ݊ݐ݅ܽ݃ܽݎܲ ����݅݊ ݐܽݏ ܾ݈ ݁

�

Où : KIc est la ténacité et c l'angle critique d'amorçage

III.3. Equations de la propagation par l’expansion de Williams

III.3.1. Fonction d’Airy en coordonnées polaires

La résolution de la propagation des fissures peut être aussi obtenue utilisant l’expansion

de Williams 17. Cette résolution considère une fonction d’Airy (r,) en coordonnée

polaire, écrite sous forme d’une série polynomiale qui tient compte de la singularité en tête

de fissure et satisfait aux conditions aux limites en charge. Cette fonction est donnée en

découplant les parties de r et de  séparément, c’est-à-dire :

ψ(r, θ) = rାଵ. F(θ) (III.38)

Où est un scalaire et F() est une fonction continue dérivable de.En remplaçant

l’équation (III.38) dans l’équation de compatibilité (III.8) écrite en fonction de en milieu

plan et en coordonnées polaires, on obtient :

rିଷቄ
ୢర()

ୢర
+ [(λ − 1)ଶ + (λ + 1)ଶ]

ୢమ()

ୢమ
+ [(λ − 1)ଶ. (λ + 1)ଶ]F(θ)ቅ= 0 (III.39)

Lorsque r  0, la résolution de l’équation différentielle peuvent être donnée sous la forme :

F(θ) = A. cos(λ + 1)θ + B. sin(λ + 1)θ + C. cos(λ − 1)θ + D. sin(λ − 1)θ (III.40)

Les constantes A, B, C et D sont définies à partir des conditions aux limites en charge à

la surface des lèvres de la fissure. Les conditions aux limites s’écrivent :
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pour θ = π , et θ = −π ⇒ σ = σ୰ = 0

Ainsi on déduit le champ de contraintes (rr,,r) illustré dans la Fig. III.3,[14] par :

൝

σ୰୰
σ
σ୰

ൡ=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

ଵ

୰
.
பy

ப୰
+

ଵ

୰²
.
ப²y

ப୰²

ப²y

ப୰²

ଵ

୰²
.
பy

ப
−

ଵ

୰
.
ப²y

୰ப୰.⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

= r(lିଵ)

⎣
⎢
⎢
⎡
ୢ²()

ୢ²
+ (l + 1)F(θ)

l(l + 1)F(θ)

−l.
ୢ()

ୢ ⎦
⎥
⎥
⎤

(III.41)

Fig. III.3 : Champ de contrainte de la fissure dans les coordonnées polaires

En remplaçant l’équation (III.39) dans l’équation (III.40) et compte tenu des conditions

aux limites, on obtient quatre (4) équations avec 4 inconnues A, B, C et D. Pour que le

système ait une solution, il faut que déterminant de la matrice soit égal à zéro. En

conséquence, on doit avoir :

sin l. α = ±l. sin α (III.42)

Où  est l’angle entre les lèvres de la fissure. Dans notre cas, =2 et pour satisfaire

l’équation (III.42), il faut que :

sin 2πl = 0, d′ou l =
୬

ଶ
, avec n ∶ positif (III.43)

Tout en appliquant les conditions aux limites :

σ(θ = ±π) = 0 ⟹ B = −D , et σ୰ = ቀq = ±
π

2
ቁ= 0 A(l + 1) = −C(l − 1)

En remplaçant les équations ci-dessus dans l’équation (III.40), et l’équation (III.38), on

obtient :

ψ(r, θ) = r


మ
ାଵቄC.ቂsinቀ

୬

ଶ
− 1ቁθ −

୬ିଶ

୬ାଶ
sinቀ

୬

ଶ
+ 1ቁθቃ+ D.ቂcosቀ

୬

ଶ
− 1ቁθ − cosቀ

୬

ଶ
+ 1ቁθቃቅ (III.44)



r

r

rr



x
Fissure
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Puis dans (III.41), on obtient et pour n = 1 :

൝

ߪ
ఏఏߪ
ఏߪ

ൡ=
ଵ

ସ√

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ቂܥቀ5 cos

ఏ

ଶ
− cos

ଷఏ

ଶ
ቁ− ܦ ቀ5 sin

ఏ

ଶ
− 3 sin

ଷఏ

ଶ
ቁቃ

ቂܥቀ3 cos
ఏ

ଶ
+ cos

ଷఏ

ଶ
ቁ− ܦ3 ቀsin

ఏ

ଶ
+ sin

ଷఏ

ଶ
ቁቃ

ቂܥቀsin
ఏ

ଶ
+ sin

ଷఏ

ଶ
ቁ+ ܦ ቀcos

ఏ

ଶ
+ 3 cos

ଷఏ

ଶ
ቁቃ

� (III.45)

Le choix de n=1 nous permet de comparer avec la résolution de Westergaard [6]. Les

relations entre (11, 22, 33) et (rr, , r)seront donc données par :

൝

ଵଵߪ
ଶଶߪ
ଵଶߪ

ൡ= ൝

ߪ
ఏఏߪ
ఏߪ

ൡ
cos²ߠ sin²ߠ sinߠcosߠ
sin²ߠ cos²ߠ sinߠcosߠ

− sin ߠ2 sin ߠ2 cos²ߠ− sin²ߠ

൩ (III.46)

Ces équations sont similaires aux équations des déformations principales en

coordonnées polaires. Lorsque=0 au front de fissure et on déduit, compte tenu des

équations (III.19) et (III.45) on obtient :

0011 



 rr ; r

C

r

K
I 
2 2

I
K

C 

De même, on démontre en mode II de fissuration que D=KII.(2)-1/2 ; les équations

(III.46) s’écrivent alors comme suit :

σଵଵ =


√ଶ୰
cos



ଶ
ቀ1 − sin



ଶ
sin

ଷ

ଶ
ቁ−



√ଶ୰
sin



ଶ
ቀ2 + cos



ଶ
cos

ଷ

ଶ
ቁ

σଶଶ =


√ଶ୰
cos



ଶ
ቀ1 + sin



ଶ
sin

ଷ

ଶ
ቁ+



√ଶ୰
sin



ଶ
cos



ଶ
cos

ଷ

ଶ

σଵଶ =


√ଶ୰
sin



ଶ
cos



ଶ
cos

ଷ

ଶ
+



√ଶ୰
cos



ଶ
ቀ1 − sin



ଶ
sin

ଷ

ଶ
ቁ���������

(III.47)

Pour un état plan de contraintes : 33=0.

Et pour un état plan de déformation : 33=.(11+22).

En utilisant la loi de Hooke, on obtient le champ de déformation, et par intégration des

équations de la cinématique, on obtient le champ de déplacements (u et v) comme:

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧U =



ସμ
ට

୰

ଶπ
ቂ(2χ − 1) cos

θ

ଶ
− cos

ଷθ

ଶ
ቃ+



ସμ
ට

୰

ଶπ
ቂ(2χ + 3) sin

θ

ଶ
− sin

ଷθ

ଶ
ቃ

V =


ସμ
ට

୰

ଶπ
ቂ(2χ + 1) sin

θ

ଶ
− sin

ଷθ

ଶ
ቃ−



ସμ
ට

୰

ଶπ
ቂ(2χ − 3) cos

θ

ଶ
+ cos

ଷθ

ଶ
ቃ

avec μ =


ଶ(ଵାν)
ቊ
χ = 3 − 4ν déformation plane

χ =
ଷିν

ଵାν
contrainte plane

�

� (III.48)
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III.3.2. Facteurs d’intensité de contrainte

Le facteur d’intensité de contraintes K est le même que celui que produirait

l’application d’une contrainte sur les lèvres de la fissure ou qui s’y exercerait en son

absence (dans le cas des conditions de charges imposées), voir la Fig. III.4:

Fig. III.4 : Décomposition de la zone fissurée

Pour une pièce non fissurée, le champ de contrainte est simple à déterminer, mais pour

une pièce fissurée, il est possible de calculer les facteurs d’intensité de contrainte par

sommation de ceux qui sont produits par des charges élémentaires, c’est-à-dire :

K୍= ∫
(୶భ).ୢ୶భ

√ୡ
ቀ
ୡା୶భ

ୡି ୶భ
ቁ

భ

మୡ

ିୡ
(III.49)

Pour un cas particuliers, on considère une plaque de dimensions infinies avec une

charge ponctuelle F (voir Fig. III.5), l'intensité de contrainte serait donné par :

K୍=


√ୡ
ቀ
ୡାୠ

ୡି ୠ
ቁ

భ

మ
(III.50)

La plaque infinie avec une contrainte constante (σ)  appliquées sur les lèvres de la 

fissure (Fig. III.6), le facteur d'intensité de contraintes devient:

K୍= ∫
(୶భ).ୢ୶భ

√ୡ
ቀ
ୡା୶భ

ୡି ୶భ
ቁ

భ

మୡ

ିୡ
= σ√πc (III.51)

Fig. III.5: Plaque infini subit à une

charge F

Fig. III.6 : Plaque infini subit à une contrainte σ
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III.3.3. Contraintes principales dans les plaques

L’analyse des contraintes principales dans une plaque fissurée peut se réduire à la

détermination du facteur d’intensité des contraintes K selon son mode de fissuration (mode

I, II et III). Le Mode I est le plus important pour les applications pratiques, alors que les

deux autres modes (II et III) sont la combinaison des différents modes qui peuvent se

produire.

Pour :  =0, donc la contrainte de cisaillement xy=0. Cela veut dire que pour = 0

(Fig. III.7), les contraintes x et y sont les contraintes principales données par : 1 et 2,

et3=z et elles sont déduites à n’importe quel point utilisant le cercle de Mohr [15] par :

ଶߪ,ଵߪ =
ఙೣିఙ

ଶ
± ටቀ

ఙೣିఙ

ଶ
ቁ
ଶ

+ ௫߬௬
ଶ (III.52)

En remplaçant cette équation dans l’équation (III.19), on obtient :

൝

ଵߪ
ଶߪ
ଷߪ

�=


√ଶగ
cos

ఏ

ଶ
൞

1 + sin
ఏ

ଶ

1 − sin
ఏ

ଶ

�0ݑ�ݒ2

� (III.53)

Pour le cas en coordonnées polaires, il convient d’exprimer ces contraintes en (r, et r)













x

y



3=z

௫ߪ + ௬ߪ

2

Fig. III.7 : Les contraintes principales dans le cercle de Mohr
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൝

ߪ
ఏߪ
߬ఏ

�=


√ଶగ
cos

ఏ

ଶ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧1 + sin²

ఏ

ଶ

1 − sin²
ఏ

ଶ

sin
ఏ

ଶ
cos

ఏ

ଶ

� (III.54)

Avec ces expressions de contraintes, les critères de rendement pourraient être utilisés

tout en utilisant le critère de Von Mises. Nous obtiendrons ainsi la contrainte équivalente

σe, donnée par:

ߪ =
ଵ

√ଶ
ଵߪ)] − ଶ)ଶߪ + ଶߪ) − ଷ)ଶߪ + ଷߪ) − [ଵ)ଶߪ

భ

మ (III.55)

III.4. Etude des zones endommagées en tête de la fissure

III.4.1.Définition des zones endommagées

Les solutions précédentes des équations pour un corps élastique, conduisent à des

contraintes qui augmentent indéfiniment quand on se rapproche de la tête de fissure. En

réalité, des mécanismes d’endommagement entrent en jeu, et la contrainte passe par un

maximum, puis décroit pour s’annuler en tête de fissure (voir la Figure III.8).

Au-delà de la zone endommagée de taille rd (très petite), on peut supposer que la

contrainte varie comme r-1/2
[16].

Si σéc : est la Contrainte correspondante au seuil d’endommagement (qui est la limite de

décollement) ; dans la zone endommagée pour (0 ≤ r ≤ rd), on peut écrire l’hypothèse [15] :



±ౙ
= ቀ

୰

୰ౚ
ቁ


(III.56)

Alors que s’il n’y avait pas de zone endommagée, la contrainte serait donnée par :

σ =


√ଶ୰
(III.57)

rd

Zone endommagée

ߪ =
ூܭ

écoݎߨ2√

rd

Fig. III.8 : Zone endommagée en tête de la fissure
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La présence de la zone plastique nécessite un décalage de la contrainte dans la zone

élastique (Fig. III.9), de façon à rétablir l’équilibre

∫


√ଶగ

ஶ


ൌݎ݀ ∫

Fig. III.9 : Décalage

D'après l'équation (III.57), on peut avoir pour r

rୡ =
ଵ

ଶ
ቀ


±ౙ

Pour cet équilibre, il faut que

∫


√ଶగ
ൌݎ݀ ∫ ቀ








Cela revient à considérer que la fissure se comporte comme une fissure dans un corps

parfaitement élastique dont l’extrémité est située à une distance

fissure réelle :

Où : rୢ −

III.4.2.Estimation de la zone plastique en tête de

Comme il a été signalé auparavant et au voisinage de l’extrémité (à la tête de fissure),

les contraintes augmentent au point de provoquer la déformation plastique du matériau ou,

s’il est fragile, une Zone endommagée micro fissurée. Ces zones

examinées dans les cas des contraintes et des déformations planes [16

que : ݎ
∗est la dimension de la zone plastiqueà la tête de la fissure (voir Fig. III.10) et

d’après l'équation III.53, on peut avoir

éco
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La présence de la zone plastique nécessite un décalage de la contrainte dans la zone

élastique (Fig. III.9), de façon à rétablir l’équilibre [16], donc:

∫ ቀ



ቁ
ఈ

ݎ݀ ∫


√ଶగ
ݎ݀

ஶ






Décalage de la contrainte en présence de la zone plastique

D'après l'équation (III.57), on peut avoir pour r = rc, éco=  (r = rc), d'ou

ቀ 

±ౙ
ቁ
ଶ

Pour cet équilibre, il faut que :

ቀ



ቁ
ఈ

�Þݎ݀

మ

గఙ±
=

ఙ±Ǥ

ఈାଵ
     d′ou:          rୢ =

ା

ଶ

dérer que la fissure se comporte comme une fissure dans un corps

parfaitement élastique dont l’extrémité est située à une distance (rୢ −

− rୡ =


ଶ
ቀ


±ౙ
ቁ
ଶ

Estimation de la zone plastique en tête de la fissure

Comme il a été signalé auparavant et au voisinage de l’extrémité (à la tête de fissure),

les contraintes augmentent au point de provoquer la déformation plastique du matériau ou,

s’il est fragile, une Zone endommagée micro fissurée. Ces zones plastiques pourront être

examinées dans les cas des contraintes et des déformations planes [16. Tout en supposant

est la dimension de la zone plastiqueà la tête de la fissure (voir Fig. III.10) et

d’après l'équation III.53, on peut avoir :
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La présence de la zone plastique nécessite un décalage de la contrainte dans la zone

(III.58)

de la contrainte en présence de la zone plastique

), d'ou:

(III.59)

ାଵ

ଶ
ቀ


±ౙ
ቁ
ଶ

(III.60)

dérer que la fissure se comporte comme une fissure dans un corps

− rୡ)de celle de la

Comme il a été signalé auparavant et au voisinage de l’extrémité (à la tête de fissure),

les contraintes augmentent au point de provoquer la déformation plastique du matériau ou,

plastiques pourront être

. Tout en supposant

est la dimension de la zone plastiqueà la tête de la fissure (voir Fig. III.10) et
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Pour : r ≤ ݎ
∗, et avec : σy ≥ éco

σ୷ =


ටଶ୰౦
∗

= σ±ୡ, et K୍= σ. (π. a)ଵ ଶ⁄ ; donc :

ݎ
∗ =

ଵ

ଶగ
ቀ


ఙé
ቁ
ଶ

=
ఙమ

ଶఙé
మ (III.61)

Cette estimation de la zone plastique montre un déséquilibre des forces en tête de

fissure matérialisé par la surface hachurée dans la figure ci-dessus. Irwin [2] a expliqué que

la zone plastique fait que la fissure se comporte comme si elle était plus longue que sa

valeur réelle. Comme conséquence de la plasticité en tête de fissure, les déplacements sont

plus grands et la rigidité est plus faible que dans le cas élastique. En d’autres termes, la

plaque se comporte comme si elle contenait une fissure élastique fictive de longueur un

peu plus grande, donc :

ܽ = ܽ+ d (III.62)

Où : aeff est la longueur effective, a est la longueur réelle, et  est une correction.

III.4.3. Correction de la zone plastique d'Irwin

La fissure est maintenant supposée avoir une longueur (a+) [2], au lieu de sa longueur

réelle (a), voir la figure III.11.

Fig. III.10 : Estimation de la zone ou du rayon plastique rp*

éco
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Fig. III.11 : Estimation de la longueur effective de

C’est-à-dire une translation du champ de contraintes de «

fictive une contrainte limitée à

éco. Par conséquent, δ doit 

éliminant l’aire A de la distribution élastique. Donc l’aire B doit être égale à l’aire A, on

peut écrire donc:

K = σඥ(a + δ)

Autrement : d. σ±ୡ = ቈ∫
l



En posant :  = r୮
∗ Þ ൫d +

Donc :

r୮ = l + d = 2r୮
∗

Ceci donne une zone plastique deux fois

ݎ)
∗).Puisqued ൌ ݎ

∗, la fissure se comporte comme si sa longueur était de (

quantitéሺݎ
∗ ), s’appelle la correction de la zone plastique d'Irwin.

Supposant que la zone plastique a une forme

par la Fig. III.12 [2], où la fissure effective s'étend jusqu'au centre de la zone plastique. Si

une correction de la zone plastique est appliquée, une correction de facteur d'intensité des

contraintes (K) s'avère nécessaire :

ܭ ൌ ൫ܽߨටߪܽ  ݎ
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Estimation de la longueur effective de la fissure d'IRWIN

dire une translation du champ de contraintes de «  » avec la tête de la fissure

fictive une contrainte limitée à éco. De même, la contrainte sollicitant la partie

δ doit être suffisamment grand pour équilibrer la charge perdue en

éliminant l’aire A de la distribution élastique. Donc l’aire B doit être égale à l’aire A, on

)π = σ±ୡ√2πl Þ l =
మୟ

ଶ±ౙ
మ = r୮���

∗ , et (

ቈ σට
ୟାd

ଶ୰
dr

l
− l. σ±ୡ

൫ + r୮
∗൯σ±ୡ = σඥ2cr୮

∗  d = r୮
∗ ;

୮
∗ =

ଵ


ቀ


±ౙ
ቁ
ଶ

Ceci donne une zone plastique deux fois plus large que celle de la 1

, la fissure se comporte comme si sa longueur était de (

correction de la zone plastique d'Irwin.

Supposant que la zone plastique a une forme circulaire, la situation peut être représentée

par la Fig. III.12 [2], où la fissure effective s'étend jusqu'au centre de la zone plastique. Si

une correction de la zone plastique est appliquée, une correction de facteur d'intensité des

avère nécessaire :

∗൯ൌݎ ൬ܽߨටߪܿ 
మ

ଶగఙ±
మ൰
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d'IRWIN

» avec la tête de la fissure

De même, la contrainte sollicitant la partie δ est égale 

être suffisamment grand pour équilibrer la charge perdue en

éliminant l’aire A de la distribution élastique. Donc l’aire B doit être égale à l’aire A, on

  a)

(III.63)

plus large que celle de la 1ere estimation

, la fissure se comporte comme si sa longueur était de (ܽݎ
∗) ; et la

circulaire, la situation peut être représentée

par la Fig. III.12 [2], où la fissure effective s'étend jusqu'au centre de la zone plastique. Si

une correction de la zone plastique est appliquée, une correction de facteur d'intensité des

(III.64)
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Fig. III.12

Cette équation présente des difficultés car (K) doit être déterminé par itération.

Inversement, si K est donné on peut trouver la contrainte non corrigée :

permet la détermination deݎ

En pratique la correction de la zone plastique est rarement appliquée à "K". De même,

la correction de la zone plastique à partir de l'équation

en déformation plane.

III.4.4. L'étendue de la zone plastique d'après Dugdale

Il considère une fissure effective avec une longueur plus importante que la longueur

réelle. La taille  de la zone plastique devient très grande lorsque la contrainte

appliquéetend vers la limite d’élasticité

contrainte est faible à éco

donne :

ൌߜ��
గ;ఙ;

଼Ǥఙ±
మ =

గ

଼
ቀ

Si on compare le coefficient

0,312 de la formule III.63, les approches d’Irwin et de Dugdale [17] donnent des valeurs

assez proches de la longueur

/éco élevées, la différence

modèle de [17] conduit, après la correction de zone plastique, au FIC effectif suivant

K=
√ୟ

ටୡ୭ୱ൬
ಘಚ

మಚ±ౙ
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Fig. III.12 : Correction de la zone plastique d'IRWIN

Cette équation présente des difficultés car (K) doit être déterminé par itération.

Inversement, si K est donné on peut trouver la contrainte non corrigée :

ݎ
∗ puis corriger la contrainte par .

correction de la zone plastique est rarement appliquée à "K". De même,

la correction de la zone plastique à partir de l'équation (III.64) de ݎ
∗ n'est pas convenable

III.4.4. L'étendue de la zone plastique d'après Dugdale

sidère une fissure effective avec une longueur plus importante que la longueur

de la zone plastique devient très grande lorsque la contrainte

tend vers la limite d’élasticité éco du matériau. A l’inverse, quand cette

éco, un développement limité simple des membres de la relation

ቀ


ఙ±
ቁ
ଶ

Si on compare le coefficient /8 = 0,393 de cette nouvelle relation au coefficient 1/

0,312 de la formule III.63, les approches d’Irwin et de Dugdale [17] donnent des valeurs

assez proches de la longueur. Elles sont presque identiques. En revanche, pour des valeurs

élevées, la différence entre les résultats des deux méthodes devient importante. Le

modèle de [17] conduit, après la correction de zone plastique, au FIC effectif suivant

൬ ൰
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de la zone plastique d'IRWIN

Cette équation présente des difficultés car (K) doit être déterminé par itération.

Inversement, si K est donné on peut trouver la contrainte non corrigée : =K×(a)-1/2, qui

correction de la zone plastique est rarement appliquée à "K". De même,

n'est pas convenable

sidère une fissure effective avec une longueur plus importante que la longueur

de la zone plastique devient très grande lorsque la contrainte

du matériau. A l’inverse, quand cette

, un développement limité simple des membres de la relation

(III.68)

cette nouvelle relation au coefficient 1/ =

0,312 de la formule III.63, les approches d’Irwin et de Dugdale [17] donnent des valeurs

. Elles sont presque identiques. En revanche, pour des valeurs

entre les résultats des deux méthodes devient importante. Le

modèle de [17] conduit, après la correction de zone plastique, au FIC effectif suivant :

(III.69)
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Cette relation tend toutefois à surestimer la valeur du FIC. Pour solution, Burdekin et

Stone [18] proposent une estimation plus raisonnable (toujours pour le même type de

modèle) ; la nouvelle expression du Kf est ainsi formulée :

K= σ√πaට−
଼

మ
Logቀcosቀ



ଶ±ౙ
ቁቁ (III.70)

III.4.5. Comparaison des corrections de la zone plastique

La comparaison des différentes corrections de zone plastique examinées

précédemment avec l’analyse de MLR sans correction, est représentée, pour un état de

contraintes planes, sur la Fig. III.13.
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Fig. III.13 : Comparaison des corrections de zone plastique

Sur cette figure, le FIC Kf normalisé par (σéୡ√πa) est reporté en fonction de lacontrainte

normalisée, (σ σéୡ)⁄ . Tant que :( < 0,5.éco), les corrections apportées restent proches. Par

contre, dès que la contrainte appliquée ( > 0,5.éco), les corrections sont significatives.

III.5. Formes de la zone plastique

Les modèles précédents donnent des estimations de la taille de la zone plastique en r୮ et

 = 0 ; notée par : r୮(θ).Pour déterminer r୮(θ) selon les valeurs de l’angle , les deux

critères de plasticité les plus utilisés sont ceux de Von Mises et de Tresca [16].

III.5.1. Critère de Von Mises

La relation des contraintes principales : ଵߪ) − ଶ)ଶߪ + ଶߪ) − ଷ)ଶߪ + ଷߪ) − ଵ)ଶߪ = ாߪ2
ଶ,

après calculs, la forme de la zone plastique r୮() est, en mode I, donnée par :
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(ߠ)ݎ =

మ

ଶగఙಶ
మቐ

cos²ቀ
ఏ

ଶ
ቁቀ1 + 3 sin²ቀ

ఏ

ଶ
ቁቁ�������������������������������Contrainte plane

cos²ቀ
ఏ

ଶ
ቁቀ(1 − ଶ(ݒ2 + 3 sin²ቀ

ఏ

ଶ
ቁቁ��������Déformations planes

� (III.71)

La forme de la zone plastique telle que prédite par le critère de Von-Mises (Fig. III.14),

Cette zone plastique est plus petite en déformation plane qu'en contrainte plane.

Pour  = 0, la différence est de facteur 9, par conséquent, la correction de la zone

plastique à partir de l'équationݎ��
∗ =

ఙ²

ଶఙé
మ n'est pas adéquat en déformationplane.

Fig. III.14: Forme de la zone plastique pour le critère de Von Mises

III.5.2. Critère de Tresca

Les contraintes planes (3=0),on trouve :

r୮(θ) =

మ

ଶు
మ cos²ቀ



ଶ
ቁቀ1 + sinቀ



ଶ
ቁቁ

ଶ

pour 0 < >ߠ �����������������������������������ߨ (III.72)

Les déformations plane : 3=×(1+2), et max=0,5×(1 -2)= 0,5×(1 -3),donc :

൞
r୮(θ) =


మ

ଶు
మ cos²ቀ



ଶ
ቁቀ1 − 2v + 3 sinቀ



ଶ
ቁቁ

ଶ
si ∶ 0 ≤ θ ≤ 2Arcsin(1 − 2v)

r୮(θ) =

మ

ଶు
మ sin²(θ) pour 2 Arcsin(1 − 2v) < ≥ߠ ߨ

� (III.73)

La forme de la zone plastique prédite par le critère de TRESCA ainsi les contraintes et

les déformations planes sont illustrées sur la figure III.16.

Déformation plane

Contrainte plane

ݎ
ூܭ) ⁄éߪߨ )ଶ
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Contrainte plane

Déformation plane

Fig. III.1

III.6. Modélisation du Facteur d'Intensité de Contraintes FIC

L'étude des facteurs d'intensité de contraintes pour les

d'entailles est importante dans la discussion sur l'influence des entailles et des petits défauts

sur la résistance à la fatigue. La Fig. III.16 a montré des fissures émanant des deux

extrémités d'un trou elliptique. H. Nisit

d'intensité de contraintes pour les fissures provenant d'un trou elliptique, qui est définis

par:

K୍= Fଵ. σ୬୭୫ ඥ

F1: les valeurs du facteur d'intensités de contraintes sans

Fig. III.16 : Fissure

Chapitre III: Analyse de la propagation des fissures dans les plaques planes

Fig. III.15: Critère de TRESCA et leur zone plastique

Modélisation du Facteur d'Intensité de Contraintes FIC

L'étude des facteurs d'intensité de contraintes pour les fissures provenant de trous et

d'entailles est importante dans la discussion sur l'influence des entailles et des petits défauts

sur la résistance à la fatigue. La Fig. III.16 a montré des fissures émanant des deux

extrémités d'un trou elliptique. H. Nisitani [19] à trouvé expérimentalement le Facteur

d'intensité de contraintes pour les fissures provenant d'un trou elliptique, qui est définis

ඥπ(a + c)

urs du facteur d'intensités de contraintes sans dimension [19]

Fissure émanant d'un trou elliptique et sa fissure équivalente

Contrainte plane
(1-2)/2

Déformation plane
(1-3)/2

de la propagation des fissures dans les plaques planes
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et leur zone plastique

Modélisation du Facteur d'Intensité de Contraintes FIC

fissures provenant de trous et

d'entailles est importante dans la discussion sur l'influence des entailles et des petits défauts

sur la résistance à la fatigue. La Fig. III.16 a montré des fissures émanant des deux

trouvé expérimentalement le Facteur

d'intensité de contraintes pour les fissures provenant d'un trou elliptique, qui est définis

(III.74)

].

émanant d'un trou elliptique et sa fissure équivalente
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Fig. III.17: Facteur d'intensité KI sans dimension d'une fissure émanant d'une cavité ellipsoïdale

D'après la Fig. III.17, L'erreur pour l'approximation est inférieure à 10% pour b/a < 1

et c/a > 0,15. En raison de la preuve ci-dessus, une entaille avec une petite fissure à son

extrémité peut être considérée comme une fissure.KI est normalisé par le facteur d'intensité

de contraintes pour une fissure de longueur 2(a+c) (voir la Fig. III.16). F1 est appelé le

facteur d'intensité de contrainte sans dimension ou facteur de correction pour le facteur

d'intensité de contrainte. Si la longueur totale des fissures provenant d'un trou elliptique,

comme indiqué à la Fig. III.16, est définie par : 2(a+c) et que sa valeur est égale à la

longueur de la fissure 2(a+c). Les facteurs d'intensité de contraintes pour les deux

problèmes sont approximativement égaux.

Seulement, ils se situent dans une marge d'erreur de 10% pour b/a < 1, et c/a > 0,2.

III.6.1. Régression du facteur d'intensité par l'analyse ANOVA

La modélisation du facteur d'intensité de contraintes des plaques avec un trou

elliptique sous l'effet de traction axiale, le facteur K1 caractérisant la fissure propagée en

mode I c.-à-d., propagation horizontale. Plusieurs facteurs indépendants peuvent interagir

et affecter au facteur d'intensité de contraintes.

La méthode classique consistant à étudier un seul facteur à la fois ne tient pas compte

des effets combinés de plusieurs facteurs en cause. Cependant, la méthodologie de la

surface de réponse (MSR) est une méthode d'optimisation qui permet de déterminer tous

les facteurs ainsi que les interactions possibles entre différentes variables indépendantes, de

manière à optimiser un ensemble de conditions expérimentales. [20–22]. MSR est

appliquée pour ajuster et exploiter un modèle mathématique représentant la relation entre
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les réponses (facteur adimensionné) et les variables (c'est-à-dire géométrie du trou et la

longueur de la fissure) [23,24].

Les résultats de la détermination des modèles mathématiques des différents phénomènes

étudiés (comportement mécanique). Ces modèles permettent d’exprimer la relation entre

les paramètres des essais et les réponses technologiques étudiées (le rayon du trou et la

longueur de la fissure). Pour faire une analyse de la variance (ANOVA) et pour déduire les

constantes des différents modèles mathématiques ainsi que la présentation en 3D sous

forme d’une surface de réponse (SR), nous avons utilisé un logiciel de statistique appelé :

«Design-Expert». L’objectif de cette analyse est de déterminer les facteurs d'intensité de

contrainte et les interactions qui ont un effet statiquement significatif sur les paramètres

étudiés.MSR conduit à une approximation appropriée de la vraie relation fonctionnelle

entre les paramètres de conception Y et un ensemble de variables indépendantes. Un

modèle de troisième ordre est utilisé dans la méthodologie de surface de réponse [25,26]:

ܻ = b + ∑ b୧X୧
୩
୧ୀଵ + ∑ b୧୨X୧

୩
୧୨ X୨+ ∑ b୧୧X୧

ଶ୩
୧ୀଵ + ∑ b୨୨X୨

ଶ୩
୨ୀଵ + ∑ b୧୨X୧

ଶ୩
୧୨ X୨+ ∑ b୧୨X୧

୩
୧୨ X୨

ଶ + ∑ b୧୧X୧
ଷ୩

୧ୀଵ + ε (III.75)

Où b0, bi et bij représentent les coefficients de régression pour les termes d'interception,

et d'interaction, respectivement; Xi et Xj représentent les variables indépendantes codées; et

Y représente la réponse prévue. Xi est la valeur du ième paramètre qui influe sur le facteur

d'intensité de contraintes, ici en a deux paramètres X1= b/a, le rapport de la géométrie du

trou de la plaque, et X2 =c/a; la longueur de la fissure sans dimension. Les termes b0, b1…

bk et b11, .., bkk représentent les coefficients de régression. Le résidu ε indique l'erreur 

expérimentale. La surface de réponse Y est fonction des paramètres (le rapport c/a de la

longueur de la fissure sans dimension et le rapport b/a de la géométrie du trou). En

remplaçant X1=b/a et X2=c/a dans l'équation 1. La relation entre la réponse et les

paramètres est donnée donc par:

ܻ = b + bଵቀ
ୠ

ୟ
ቁ+ bଶቀ

ୡ

ୟ
ቁ+ bଷቀ

ୠ

ୟ
ቁቀ

ୡ

ୟ
ቁ+ bସቀ

ୠ

ୟ
ቁ
ଶ

+ bହቀ
ୡ

ୟ
ቁ
ଶ

+ bቀ
ୠ

ୟ
ቁ
ଶ
ቀ
ୡ

ୟ
ቁ+ bቀ

ୠ

ୟ
ቁቀ

ୡ

ୟ
ቁ
ଶ

+ b଼ቀ
ୠ

ୟ
ቁ
ଷ

+ bଽቀ
ୡ

ୟ
ቁ
ଷ

(III.76)

Où b0,…, b9, sont les coefficients de régression associés au modèle. Une modélisation

par régression cubique de la réponse K1 en fonction des paramètres ou variables b/a qui

représente la géométrie du trou et c/a de la longueur de la fissure. Les modèles sont donnés

en équations. III.77. Leurs coefficients de détermination (R2) sont respectivement:

92,77 ; 94,56 ; 95,63 et 99,06 %.
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III.6.2. Résultats de la modélisation

Dans notre étude on a modélisé les 84 essais expérimentaux dans une équation ou on a

fait une régression de l'erreur en changeant le modèle mathématique suivant quatre étapes

formalisées suivant les équations (III.76-79), tout en utilisant l'analyse d'ANOVA..

- Modélisation 1:

En utilisant trois (3) variables de b/a c.-à-d.: (0,01 ; 0,5 ; 1) et neuf (9) variables c/a,

c.-à-d. : vingt-sept (27) essais, on obtient l'équation suivante avec un coefficient de

détermination R2 = 92.77:
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(III.76)

- Modélisation 2:

Utilisant trois (3) variables de b/a c.-à-d.: (0,1 ; 0,3 ; 1) et douze (12) variables c/a,

c.-à-d. : trente-six (36) essais, on obtient l'équation suivante avec un coefficient de

détermination R2 = 94.56:
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(III.77)

- Modélisation 3:

Utilisant sept (7) Variables b/a c.-à-d.: (0,01; 0,02 ; 0,05 ; 0,1 ; 0,2 ; 0,5 ; 1), et douze

(12) variables c/a a c.-à-d.: quatre vingt quatre (84) essais, on obtient l'équation suivante

avec un coefficient de détermination R2 = 99.06 % :
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(III.78)

- Modélisation 4:

Utilisant sept (7) Variables b/a c.-à-d.: (0,01; 0,02 ; 0,05 ; 0,1 ; 0,2 ; 0,5 ; 1) et douze

(12) variables c/a c.-à-d.: quatre-vingt quatre(84) essais, on obtient l'équation suivante avec

un coefficient de détermination R2 = 99.06 %:
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D'après les 4 modélisations, on prend la modélisation 4 ayant un coefficient de

détermination R²= 99,06% avec une erreur moyen =0,2147577. Le %d'erreur du facteur

d'intensité de contrainte est déterminé entre les résultats prévus et expérimentaux en

fonction de la géométrie du trou de la plaque et la longueur de la fissure (Fig.III.18), c'est

L’écart entre les données prévues et les données expérimentales, ce % erreur diminue en

fonction de la longueur de la fissure mais il augmente suivant le rapport de la géométrie de

trou. Par exemple le % erreur est minimal pour le rapport b/a=0,01 b/a=0,2b/a=1, (Fig.

III.18).
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Fig. III.18 : Erreurs du Facteur d'intensité de Contraintes sans dimension(%)

La présentation en 3D et 2D de la surface de réponse et le contour sont montrées sur les

figures III.19a et III.19b respectivement. Elles montrent que l’effet de la variation de la

longueur de la fissure sans dimension sur le facteur d'intensité de contraintes est plus

important que celui du rapport (b/a) de la géométrie de la plaque.

Elles illustrent d’une manière générale l’effet significatif des Deux paramètres sur

L'augmentation du facteur d'intensité de contraintes et la longueur de la fissure, et une

diminution du facteur d'intensité de contrainte en fonction de l’augmentation du rapport

(b/a) de la géométrie de la plaque.
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(a) (b)

Fig. III.19 : Tracés de surface de réponse (3D) et de courbes de niveau illustrant L'influence de la
géométrie du trous de la plaque (b/a) et la longueur de la fissure adimensionnée sur le facteur

d'intensité de contrainte adimensionné

III.7. Facteur d'Intensité de contraintes pour Différentes formes de

fissures

III.7.1. Fissure centrale dans une plaque de largeur infinie

III.7.1.1. Traction axiale et incliné

Soit une plaque de largeur infinie ayant une fissure d'une longueur 2a soumise à une

contrainte uni-axiale homogène  (Fig. III.20a), et une autre soumise à une traction

incliné, de valeur : = 120 MPa.
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Fig. III.20 : FIC, pour une fissure centrale dans une plaque infinie sous des contraintes
axiales et inclinées

On observe qu'il ya une évolution du facteur K en fonction de la longueur de fissure,

mais pour charge en mode I le facteur prend des valeurs importante par rapport au

chargement incliné, le facteur de cette dernière se décompose en deux facteur KI, KII, ou on

observe que le facteur du mode I est supérieur a celui du mode II (Fig. III.20).
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III.7.1.2. Traction concentrée une distance b de l'axe

Soit une fissure de longueur 2a dans une plaque infinie soumise à des charges de

traction concentrées a une distance b de l'axe, et une charge de cisaillement

III.21), On prend P = 50 KN et a

Fig. III.21 : FIC, Effet de charges dans trois modes dans la fissure centrale dans une plaque

Les facteurs FIC KI, K

évoluent en fonction de la longueur de fissure.

III.7.2. Fissure centrale dans une pla

- Traction axiale :

Soit une fissure de la longueur 2a dans une plaque finie de largeur 2b soumise à des

contraintes uni-axiale homogène

Fig. III.22 : FIC, Fissure centrale dans une plaque de largeur finie sous l'effet

Le facteur d'intensité FIC pour une fissure dans une plaque de largeur fini sous l'effet

des contraintes de traction axiale, augmente en fonction de la longueur de

2a

2b
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III.7.1.2. Traction concentrée une distance b de l'axe

fissure de longueur 2a dans une plaque infinie soumise à des charges de

traction concentrées a une distance b de l'axe, et une charge de cisaillement

= 50 KN et a = 60 mm et b varie.
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Fissure centrale dans une plaque de largeur finie

Soit une fissure de la longueur 2a dans une plaque finie de largeur 2b soumise à des

axiale homogène, (Fig. III.22).
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des contraintes de traction axiale, augmente en fonction de la longueur de



de la propagation des fissures dans les plaques planes

83

fissure de longueur 2a dans une plaque infinie soumise à des charges de

traction concentrées a une distance b de l'axe, et une charge de cisaillement (voir la Fig.
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Le facteur d'intensité FIC pour une fissure dans une plaque de largeur fini sous l'effet

des contraintes de traction axiale, augmente en fonction de la longueur de fissure.
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III.7.3. Fissure au bord de la plaque

III.7.3.1. Traction au bord de la plaque

Soit une fissure latérale de profondeur a dans une plaque semi

charge concentrée sur les bords, voir la Fig. III.23.

Fig. III.23:FIC de la Fissure au bord de plaque de largeur infinie sous l'effet

Diminution du facteur d'intensité FIC (Fig. III.23), en fonction de la longueur de fissure,

pour une fissure au bord de la plaque sous l'effet de traction axi

fissure.

III.7.3.2. Traction a une distance b du front de fissure au bord de la plaque

Soit une fissure semi-infinie soumise à une charge concentrée P à une distance b de

l'extrémité, voir la Fig. III.24

Fig. III.24 : FIC de la fissure au bord de la plaque, l'effet de

D'après la fig. III.24, plus on augmente la distance b entre le point de chargement dans les

trois directions et le front de la fissure, les
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Traction au bord de la plaque

Soit une fissure latérale de profondeur a dans une plaque semi-infinie soumise à une

charge concentrée sur les bords, voir la Fig. III.23.
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III.7.3.2. Traction a une distance b du front de fissure au bord de la plaque

infinie soumise à une charge concentrée P à une distance b de

l'extrémité, voir la Fig. III.24.

0 30

10

20

30

F
ac

te
ur

d'
in

te
n

si
té

de
co

nt
ra

in
te

,
K

I,
K

II
,

K
II

I

Position de la charge par rapport au point de fissure

KI charge a l'intérieur dans le mode I
KII charge a l'intérieur dans le mode II
KIII ccharge a l'intérieur dans le mode III

FIC de la fissure au bord de la plaque, l'effet de charge de traction

distance b de fissure

D'après la fig. III.24, plus on augmente la distance b entre le point de chargement dans les

trois directions et le front de la fissure, les KI, KII, KIII des trois modes diminuent.
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Diminution du facteur d'intensité FIC (Fig. III.23), en fonction de la longueur de fissure,

ale dans les lèvres de la

III.7.3.2. Traction a une distance b du front de fissure au bord de la plaque

infinie soumise à une charge concentrée P à une distance b de
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D'après la fig. III.24, plus on augmente la distance b entre le point de chargement dans les

des trois modes diminuent.
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III.7.3.3. Traction axiale

Soit une plaque semi-infinie contenant une fissure au bord de la plaque portant des

contraintes homogène  de traction uni-axiale, voir la Fig. III.25.
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Fig. III.25 : Fissure au bord de plaque de largeur infinie sous l'effet des contraintes axiales

Une fissure au bord de la plaque sous l'effet des contraintes de traction axiale, il y a une

augmentation du facteur FIC en fonction de la longueur de la fissure.

III.7.3.4. Flexion de trois points

Soit une fissure au bord de la plaque sollicitée par une flexion trois points, (Fig.III.26).
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Fig. III.26 : Fissure au bord de plaque de largeur finie sous l'effet de flexion de trois points

Le FIC augmente en fonction de la longueur de la fissure dans une plaque portant une

fissure au bord de la plaque.
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III.7.4. Rangée de plusieurs fissures à l'intérieur de la plaque de largeur infini

- Traction uni-axiale :

Une rangée de fissure de longueur 2a, a une distances entre eu de 2b dans une plaque

infinie, soumise a une contrainte homogène de traction axiale, (Fig. III.27).
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Fig. III.27 : FIC, Ranger des fissures dans une plaque sous l'effet de contrainte de traction axiale

Le facteur d'intensité de contrainte FIC augmente en fonction de la longueur de la

fissure dans une plaque portant plusieurs fissures (Fig. III.27).

III.7.5. Rangée de plusieurs fissures au bord de la plaque de largeur infinie

- Traction uni-axiale :

Soit une fissures semi-infinies étagée au bord de la plaque a distantes de 2h dans une

plaque infinie sous l'effet de traction axiale d'une contrainte, voir la Fig. III.28.
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Le Facteur d'intensité FIC augmente en fonction de la longueur pour les cas des fissures

étagée sa distance 2h au bord de la plaque est soumise par des contraintes de traction.
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III.8. Conclusion

D’après les résultats obtenus pour les différentes plaques soumissent à différentes

types de contraintes, il s’en sort que la distribution normale de contrainte maximale à la

pointe de fissure d'un trou elliptique montre que la valeur des contours de contrainte

normale maximale augmente avec la réduction de la géométrie de la fissure elliptique

circulaire, à une fissure elliptique aiguë. La correction des zones plastiques devient

importante pour les contraintes élevées, et la répartition normale des contraintes augmente

à la pointe de la fissure avec une réduction de la géométrie des fissures. Cependant, le

calcul du facteur d'intensité de contrainte dans les courbes représentées précédemment

indique également une tendance similaire, à savoir que le facteur d'intensité de contrainte

augmente avec la réduction du rapport diamètre/largeur. L'effet du rapport d/D sur le

facteur de concentration des contraintes. Ainsi que le facteur d'intensité de contrainte

(FIC) calculé augmente avec la réduction de la géométrie de la fissure et également du

rapport diamètre/largeur de fissure. Il augmente avec les efforts, ainsi qu'avec la géométrie

des trous des plaques.
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IV. ANALYSE NUMÉRIQUES DE LA

IV.1. Introduction à l’application des méthodes numériques

Dans ce chapitre, l'étude est consacrée à la construction des outils numériques qui

permettront l'analyse du phénomène de fissuration des plaques trouées. Donc, les choix qui

seront faits dans cette section, auront des impacts significatifs sur la qualité du modèle. Tel

que mentionné précédemment, la méthode BEM et XFEM seront adoptées pour le

développement du modèle. Par contre, contrairement à la MEF, ces méthodes posent

certains problèmes à la modélisation des lèvres des fissures dans un plan. La MEF sera tout

de même utilisée, mais ça sera à titre d'outil de comparaison et de validation. De cette

façon, il sera possible de juger facilement la précision, de l'efficacité, de la fiabilité et de la

versatilité de méthode BEM et XFEM. L'application de la MEF sera réalisée avec le

logiciel ANSYS v15.0 présentant un niveau de développement élevé et qui offre la

possibilité d'automatiser la création de modèles par l'entremise de fichiers de commandes.

Pour les méthodes BEM et XFEM, on utilise toujours le code numérique ANSYS APDL,

après l'introduction des modèles numériques en macro, ainsi ABAQUS qui travaille sur la

méthode XFEM, et d'autre programme en fortran, Matlab et Origine pour le calcul des

modèles analytiques et le plot de zone et tracer les graphes. Les objectifs principaux ici

sont de définir les lignes directrices d'une modélisation de base efficace, pour l'étude de la

propagation des fissures dans les plaques minces isotropes trouées sous l'effet de traction,

de l'initiation à la rupture. Plus spécifiquement, il s'agira, dans un premier temps, de

développer un outil numérique permettant la modélisation de fissures ainsi que leur

propagation. De parles avantages considérables rencontrés dans la méthode des éléments

finis, la méthode des éléments frontières et les éléments étendus, l'application de ces

méthodes constituera l'une des grandes tâches d'envergure dans ce travail malgré l'absence

quasi totale des logiciels commerciaux utilisant ces méthodes. Suite à la réalisation de

l'outil de modélisation et de calcul, il faudra caractériser en traction en phase d'initiation et

de propagation à l'aide de concepts et de théories appropriées tels que la mécanique des

solides, la mécanique de rupture, les lois d'endommagement, etc.

L'atteinte de ces objectifs généraux sous-entendent donc des effets secondaires tels que :

- Définir l'effet des trous dans les plaques

- Appliquer les méthodes BEM et XFEM et vérifier son efficacité;

- Définir une modélisation adéquate des trous et des fissures;

- Identifier la méthode de calcul des contraintes et FIC la plus appropriée;
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- Déterminer les paramètres de discrétisation optimaux;

- Choisir la position et l'angle d'amorçage de fissure ou définir un critère d'initiation

de fissure adéquat;

- l'influence des conditions extérieures telle que l'inclinaison du chargement en mode

statique et dynamique sur la direction de propagation de la fissure;

- Choisir une loi de propagation appropriée.

De plus, l'ampleur du travail à réaliser ne permettra pas d'aborder la modélisation

tridimensionnelle de la propagation des fissures. Néanmoins, le développement des idées et

des concepts pour la modélisation en 2D qui se fera dans l'optique d'une transposition en

cas du 3D. De cette façon, il sera possible d'analyser toutes les étapes du développement

du modèle et de mettre en perspective les aspects de chacune d'elle par rapport à l'ensemble

des fissures. Puisque l'objectif visé est le développement d'un outil d'analyse s'adressant à

la caractérisation globale de la propagation des fissures dans les plaques trouées, l'approche

de l'analyse sera plutôt d'ordre macroscopique. Bien que les caractéristiques hétérogènes de

la microstructure des matériaux aient une influence certaine dans l'évolution des fissures,

surtout à la nucléation et une approche phénoménologique générale considérant un milieu

continu sera adopté [1]. Cela est plus approprié, puisque le but de la modélisation est

d'étudier le comportement général de fissuration autour des trous des plaques et l'impact de

certains facteurs d'intensité de contraintes.

IV.2. Hypothèses générales de l'analyse numérique

Avant de définir précisément les étapes d'élaboration du modèle et d'appliquer

directement les techniques d'analyse numériques de traction des plaques trouées, certaines

hypothèses de base doivent être établies afin de respecter le cadre de cette analyse [1].Ces

hypothèses se résument essentiellement en:

- Les effets de contraintes résiduelles à proximité de la région fissurée seront

négligés;

- Les plaques seront supposées minces, isotropes et homogènes;

- Les effets de contact des lèvres des fissures seront négligés;

- Les effets dynamiques de la propagation des fissures seront aussi négligés et

l'avancement de celle-ci sera traité de façon quasi stationnaire ;

- Aucun effet de plasticité ne sera modélisé, sans toutefois restreindre l'application de

facteurs permettant de prendre en considération cet aspect.
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Toutes ces hypothèses simplificatrices ont pour but de concentrer les efforts sur les

objectifs principaux de l'étude de la propagation des fissures.

IV.3. Schématisation du processus d'élaboration de calcul

Afin d'atteindre les objectifs de la structure de ce travail, on doit suivre une

schématisation du processus d'élaboration du modèle numérique comme présenté sur la

figure ci-dessous (Fig. IV.1). Le tout débutera par la modélisation numérique générale,

ensuite le traitement plus spécifique de la position et de l'angle d'amorçage de la fissure et

leur angle de bifurcation sous l'effet du chargement en mode pur en mixte; puis la

modélisation de la propagation tout au long de la construction du modèle tout en tenant

compte de l'amplitude de chargement et la direction de la propagation de la fissuration.

Ceci sera validé par une comparaison avec des résultats et des solutions déjà déterminés

par différentes méthodes numériques et expérimentales. Enfin, il est plus approprié de

prédire la direction de propagation de la fissure.

Fig. IV.1: Schématisation du processus d'élaboration du modèle

IV.4. Modélisation numérique

Dans ce contexte, plusieurs travaux de recherches contemporaines [1] ont su mettre en

évidence l'importance des méthodes numériques dans l'élaboration d'un modèle visant

l'analyse en propagation de fissures. Ce chapitre présente donc la mise en œuvre des outils

d'analyse nécessaires à la modélisation du phénomène, basée sur l'utilisation de la méthode

des éléments frontières (BEM), et la méthode des éléments fini étendue (XFEM). Brighenti

a utilisé la méthode numérique et la méthode analytique pour étudier le phénomène de
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paramètres, tels que la longueur, l'angle de fissure et les conditions aux limites, les

imperfections et les caractéristiques des dif

En premier lieu, différents moyens de calculer des FIC seron

permettant ainsi une application plus appropriée des méthodes numériques. Ensuite, la

modélisation par la méthode des éléments frontières sera traitée de façon exhaustive en

s'attardant surtout sur le traitement des fissures où la mé

développée. Parallèlement, un modèle simple d'éléments finis sera élaboré, sans toutefois

négliger la présentation de certains aspects techniques de la méthode pour fins de

comparaison avec la méthode des éléments frontières.

comparés selon divers plans, surtout afin de valider l'application de la méthode des

éléments frontière, mais aussi pour justifier l'adoption de cette méthode

IV.4.1. Élément de discrétisation de fissure (élément Quart de P

Il faut donc définir des éléments spéciaux contenant le comportement singulier. À cet

effet, quelques types d'éléments sont disponibles. Certains englobent totalement le bout de

la fissure où le polynôme d'interpolation induit la singularité requise

sont plutôt construits directement à partir des séries de Williams incluant K

(Holston, [7]). Cependant, pour les deux cas, il y a incompatibilité à l'interface des

éléments singuliers et réguliers, ce qui nuit à la converge

l'implantation de ces types d'éléments peut être laborieuse. Par contre, Barsoum [

démontré qu'en déplaçant simplement le nœud central d'un élément iso paramétrique

d'ordre 2 au quart de la longueur de son côté, près du bo

reproduire numériquement la singularité r

techniques de transformation. La première consiste à déplacer les nœuds centraux de deux

arêtes adjacentes vers le point de

Fig. IV.2 Construction d'un élément singulier quart de point quadrilatéral

numériques de la propagation des fissures dans les

propagation des fissures dans les plaques perforées sous charges externes [

al.ont fait une étude numérique de la direction de propagation des fissures sous charge de

compression axiale dans les matériaux élastiques-plastiques en considérant certains

paramètres, tels que la longueur, l'angle de fissure et les conditions aux limites, les

imperfections et les caractéristiques des différents matériaux des plaques [5

En premier lieu, différents moyens de calculer des FIC seront présentés en détail,

permettant ainsi une application plus appropriée des méthodes numériques. Ensuite, la

modélisation par la méthode des éléments frontières sera traitée de façon exhaustive en

s'attardant surtout sur le traitement des fissures où la méthode de séparation finie sera

développée. Parallèlement, un modèle simple d'éléments finis sera élaboré, sans toutefois

négliger la présentation de certains aspects techniques de la méthode pour fins de

comparaison avec la méthode des éléments frontières. Enfin, les deux modèles seront

comparés selon divers plans, surtout afin de valider l'application de la méthode des

éléments frontière, mais aussi pour justifier l'adoption de cette méthode.

Élément de discrétisation de fissure (élément Quart de Point)

Il faut donc définir des éléments spéciaux contenant le comportement singulier. À cet

effet, quelques types d'éléments sont disponibles. Certains englobent totalement le bout de

la fissure où le polynôme d'interpolation induit la singularité requise Byskovet d'autres [

sont plutôt construits directement à partir des séries de Williams incluant K

]). Cependant, pour les deux cas, il y a incompatibilité à l'interface des

éléments singuliers et réguliers, ce qui nuit à la convergence de la solution. De plus,

l'implantation de ces types d'éléments peut être laborieuse. Par contre, Barsoum [

démontré qu'en déplaçant simplement le nœud central d'un élément iso paramétrique

d'ordre 2 au quart de la longueur de son côté, près du bout de la fissure, il était possible de

reproduire numériquement la singularité r1/2. Pour les éléments quadrilatères, il existe deux

techniques de transformation. La première consiste à déplacer les nœuds centraux de deux

arêtes adjacentes vers le point de singularité comme montré à la Fig. IV.2

Construction d'un élément singulier quart de point quadrilatéral
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propagation des fissures dans les plaques perforées sous charges externes [2-4]. Shariati et
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techniques de transformation. La première consiste à déplacer les nœuds centraux de deux

singularité comme montré à la Fig. IV.2.

Construction d'un élément singulier quart de point quadrilatéral Barsoum
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Cependant, le champ de déplacements résultant de cette transformation, n'aura la

singularité r1/2 que sur les arêtes où les nœuds

obtenir une variation des déplacements en r

à faire coïncider les 3 nœuds d'une même arête et ainsi former un triangle (Figure IV.3).

Cela, est préférable pour le c

Fig. IV.3: Construction d'un élément singulier quart de point triangulaire

IV.4.2. Modélisation de la fissure

Dans le but de modéliser la fissure il faut définir une géométrie de

[10] a proposé de représenter le bout de la fissure par une forme ellipsoïde pour minimiser

la concentration de contrainte induite par la modélisation. La singularité de l'équation

intégrale pour les points de collocation situés sur les

d'intégration est sur la lèvre opposé .donc cette situation, illustré par la Fig. IV.4, engendre

une singularité lorsque  = r

Fig. IV.4 : Maillage de la fissure et la configuration d'intégration p

La modélisation correspondante, établie une discrétisation appropriée assurant la

convergence des résultats de façon efficace. Les paramètres étudiés sont la valeur de

l’écartement  et celle du rayon de l’ellipse

fissure (ht) et au début (hs) ont aussi été analysées. Aussi, il a été jugé utile d’appliquer un

raffinement du maillage près de la fissure. Donc, celui

éléments du contour extérieur reliés aux lèvres de la fissure aient une taille égale à h

numériques de la propagation des fissures dans les

Cependant, le champ de déplacements résultant de cette transformation, n'aura la

que sur les arêtes où les nœuds ont été déplacés (Anderson, [

obtenir une variation des déplacements en r1/2 sur tout l'élément, il faut le déformer de sorte

à faire coïncider les 3 nœuds d'une même arête et ainsi former un triangle (Figure IV.3).

Cela, est préférable pour le calcul des FIC nécessitant la solution à l'intérieur du domaine

V.3: Construction d'un élément singulier quart de point triangulaire

Modélisation de la fissure

Dans le but de modéliser la fissure il faut définir une géométrie de

] a proposé de représenter le bout de la fissure par une forme ellipsoïde pour minimiser

la concentration de contrainte induite par la modélisation. La singularité de l'équation

intégrale pour les points de collocation situés sur les lèvres de la fissure, lorsque l'élément

d'intégration est sur la lèvre opposé .donc cette situation, illustré par la Fig. IV.4, engendre

= rmin tend vers 0.

Maillage de la fissure et la configuration d'intégration presque singulière

La modélisation correspondante, établie une discrétisation appropriée assurant la

convergence des résultats de façon efficace. Les paramètres étudiés sont la valeur de

et celle du rayon de l’ellipse  Ensuite, la taille des éléments en bout de

) ont aussi été analysées. Aussi, il a été jugé utile d’appliquer un

raffinement du maillage près de la fissure. Donc, celui-ci a été généré de sorte que les

eur reliés aux lèvres de la fissure aient une taille égale à h
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Cependant, le champ de déplacements résultant de cette transformation, n'aura la

ont été déplacés (Anderson, [9]). Pour

sur tout l'élément, il faut le déformer de sorte

à faire coïncider les 3 nœuds d'une même arête et ainsi former un triangle (Figure IV.3).

alcul des FIC nécessitant la solution à l'intérieur du domaine.

V.3: Construction d'un élément singulier quart de point triangulaire Anderson

Dans le but de modéliser la fissure il faut définir une géométrie de base. Cruse (1972)

] a proposé de représenter le bout de la fissure par une forme ellipsoïde pour minimiser

la concentration de contrainte induite par la modélisation. La singularité de l'équation

lèvres de la fissure, lorsque l'élément

d'intégration est sur la lèvre opposé .donc cette situation, illustré par la Fig. IV.4, engendre

resque singulière

La modélisation correspondante, établie une discrétisation appropriée assurant la

convergence des résultats de façon efficace. Les paramètres étudiés sont la valeur de

Ensuite, la taille des éléments en bout de

) ont aussi été analysées. Aussi, il a été jugé utile d’appliquer un

ci a été généré de sorte que les

eur reliés aux lèvres de la fissure aient une taille égale à hs.
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IV.4.3. Évaluation du facteur d'intensité de contrainte

Cette section présente en détail les techniques d'évaluation des FIC selon le principe

d'extrapolation des déplacements et celui du taux de relâchement d'énergie potentielle

appliqué par l'intégrale J. Ceci est peu commode lorsque l'objet du calcul des FIC est de

prédire la propagation. Cette méthode a donc été rejetée. Ces méthodes ont été choisies soit

pour leur facilité d'intégration, et leur précision [11]. L'évaluation des FIC par soustraction

de la singularité sera aussi abordée, car de récents résultats ont montré l'efficacité de la

méthode [12]. Dans le cas du singularité des contrainte, Le calcul du facteur d'intensité de

contrainte "FIC" est également compliqué parce qu'il est une fonction de la position le long

du front de fissure, de taille de fissure ainsi que sa forme, de type de chargement et de la

géométrie de la structure. En cette étude, les éléments finis spéciaux au point quart

proposés par Barsoum [13] sont employés pour obtenir une meilleure approximation du

champ autour du point du front de fissure (Fig. IV.5), où le mi nœud latéral de l'élément

relié au point du front déplacé à 1/4 de la longueur de cet élément. Des solutions de "FIC"

peuvent être calculées en utilisant une technique d'extrapolation cinématique de

déplacements [14] voir (la Fig. IV.5), cela implique la corrélation des déplacements

d'éléments de frontière sur la surface de la fissure "Boundary Element Method" avec celles

des valeurs théoriques de la formule d'Irwin. Les résultats de "FIC" sont calculés à deux

endroits éloignés du bout de la fissure [15].

Selon le choix de transformation, deux types de discrétisation en bout de fissure sont

possibles. La première utilise les éléments de quart de point de forme quadratique (Fig.

IV.6a) et permet le maintien de la structuration du maillage, mais limite à 4, le nombre

d'éléments pouvant être reliés au bout de la fissure. La deuxième technique consiste à

définir une "rosette" d’élément quart de point triangulaire ayant tous leurs nœuds de

singularité liés au bout de fissure (Fig. IV.6b) de cette façon, un plus grand nombre

d'élément peuvent être associés directement à la modélisation singulière.

A1

A2

B1

B2 L

L/4

Point du front de fissure

x, u

y, v

Fig. IV.5: Description de la technique d’extrapolation
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Fig. IV.6: Types de discrétisation en bout de fissure

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
=ூܭ

ா

ଷ൫ଵାణ൯(ଵା)
ටଶగ


[4൫ݒభ − −మ൯ݒ

൫௩ಳభି௩ಳమ൯

ଶ
]

=ூூܭ
ா

ଷ൫ଵାణ൯(ଵା)
ට
ଶగ


4൫ݑభ − −మ൯ݑ

൫௨ಳభି௨ಳమ൯

ଶ
൨

� (IV.1)

D'où : Etip et tip ; sont le module de Young et le Coéf.de poison dans le point du front

de fissure; un, vn (n=A1, A2, B1, B2) sont les déplacements nodales dans les nœuds A1, A2,

B1, B2 respectivement dans les directions x, y; L: la longueur du coté singulier.

ktip=
൫3-utip൯

൫1+utip൯
Contrainte plane

ktip=3-4utip Déformation plane
(IV.2)

Les facteurs d'intensité de contrainte d'après Richard [16] donnent des solutions de KI et

KII pour une fissure centrale, plane et normale aux faces latérales. Les facteurs d'intensité

de contrainte pour des différents angles d'orientation de fissuration initiale de XFEM sont

donnés par les expressions suivantes [17-18] :

=ூܭ ܿߨ√ߪ
ୡ୭ୱఈ

ቀଵି


ೈ
ቁ
ඨ

,ଶାଶ,ହቀ


ೈ ష
ቁ

ଵା,ହହቀ


(ೈ ష)
ቁା,଼ቀ



ೈ ష
ቁ
మ

=ூூܭ ܿߨ√ߪ
ୱ୧୬ఈ

ቀଵି


ೈ
ቁ
ඨ

ି,ଶଷାଵ,ସቀ


ೈ ష
ቁ

ଵା,ቀ


(ೈ ష)
ቁାଶ,଼ቀ



ೈ ష
ቁ
మ

(IV.3)

Le facteur K d'intensité de contrainte est calculé par éléments finis. La contrainte

équivalente Kéq facteur d'intensité est la combinaison de KI et KII, est [18-19]:

ܭ∆ = [K୍
ସ + 8K୍୍

ସ].ଶହ (IV.4)



Chapitre IV: Analyse numériques de la propagation des fissures dans les plaques trouées

98

IV.4.4. Angle de propagation des fissures

La direction d'avancement de la fissure se définit par le critère de la  maximale, selon

la plupart des études. Ce critère stipule que la propagation s'effectue dans la direction de la

 maximale d'un système de coordonnées centré en bout de fissure. D’après équation

(I.9) [20], en posant d /d = 0, l'angle où  est maximale est obtenu équation (V.5).

tan
ఏ

ଶ
=

ିଶ

ାඥ()మା (଼)మ
(IV.5)

Si on applique la technique d'extension virtuelle du fond de fissure (Fig. V.7) [21], pour

le facteur d'intensité maximale K, il en résulte une procédure de calcul très efficace.

L'angle correspondant de propagation des fissures est ici obtenu comme:

θ = tanିଵቀ
ଶ


మା

మቁ (IV.6)

Par conséquent, Selon le critère de contrainte de cisaillement, l’angle critique c définie

la direction radiale de propagation peut être déterminé en posant r=0, donc:

ఏߪ =
ଵ

ଶπ୰
cos(θ/2)ቂ

ଵ

ଶ
K୍sin(θ) +

ଵ

ଶ
K୍୍(3 cos(θ) − 1)ቃ= 0 (IV.7)

Ceci conduit à l'équation définissant l'angle de propagation de la fissure dans le système

de coordonnées pointe de c:

K୍sin(θc) + K୍୍(3 cos(θc) − 1) = 0 (IV.8)

Résoudre cette équation donne:

θୡ = 2arctan
ଵ

ସ
൫K /୍K୍୍ ± ඥ((K /୍K୍୍)ଶ + 8)൯ (IV.9)

Pour les différentes extensions virtuelles de fond de fissure, la méthode des éléments

finis a été utilisée. Des éléments finis spéciaux (élément quart de point) de fond de fissure

triangulaire avec des fonctions de forme modifiées [21] ont été utilisés autour du fond de

fissure pour simuler la singularité de contrainte dans cette région. La procédure de calcul

est basée sur des extensions de fissure incrémentielles, où la taille de l’incrément de fissure

est prescrite à l’avance. Le facteur d'intensité de contrainte est déterminé autour d'un arc
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englobant les directions possibles de propagation de la fissure (Fig. IV.7). La fissure est

ensuite étendue dans la direction du facteur d'intensité de contrainte maximale.

Fig. IV.7: Technique d'extension virtuelle du fond de fissure

IV.5. Analyse numérique des plaques trouées

IV.5.1.Analyse statique

L'analyse numérique à travers une configuration d'une procédure générale statique, Une

procédure de contrainte statique est une procédure dans laquelle les effets d'inertie sont

négligés. Dans l'analyse statique le nombre maximum d'incrément est 105 et la taille

d'incrément initiale est 0,01, est minimal 10-8, et maximal 1. La fraction d'énergie dissipée

est 210-5 et le rapport maxi de stabilisation de l'énergie de déformation est 0,05. L'analyse

peut être linéaire ou non linéaire et ignore les effets de matériau dépendant du temps.

Impliquant les approches BEM et XFEM, utilisons les logiciels ANSYS et ABAQUS [22-

27]. Les objectifs de cette partie d'analyse sont :

a) Effet du Maillage dans les plaques trouées.

b) Effet de la géométrie du trou de la plaque.

c) Effet des conditions extérieures, tel que l'amplitude de charge et la température.

d) Effet de la position et de l'angle d'amorçages de la fissure.

e) Effet du chargement incliné statique sur l'angle de bifurcation ou la direction de

propagation de la fissure.

IV.5.2. Analyse dynamique par fatigue

Analyse dynamique par fatigue en cycle bas en utilisant l'approche cyclique directe dans

le logiciel ABAQUS, qui se caractérise par des états de contrainte suffisamment élevés

pour qu'une déformation non élastique se produise dans la plupart des cas; est une analyse

daa

da.i

i=1,2,....

Pointe de fissure

Différentes extensions virtuelles de fond de
fissure
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quasi-statique sur une structure soumise à un chargement cyclique sous-critique.la

modélisation de la propagation d'une fissure discrète le long d'un chemin arbitraire

dépendant de la solution sans remaillage dans le matériau en vrac basé sur les principes de

la mécanique de la rupture élastique linéaire (XFEM) avec la méthode des éléments finis

étendus, auquel cas l'apparition et la croissance de la fissure de fatigue sont caractérisé par

le taux relatif de libération d'énergie de fracture; et l'utilisation de la technique

d'extrapolation des dommages pour accélérer l'analyse de fatigue à bas cycle; et suppose un

comportement géométriquement linéaire et des conditions de contact fixes dans chaque

cycle de chargement. Nombre maximum d'incrément est 109 et la taille d'incrément 0,1,

nombre maximum d'itérations est 200, et les nombres maximales de cycles est 5000.Les

possibilités cyclique directes d'analyse fournissent une technique de modélisation

informatisé efficace pour obtenir la réponse stabilisée d'une structure soumise au

chargement périodique et sont idéalement adaptées à exécuter des calculs de fatigue de bas

cycle sur une grande structure. Les possibilités emploient une combinaison de l'intégration

de série de Fourier et de temps du comportement matériel non linéaire pour obtenir la

réponse stabilisée de la structure directement. Le nombre de termes de Fourier initiale,

maximum, et incrément est 11, 25, et 5 respectivement, les contrôles de solution générale

personnalisés ne sont pas nécessaires dans la plupart des analyses non linéaires, cependant,

si des non-linéarités extrêmes se produisent, des contrôles personnalisés peuvent être

nécessaires pour obtenir une solution, par exemple d'après éditeur du contrôle générale de

solution changé dans l'incrémentation du temps, ou on a I0 c'est le nombre d'itérations

d'équilibre (sans discontinuités sévères) après quoi on vérifie si les résidus augmentent en

deux itérations consécutives. La valeur minimale est I0 = 3. Par défaut I0 = 4. Si vous avez

basculé sur Analyse discontinue, I0 = 8 et ne peut pas être modifié. Pour IA, nombre

maximum de réductions autorisées pour un incrément. IA par défaut = 5, on peut prendre

une valeur de IA=10.Pour les conditions de chargement en a des charges concentré avec

des amplitudes tabuler, sous la forme du tableau suivant :

Tableau IV.1:Amplitude tabulé pour les conditions de chargement par fatigue

Temps / fréquence 0 0,5 1

Amplitudes 0,1 1 0,1

Dans cette partie d'analyse dynamique les objectifs de travail sont:

a) Effet du Maillage dans la fissure au tour du trou de la plaque
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b)Le chemin de propagation de la fissure par fatigue sous l'effet de la position de la

fissure par rapport au trou de la plaque.

IV.5.3. Matériaux utilisés

Le matériau utilisé est un aluminium 7075-T6 qui présente une très haute résistance et

qui est utilisé pour les pièces structurales très sollicitées (raccords, engrenages et arbres

d'aéronefs, applications aérospatiales et de défense). Les calculs sont effectués sur la base

des propriétés du matériau de la plaque d'aluminium comme présenté sur les tableaux IV.2

et IV.3

Tableau IV.2: Caractéristique du matériau "Aluminium 7075-T6"

Module de Young (E) Coefficient

de Poisson 

Résistance à la

traction.

Masse

volumique

Limite d'élasticité

7,19999 109 0,3 5,7 108 N/m² 2810 Kg/m3 5,07 108 N/m²

La composition chimique est indiquée dans le tableau IV.3

Tableau IV.3:Composition chimique de la plaque d'aluminium 7075-T6

Composante AL Cr Cu Fe Mg Mn Si Ti Zn

Wt. % 87.1 - 91.4 0.18 - 0.28 1.2 - 2 ≤ 0.5 2.1 - 2.9 ≤ 0.3 ≤ 0.4 ≤ 0.2 5.1- 6.1

IV.5.4.Effet du Maillage sur la contrainte maximale appliquée sur la plaque

Un maillage raffiné est bien construit, et se compose d'éléments quadrangulaires près

de la pointe de la fissure pour bien visualiser la propagation de cette dernière. D'après la

géométrie de notre plaque, nous considérons que le facteur de concentration de contrainte

exacte ou théorique est donné par Kt = 2,17 [28].

Si l'on considère la surface de la partie transversale St = 0,002 mm², et la pression

d'excitation P = 1 Pa, la contrainte maximale est alors σmax = 4.34 Pa.

Par ailleurs, les valeurs de la contrainte maximale sont calculées numériquement en

utilisant deux types de maillages. Le premier moins raffiné (Fig.8a) a donné une valeur de

4,59 Pa, avec une erreur de 5,8%; le deuxième, plus raffiné (Fig. 8b), une valeur de 4,38

Pa, avec une erreur de 1%.
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On peut dire que plus que le maillage est raffiné, plus les résultats de la contrainte

maximale convergent vers les valeurs exactes.

Fig. IV.8 : La contrainte σmax pour différentes maillages

IV.5.5. Effet de la géométrie du trou de la plaque

Des efforts de traction uni-axiale en faisant varier le rapport a/b du trou de la plaque

(Fig. IV.9) sont appliqués, puis on observe l'influence de cette variation sur les résultats en

changeant le raffinement.

Fig. IV.9 : Variation des contraintes en fonction du rapport a/b

Il est clair de voir que tout en s'éloignant du bord de trou on remarque qu'il y a une

diminution rapide de contrainte de traction y jusqu'a ce qu'elle devienne constante. Pour la

contrainte équivalente eq (Fig. IV.10), il y a une augmentation du rapport a/b qui entraine

une évolution proche des contraintes numériques et analytiques. Quand a/b tend vers , les

contraintes près du trou tendent aussi vers .Donc le trou se comporte comme la

géométrie d’une fissure (Fig. IV.10).

P

P

Zone raffinée

(a) Maillage normal (b) Maillage fin

a/b=1 a/b=2 a/b=4
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Fig. IV.10 : Contrainte équivalent en fonction de la géométrie du trou

D’après les résultats obtenus numériquement (Fig. IV.11), on observe que la

distribution des contraintes suivant x et y sont maximum au sommet de la fissure puis

décline et deviennent constantes selon le patch horizontal créer comme repère dans la

plaque. Tandis que la distribution des déformations nodales varient inversement ; les

déformations suivant y restent nulle. Par contre elles augment légèrement au voisinage du

sommet de la fissure selon x puis elles diminuent progressivement en fonction du patch

horizontal de la plaque.

Fig. IV.11 : Distribution des contraintes et des déformations suivant le patch horizontal

IV.5.6. Effet des conditions extérieures

Le processus de croissance des fissures qui se produisent sous l'effet des conditions

extérieures, telles que la variation de l'amplitude de chargement et le changement de

température sont considérés dans cas. En effet, la propagation de fissures dans des plaques

trouées joue un rôle important dans le domaine de la recherche et de l'ingénierie afin

d'éviter la destruction et la fissuration totale des structures mécaniques, aéronautiques et de

génie civil [29].
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IV.5.6.1. Effet de l'amplitude de chargement

On considère des charges de traction appliquées dans la direction uni-axiale (y) avec

différents amplitudes sur une plaque trouée ayant une pré-fissure puis on analyse la

variation du facteur d'intensité de contrainte pour les différentes grandeurs des efforts de

ces tractions. En transformant les coordonnées globales cartésiennes (OXY) dans le centre

du trou de la plaque en coordonnées local dans le point du front de fissure et la direction de

la propagation de cette fissure. Puis on détermine les facteurs de concentration de

contrainte qui caractérise la fissure pour chaque amplitude de chargement (30N, 50N et

120N).D’après les résultats obtenus (Fig. IV.12), on observe qu'il y a une augmentation du

seuil de propagation de fissure en fonction de l'amplitude du chargement.
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Fig. IV.12 : Facteur d’intensité de contrainte pour différentes amplitudes de chargements

IV.5.6.2. Effet de la température

En générale, plusieurs travaux scientifiques W.D. Kingery [29], s'intéresse à la

fissuration d'un matériau continu, homogène et isotrope ayant un comportement élastique

linéaire. L’objet ici est d'exprimer la contrainte thermique surfacique maximale en fonction

de la différence de température imposée par le choc thermique. Elle postule que la pièce se

fissure dès que cette contrainte dépasse la limite à la rupture du matériau. En plus de

l'hypothèse précédente, relative au matériau, il est supposé que le champ des contraintes est

bi-axial et uniforme, donné par la formule :

௧ߪ =
ாj∆்

ଵି௩
(IV.10)
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th, et T sont la contrainte thermique induite et l’écart de température imposé

respectivement ; et E, , et  sont le module d'Young, le coefficient de Poisson et le

coefficient de dilatation thermique.

W.D. Kingery [30] définit ainsi le premier paramètre de résistance aux chocs thermiques,

R, qui correspond à la différence de température critique au-delà de laquelle un choc thermique

infiniment dur conduit à la fissuration du composant sollicité. En deçà de cette valeur aucun

risque de fissuration n’existe quelles que soient les conditions de choc.

ܴ =
(ଵି௩)ఙೝ

ாj
(IV.11)

Où,r: Contraintes à la rupture

Dans notre cas, en réalité les chocs thermiques réels ne sont jamais infiniment durs car

les échanges thermiques sont régis par des lois continues et les propriétés thermiques mises

enjeu ont des valeurs finies. Ainsi, les contraintes thermiques réellement induites sont

inférieures à la valeur exprimée en (IV.7).Pour cela, on garde la même amplitude de

traction mais on change la température de la plaque trouée, puis on analyse la variation du

facteur d'intensité de contrainte pour différentes grandeurs d'excitation de température

(125°, 175° et 225°) et les résultats sont présentés sur la Fig. IV.13.
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Fig. IV.13 : Le FIC pour des différentes grandeurs de température

Il est clair de voir dans cette figure que l'influence de la température sur le facteur

d'intensité de contrainte devient importante pour les grandes longueurs de fissure élevé

c’est-à-dire, il y a une proportionnalité hyperbolique entre K et la température (T).
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IV.6. Conclusion

L’objectif de cette analyse numérique de la propagation des fissures dans les plaques

planes trouées en utilisant les différentes méthodes des éléments finis tel que la méthode

des éléments finis classique et la méthode des éléments finis étendue (XFEM), et la

méthode des éléments frontières (BEM), est de déterminé l’influence de la présence des

trous dans les plaques bidimensionnelles qui engendrent des concentrations de contraintes,

ainsi voir l’effet de la position et l’angle d’amorçage de la fissure et leur chemin de

propagation suivant les conditions de chargement (mode I, ou mode mixte ), tout en

utilisant l’élément de quart point et les contraintes ainsi que le facteur d’intensité des

contraintes qui caractérisent ces fissures sont déterminés. Aussi l’effet de changement de

températures a été considéré et il a été noté que l’augmentation de température influe

beaucoup sur le facteur d'intensité de contrainte qui devient très important pour des

grandes longueurs de propagation de fissures.

D’un point de vue général, pour la modélisation des plaques fissurées, il est

indispensable d’utiliser les différentes approches numériques (MEF, XFEM, BEM) dans

les parties statiques et dynamiques. Le premier expose les méthodes classiques (FEM), le

deuxième qui présente les méthodes basées sur la partition de l’unité PU FEM qui conduit

à la méthode des éléments finis étendus X-FEM très utilisée actuellement pour l'analyse de

la fissuration.la troisième est la méthode des éléments frontières (BEM), est basé sur le

calcul au frontière du domaine. D’autre part, une étude comparative avec les résultats

expérimentaux pour voir la meilleure méthode numérique sera considérée.
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V. Discutions des résultats obtenus

V.1. Modélisation de la propagation des fissures

Le code APDL a été utilisé pour la mise en évidence du programme pour simuler la

propagation des fissures en faisons l'incrément i+1 de la position soit le pas ou l'angle de

propagation de la fissure de la plaque trouée (Fig. V.1) et l'intérêt du raffinage de maillage

pour avoir des résultats proche de la réalité [1].

Fig. V.1 : Organigramme de la simulation de propagation des fissures dans la plaque trouée

Ainsi on peut introduire les formules du calcule du facteur d'intensités de contrainte de

La fissure dans chaque orientation ou position de la plaque trouée. La figure illustre de

l'organigramme du code préparé d'APDL basé sur la combinaison de l'approche par BEM

et XFEM.

Fin

Poursuivre
l'analyse

Calcul des paramètres de fissure: FIC et direction de propagation

Insertion d'une nouvelle position de fissure
i=i + 1

Calcul numérique FE, BEM, XFEM

Début

Importation de la géométrie initiale avec fissure au niveau 1, i = 1

Créer le modèle avec l'initiation de la fissure et le plan sélectionnés

Création de conditions aux limites

Modifier le maillage dans la dernière position de la fissure et affiner

Attribut de maillage au premier niveau
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V.2. Influence de la position et l’angle d’amorçage des fissures

V.2.1. Effet du chargement statique en mode I

V.2.1.1. Géométrie de la plaque

La géométrie de l’éprouvette considérée est montrée dans la Fig. V.2, pour l'effet de la

position et l'angle d'amorçages de la fissure On réalise, par électroérosion, une fissure de

longueur de 3mm, Les expériences ont été réalisées dans une machine d'essai mécanique

de traction électronique (100KN) représentée sur la Fig. V.2a., Interfacée à un ordinateur

pour le contrôle de la machine et l'acquisition de données. Tous les tests ont été menés à

l'air et à température ambiante. Pour la méthode numérique, nous considérons une mince

plaque d'aluminium perforée, dont l'épaisseur, la largeur et la longueur sont respectivement

de 3mm, 35mm et 100mm, et un trou de10 mm de diamètre. Dans notre étude, seulement

un quart de la plaque est utilisé pour gagner du temps de travail (voir Fig. V.2b) [2].

Fig. V.2a : Machine d'essai de

traction électronique 100KN

Fig. V.2b : Géométrie de la plaque en traction

axiale incluant une fissure A, B

Dans ce cas, nous supposons que la charge de traction est appliquée le long de l'axe Y et

que la fissure est initiée aux points A, B du bord du trou selon un angle de 0°, 45°

respectivement par rapport à l'origine globale XY. Ensuite, nous analysons la variation de

contraintes et le facteur d'intensité de contraintes en fonction de la longueur des fissures et
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des différents angles d'orientation. L'origine du système de coordonnées global (XY) se

trouve au centre du trou. Sous l'effet de traction, les extrémités de la plaque se déplacent

uniquement le long des axes perpendiculaires. Cela indique les conditions de voyage

appropriées à utiliser, comme indiqué ci-dessous. Nous utiliserons des méthodes

numériques pour déterminer la contrainte dans le patch horizontal maximum de la plaque

et comparer les résultats calculés avec la valeur maximale qui pourrait être calculée en

utilisant les valeurs tabulées [3-4].

V.2.1.2. Discussion des résultats obtenus en mode I

Les résultats sont représentés dans les figures ci-dessous. La transformation des

coordonnées globales cartésiennes (OXY) en coordonnées locales pour le suivi du point de

fissure et la direction de propagation de la fissure aide à trouver les contraintes et les

facteurs d'intensité des contraintes à chaque étape et orientation des fissures. Il y a

plusieurs points d'initiation de fissure au bord du trou de plaque. Dans cette étude, nous

considérons deux points émergents du trou, la position du premier point d'initiation de la

fissure à 0° (point A) et le deuxième point à 45° (point B).Sur la base de l'analyse

numérique réalisée, la contrainte équivalente de Von Misses a été obtenue pour les

différentes positions (A, B) et les angles d'initiation de la fissure (0°, 30°, 45°, 60°, 90°),

(Fig. V.3). Dans ces figures pour différents angles, on observe une zone plastique qui

supporte la propagation de la fissure [5]. Les valeurs maximales enregistrées lors de ces

simulations sont représentés par des singularités de contraintes en avant de la fissure et

autour du point, et les résultats sont présentés dans les Fig. V.4-V.7.

Fig. V.3 : Distribution des contraintes de Von mises pour différents angles de fissures
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D’après les Fig. V.4 et Fig. V.5, on remarque une augmentation de contrainte en

fonction de la longueur de fissure ; alors qu'il y a une diminution de contrainte en fonction

de l'angle de propagation (Fig. V.6 et V.7). Une singularité de contrainte est observée à

chaque front de fissure (Fig. V.6) suite au patch horizontal et une augmentation de la

contrainte en fonction de la longueur de la fissure (Fig. V.5, à une position de 0°). Il est à

noter que les contraintes pour les angles de fissures (30°, 60° et 90°) sont représentées sur

les figures 6 et 7(Fig. V.6 et V.7).

Pour l’analyse des fissures émergeantes des trous de plaques minces, deux cas ont été

considérés: la position de l'angle d'initiation de la fissure et la longueur de propagation de

la fissure. Les figures V.8 et V.9 présentent une diminution de la contrainte en faisant

varier l'angle d'amorçage pour les deux positions d'amorçages de fissure (points A et B à 0°

et 45° respectivement).

Fig. V.7 : Variation des contraintes en fonction
de l'angle d'amorçage (point B)
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Les facteurs d’intensités de contraintes (FIC) qui caractérisent les fissures sont

déterminés utilisant deux méthodes numériques XFEM et BEM. Les résultats obtenus sont

représentés dans le tableau suivant.

Tableau V.1: Facteurs d'intensités de contrainte utilisant les méthodes BEM et XFEM

Position
d'amorçage
de fissure

Selon la méthode BEM Selon la méthode XFEM

Angle de propagation de la fissure. Angle de propagation de la fissure.

0° 30° 45° 60° 90° 0° 30° 45° 60° 90°

0° KI 3409.8 2347.8 2001.6 1558.8 725.47 3676.2 2580.0 2199.6 1712.9 797.22

KII 0 449.26 808.97 1025.5 775.97 0 493.69 888.98 1126.9 852.72

45° KI 2171.6 1695.9 1212.6 602.53 259.26 2386.3 1863.7 1332.6 662.13 284.90

KII 117.21 754.54 1033.1 1027.5 622.54 128.80 829.16 1135.3 1129.1 684.11

Les résultats trouvés sont représentés dans les figures Fig. V.10 et V. Selon la Fig. V.10,

pour l'approche expérimentale et les deux approches numériques; une fissure amorcée à 0°,

on remarque le facteur d'intensité de contrainte KI prend sa valeur maximale dans le sens

de propagation de 0° puis il diminue progressivement jusqu'à atteindre sa valeur minimale

à l'angle de 90°. Alors que le FIC(KII) prend la valeur zéro à l'angle de 0°, il augmente pour

s'approcher de la valeur maximale à 90°. Les contraintes de traction et de cisaillement

autour de la pointe de la pré-fissure sont équivalentes à l'angle 72° dans les résultats

expérimentaux, et égales à 78° ; 82,4° respectivement dans les résultats numériques des

méthodes XFEM et BEM. Jusqu'à cette valeur, les contraintes de traction dominent et au-

dessus de cette valeur, les contraintes de cisaillement deviennent plus dominant. Alors que

pour une fissure amorcée à 45°, elle donne lieu à deux modes de rupture (mode I et mode

II)(voir Fig. V.11), également appelés modes mixtes. En faisant varier l'angle de

propagation, le FIC KI à l'angle 0° est de valeur maximale, puis il diminue progressivement
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Fig. V.8 : Variation de la contrainte en fonction
de l'angle de propagation, point A à 0°
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jusqu'à l'angle 90°, tandis que le FIC KII à 0° est de valeur minimale non nulle; il augmente

ensuite jusqu'à l'angle de 90° et KII devient supérieur à KI. Les contraintes de traction et de

cisaillement autour du point de la pré-fissure sont respectivement égales à l'angle 48°, 49°

dans les résultats numériques XFEM et BEM.

Dans la Fig. V.12, le facteur d'intensité de contrainte (K) présente une augmentation en

fonction de la longueur de la fissure pour l'approche analytique et numérique. L'évolution

des pourcentages d'erreur des solutions numériques étudiées ont été calculés par rapport

aux solutions du modèle exacte [6] et sont représentés sur la Fig. V.13.Une augmentation

des erreurs est observée en fonction de la longueur de la fissure et le pourcentage d'erreurs

est plus considérable pour la méthode des éléments finis par rapport aux méthodes BEM et

XFEM.
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Fig. V.11 : Variation du facteur K en fonction
de l'angle de propagation de la fissure à 45°
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V.2.2. Effet du chargement statique en mode mixte

V.2.2.1. Présentation du problème en mode mixte

Les charges des essais expérimentaux sont appliquées par des déplacements contrôlés et

similairement les angles de chargement sont (0°, 30°,45°, 60°, et 90°) par rapport à l’axe

de la fissure initiale (Fig. V.15). L’angle 0° correspond au mode I pur, et 90° correspond

au mode II pur. Les essais statiques sont effectués sur une machine de traction électronique

100KN qui est montrée par la Fig. V.14. Pour l'effet de l'inclinaison du chargement sous

l'effet du charge statique, en va créer des graduant de degré sur le mandrin puisque il y a

une possibilité de monter les éprouvettes en plaques sur les mors de ce mandrin (Fig.

V.14).L'effet de l'angle de chargement sur le taux de croissance des fissures et de

déformation d'angle est analysé. des solutions obtenues dans la mécanique de la rupture

élastique linéaire pour les domaines de fissure sous l'effet des types de chargement

différents qui peuvent être idéalisé comme étant en mode I , et en mode I, II (2D).

Pour le chargement inclinée, les combinaisons de chargement qui impliquent un mode

mixte (mode I et II), le comportement de croissance de fissure est liée à la condition de

charge.

Fig. V.14 : Représentation de la machine d'essai de traction incliné avec éprouvette

Pour la partie numérique, on applique une charge de traction orienté suivant des

différents angles par rapport à l'origine de xy et on suppose une pré-fissure initié suivant

l'axe x au bord du trou à un angle de 0° par rapport au repère global OXY. Puis on analyse

la variation du FIC(K) pour des différents angles d'orientation de chargement suivant les

deux directions à savoir α = 0º, 30°, 45°, 60°, et α = 90º. 



V.2.2.2. Géométrie de la plaque et condition

Vu la symétrie de la plaque et ses conditions aux limite une demi plaque seulement est

considérée (Fig. V.15) dans

la rigidité globale de l'échantillon. Le matériel a été supposé homogène, avec un

comportement élastique linéaire.

selon les expressions [7] suivantes

Pଵ = −P = Pቀ
ଵ

ଶ

Pଶ = Pହ =

Pଷ = −Pସ = Pቀ
ଵ

ଶ

Où : P= 15KN, c=2b, et

charges de traction de sollicit

Tableau V.2 : Chargement

(a)géométrie du demi plaque

Fig. V.15: Demi-plaque chargée en traction incliné

Charge
Angle

=0°

=30°

=45°

=60°

=90°

x

P

X

Y
y

R=20mm



Point de fissure

a



=0°,30°;45°, 60°,90°

90 mm

P4 P5

P1 P2

b
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Géométrie de la plaque et conditions aux limites de chargements

de la plaque et ses conditions aux limite une demi plaque seulement est

) dans l'intention d’éviter le mouvement du corps rigide,

la rigidité globale de l'échantillon. Le matériel a été supposé homogène, avec un

comportement élastique linéaire. La charge appliquée est lié avec des charges ponctuelles

suivantes :

ቀ
ଵ

ଶ
cos α +

ୡ

ୠ
sin αቁ

= P sin α

ቀ
ଵ

ଶ
cos α −

ୡ

ୠ
sin αቁ

N, c=2b, et  varie selon la direction de la fissure, les valeurs P

sollicitation sur la plaque données sur le Tableau V.2

hargements en mode mixte pour les différents angles

(a)géométrie du demi plaque (b) maillage du demi plaque

plaque chargée en traction incliné à différents angles avec pré

P1=-P6 en MPa P2=-P5 en MPa P3=-

7,5 0

21,49 7,5

26,52 10,61

29,73 12,99

30 15

L’angle de
propagation

Point de fissure

=0°,30°;45°, 60°,90°

90 mm

150 mm

c

P6

P3
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chargements

de la plaque et ses conditions aux limite une demi plaque seulement est

l'intention d’éviter le mouvement du corps rigide, sans affecter

la rigidité globale de l'échantillon. Le matériel a été supposé homogène, avec un

est lié avec des charges ponctuelles

(V.1)

selon la direction de la fissure, les valeurs Pi sont les

u V.2.

en mode mixte pour les différents angles de fissurations 

(b) maillage du demi plaque

pré-fissure suivant (x)

-P4 en MPa

7,5

-8,505

15,91

-22,23

-30



V.2.2.3. Résultats numériques

Les essais sont effectués sur

caractéristique présentés dans les tableaux

taux de mixité Mp
c= 0,75 et l

(30°, 45°, 60°, 90°). Une stratégie de calcul est mise en œuvre sur la base de la méthode

des éléments finis utilisant la méthode du

BEM et XFEM en utilisant

ont permis de définir le mode de propagation des fissures

statique inclinée (mode mixte)

contrainte correspondant à chaque mode.

en mode mixte est vérifié.

Les résultats de la simulation numérique sont comparés aux résultats expérimentaux

de bons résultats ont été observés

toutes les interactions de contact faisant

présentés sur la Fig. V.16.L

plaque trouée est présentée sur la

plaque a été soumise à des charge

Fig. V.16 : Propriété d'interaction de surface

et conditions aux limites

Ainsi la fonction de distance signée pour décrire la surface de la fissure(PHILSM) et

fonction de distance signée pour décrire le front de fissure initial

émis numériquement.

Chapitre V: Résultats

numériques obtenus en mode mixte

Les essais sont effectués sur des éprouvettes en alliage d’aluminium

caractéristique présentés dans les tableaux IV.2 et IV-3.On suppose que la valeur critique du

0,75 et les charges appliquées sont inclinées à

ne stratégie de calcul est mise en œuvre sur la base de la méthode

utilisant la méthode du "quart de point spécial" impliquant l

ant les logiciels ANSYS et ABAQUS. Les résultats obtenus nous

ont permis de définir le mode de propagation des fissures sous l'effet du chargement

statique inclinée (mode mixte) et de calculer les valeurs de leurs facteurs d'intensité de

dant à chaque mode. Le modèle proposé de propagation des fissures

Les résultats de la simulation numérique sont comparés aux résultats expérimentaux

de bons résultats ont été observés. Pour les propriétés d'interaction de sur

toutes les interactions de contact faisant référence à cette interaction de surface

La variation de STATU XFEM au voisinage de la fissure dans la

est présentée sur la Fig. V.17. Afin la générer la remontée de la fissure, la

a été soumise à des charges mentionnées dans le tableau V.2 ( varie de

'interaction de surface Fig. V.17 : Affichage de STATU XFEM

conditions aux limites des Endommagés

fonction de distance signée pour décrire la surface de la fissure(PHILSM) et

fonction de distance signée pour décrire le front de fissure initiale(PSILSM) peuvent être

s obtenues et discutions
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es éprouvettes en alliage d’aluminium 7075-T6, avec des

n suppose que la valeur critique du

différents angles 

ne stratégie de calcul est mise en œuvre sur la base de la méthode

"quart de point spécial" impliquant les approches

. Les résultats obtenus nous

sous l'effet du chargement

et de calculer les valeurs de leurs facteurs d'intensité de

Le modèle proposé de propagation des fissures

Les résultats de la simulation numérique sont comparés aux résultats expérimentaux et

es propriétés d'interaction de surface régiront

référence à cette interaction de surface sont

XFEM au voisinage de la fissure dans la

générer la remontée de la fissure, la

varie de0° à 90°).

Affichage de STATU XFEM

Endommagés

fonction de distance signée pour décrire la surface de la fissure(PHILSM) et la

(PSILSM) peuvent être



Le modèle numérique créé nécessite

signée PHILSM. Lorsque on

variables de sortie PHILSM, ABAQUS / CAE cr

XFEM (où la valeur de la fonction de dista

affiche un tracé déformé ou de contour, les éléments fissurés dans la région enrichie sont

visibles, comme illustré sur

(a) Surface de fissure

Fig. V.1

Pour les résultats de la simulation numérique

mentionnées auparavant, la contrainte équivalente de Von Misses

différents chargements Fi en mod

Fig. V.19 : Contraintes de Von Mises à un angle

Chapitre V: Résultats

numérique créé nécessite une sortie de champ pour la fonction de distance

on ouvre un fichier de base de données de sortie contenant les

de sortie PHILSM, ABAQUS / CAE crée une vue coupée le long de la fissure

XFEM (où la valeur de la fonction de distance signée est zéro). Par conséquent

affiche un tracé déformé ou de contour, les éléments fissurés dans la région enrichie sont

sur la Fig. V.18.

urface de fissure (b) Front de fissure

Fig. V.18: Affichage de modélisation d'une fissure

es résultats de la simulation numérique de la plaque trouée soumise

la contrainte équivalente de Von Misses est

en mode mixte et présenté dans les Fig. V.19-V.

: Contraintes de Von Mises à un angle de fissuration
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la fonction de distance

e données de sortie contenant les

une vue coupée le long de la fissure

gnée est zéro). Par conséquent lorsqu’on

affiche un tracé déformé ou de contour, les éléments fissurés dans la région enrichie sont

ront de fissure

de la plaque trouée soumise à des charges

est obtenue pour les

V.23.

de fissuration =0°



Fig. V.20 : Contraintes de Von Mises à un angle

Fig. V.21 : Contraintes de Von Mises à un angle

Fig. V.22 : Contraintes de Von Mises à un angle

Fig. V.23 : Contraintes de Von Mises à un angle

Chapitre V: Résultats

Contraintes de Von Mises à un angle de fissuration

Contraintes de Von Mises à un angle de fissuration

: Contraintes de Von Mises à un angle de fissuration

3 : Contraintes de Von Mises à un angle de fissuration
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de fissuration =30°

de fissuration=45°

de fissuration =60°

de fissuration =90°

30,73°

40,9°

51,23°

72,23°



En conséquence, les fonctions

initial(PSILSM) des plaques trou

peuvent être déterminées et

Fig. V.25

Fig. V.

Fig. V.

Fig. V.

Chapitre V: Résultats

es fonctions de distance signée pour décrire le front de fissure

des plaques trouées sous l'effet de chargement statique en mode mixt

peuvent être déterminées et illustrées sur les Fig. V.24-V.28.

Fig. V.24 : PSILSM à un angle =0°

Fig. V.25 : PSILSM à un angle =30°

Fig. V.26 : PSILSM à un angle =45°

Fig. V.27 : PSILSM à un angle =60°

Fig. V.28 : PSILSM à un angle =90°
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de distance signée pour décrire le front de fissure

s sous l'effet de chargement statique en mode mixte



Les variations des contraintes selon le

plaque troué sous l'effet de

Fig. V.29-V.33.

Fig. V.2

Fig. V.

Fig. V.31

Fig. V.

Fig. V.

Chapitre V: Résultats

es variations des contraintes selon le Statut XFEM au voisinage de

sous l'effet des chargements statiques en mode mixte sont

Fig. V.29 : Statut XFEM à un angle =0°

Fig. V.30 : Statut XFEM à un angle =30°

Fig. V.31 : Statut XFEM à un angle =45°

Fig. V.32 : Statut XFEM à un angle =60°

Fig. V.33 : Statut XFEM à un angle =90°
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XFEM au voisinage de la fissure dans la

sont illustrées sur les



Les fonctions de distance

plaques trouées sous l'effet de chargement statique en mode mixte

Fig. V.34-V.38.

Fig. V.

Fig. V.35

Fig. V.36

Fig. V.37

Fig. V.38

Chapitre V: Résultats

de distance PHILSM signées pour décrire la surface de la fissure

s sous l'effet de chargement statique en mode mixte sont

Fig. V.34 : PHILSM à un angle =0°

Fig. V.35 : PHILSM à un angle =30°

Fig. V.36 : PHILSM à un angle =45°

Fig. V.37 : PHILSM à un angle =60°

Fig. V.38 : PHILSM à un angle =90°
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pour décrire la surface de la fissure des

sont illustrées dans les



Les Facteurs d'intensité de contrainte

chargement  en mode mixte
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Fig. V.39 : Facteur d'intensité de contraintes sous l'effet de chargement incliné

V.2.2.4. Discussions des résultats

D’après les résultats obtenus, il est clair de voir que l

5mm de pré la fissure et de 20 mm du rayon du

chargements inclinés pour 

les résultats des figures montrent un bon accord

numériques pour les différents

Fig. V.40 : Angle de propagation de fissure sous l'effet de la charge de traction incliné

Chapitre V: Résultats

Facteurs d'intensité de contraintes (FIC) KI et KII en fonction de l'angle de

en mode mixte sont illustrés sur la Figure V.39.

20 40 60 80

64°

Angle de chargement 

K
I
, méthode BEM

K
II
, méthode BEM

K
I
, méthode XFEM

K
II
, méthode XFEM

K
I
, expérimentale

K
II
, expérimentale

63°

Facteur d'intensité de contraintes sous l'effet de chargement incliné

ions des résultats obtenus

D’après les résultats obtenus, il est clair de voir que la fissure se propage à partir de

de 20 mm du rayon du trou c’est-à-dire de 25mm,

 = 0°, 30°, 60° et 90°. Au début de la propagation des fissures

montrent un bon accord entre les résultats expérimentaux

pour les différents angles de chargements.

ngle de propagation de fissure sous l'effet de la charge de traction incliné
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en fonction de l'angle de

, méthode XFEM

Facteur d'intensité de contraintes sous l'effet de chargement incliné

a fissure se propage à partir de

25mm, sous l'effet des

de la propagation des fissures,

les résultats expérimentaux et

ngle de propagation de fissure sous l'effet de la charge de traction inclinée
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Les contraintes de traction autour de la pointe de front de la fissure dominent entre

l'angle 0° et l'angle de charge α ≈ 63°,64° ; respectivement pour les méthodes BEM et 

XFEM, mais au-dessus de cette valeur les contraintes de cisaillement dominent. Pour un

chargement incliné statique, l'angle de bifurcation de la fissure sous l'effet du chargement

incliné n'est pas constant. Sur la Fig. V.40on observe que l'angle initial de propagation est

différent des autres angles.

Les résultats présentés dans le tableau V.3montrent les différentes mixités élastiques et

plastiques ainsi que l'angle de bifurcation de la fissure statique sous l'effet de chargement

mixte (chargement incliné) pour les différentes valeurs .

Tableau V.3: Angles de bifurcation de fissure et les taux de mixité pour différents 

en ° 0° 15° 30° 45° 60° 75° 90°

Me 1 0,9593 0,8304 0,6817 0,5132 0,324 0

MP 1 0,9282 0,8502 0,7515 0,6127 0,3569 0,003

 0 20,72 30,73 40,9 51,23 -61,72 72,23

Il est clair de voir que sous l'effet de l'inclinaison du chargement de l'angle  = 0 (mode I)

à l'angle=90° (Mode II), il y a une diminution de la mixité élastique Me et du taux de

mixité Mp, ainsi il y a une évolution de l'angle de bifurcation de la fissure. On sait en

milieu élasto-plastique, le taux de mixité Mp est utilisé pour décrire les champs singuliers

de contraintes. Les critères de bifurcation peuvent être établis en se basant sur les champs

de contraintes exprimés en termes de l’intégrale J du taux de mixité Mp.

Dans notre travail on a supposé que la valeur critique du taux de mixité est Mp
c= 0,75

(voir ci-dessus), donc:

- Si : Mp  Mp
c  La rupture est par traction ou clivage (KI KII)

- Si : Mp  Mp
c  La rupture est par cisaillement (KI  KII)

a) Angle de chargement 0°

Pour un chargement statique ayant un angle d'inclinaison de =0°, c.-à-d. une rupture

par traction axial en mode I pure (KII=0, cisaillement nulle) d'après la figure, la mixité

élastique Me et le taux de mixité Mp = 1, supérieur au taux de mixité critique Mp
c = 0,75, la

rupture et par traction (KI KII). L’angle de fissuration initiale égale à 0° (Fig. V.41).



Fig. V.41: Angle de fissuration sous l'effet d'un chargement

b) Angle de chargement 30°

Lorsque l’angle de chargement est égal à

ceci correspond à la rupture par clivage

fissuration est de 30,73° (

petite partie de cisaillement, mais

Fig. V.42 : Angle de fissuration sous l'effet d'un chargement a un angle 30°

Lorsque les angles de bifurcation varier avec la longueur de la fissure,

fissuration est de 30,73°,

donnés dans le Tableau V.4

Tableau V.4 : Angles de fissuration d

statique



a (mm)

°
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Angle de fissuration sous l'effet d'un chargement à un angle 0°

Angle de chargement 30°

Lorsque l’angle de chargement est égal à 30°, le taux de mixité Mp =

eci correspond à la rupture par clivage ou traction (KI KII, KII

(Fig. V.42). En effet, l’angle de bifurcation semble suivre une

de cisaillement, mais la direction de clivage est plus dominante.

Angle de fissuration sous l'effet d'un chargement a un angle 30°

les angles de bifurcation varier avec la longueur de la fissure,

, alors que l'angle final est égal à - 0,38° et les résultats sont

donnés dans le Tableau V.4.

ngles de fissuration d’éprouvette en alliage d’aluminium sous une charge

statique à un angle de chargement de 30°

l’éprouvette en alliage d’aluminium

a (mm) 5 7,4 10,4 14,2 19,5

30,73 -0,69 -0,8 -1,94 -0,38

30,73°

s obtenues et discutions

127

un angle 0°

= 0,85  Mp
c = 0,75 ;

 0) et l’angle de

bifurcation semble suivre une

est plus dominante.

Angle de fissuration sous l'effet d'un chargement a un angle 30°

les angles de bifurcation varier avec la longueur de la fissure, l’angle initiale de

et les résultats sont

aluminium sous une charge



c) Angle de chargement 60°

Lorsque l’angle de chargement est de

ceci correspond à la rupture par

(voir la Fig. V.43), effet de cisaillement et important que celle de clivage ou traction, donc

il y a une transition du clivage vert cisaillement

Fig. IV.43 : Angle de fissuration sous l'effet d'un chargement a un angle 60°

Les angles de bifurcation varier avec la longueur de la fissure (voir le tableau

l’angle initiale de fissuration

Tableau V.5 : Résultat des angles de fissuration de l'éprouvette en alliage d'al
une charge statique



a (mm)

°

d) Angle de chargement 90°

Lorsque l’angle de chargement est de

ceci correspond à la rupture par

72,37° (Fig. V.44), effet de cisaillement et très important que celle de clivage ou traction,

donc il y a une rupture par cisaillement

Fig. V.44 : Angle de fissuration sous l'effet d'un chargement a un angle 90°

Chapitre V: Résultats

Angle de chargement 60°

Lorsque l’angle de chargement est de 60°, le taux de mixité Mp = 0,6127

ceci correspond à la rupture par cisaillement (KIKII), l’angle de fissuration est de 51,23

, effet de cisaillement et important que celle de clivage ou traction, donc

il y a une transition du clivage vert cisaillement.

Angle de fissuration sous l'effet d'un chargement a un angle 60°

Les angles de bifurcation varier avec la longueur de la fissure (voir le tableau

fissuration est de 51,72°, alors que l'angle final est égal à

: Résultat des angles de fissuration de l'éprouvette en alliage d'al
une charge statique à un angle de chargement 30°

60° l'éprouvette en alliage d'aluminium

(mm) 5 7,4 10,4 14,2 19,5

51,72 -1,78 -1 -4,43 -0,51

Angle de chargement 90°

Lorsque l’angle de chargement est de 90°, le taux de mixité Mp = 0,003

ceci correspond à la rupture par cisaillement pure (KI  KII), l’angle de

, effet de cisaillement et très important que celle de clivage ou traction,

donc il y a une rupture par cisaillement.

Angle de fissuration sous l'effet d'un chargement a un angle 90°

51,23°

72,23°
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0,6127  Mp
c = 0,75,

fissuration est de 51,23°

, effet de cisaillement et important que celle de clivage ou traction, donc

Angle de fissuration sous l'effet d'un chargement a un angle 60°

Les angles de bifurcation varier avec la longueur de la fissure (voir le tableau V.5),

alors que l'angle final est égal à -0,51.

: Résultat des angles de fissuration de l'éprouvette en alliage d'aluminium sous

003  0  Mp
c = 0,75,

l’angle de fissuration est de

, effet de cisaillement et très important que celle de clivage ou traction,

Angle de fissuration sous l'effet d'un chargement a un angle 90°
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Les angles de bifurcation varier avec la longueur de la fissure (voir le tableau V.6),

l’angle initiale de fissuration est de 72,37°, alors que l'angle final est égal à - 0,87.

Tableau V.6 : Résultat des angles de fissuration de l'éprouvette en alliage d'aluminium sous

une charge statique à un angle de chargement 30°

l'éprouvette en alliage d'aluminium

a (mm) 5 7,4 10,4 14,2 19,5

° 72,37 -4,2 3,8° -0,26 -0,87

La Fig. V.45 montre l’évolution des contraintes équivalentes en fonction de la longueur

de fissure. Cette augmentation est importante à l'angle de 30° que celle de 45°. Tandis que

l'évolution des pourcentages d'erreur des solutions numériques étudiées (Fig. V.46) est

calculée par rapport aux expérimentales. Une augmentation des erreurs est observée en

fonction de la longueur de la fissure et du pourcentage d'erreurs est considérable pour la

méthode des BEM par rapport a la méthode XFEM.
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Fig. V.45 : Le FIC en fonction de la longueur de fissure pour différente angle de chargement
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Fig. V.46 : Erreur des différentes méthodes numériques en fonction de longueur de la fissure
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V.3. Effet du chargement dynamique par fatigue

V.3.1. Effet du Maillage dans la fissure au tour du trou de la plaque

Les charges appliquées sont des forces de traction concentré axiale dans l'analyse de

fatigue en cycle-bas en utilisant l'approche cyclique directe dans le logiciel ABAQUS,

notre objectif c'est de voir l'effet de maillage sur la propagation de la fissure , le premier

maillage c'est un maillage normale simple le deuxième est plus fin voir la Fig. V.47.

1ére Maillage avec 2608éléments 2éme Maillage avec 37111 éléments

Fig. V.47 : Géométrie de la plaque avec deux types de maillages

Pour le maillage simple, on observe que l'angle de propagation de la fissure presque 0°,

d'après la Fig. V.48-49 pour les contraintes de Von Mises et le Statut XFEM , une seule

fissure amorce et se propage le long de la plaque, par contre dans le deuxième maillage on

a plusieurs fissures qui s'amorcent et se converge vert une seule fissure à la fin soit pour la

contrainte de Von Mises (Fig. V.50) soit pour le Statut XFEM (Fig. V.51).

Fig. V.48: Contraintes de Von Mises et chemin de propagation de fissure, mode I et maillage simple
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Fig. V.49: Statut XFEM et chemin de propagation de la fissure en mode I pour un maillage simple

Fig. V.50: Contraintes de Von Mises et chemin de propagation de fissure en mode I et maillage fin
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Fig. V.51 : Statut XFEM et chemin de propagation de la fissure en mode I pour un maillage fin

V.3.2. Chemin de propagation de la fissure sous l'effet de la position du trou

V.3.2.1. Plaques trouées avec une pré-fissure à ses bords

Nous avons considéré ici deux éprouvettes trouées et pré-fissurées en deux endroits

(bord de la plaque),la première fissure a une distance de x1 du trou et la deuxième a une

distance de x2, les deux éprouvettes soumises à un essai de traction (voir Fig. V.52).

Fig. V.52 : Géométrie des deux plaques trouées et pré-fissurées au bord

Pour une fissure débouchant au bord de la plaque et près du trou de la plaque, on

observe que la trajectoire de la fissure se propage vers le trou de la plaque, et la

concentration de contraintes est dans le front de la fissure en rouge et la partie fissurée loin

du front de fissure et en vert (soulagement de contraintes) voir la Fig. V.53.

P

P

x'=x2
x'=x1

P

P
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Fig. V.53: Contraintes de Von Mises et chemin de propagation de la fissure au voisinage du trou

Fig. V.54 : Contraintes de Von Mises et chemin de propagation de la fissure loin du trou

V.3.2.2. Plaques trouées avec deux pré-fissurées à ses bords

Dans ce cas une éprouvette trouée, et pré-fissurée en deux endroits (bord de la plaque) ;

la première fissure a une distance de x1près du trou et la deuxième a une distance de x2 loin

du trou , soumise à un essai de traction (Fig. V.55).
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Fig. V.55 : Géométrie de plaque trouée ayant deux fissures aux bords

Pour le cas de deux fissures débouchantes au bord de la plaque la première pré du trou a

une distance x1 et la deuxième loin du trou de la plaque à une distance x2, la direction de

propagation de la première se fait vers le trou de la plaque, la deuxième se propage a un

angle horizontale loin du trou (Fig. V.56).

Fig. V.56 : Chemin de propagation des deux fissures initiée du bord de la plaque trouée

P

x'=x1

x'=x2

P
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V.3.2.3. Plaques trouées avec deux pré-fissures au bord de la plaque et du trou

Considérons une plaque ayant deux fissures la premier et amorcé a travers le trou la

deuxième et au bord de trous a une distance variable x' (Fig. IV.57), puis en analyse le

chemin de propagation de la fissure suivant la distance x'.

(a) Distance x1=15mm (b) Distance x2=25mm (c) Distance x3=40 mm

Fig. V.57 : Géométrie de la plaque ayant deux fissures

Fig. V.58 : Influence de la distance entre deux bouts de fissures sur la direction de propagation

Fissure 1

Fissure 2

Fissure 1

Fissure 2

Fissure 2

Fissure 1
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Le chemin de propagation de la fissure sous l'influence de la distance entre deux bouts

de fissures à la présence du trou dans la plaque sur la direction de propagation (Fig. V.58),

la première fissure s'amorce du trou de la plaque et la deuxième a une distance x'.

Le paramètre x' influe sur la direction de propagation de la fissure ainsi que la position du

deuxième fissure par rapport au trou de la plaque. Une comparaison de la prédiction du

chemin de propagation de la fissure (Fig. V.57-58), plus que la valeur de x' est petite plus

que les deux fissures se rencontrent, vu la présence des deux zones plastique qui se

rapprochent et qui facilite la propagation de fissures l'un vers l'autre.

V.4. Conclusion

La propagation d'une fissure est possible dans les trous des plaques, en présence

d'une concentration de contraintes fragilisant la structure. Cette concentration tend vers un

amorçage de fissure imprévisible et difficile à modéliser. Il faut donc créer le démarrage de

la fissure manuellement. En effet, l'étude numérique réalisée sur l'influence de la position,

de l'angle d'initiation autour du trou de la plaque mince d'aluminium et sur le

comportement sous l'effet d'une simple charge de traction (mode I) ou inclinée (mode

mixte). En considérant l'élément de traction quart de point singulier, de chaque côté de la

fissure, on peut déduire qu'il faut choisir l'élément quart de point et le raffinement du

maillage pour une meilleure convergence vers une solution exacte.

On note une proportionnalité entre la propagation de la fissure et le facteur d'intensité

de contraintes. Les méthodes XFEM et BEM, selon une singularité d'approximation, ont

montré de faibles niveaux d'erreur par rapport aux méthodes classiques d'éléments finis,

qui ont montré des niveaux d'erreur plus élevés. Le XFEM permet de calculer une

propagation avec un seul maillage, tandis que le BEM nécessite une discrétisation à la

frontière de l'objet. Pour une bonne investigation, il est impératif de connaître le point de

départ de la fissure et son angle de propagation qui est responsable du type de contraintes

(traction ou cisaillement) autour du point de la pré-fissure, et leur mode (mode pur ou

mixte). Ainsi que de voir la variation de l'angle bifurcation de la fissure suivant l'angle de

chargement (chargement en mode mixte). La concentration des contraintes autour du trou

d'une plaque engendre des zones plastiques, qui prédisent le chemin de propagation vers le

trou ou vers une autre fissure. Aussi et pour des différentes fissures distantes l’une de

l’autre, il serait clair de noter que plus que ces distances sont petites plus que les deux

fissures se rencontrent, vu la présence des deux zones plastiques qui se rapprochent et qui

facilite la propagation de fissures l'une vers l'autre.
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Conclusion générale

La propagation des fissures est un phénomène stochastique impossible à éviter dans

les éléments des domaines de la technologie moderne. L’analyse de la propagation de ces

fissures dans les corps isotropes ou orthotropes est donc nécessaire pour la conception et le

dessin de ces éléments afin d’éviter leur rupture, leur détérioration et augmenté leur duré

de vie. Ces analyses sont basées essentiellement sur des calculs théoriques, numériques ou

expérimentaux. Notre travail est consacré à l’analyse de la propagation des fissures autour

des trous dans les plaques minces bidimensionnelles sous l’effet des charges extérieures.

Ces trous sont souvent inévitables pour permettre un assemblage résistant entre les corps,

les plaques ou les structures bi ou tri dimensionnels. Dans notre cas, des analyses statiques,

dynamiques et expérimentales sur la propagation des fissurations autours des trous

circulaires et elliptiques dans les plaques minces en matériaux isotropes d’aluminium et

d’alliage d’aluminium sous l'effet des conditions extérieurs ont été considérés. L’analyse

numérique a été réalisée en se basant sur les codes APDL basés sur la combinaison de

l'approche par les méthodes des MEF, BEM et XFEM en utilisant les logiciels ANSYS et

ABAQUS.

Dans notre travail, l’état de contraintes et de déformations à n’importe quels points

de la plaque et particulièrement au voisinage du trou ont été déterminés théoriquement,

numériquement tout et expérimentalement tout en déterminant les facteurs d’intensité de

contrainte (FIC) sous l’effet des conditions extérieures ainsi que sous l’effet de

changement de températures. Dans le cas de changement de température, cette dernière

influe beaucoup sur le facteur d'intensité de contrainte qui devient très important pour des

grandes longueurs de propagation de fissures.

L’analyse statique a été réalisé expérimentalement où les différents valeurs des

facteurs d'intensités de contraintes (FIC) ont été déterminés pour les différents modes de

ruptures à savoir: mode I, mode II et mode mixte et ce au bord des trous des plaques et non

loin sous l’effet des forces et des conditions extérieures. Le FIC ainsi que les contraintes de

Von mises ont été déterminés pour différentes positions et angles d’amorçages des

fissurations (0°, 30°, 45°, 60°, 90°) expérimentalement et en utilisant les différentes

méthodes numériques. Il a été noté que pour une fissure amorcée à 0°, le facteur

d'intensité de contrainte KI prend sa valeur maximale pour un angle de 0° puis il diminue

progressivement jusqu'à atteindre sa valeur minimale à l'angle de 90°. Alors que KII prend
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la valeur zéro à l'angle de 0°, il augmente pour s'approcher de la valeur maximale à

90°.Aussi il été observé que la contrainte de Von Misses augmente en fonction de la

longueur de fissure, alors qu'elle diminution en fonction de l'angle de propagation (). Les

contraintes de traction et de cisaillement autour de la pointe de la pré-fissure sont

équivalentes à l'angle 72° pour les résultats expérimentaux, et égales à 78° et

82,4°respectivement pour les résultats numériques des méthodes XFEM et BEM. La

contrainte de traction dominent et au-dessus de cette valeur et la contrainte de cisaillement

devient plus dominante. Alors pour une fissure amorcée à 45°, cela donne lieu à deux

modes de ruptures (I et II) ainsi qu’à un autre mode dit mode mixte.

L’analyse dynamique a été aussi réalisée numériquement et les facteurs d'intensités

de contraintes déterminés tout en utilisant des maillages dans la fissure au tour du trou de

la plaque. Les charges appliquées sont des forces de traction concentré axialement dans en

cycle-bas en utilisant l'approche cyclique directe du logiciel ABAQUS tout en considérant

des maillages simples et des maillages fins. Il a été trouvé que le maillage fin donne des

résultats plus convergents. Par ailleurs, la détermination du chemin de la propagation des

fissures dans les plaques en fonction de la position du trou a été considérée. On remarque

que le choix des distances de la position de l’amorçage de la fissure influe sur la direction

de la propagation de la fissure pour le cas d’une ou des deux positions fissures par rapport

au trou de la plaque. Une comparaison de la prédiction du chemin de propagation de la

fissure est restreinte plus que la valeur des distances est petite plus que les deux fissures se

rencontrent, vu la présence des deux zones plastique qui se rapprochent et qui facilite la

propagation de fissures l'un vers l'autre.
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Perspectives

En perspectives, l’état actuel des choses dans les domaines des nouvelles technologies

de la mécanique, l’aéronautique, le génie civil et la biomécanique nécessite des analyses

plus approfondies sur la propagation des fissures à différents états statiques, dynamiques

ou fluides. Pour éviter ces ruptures ou ces désastres totales, d’importantes et adéquates

conceptions et design de ces technologies sont nécessaire dans leurs états réels, à savoir

continus, discrets, élastiques, plastiques ou composites. Généralement, ces structures sont

souvent analysées à leur contrainte nominale qui ne dépasse pas la limite d'élasticité du

matériau et soient à l'abri de la ruine ou de la rupture de type ductile ou de type fragile.

Cependant, elles peuvent survenir à une fissure soit préexistante ou créée par fatigue

d’où des catastrophes brutales seraient inévitables. En conséquence, elles doivent être

analysé précisément pour pouvoir éviter leur rupture et estimer d’une manière fiable leur

durée de vie en tenant compte d’autres axes de recherche et de développements tels que:

- Définir précisément les pertes des performances de la structure au niveau des fissures

durant son fonctionnement tout en développant des équations adéquates comme adapté

dans le cas réel à l’état statique, dynamique ou aérodynamique ;

- S’intéresser davantage à la nature de la fissure tout en définissant leurs propriétés

élastiques, plastiques ou résiduelles en introduisant les conditions aux limites réelles tels

que les charges, la fatigue, l’humidité, les températures et autres ;

- Développer des modèles de calcul en tenant compte de l’état actuel de la structure et

de ces conditions extérieures réelles qui doivent être décrites par des éprouvettes présentant

leur état microstructural comme à l’état réel de la structure ;

- Utiliser des programmes de calcul numériques plus récents (2015-2018) surtout pour

les structures complexes, afin de modéliser leur dégradation ou leur délaminage sur tout

pour les matériaux orthotropes laminaires à l’interface de la fibre et/ou de la matrice ;

- Et enfin, éviter les modes de sollicitations extérieures brusques tels que les chocs, les

crashs, les accidents ou les chutes provoquant des fissures de hautes amplitudes d’où la

rupture totale de la structure.



"Analyse et modélisation des fissurations dans les plaques trouées sous l’effet des conditions extérieures"

Résumé : Le problème de fissurations dans les structures continues telles que les plaques, les poutres, les barres, les treillis ou les
coques est souvent très apparent au voisinage des trous de rivetages, d’entailles ou d’autres congés de raccordement. En fait, les plaques
trouées assemblées par rivetage ou boulonnées ont une grande importance dans les domaines d’applications de la mécanique,
l’aéronautique, l’aérospatial et le génie civil et peuvent être l’objet de fissurations considérables autour de leurs trous, et diminuer leur
durée de vie ou même provoquer leur rupture totale ou leur désastre. La présence de ces trous conduit à un affaiblissement de la structure
sous l’effet de concentrations de contraintes ou de déformations locales qui peuvent engendre un amorçage de fissure. Ces
concentrations de contraintes sont souvent inévitable dû à l’effet des conditions extérieures telles que : les forces, les contraintes, les
changements de températures, l’humidité et d’autres. Il est donc nécessaire de connaître ces facteurs d’intensité de contraintes associés à
chaque géométrie de la plaque, afin d’analyser son état de contraintes et de déformation ainsi que ses modes de fissurations qui peuvent
être suivant les modes I, II et III ou mode mixte. L'analyse de la propagation des fissures dans les structures en plaques industrielles
conduit à évaluer leur durée de vie avant leur rupture brutale.

Notre travail, consiste à l’analyse statique et dynamique de la propagation des fissurations autours des trous circulaires, elliptiques et
d’autres formes dans les plaques 2D (bidimensionnel) minces d'aluminium sous l'effet des forces appliquées externes. La position
d'amorçage du trou est définie par un point sur le bord du trou et l'angle d'inclinaison par rapport à l'axe orthonormé (X, Y) dont le centre
est le centre du trou. Ainsi que l'inclinaison du chargement (charge en mode mixte). En conséquence, une stratégie de calcul est mise en
œuvre sur la base de la méthode des éléments finis «quart de point spécial» impliquant l'approche BEM et XFEM utilisant logiciel
ANSYS et ABAQUS. Les résultats obtenus sont permis de définir les modes de fissurations dans les trous des plaques. Les valeurs du
facteur d'intensités de contraintes correspondants à chaque mode de fissuration sous l’effet des conditions extérieures telle que le
chargement en mode I ou en mode mixte ont été déterminées pour les différentes méthodes de calcul utilisées et de bonnes concordances
avec les résultats analytiques ont été remarquées. Les résultats numériques sont comparés aux résultats expérimentaux et de bons
résultats ont été observés. Ces concentrations de contraintes sont trouvées au voisinage des trous qui engendrent une zone plastique
influe sur le chemin de propagation de la fissure, ce qui est conseillé de distancier le perçage des trous dans les plaques afin d’éviter
leurs ruptures faciles et d’augmenter leur durée de vie.

Mots clés : Plaques trouées, trous circulaires, trous elliptiques, fissuration, facteurs d’intensités de
contraintes, modes de rupture, méthodes numériques, conditions extérieures.

"Analysis and modelling of cracks in the holed plates under the effect of external conditions"

Abstract: The problem of cracks in continuous structures such as plates, beams, bars, trellis or hulls is often very apparent around
riveting holes, notches or other connecting leaves. In fact, the holed plates assembled by riveting or bolted are of great importance in the
fields of applications of mechanics, aeronautics, aerospace and civil engineering and they can be the object of considerable cracking
around their holes. The presence of these cracks leads to a weakening of the structure as a result of concentrations of local stresses or
deformations that can decrease their lifespan or even cause their total rupture or their disaster. These stress concentrators are often
unavoidable due to the effect of external conditions such as: forces, stresses, temperature changes, humidity and others. It is therefore
necessary to know these stress intensity factors associated with each geometrical plate, in order to analyse its state of stress and strain
state as well as its cracking modes which can be according to modes I, II and III or mixed mode. The analysis of the propagation of
cracks in industrial plate structures leads to evaluating their lifespan before their sudden rupture.

In our work consists of the static and dynamic analysis of the propagation cracks around circular, elliptical holes and other shapes in
thin 2D (two-dimensional) aluminum plates under the effect of external applied forces. The starting position of the hole is defined by a
point on the edge of the hole and the angle of inclination with respect to the orthonormal axis (X, Y) whose center is the center of the
hole. As well as the inclination of the load (mixed mode). Consequently, a calculation strategy is implemented based on the “special
quarter point” finite element method involving the BEM and XFEM approach using ANSYS and ABAQUS software. The results
obtained are allowed to define the modes of cracking in the holes of the plates. The values of the factor of stress intensities
corresponding to each mode of cracking under the effect of external conditions such as the loading in mode I or in mixed mode were
determined for the various calculation methods used and good agreement with the results. Analytical have been noticed. The numerical
results are compared with the experimental results and good results have been observed. These stress concentrations are found in the
vicinity of the holes which generate a plastic zone influencing the propagation path of the crack, which is advisable to distance the
drilling of holes in the plates in order to avoid their easy ruptures and to increase their lifetime.

Keywords: Holed plates, circular holes, elliptical holes, cracking, intensity stress factors, breaking modes, numerical
methods, external conditions.

"ة تحت تأثیر الظروف الخارجیةثقوبح المالوالأالشقوق في  ةنمذج تحلیل و"

التثبیت، نكات أو ھیاكل غالبا ما یكون واضحا جدا في محیط ثقوب نالجملوالقضبان،الجوائز،الصفائح،تكسیر في الھیاكل المستمرة مثلالمشكلة إن :ملخص

رة في مجالات تطبیقات المیكانیكا ، ھي ذات أھمیة كبیالبراغيتجمیعھا من خلال التثبیت أو التيصفائح المثقوبة لافي الواقع، فإن .تقریب آخر من الاتصالأو )فتحات(

تركیزاتكل نتیجةایؤدي وجود ھذه الشقوق إلى إضعاف الھی.ثقوبالتشققات معتبرة حولع ووالطیران ، والفضاء والھندسة المدنیة ، وأنھا یمكن أن تكون موض

لإجھاد غالبا ما لا یمكن تجنبھا بسبب تأثیر الظروف الخارجیة ل ذه التركیزاتھ.أو التشوھات المحلیة التي یمكن أن تقلل من عمرھا أو حتى تسبب تمزقھا الكليالإجھاد

لذلك فمن الضروري أن نعرف ھذه العوامل شدة الإجھاد المرتبطة كل لوحة ھندسیة، من أجل و.القوات، والضغوط، وتغیرات درجة الحرارة والرطوبة وغیرھا: مثل

.نوع وسائط تكسیر التي یمكن أن تكون في الوضع الأول والثاني والثالث أو الوضع المختلطتحلیل حالتھ من الإجھاد والتشوه، فضلا عن 

الساكنة نھائیة في حالات لالالصفائح ذات الأبعاد ادائریة، بیضاویة وأشكال أخرى من ثقب في الثقوب الفي عملنا، تم النظر في تحلیل لانتشار الشقوق حول 

المحددة العناصر  ةنمذجى علالمستخدمة طرق الحساب د عتمت.سلوك مرن خطييذأو وسط متماثل ق الاضطرابات الصغیرة لبیئة وتجرى الدراسة في سیا.دینامیكیةو

سمحت لنا النتائج التي تم الحصول علیھا بتحدید ).XFEM(والعناصر المحدودة الممتدة )BEM(الثلاثیة مقارنة بالأسالیب الرقمیة الأخرى مثل عناصر الحدود 

وقد تم تحدید قیم عوامل تركیزات شدة الإجھاد المقابلة لكل وضع تكسیر .اع التشقق في اللوحات حول الثقوب، والتي ھي من النوع الأول والثاني والوضع المختلطأوض

لعثور على ھذه العوامل الإجھاد التركیز تم اولقد.بسبب الظروف الخارجیة لمختلف الطرق المستخدمة في الحساب وتطابق جید مع النتائج التحلیلیة تلك التي لوحظت

.سھل وزیادة عمرھاالكسر أو التمزق المن أجل تجنب الصفائح ن الثقوب في بیالمسافة نكبر  لتكون مھمة جدا في محیط الثقوب التي سوف یكون من المستحسن أن

.، ظروف خارجیةحسابیةكسر، أسالیب التطرقعوامل شدة الإجھاد،بیضاویة الشكل، تكسیر،  ثقب بة، ثقب دائریة،وثقم حاوللأا:الكلمات الرئیسیة


