République Algérienne Démaocr atique et Populaire
Ministere de I’enseignement supérieur et de la recherche scientifique

Université M entouri de Constantine
Faculté des sciences et sciences de I’ingénieur
Département de Génie civil

These
Présentée Pour obtenir le dipldbme de doctor at en sciences
En génie civil
Option : structure

APPROCHE ORIENTEE OBJET DE LA METHODE
DESELEMENTSFINIS

Par
BELGASMIA MOURAD

Soutenue le 03/12/2006.

Devant lejury :
Présdent : CHIKH Nasr Eddine Pr. Universitéde Constantine

Rapporteur :  Guenfoud Mohamed Pr. Université de Guema

Examinateurs. Benmansour Toufik MC. Université de Constantine
Zarour Nasr Eddine M C. Université de Constantine
Guenfoud Salah MC. Université de Guema
Belounar Lamine MC. UniversitédeBiskra

session 2006




REMERCIEMENT

Que messieurs les professeurs M.Guenfoud & T. Zimermmann, trouvent ici I’expression de
toute ma gratitude pour leurs aides inestimables, leur compréhension et leurs encouragements.
Je leurs suis trés reconnaissant pour I’orientation et le savoir si important que j’ai trouvés en
leur noble personne.

Jetiens aussi aremercier le professeur Francois Frey d’avoir accepté de m’accueillir dans son
laboratoire de Mécanique des structures et des milieux continus (Lausanne Suisse) et de
mettre a ma disposition tous les moyens nécessaire pour pouvoir peaufiner ma recherche.
Jetiens aussi a présenter mes remerciements les plus ardents a messieurs les membres de jury

d’avoir accordé amon travail une importance tres encourageante.



Table des matiéres

TABLE DESMATIERES

REMIE CIBIMENES ... vttt e e e e e e e e e et e e e e I
RESUIMIE ..t e e e e e e e 1
LISt dESTIQUIES ... et e e e e e e e e e 1l
Notations et SYMbBOIES ... i VI
10 o [T {0 o 1

CHAPITRE | : LESLOGICIELSELEMENTSFINISTRADITIONNELSEN
LANGAGE FORTRAN

1.1. Introduction ..
1.2. Structure de donnees et archltecture du programme« FEAP» .......................

1.2.1. Lesstructuresde base du FOrtran ............coooeviiiiiei i e e e,

1.2.2. Lesstructuresde donnéesde FEAP ...,
1.3. Leslogiciels de modélisation .. .

1.3.1 Evolution des technlqu&s numerlque et des modeles phy5|ques ................

1.3.2 Variété deslogiciels ...

1.33. Evolutlond&sloglmels
1.4. Orientation souhaitable pour la nouvelle generatlon de Iog|C|eIs cereeenee. 10

w w

©O© O© 0o~ w

1.4.1. L architecture .. . e 10
1.4.2. Lelangagedemodellsatlon P 10
1.4.3.Le langage de codage. .. P K 1

CHAPITRE Il : PROGRAMMATION ORIENTEE OBJET

2.1. Introduction .. P )
2.2. RappelssurIaprogrammatlonorlenteeobjet A )
2.2.1. Classes et objet — Encapsulation .. e ]2
222Her|tage 16
2.2.3. Polymorphisme ... N ¥
224, Llalsondynarnlque 20
2.2.5. dlfferenttypedemodedeprogrammatlon 21

CHAPITRE 11l : LA PROGRAMMATION ORIENTEE OBJET EN ELEMENT
FINISET UNE EXECUTION EFFICACE EN C++

3.1. Introduction .. 22

3.2. L architecture du concept dela programmatlon Orlentee Objet dans un Iangage

classique............ i, DD
3.2.1. Lesnlveauxdabstractlonenc++ e e e, 2D
3.2.2 ProgrammatlonsencompletantIesllbrames 26



Table des matiéres

CHAPITRE IV : THEORIE D’ELASTICITE ANISOTROPE ET DES
PLAQUESEN FLEXION

4.1. Notiondecontinuitéetd’homogénéité................................................... 29
4.2. Notion d’anisotropie ......... et 29
4.3. Etatsdecontramteﬁetdedeformatlons P24 |
4.4. Relation contraintes - deformatlons........................... D O
4.5. Symétrie élastique .. . PP 2
4.6. Theorlesdesplaquesenflexmn PP 7
4.6.1 Définition d’une plague... PP 7
4.6.2 Hypotheéses.... . PPN (<)
463Convent|onsdesgnepourdeplacementsetrotatlons................................. 36
4.6.4 Relations cinématiques.... PSPPI 1
4641Champdedeplacements 37
4.6.4.2 Champ de déformations.............coeieviiiiiiiiie i e e een. 38
4.6.5 Relations contraintes-déformations.............cooveviiiiiiieiiiieie e e 39
4.6.6 Relations efforts résultants-déformations................cccoviiii i i veeeeen. 40
4.6.7 Formulation en statique lINaire..........co.oevviieiiiieiiiecie e e e 41
4.6.7.1 Principe destravaux VIrtuels.............coooii i, 41
5

CHAPITREV : ELEMENTSFINISDE PLAQUE EN STATIQUE ET EN
DYNAMIQUE LINEAIRE

5.1 Discrétisation du champ de déplacements .............coeeevveeeeeeveennn... 43
5.2. Discrétisationduchampdedéformations................................................. 44
5.3 Matrice de rigidité ... 45
54Vecteurchargeequwalent e AT
55Formulatlondesequatlonsdemouvementendynarnlque e, A8
5.6 Formulation des équations de mouvement... e, A8
5.7 Matrice de masse SlEMENLAITE. ................roveoeesooeoeees oo, 49
5.8 Intégration numérique. .. e e, 49
5.8.1 Méthode de Gauss. . U UUURUR = 0
5.8.2 Intégration réduite, mtegratlonselectlve 50
5.9 Methodeﬁdereﬁolutlondeﬁsystem%dusecondordre Y -0
5.9.1. La méthode de superposition modale.............ccccveiiiciii i veine . B1
5.9.2. Laméthode de résolution directe.............cccoceveviiiiiiic i iiiiie . 51
5.9.3Méhodede Newmark............ccooviiiiiii i e e e e B

CHAPITRE VII : LA PROGRAMMATION ORIENTEE OBJET EN
ELEMENTSFINISDANSLE DOMAINE NON LINEAIRE
6.1Problémedesvaleursauxconditionsstatique............................................. 53
6.2 Plagticité de Von Mises... P -
6.3 Critére de Von Mises... O Y 4
6.4 Lamatrice constitutive elasio plasthue ........................................................ 58
6.4.1 Définition de la matrice constitutive elasto- plasthue................... cievenne.. B8
6.5 Cas elasto-plastique... : PR e
651Laformegeneralede| algorlthmedecalcul descontramt&s eeiineie. B0

56

6.6. AlgOrithme de réSOlULION. .. ... .. ie e e e e e e e e e e 52



Table des matiéres

CHAPITRE VIII : VALIDATION ET TESTSNUMERIQUES

7.1. Validation en statique linéaire. .. PP PPPPPPPPPPUPRPPPR o =1
7.11. Plaquesmmc&slsotropes eviee.. 65
7.1.1.1. Plaquecarreesmplement appuyeesur c&quatrecot& ... 65

7.1.1.2. Plaque carrée encastrée sur ces quatre cotés... NP oY 4

7.1.2. Plagues minces orthotropes.... . reiereeien.., 09
7.1.2.1 Plagues minces orthotrop&s sumplement appuyee cverenn... 09

7.1.2.2 Plagues mmcesorthotropes encastrée sur cesquatrecotes ceeveene... 09

7.2. Validation en dynamique linéaire... e e T3
7.2.1. Plagues minces isotropes.... Y
7.2.1.1. Plaquecarreeencastreewruncote N &

7.2.1.2. Plague carrée simplement appuyeesur cesquatrecote e 75

7.2.2. Plagues minces orthotropes. .. e 77
7.2.2.1. PIaquecarreeencastreewrsesquatre cot&s N 4

7.3. Plaques minces isotropes en statique non-lineaire... Y £°)
7.3.1. Plague carrée encastrée sur ses quatre cotés. .. Y (*
7.3.2. Plaquecarreesmplementappuyeesursesquatrecot&s N £
7.4. Discussion des resultats. . Y 7



INTRODUCTION GENERALE

Les logiciels actuels de modélisation numérique, et en particulier les codes d’analyse
des structures par la méthode des éléments finis, reposent encore essentiellement sur des
schémas et des méthodes des premiers temps de I’informatique. Il a été ainsi accepté jusqu’a
récemment que les codes éléments finis ne puissent réaliser que des analyses sur des données
statiques et bien définies au départ par I’utilisateur. Les résultats du calcul devaient également
suivre un format déterminé. Ainsi a-t-on continué de développer les codes de modélisation
avec le langage Fortran et le style procédural, bien adaptés a ce monde « de serveur
numerique ». A I’oppose, en conception assisté par ordinateur, les données sont changeantes
en valeur, mais aussi en forme. Elles sont modifiées par le logiciel ou, de maniére interactive,
par |’utilisateur. Le développement de tels logiciels de CAO se fait en plus en utilisant des
langages modernes et des méthodologies logicielles fondées sur I’approche objet. Jusgqu’a
présent la cohabitation entre le monde de la conception et celui de I’analyse a été réalisée par
des couplages entre des logiciels développés indépendamment, communiquant d’une maniére
limitée ou indirecte a travers des données partagées. Ce type d’intégration faible offre une
solution a court ou moyen terme, donnant certaines satisfactions, mais figeant chagque partie
dans son role primitif. Cela conforte ce qui a toujours existé au détriment de ce qui devrait ou
pourrait exister.

Pourtant I’analyse numérique est entrain de vivre une triple révolution. En premier
lieu, son champ d’action est de plus en plus vaste et complexe. Fortran, outil (logiciel)
traditionnel des numériciens concu il y a plus de 30 ans, a du mal a suivre cette évolution. La
seconde mutation qui frappe I’analyse numérique s’appelle « adaptativité automatique » ;
nous sommes loin des données statiques entrées par |’utilisateur, la programmation structurée
ne nous semble pas un outil adéquat a cette nouvelle forme d’analyse numérique.

Enfin, I’accroissement considérable de la mémoire centrale des ordinateurs permet
aujourd’hui d’envisager des structures de données plus riches, congues pour le confort et la
productivité du programmeur, et non plus dans le strict souci d’économiser des octets.

Depuis environ douze ans, un nombre de plus en plus de chercheurs et de
développeurs des programmes d’analyse numérique S’intéressent ou font le pas vers la
programmation orientée objet. Les langages utilisés sont variables, Object-pascal, CLOS,
SmallTalk ou C++, avec une actuelle prédominance de ce dernier.



Selon nous, I’approche objet est une opportunité pour repenser et redéfinir 1I’ensemble des
entités intervenant dans la méthode des éléments finis. || serait dommage, et presgue néfaste,
de garder les représentations qui étaient adaptées a une autres forme de programmation. Pour
aler plus loin dans les logiciels d’analyse numérique, il ne nous apparait pas insensé de
vouloir, atravers la programmation objet, pratiquement repartir a zéro.

Le but de ce travail, est I’implémentation d’un élément plague isotrope et orthotrope
dans un code élément finis orienté objet en utilisant le langage C++. Pour ce faire cette these
se présente comme sulit :

- Le premier chapitre est consacré a un rappel sur les structures de données traditionnelles et
sur la programmation procédurale des codes éléments finis en Fortran. Nous soulignons leurs
limitations face aux nouveaux défis de la modélisation numérique.

- Le chapitre |1 expose les principes de la programmation orientée objet.

- Le chapitre Il est consacré a I’efficacité du C++ en programmation orientée objet en
éléments finis.

- Lathéorie d’élasticité anisotrope et des plaques en flexions est décrite dans le chapitre IV.

- Le chapitre V est consacré a la formulation de I’élément quadrilatéres isoparamétriques
dans le cas statique et dynamique.

- Le chapitre VII expose la théorie de plasticité ainsi qu’a I’organisation d’une partie du code
en C++.

- Enfin le chapitre V111 est consacré aux différents tests numériques ainsi que la validation des
résultats.

- en trouve en annexe les classes les plus importantes du code orienté objet avec le langage

C++.
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CHAPITRE 1

LESLOGICIELSELEMENTSFINISTRADITIONNELS EN LANGAGE FORTRAN
1.1 Introduction

L’introduction du langage Fortran par John Backus en 1954 a coincidé avec
I’émergence des méthodes numériques utilisant les ressources des premiers ordinateurs.
Depuis lors, Fortran n’a cessé de jouer un réle central dans le domaine de plus en plus vaste
de la simulation numérique. Ce langage de programmation permettant une compilation tres
efficace a é&é jusqu’a présent considéré comme étant la meilleure arme pour lutter contre
I’ennemi numéro un de I’ingénieur numéricien : le temps de calcul. Les codes scientifiques
devenaient bien toujours un peu plus complexes et donc toujours plus difficiles a maitriser.
Aucun autre langage ne pouvait offrir d’attraits rivalisant avec la rapidité du Fortran. Les
bibliotheques mathématiques comme NAG, LINPACK ou EISPACK, naturellement écrites
en Fortran, on imposé un peu plus le langage. || n’est donc pas surprenant que la quasi-totalité
des codes scientifiques, et en particulier des codes pour la méhode des éléments finis soit
écrits avec ce langage.

Les choses sont pourtant en train d’évoluer rapidement et les structures de données classiques
et le langage Fortran sont peut—étre a remettre en cause.

Dans la premiére partie de ce chapitre, a travers le programme « FEAP » (Finite
Element Analysis Program) de R.L.Taylor, nous ferons un rappel sur les structures de
données traditionnelles ainsi que sur les architectures des codes éléments finis classiques, en
analysant leurs forces et leurs limitations. En seconde partie, nous ferons un tour d’horizon
des différents types de logiciel de modélisation et des défis qu’ils devront relever dans le futur
et nous nous interrogeons sur leur capacité a les relever. Enfin, la troisiéme partie sera
consacrée a nos propositions pour palier ces limitations.

1.2 STRUCTURE DE DONNEESET ARCHITECTURE DU PROGRAMME
« FEAP»
1.2.1 Lesstructuresde base du Fortran
La simplicité du langage est due a la pauvreté de ses types de structures. Il n’en offre en
fait qu’un seul, statique, le type tableau. L’avantage de ce type de structure est |’adressage
direct donc simple et rapide, mais le probléme inhérent a sa nature statique est qu’il impose
unetaille qui doit étre définie ala compilation. Toutes les déclarations de tableaux ne peuvent

se faire qu’avec des dimensions statiques.
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1.2.2 Les structures de données de FEAP

Le programme FEAP (Finite Element Analysis Program) écrit par R.Ltaylor et détaillé
dans le livre de Zienkiwicz & Taylor nous servira de référence dans cette partie. Bien sir tous
les autres codes éléments finis en Fortran écrits a travers le monde n’ont pas exactement les
mémes structures de données ni la méme organisation. |ls en sont cependant trés proches (par
exemple RE_FLEX de [2] ou DLEARN de [22] et I’étude de FEAP suffit pour comprendre
un nombre de points forts et de faiblesses de I’ensemble de ces codes traditionnels. A la base
de FEAP nous trouverons le classique common blanc dimensionné par une constante

INTEGER* 2 M
COMMON M (32000)
COMMON /PSIZE/MAX
MAX = 32000

Le common blanc est partitionné pour recevoir les structures de données statiques et
dynamiques : tableaux d’entiers, de caractéres ou de réels. Un jeu d’entier permet de retrouver
les positions des débuts de chacun de ces tableaux. On qualifie ces entiers de « pointeurs ».
Dans FEAP, ils se trouvent dans deux commons et sont initialisés par la routine de contréle
PCONTR et laroutine de gestion du common PSETM (fig.1.1). Les tableaux n’ont donc pas
de caractéere propre et explicite; ils n’ont pas vraiment de réalité informatique et seuls les
pointeurs les définissent de maniere implicite. Le common blanc est en fait le seul véritable
« objet » informatique. Tous les autres sont a gérer par le programmeur, ce qui donne certes
une grande liberté, mais exige en contrepartie une gestion tres rigoureuse.

COMMON / MDATA/NN,/ NO, N1, N2, N3, N4, N5, N6, N7, N8, N9,N10,N11,N12, N13
COMMON / MDTA2/ N11A, N11B, N11C, IA (2,11)

PCONTR doit lire sur un fichier d’entrée les divers entiers nécessaires: nombre de noauds
(NUMNP), d’éléments (NUMEL), de matériaux (NUMAT), le nombre maximum de degrés
de liberté par noaud (NDF), la dimension d’espace du probleme (NDM) et le nombre
maximum de noauds par éléments (NEN).

Décrivons quelques un de ces tableaux

D (18, NUMAT) données des matériaux (limité a 18 mots par matériau)

4
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F (NDF, NUMNP) forces nodales et déplacements

ID (NDF, NUMNP) conditions aux limites puis numéro d’équations
IX (NEN1, NUMEL) connectivité des nceuds local -->globale

X (NDM, NUMNP) coordonnées des nceuds

1 NDF x NUM NP 3200f
" F
! ! !
N7 NS N9

Figure 1.1 Le Common blanc, les pointeurs et le vecteur F

Common fixe

Lataille du common est fixée a la compilation. C’est une limitation non naturelle imposée a
I"utilisateur. S MAXM est trop petit, son calcul ne passera pas; il devra faire une
modification dans le source et recompiler. Si en revanche MAXM est trop grand, les autres
utilisateurs peuvent, sur certaines machines, étre pénalisés par cette grosse réservation de
mémoire.

M émoire non dynamique

La taille des tableaux n’est pas toujours calculable a priori. 11 existe de nombreux exemples
dans I’implémentation de la méthode des éléments finis ou, au cours de I’exécution, on a
besoin de mémoire temporaire de taille inconnue : mailleurs, algorithmes de numeérotation,
algorithmes de recherche, post-processeur, etc. Ainsi, lorsgu’une routine a besoin de maniére
interne de mémoire dynamique, deux solutions sont généralement employées. La premiére,
simple consiste a lui passer un vecteur de travail (de taille fixe pris dans le common blanc) en
espérant qu’elle n’en aura pas besoin de plus. L utilisateur (consommateur de mémoire) doit
avoir un ordre d’idées a priori sur I’espace a réserver ce qui n’est ni naturel, ni fiable. Avec la
seconde solution, on a recours a un ensemble de routines pour gérer |I’espace mémoire du
common blanc. Dans ce cas, il faut pouvoir allouer et désallouer a la demande des tableaux de
taille quelconque. FEAP ne propose que I’allocation par sa routine PSETM. Dans DLEARN
la routine s’appelle MPOINT et réalise quasiment le méme service avec en plus le fait de

pouvoir nommer les tableaux dans le common blanc par une chaine de caractéres.

5
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Méme pour les structures globales permanentes (tableaux 1D, IX, F...) il devient vite trés
utile, lorsque le code se complexifie, de disposer d’un outil (gestionnaire) pour gérer les
tableaux et les pointeurs a la place du programmeur. Celui ¢i n’a alors plus qu’a demander au
gestionnaire la création, puis la position et enfin la libération d’un tableau en fournissant
simplement une chaine de caractére en guise d’identificateur. L’écriture d’un bon gestionnaire
de mémoire dynamique est délicate en Fortran. On obtient de toutes facons, a cause de la
taille limitée MAXM, gu’une allocation pseudo-dynamique. De plus, ces modules ne sont
toujours pas indépendants car ils doivent connaitre les spécifications (intitulés et parametres)
des routines du gestionnaire et exigent en plus le common blanc en parametre, ce qui n’est
vraiment pas naturel pour le client.

Les langages modernes (Pascal, C, C++, Eiffel, Ada...) offrent tous, des possibilités
d’allocation et de désallocation de mémoire. Le programmeur a ainsi a sa disposition
généralement deux mots réservés du langage: maloc ou new, et free ou
unchecked deallocation.

Stockage monolithique

Les tableaux ID et IX sont dimensionnés par le nombre maximum de degrés de liberté par
noeud et le nombre maximum de noaud par élément. Dans le cas ou I’on utilise dans le méme
maillage des éléments a nombre de noauds ou de degrés de liberté (ddl) variable, I’utilisation
de lamémoire est peu optimale.

Ce stockage monolithique est également particuliérement génant lorsgue des éléments ou des
degrés de liberté sont gjoutés ou supprimés au cours du calcul comme lors d’un processus de
raffinement-déraffinement du maillage. Les structures de données doivent dans ce cas étre
beaucoup plus sophistiquées, I’allocation dynamique et les pointeurs des langages modernes
sont alors particulierement utiles.

Loin delaformulation

L acces aux éléments des tableaux se fait de maniéere trés abstraite: un ou deux entiers
servent a indicer chaque tableau. Pourtant les données ont trés souvent une signification
physique précise : coordonnee spatiale, type de ddl... dans lestableaux indicés par des entiers
le sens physique n’apparait plus, ce qui nuit a la compréhension et a la fiabilité du code. En
Fortran, nous ne connaissons malheureusement pas de moyen d’éviter cela. De plusil y aun
besoin évident pour une programmation a plus haut niveau d’abstraction, plus proche de la
formulation mathématique
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Peu fiable

Le common qui fait ici 32000 entiers de 2 octets soit 64 ko sert donc a stocker tous types de
tableaux, des entiers simples, doubles, des réels simples ou doubles, des caracteres, etc. c’est
une grande souplesse qu’offre le compilateur mais c’est dangereux. Un entier peut trés bien
étre recu par erreur dans une variable réelle (ou vice versa) et le compilateur ne le vérifie pas.

SUBROUTINE PROFIL (JD, IDL, ID, IX, NDF, NEN1)
INTEGER *2 JD (1), IDL (1), ID (NDF, 1), IX (NENL, 1)
CALL PROFIL ( M(N1,2), M(N1,3), M(N7), M(N9), NDF, NEN1)

Dans cet exemple, la routine PROFIL attend 4 tableaux d’entiers, 2 monodimensinnels, 2
bidimensionnels, et 2 entiers. La taille de ces tableaux n’est méme pas en paramétre (sauf
pour le premier indice des tableaux 2D). C’est au programmeur de faire tres attention a passer
les adresses correctes de début de ses « structures », et a ce que les tailles correspondent. La
routine PROFIL est peu autonome ; son bon fonctionnement dépend fortement de I’ extérieur.

On pourrait programmer de maniéere un peut plus sire en écrivant

SUBROUTINE PROFIL (JD, IDL , ID, IX, NDF, NUMNP, NEN1, NUMEL)
INTEGER* 2 JD(NDF*NUMNP) , ID(NDF,NUMNP) , IX (NEN1 ,NUMEL)

Mais cela augmente encore le nombre de paramétres et donc le risque de passage de données
aberrantes. En Fortran il N’y a aucune vérification du type des paramétres et tout le monde a
déja fait de nombreuses fois I’expérience de bogue di a une adresse de début erronée, a des
réels regus comme entiers ou a un dépassement de tableau.

Dans les langages fortement typés (presque tous les langages modernes), le compilateur
effectue les vérifications de nombre et de type pour chaque appel a un sous-programme
éliminant ainsi les risques du Fortran a cet égard.

Rapidité

Les structures de données en Fortran (i.e tableaux) sont trés simple et sont donc réputées trés
rapides ; Ce n’est pourtant pas tout a fait vrai. En effet, dans un tableau bidimensionnel, par
exemple X(NDM,NUMNP), I’acces a un élément de position (i, j)

Se fait en calculant la position X(1,1)+X(j-1)*NDM + i-1, soit une multiplication et quatre
additions d’entiers. Dans les parties du code ou il n’y pas d’optimisation (c’est fréquent),
I’utilisation d’un tableau de dimension NUMNP de pointeurs sur chacun des petits vecteurs

7
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de dimension NDM est plus efficace comme le montrent des exemples de gestionnaire de
mémoire, et de solveur écrit en langage C.

1.3LESLOGICIELSDE MODELISATION
1.3.1 Evolution destechniques numériques et des modéles physiques
Depuis le début du calcul scientifique, les techniques numériques ont considérablement
évoluées:
- Des premiéres éguations aux dérivées partielles résolues par différences finies, on
est passeé aux élémentsfinis et aux éguations intégrales.
- Les méthodes de résolutions ont été bouleversées: méthodes directes, méthodes
itératives, méthodes muti-grilles, méthodes de sous domaines....
Les modéles physiques se sont diversifiés et complexifiés:
- Passage de I’élagticité linéaire aux lois plastiques, viscoplastiques puis a
I’endommagement (local ou non local).
- Passage de la formulation en petites déformations, petits déplacements aux grandes
déformations, grands déplacements.
- Traitement des instabilités et bifurcation.
- Contact et frottement.
- Modéeles dynamiques
- De plus en plus le couplage entre les différents domaines de la modélisation :
mécanique des solides, thermique, mécanique des fluides, électromagnétisme.
Ces modéles physiques ont également introduit de nouvelles techniques numériques :
- Méthodes de résolution non-lineaires (Newton,...).
- Méthodes de traitement des instabilités (suivi d’arc).
- Méthode d’intégration en temps (Newmark, implicite-explicite).
Enfin, le besoin d’interfaces utilisateur conviviales permettant d’interroger le logiciel, aussi
bien pendant le calcul que lors du maillage ou de post-traitement, exige des trois programmes
de base de la méthode des éléments finis une plus grande cohésion et des structures de donnée

communes.

1.3.2 Variétédeslogiciels
On peut, en suivant I’analyse de Breitkopt & Touzout, décomposer I’ensemble des logiciels
de modélisation en 4 grandes familles
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Les logiciels de recherche généraux, servant de base de travail pour tester des modéles ou
méthodes novateurs, doivent étre souples et peuvent subir d’assez profondes modifications.
Ils devraient étre congus comme des constructions de « modules » indépendants et facilement
modifiables.

Les logiciels de recherche spécialisés modélisent un type de phénoménes particuliers et
utilisent des méthodes trés spécifiques. Tout comme les cousins généraux, les logiciels de
recherche spécialisés ont une interface utilisateur sommaire et les données que manipule le
chercheur sont de trés bas niveau (matrice et vecteur dans les commons) ; les commandes sont
des instructions Fortran

Les logiciels industriels généraux englobent un maximum de modéles et d’algorithmes. Ils
sont dotés d’une confortable interface utilisateur et peuvent communiquer avec de nombreux
mailleurs et post-processeurs. L’utilisateur manipule ici des données de haut niveau
(structures physiques, données géométriques) et les commandes sont lancées a la sourie. a
cause de leurs taille ces logiciels sont peu évolutifs.

Les logiciels industriels spécialisés, ou logiciels « métier », sont souvent des ex-logiciels de
recherche spécialisés qui ont éé fiabilisés, nettoyés et documentés. Les laboratoires
s’efforcent de transformer le plus rapidement possible leurs nouveautés en produit fiables afin
de gagner en renommée. De méme, les industriels cherchent naturellement a transférer
rapidement les résultats de la recherche vers leur code. On devrait donc améliorer la
continuité et la compatibilité entre logiciels de recherches et logiciels industriels, ¢’est—a-dire
chercher a professionnaliser les logiciels de recherche trop souvent « artisanaux ».

1.3.3 Evolution deslogiciels

Complexification

Comme nous I’avons souligné au paragraphe 1-3-1, les logiciels de modélisation ont
déga subi de profondes modifications pour intégrer les évolutions des modéles et des
méthodes numériques et dans une moindre mesure aux évolutions du langage Fortran.
Lorsgue nous parlons d’évolution des logiciels, ce n’est pas dans le sens d’une
evolution globale, ou un logiciel mourant laisse la place a un nouveau entiérement
réecrit, mais bien dans un sens d’évolution locale, chaque logiciel étant a chaque fois
adapté par souci de réutilisabilité. 11 s’ensuit des logiciels complexes peu lisibles qui
ont multipliés les tests et les branchements, méme au niveau des structures de données
de base. Cette tendance ne peut se confirmer ; la réutilisabilité devient de plus en plus

difficile a obtenir.
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1.4 ORIENTATION SOUHAITABLE POUR LA NOUVELLE GENERATION DE
LOGICIELS
On peut tenter de formuler quelgques orientations pouvant permettre de résoudre les difficultés

évoquées dans les deux paragraphes précédents.

1.4.1 L architecture

Pour augmenter la vitesse de transfert entre la recherche et I’industrie, il est indispensable
de réduire la différence entre logiciels de recherche et logiciels industriel. Un logiciel de
recherche doit ére dés le début tres bien écrit, bien structuré et d’approche facile.
Il faudrait également limiter la multiplication des logiciels. Pour cela il est nécessaire de
développer une base suffisamment souple pour que différents modules spécialisés viennent
s’y adapter.
Il faudrait aussi coupler le logiciel avec un systeme expert, seul moyen aujourd’hui pour
introduire de maniére simple et efficace les régles nécessaires a la prise de décision. 1l peut
également acquérir ces connaissances de maniére automatique avec I’expérience de calcul
déja effectué.
Il serait intéressant de classifier les modéles éléments finis dans le logiciel, c’est-a-dire de
définir des relations de parenté entre modéles (comme pour la classification des espaces
animales), on gagnera beaucoup en clarté dans I’organisation du code. On pourrait aussi écrire
des procédures valables pour toute une classe d’élément donc gagner en réutilisabilité. Cela
pourrait également aider le systéme expert a choisir le modéele le mieux adapté au probléme
POSE.
La programmation orientée objet nous parait apporter de bonnes solutions pour organiser le
code de maniére évolutive et claire. Elle peut, a notre avis, également faciliter I’introduction

d’un pilotage par un systéme expert dans le code.

1.4.2 L elangage de modéisation

Il faut utiliser un langage de modélisation de plus haut niveau, s’abstraire des détails
informatiques, et I'idéal ce serait de coder les formulations directement en langages
mathématiques. |1 faut définir des objets mathématiques (vecteurs, matrices, tenseurs...) ainsi
que les opérateurs que I’on peut leur appliquer. On note que le langage c++ peut étre tres utile
dans ce domaine gréce ala surcharge des opérateurs.

10
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1.4.3 Lelangage de codage

|1 doit déja aider a implémenter les souhaits formulés pour I’architecture et pour le langage de
modélisation. Il faut donc un langage plus puissant avec un gestionnaire de mémoire intégre,
pointeur aindice libre, un ensemble de types de structures de données plus riche. 11 doit é&re
trées modulaire et trés lisible. 11 doit fiabiliser le code : Réaliser le maximum de vérifications a
lacompilation et al’exécution et enfin il doit étre portable et rapide.

Conclusion

La discussion de ce chapitre met en évidence certaines rigidités et insuffisances des logiciels
de modélisation. Nous avons mis en avant quelques orientations qui nous paraissent
indispensables a I’écriture des logiciels modernes, et la programmation orientée objet nous
semble étre des voies prometteuses. Dans le prochain chapitre, nous ferons un rappel sur la
programmeation orientée objet.

11
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CHAPITRE 2
PROGRAMMATION ORIENTEE OBJET

2.1 Introduction

La programmation orientée objet commence depuis quelques années a étre utilisée dans les
codes éléments finis. Certes, de nombreux auteurs ont utilisé depuis longtemps certain
concepts de la POO (modules données + sous- programme, envois des messages) comme
C.Felippa, P.Breitkopf et G.Touzout, ou encore W.W.Tworzydlo et J.T.Oden, mais en
utilisant toujours le langage Fortran ou parfois pour quelques sous-programmes, le langage C.

Jusqu’en 1989, a notre connaissance, aucun papier ne traitait de I’emploi d’un langage orienté
objet pour le calcul scientifique. B.Forde et a semblent étre les premiers a s’intéresser au
sujet en décrivant une version objet (Object-NAP) écrit en pascal-Objet d’un code éléments
finis classique, NAP (Numerical Analysis Program). Depuis, plusieurs articles sur le sujet
sont parus : Miller en CLOS, Mackie en pascal-Objet, puis Sholtz en c++ T.Zimmermann et
al ont décrit un code prototype en SmalTalk [8],[9].

Notant que I’approche restait classique et le langage n’était employé que pour sa fiabilité, sa
lisibilité. Reconnaissons une préférence de plus en plus marquée des auteurs pour le C++, au
détriment des langages interprétés comme le CLOS ou Small Tlak.

Nous consacrons ce chapitre a des rappels sur la POO. On définira le concept de classe et

d’objet, I’héritage, de polymorphisme et de liaison dynamique.

2. 2RAPPELS SUR LA PROGRAMMATION ORIENTEE OBJET [4] [12] [25]
2.2.1 Classes et objet — Encapsulation

Comme le note J.Prosen, tout langage informatique est caractérisé par des « briques de
bases » pouvant se combiner pour donner des éléments de plus haut niveau. Dans les langages
procéduraux (Fortran, C, Pascal..) Ce sont des sous-programmes, les données étant écartées
de cette décomposition. Ces langages offrent la possibilité de définir des structures de
données et les routines de manipulation de ces structures dans des parties différentes du code.
I1'y a découplage entre la définition de la structure de données et les structures de programmes
associées.

Les langages orientés objet utilisent comme éléments fondamentaux des entités
autonomes (objets) qui représentent des abstractions du monde réel. Un programme ne se
caractérise plus par une suite de sous-programmes a exécuter mais par une décomposition en

classes, modeles d’objet réel dont les instances communiquent entre elles. L’objet est alafois

12
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une structure de données et un ensemble de sous programmes. Il regroupe des attributs
(données) et des méthodes (procédures et fonctions). Ses attributs sont cachés au « monde
extérieur » pour dissocier vue interne et vue externe et garantir ainsi son intégrité. On parle
d’encapsulation des données. Cette caractéristique peut étre plus ou moins assouplie suivant
les langages.

Dans la vaste galaxie des langages a objet Masini et a distinguent trois grandes
familles. Ceux qui privilégient le point de vue structurel appelés langage de classe : « L ’objet
est un type de données, qui définit un modele pour la structure de ses représentants physiques
et un ensemble d’opérations applicables a cette structure ». On peut citer des langages
comme Simula, SmallTalk , Ada], CLOS, C++, qui sont généralement a typage statique. Les
langages privilégiant le point de vue conceptuel sont appelés langage de représentation de
connaissances (ou langages de frame) : « L ’objet est une unité de connaissance, représentant
le protocole d’un concept » ce sont des langages proches de I’intelligence artificielle comme
KRL. Les langages d’acteurs privilégient le point de vue acteur : « |’objet est une entité
autonome et active, qui se produit par copie ». Actl. Enfin viennent les langages hybrides
alx croisées des chemins précédents avec LOOPS, YAFOOL etc.

A part certains langages de classe, trés peu ont atteint un état industriel et un nombre suffisant
d’utilisateurs pour garantir leur pérennité, souvent a cause d’une trop grande spécialisation ou
d’une trop grande lenteur d’exécution (langages interprétés). Nous nous restreignons donc,
dans cet apercu des langages a objets, aux langages de classes « généraux », atypage statique.

En langage de classe, on appelle classe et objet ce qu’on appelle type et variable dans
I”approche classique.

La programmation orientée objet s’appuie sur quatre concepts: I’Objet, la Classe,
I”’Héritage et le Polymorphisme.

Objet :
Un objet est caractérisé par une identité, un état et un comportement. L’identité est une

propriété qui distingue un objet d’un autre. L’éat d’un objet est sa mémoire, et son exécution
par des variables qui représentent ses données. Le comportement montre I’action de I’objet
sous son propre contréle ; comment ce dernier se comporte aux excitations extérieures. (Voir
figure 2.1)
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Identité

Output

Input—,

Etat

~ Output
Figure 2.1 Comportement et Etat d’un objet

Le comportement de I’objet est exécuté par un ensemble d’opérations travaillant avec
ses propres variables. Une opération souvent appelée méthode est une action que I’objet
exécute sous son propre contrble. Cependant, les méthodes et les données sont rassemblées
dans la méme enceinte (objet), et ils représentent I’interface qui est fourni a I’extérieur (voir

figure 2.2).

Nom de |’objet

Les données

Les méthodes

Interface Exécution
Figure 2.2 Encapsulation des données

L’objet communique avec un autre objet par le biais des messages ces derniers
spécifient :
Ladestination de I’objet auquel la demande est adressée.
La sélection de la méthode a exécuter.
L’objet est utilisé pour diverses raisons :
Facilité de compréhension et de réutilisation du code.
Amélioration de lafiabilité.
Facilité de compréhension.
Abstraction accrue.

Encapsulation accrue.
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Masquage amélioré des informations.

Classe:
Une classe regroupe les objets partageants les mémes propriétés; qui sont: les

données et les méthodes. Elle est aussi une collection d’objets indifférents de leurs états
respectifs, ainsi I’objet est identifié comme étant une variable abstraite.

La classe spécifie un certain nombre d’attributs et les méthodes pouvant opérer sur ces
attributs Figure.2.3. A partir delaclasse, on instancie des objets que |I’on active par voie des
messages. Le message active I’action, mais le détail de I’opération est laissé au controle de
I’objet. On parle alors d’encapsulation des données et du comportement de I'état.

Element
_ number
Stiffness Matrix
Message .
\\‘
Give
M ethod
GiveNode :i

Figure 2.3 Concept de classe

Définir les objets par la seule encapsulation revient a définir ce qu’on appelle généralement
destypes de données abstraits (TDA).

On introduit en plus une organisation entre les objets de deux maniéres assez
complémentaires : la composition et la classification

La composition exprime le fait de définir un objet en le congtituant d’autres objets plus
élémentaires. Les attributs d’un objet peuvent donc étre eux-mémes des objets et il y a
communication entre composés et composants. Par exemple une voiture est composee
d’objets « roues», qui ont leur comportement propre mais qui obéissent a la voiture. La
conception orientée objet (COO) de G.Booch utilise uniquement la composition.

La classification exprime le fait que les classes puissent se regrouper symboliquement en
classes plus vastes et plus générales: La classe des voitures peut étre une sous-classe de la
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classe véhicules... un objet d’une sous-classe partage les propriétés de sa classe ancétre. On

parle d’héritage.

2.2.2Héritage

L’héritage est une propriété essentielle des langages orientés objet (LOO). Elle permet de
définir une nouvelle classe en partant d’une classe déja existante en ne rajoutant que la
différence. L héritage est dual : lorsgue I’on indique qu’une classe F hérite d’une classe A, on
obtient d’une part un héritage des attributs, ainsi la classe F possede déja au départ toute la
structure de A, mais aussi un héritage des méthodes de A. si I’on ne fait rien de plus, les deux
classes sont alors équivalentes (a ceci prés que F est une fille de A et non I’inverse). On a
heureusement la possibilité d’enrichir la classe F et de modifier son héritage.

Donc un type de donnée abstrait peut ére spécifié par la création d’un sous-type ou
bien d’une sous-classe qui hérite les structures de données et les méthodes a partir de leur
ancétre appelé souvent super classe. Le mécanisme d’héritage peut étre total comme dans le
langage Smalltalk, cela veut dire que tous les attributs et les méthodes sont héritées par leurs
sous-classes ceci a partir de leur super classe, mais quelques langages comme C++ et Java,
permettent le mécanisme d’héritage partiel en sélectionnant les variables et les méthodes
héritables. Tout en sachant que I’héritage peut ére simple ou multiple figure (2.4).
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Classe A Classe Al Classe A2
A\ 4 A\ 4
Classe B Clase C Classe B Clase C
Classe D Classe D
Cas d’héritage avec des conflits Casou laclasse A n’est pas déclarée virtuell

Figure 2.4 régler les conflits dus a l’héritage par des déclarations virtuelles

Enrichissement

La structure de données de F peut étre enrichie en ajoutant de nouveaux attributs a la
structure héritée. Si matrix-sym posséde un seul attribut dimension, alors matrix_sym skyline
classe dérivée le possédera de maniére automatique et I’on pourra rgjouter par exemple les
attributs ENV et PENV pour décrire le profil selon le stockage « en ligne de ciel ». De méme,
on peut enrichir les méthodes héritées.
M odification

Alors que I’on peut qu’enrichir I’ensemble des attributs (dans la plus part des LOO), il
est possible de modifier I’héritage des méthodes en les surchargeant. Une méthode doit étre
systématiquement surchargée : le constructeur qui alloue I’espace pour un objet, I’initialise et
met en place les mécanismes pour la liaison dynamique (que I’on va bientdt définir). On peut
également facilement concevoir que des méthodes trés spécifiques, comme I’gjout d’un réel
dans la matrice(Add), soient redéfinies pour chaque classe (puisque les représentations
internes sont différentes entre les classes matrix_sym skyline et matrix-sym-sparse par
exemple). Dans tous les cas il ne peut y avoir appauvrissement tant en attributs qu’en
méthodes. L’héritage s’appuie donc essentiellement sur un arbre d’héritage a la racine duquel
on trouve la classe la plus primitive ; plus on descend dans I’arbre, plus on précise et on
enrichit les classes. C’est un moyen tres puissant pour économiser les lignes de source et pour
réutiliser I’existant, donc pour réduire le nombre d’erreurs. Cependant I’arbre d’héritage
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(figure2.5) aun autre intérét : il permet la classification des classes entre elles et ce qu’on I’on
appelle le polymorphisme

Matrix-Sym

Matrix-Sym-Skyline Matrix-Sym-Sparse

Figure 2.5 Arbre d’héritage

2.2.3 Polymorphisme:

Le terme polymorphisme signifie la possibilité de prendre plusieurs formes. Le
polymorphisme peut apparaitre sous différentes formes, a titre d’exemple le polymorphisme
paramétrique est I’habilité de plusieurs objets de classes différentes de répondre au méme
message de différentes maniéres; en d’autres termes le message peut étre défini dans
différentes classes par différentes maniéres d’exécution, comme I’indique la figure 2.6

PARAMETRIQUE
UNNIVERSEL —
INCLUSION
POLYMORPHISME __|
SURCHARGE
AD HOC —
COERCITION

Figure 2.6 différentes formes de polymorphisme
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\ Truss

/

\ Plate

a4

Figure 2.7 Polymorphisme et I’appel calculé

Finite element

ComputeStiffnessMatri

Truss Plate

Le polymorphisme est aussi la possibilité de voir par exemple une variable (instance)
de la classe matrix_sym skyline comme également appartenant a la classe matrix-sym
puisgu’elle en possede toutes les caractéristiques. |1 y a inclusion dans classes dans leurs
classes parente. Un objet de la classe matrix_sym_skyline peut étre affecté atoute variable
de classe matrix_sym. Inversement, toute variable de type matrix_sym peut étre désignée

comme une instance de matrix_sym skyline ou de matrix_sym sparse. Héritage et
polymorphisme sont donc des notions étroitement liées.

Matrix_Sym

Figure 2.8 inclusions des sous-classes dans leur classe parente
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Ce pendant un probléme se pose : nous venons de voir d’une part qu’un objet peut étre en
fait classe variable et inconnue a la compilation et que d’autre part, on peut surcharger les
méthodes héritées. Comment dans ces conditions pouvons nous faire pour qu’un appel Add de
matrix_sym skyline si nous ayons a faire a une matrice profii ou a Add de
matrix_sym sparse si ¢’est une matrice a stockage éparse ? C’est ce qu’on appelle la liaison
dynamique (ou encore méthode virtuelle, late bending).

2.2.4 Liaison dynamique

On se rend compte que la liaison ne peut ére réalisée qu’al’exécution, au dernier
moment, I’orque la classe vraie de I’objet est connue (et pas seulement la classe générale). On
ne détaillera pas la fagon avec laquelle ce mécanisme est implémenté dans les LOO mais ils
convient de savoir que chague instance possede un attribut caché qui indique sa classe vraie
ainsi que la table des adresses de ses méthodes virtuelle (TMV). Un appel a Add déclenchera
un appel indirect ala méthode dont I’adresse dépend de la classe vraie de I’objet.

Au prix d’un léger surcolt d0 a I’adressage indirect, la liaison dynamique offre une
souplesse de programmation incomparable. On arrive ainsi a un bon compromis entre la
liberté totale du Fortran ou I’on peut mettre toute donnée (integer, real, double, character)
danstoute variable et le typage strict du C Pascal ou Ada.

2.2.5 Différent type de mode de programmation

I1'y adeux modes de programmation, programmation procédurale et programmation orientée
objet lafigure 2.9 illustre la différence entre les deux.
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Données communes
A A
Fonction 1 — —p] Fonctinn R |
. v
N Fonction2 [~ : Fonction 4
------------------- » Flux de données
> Flux de controle
Architecture Procédurale
Objetl Objet2
I v
ke C O ()
v
Objet3 Objet4
LT e S

.................... » Flux de données

— Flux decontrole Architecture Orientée Objets

Figure 2.9 différent type de mode de programmation
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CHAPITRE 3
LA PROGRAMMATION ORIENTEE OBJET EN ELEMENTSFINIS
EXECUTION EFFICACE EN C++

3.1 INTRODUCTION [12] :

Il est clair que pendant plusieurs années, I’amélioration de la modularité du code en
€léments finis demande une organisation des données, plusieurs auteurs ont fait de leur mieux
pour améliorer I’arrangement des données dans le contexte du langage fortran
[13].[21],[30],[36],[37].

La suffisance du concept de la Programmation Orientée Objet dans I’efficacité et la
compréhension de I’organisation des données dans les programmes d’analyse numérigue ont
€té seulement étudiés récemment. Baugh et Rehak [3] révele la séquentialité ainsi que la
nature contraignante de I’exécution classique des algorithmes, et ils ont introduit plus de
flexibilité dans I’organisation du champ de données.

Les premiers efforts qui touchent a I’architecture des logiciel en élément finis ont été
présenté par forde et al [16] et d’autre auteurs [11],[38], les autres progres sont dus a Fenves
[15], Miller [28] et Desjardin et Fafard [9].

Les principes fondamentaux de I’application de la technique d’Orientée Objet a la
méthode des éléments finis ont été présentés par [38], ces principes sont implémentés dans un
programme éléments finis écrits en smalltalk [11]. Le désigne de ce programme résulte sur
une haute modularité, facilité de compréhension, et un programme extensible ces qualités sont
basées sur :

- I’encapsulation des données :

Un objet est une variable munie d’une série de données de type protected (attribut) qui
permet d’exécuter ses méthodes et de gérer ses opérations d’une maniére autonome.
- I’héritage des classes :

Les différents types d’objets (ou classes) sont organisés en une simple structure
hiérarchique qui évite la duplication des codes.

- Lanon-anticipation :

C’est complétement nouveau comme concept de programmation destiné a la programmation
en éléments finis. C’est ce qu’on appelle la nouvelle modularité dans le temps; les méthodes
doivent étre indépendantes des contextes. Les deux concepts de base fournissent une forte

structure de donnée; cependant ils ne réglent pas le probléme de la ségquentialité des
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opérations, mais le concept de lanon anticipation le fait. C’est complétement nouveau comme
concept de programmation destinée a la programmation en élément finis, il affirme ceci :

Le contenu d’une méthode ne doit pas se poser sur une quelconque supposition de I’état de la
variable.

Exemple: la classe Element est en possession de I’attribut de locationArray, c’est 1a ou on
stocke la numérotation de I’équation de ses degrés de libertés, I’obtention de ce vecteur de la
classe Element peut ce faire par deux approches :

a) - L approche standard ; le programmeur envoie ala classe Element (disant element1)

Le message : loc=elementl—> formlocationArray( ) ceci dans le cas ou on sais
gue I’allocation d’un tableau n’a pas été formé.

Ou bien le message : loc=elementl — returnlocationArray( ) ceci dans le cas ou on
sait que I’allocation d’un tableau a été formée (le tableau existe).

Le trouble dans cette approche, c’est qu’il est tres difficile de connaitre quant est ce
gu’une variable ou un objet doit étre initialise, ceci entraine souvent le programmeur & une
anticipation d’opération trés délicates, avec une pensée en téte « je la calcule maintenant du
moment que je sais que je vais en avoir besoin aprés». Cette attitude tente d’organiser les
codes classiques en des véritables séquences d’opérations rigides empéchant ainsi la facilité
d’extension future.

b) — L’approche non anticipation : le programmeur ne doit pas faire aucune supposition sur
I’état de I’attribut locationArray ceci pour tous les cas en envoyant juste le message
loc=elementl —— givelocationArray( ).

La classe Element est munie d’une méthode qui est givelocationArray( ) cette derniere est

extrémement simple, elle est utilisée dans toutes les situations.

IntergeArray * Element : : givelocationArry ()

{
if (location Array == NULL)
return this — formLocation Array () ;
else

}

return locationArray ;

Figure 3.1 non anticipation
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Cette méthode consiste en un test : I’élément vérifie si I’attribut locationArray est nul (il
nN'existe pas) ou non (il existe), Sil nexiste pas I’élément exécute la méthode
formlocationArray( ),puis renvoie le tableau. Si par contre il existe, le tableau est renvoyé,
clairement le message ci-dessous : Elementt—> givelocationArray( ), peut ére inséré dans
n’importe quel endroit dans le programme et I’élément va toujours répondre d’une maniere
adéquate.

Les méthodes d’un objet peuvent étre exécutées dans n’importe quelle place dans le
programme, sans aucune opération sequentielle contraignante du code classique. Dans [14] la
modularité des logiciels est établie a partir du point de vue de maintenance du code
comparativement a |’approche procédurale ou I’amélioration est reportée sur toutes les parties
du code.

Premiérement : dans la compréhension du code: le code est facile a lire, plus homogéne et
beaucoup plus auto-descriptif.

Deuxiémement : dans I’extensibilité du code, des caractéristiques additionnelles sont faciles a
introduire

Troisiemement : dans le débogage du code, I’approche favorise un test local des nouvelles
parties du code et elles sont moins disposées a I’erreur (un nombre minimum est transmis a la
subroutine)

Le langage Smalltalk met a la porte un outils parfait pour un programme prototype en

élément finis, il a aidé les auteurs a se débarrasser des habitudes de la programmation
procédurale (Fortran), de comprendre le potentiel du concept de la Programmation Orientée
Objet, le choix adéquats des objets a introduire, assigner les bonnes opérations aux objets et
de gravir avec des regle profitable de programmation (principalement le principe de la non-
anticipation).
Cependant le Smalltalk est un langage trés long en exécution par exemple un maillage de 25
éléments bar d’un treillis, est solutionné a peut prés 100 fois plus lent qu’un code en Fortran
pour un méme type de maillage, et ce facteur augmente de plus en plus qu’on raffine le
maillage.

Le gain de I’efficacité numérique demande un passage a un autre langage. Le C++ a
€té choisi pour deux raisons :
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Premiéerement, pour son efficacité intrinseque ; c’est a dire qu’il est concu avec |’usage
combiné des avantages de la Programmation Orientée Objet et avec I’efficacité de calcul du
langage C.

La seconde raison, c’est que le C++ est vraisemblablement au moment de notre recherche le
langage Orienté Objet le plus utilisé dans les années a venir ceci est du a sa compatibilité avec

laforte utilisation du langage C et du fait que c’est un langage qui est dans le domaine public.

3.2 L’architecture du concept dela programmation Orientée Objet dansun langage
classque[12]

La programmation Orientée objet est intrinsequement moins efficace que la programmation
procédurale. La programmation orientée objet facilite le design de haut niveau du logiciel :
L’organisation du code et attendue a adhérer le plus possible a la maniéere humaine de penser.
La programmation procédurale est beaucoup plus orientée exécution des calculs, exactement
comme la machine qui organise les opérations et les données ceci généralement plus efficace
point de vue calcul.

Cette section explique comment un programmeur en c++ peut néanmoins gravir avec
efficacité d’exécution comparable a celle des programmes en fortran. Pendant |’utilisation
extensive des caractéristiques de I’orienté objet (haut niveau) du langage, la base qui nous
permet d’atteindre ce niveau d’efficacité est le signe le plus classique du c++ qui est du ala
similarité de ce langage avec le langage procédurale.

L’efficacité numérique dans le langage c++ peut ére atteint en deux manieres
complémentaires.

- en bénéficiant de I’ existence des différents niveaux d’abstraction (section 2.1)

- enorganisant les moules en des librairies (section 2.2)

3.2.1 Lesniveaux d’abstraction en c++

La programmation orientée objet favorise une haute abstraction comme clés de la
modularité et la réutilisabilité du code cependant dans certain cas, I’efficacité peut étre
obtenue seulement par une personnalisation d’une portion du code, pour une utilisation
spatiale, utilisant ainsi le bas niveau et ceci est au frais de la réutilisabilité du code. Cette
demande est strictement rigoureuse pour les opérations impliquant les matrices et les
tableaux.

Dans le but d’étre efficace, le langage doit se munir de la programmation bas niveau ;
C++ le fait comparativement au fortran, le c++ enveloppe entierement le haut, égal et bas
niveau d’abstraction
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Niveaux caractéristiques langages
d’abstraction
Haut Encapsulation des données
Héritage des classes smalltalk
Moyens  |Structure de données simples Ct++
Procédures standards Fortran/7 g
Fortran90
Bas L’utilisation des pointeurs

Figure 3.2 les niveaux d’abstraction en programmation

Au haut niveau d’abstraction, les caractéristiques de I’orientée objet comme I’encapsulation
des données et I’héritage des classes sont introduit. Le niveau d’abstraction moyen correspond
a la programmation procédure (appelle des procédures plutdt que I’envois des messages a des
objets). Le bas niveau d’abstraction conduit vers la possibilités de pointer directement a la
mémoires du micro (par exemple les indices des tableaux).

La bonne régle pour un design de haute qualité du code en c++ est de s’appuyer d’une
maniére extensive sur les caractéristiques de la haute abstraction de la programmation
orientée objet cependant accepter d’optimiser I’implantation de quelques opérations (bas
niveau) une telle tactique s’accorde bien a la Méthode des éléments finis.

3.2.2 Programmations en complétant leslibrairies

Comme les programmeurs en smalltalk, les programmeurs en c++ peuvent décider de
Sappuyer forttement sur I’héritage dans le but d’améliorer la génerecité et d’éviter la
duplication des codes,; cette approche est bonne pour un prototypage fort, et elle est aussi
retenue par quelques programmeurs en c++ pour construire une large programmation

d’environnement [15].
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Compter systématiquement sur I”héritage n’est probablement pas la nature du c++ ; I’héritage
favorise le polymorphisme; c’est laraison d’envoyer le méme message a des objets différents
(de types différents) le polymorphisme exige la liaison dynamique; qui est la possibilité de
retarder jusqu’au temps d’exécution la série d’édition de liens par un message entre la
méthode appelante et la méthode appelée ? Du moment que la liaison dynamique est une
opération au temps d’exécution et non pas au temps d’édition de liens, elle introduit une
augmentation au temps d’exécution, plus encore, I’implémentation du polymorphisme en c++
est souvent a la porte de la difficulté. Pour cette raison dans les codes c++ standard, I’héritage
des classes est utilisé seulement quand il y a un besoin trés fort plutét que systématiquement
ceci conduit a une programmation de classes plus autonomes, plus compacte et plus efficace,
guoique moins générique que dans le langage smalltalk. Ainsi le résultat de I’arborescence
des classes ont peut niveau d’héritage que celui du langage smalltalk.

Moradlité en c++, on programme en élargissant les librairies plutdt que I’environnement (les

librairies consistes en des classes non pas en des subroutines).

Array
Float Array
Interger Array
Domaine
Elment
Plate
PlaneStraineElment
TrussBarElement
GaussPoint
LineaireSystem
Load
Bodyload
NodalLaod
Surfacel aod
Material
Matrix
FloatM atrix
BandedMatrix
FullM atrix
IntegerMatrix

Node
String

Figure 3.3 la hiérarchie des classes & ément finis
en C++
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Conclusion

La conception orientée objet avec le langage C++ est une bonne solution car il
enveloppe entierement le haut, égal et bas niveau d’abstraction, Nous proposant dans le
prochain chapitre la théorie des plaques isotropes et orthotropes. Quelques classes essentielles

qui décrivent la maniére dont on a implémenté I’élément de plague en c++ sont décrites en
annexe.
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CHAPITRE IV THEORIE D’ELASTICITE ANISOTROPE ET DES PLAQUES EN
FLEXION

Introduction :

La théorie de I’élagticité isotrope couramment utilisée, ne permet pas de caractériser
pleinement le comportement des matériaux composites présentant des réponses différentes
suivant les directions d’actions des efforts. 1l est donc nécessaire d’entrer dans le détail de
I’élasticité anisotrope.

4.1 Notion de continuité et d’homogénéité: [7]

La continuité&[7][17]

un corps est dit continu s’il occupe complétement tout son volume, et si deux points jointifs
de sa matiére le restent indéfiniment. Ceci s’exprime mathématiquement par le fait qu’en tout

point M du milieu, il existe une masse volumique (la limite existe)
r(M)=lim =— (4.1)

Am: éant la masse du petit éément de volume Av entourant le point M.

L>homogénéité : un corps est homogene si la masse volumique r (M ) est identique en tout

point de son volume.

4.2 Notion d’anisotropie[7]: L’anisotropie influe sur les propriétés associées a une
direction, et en particulier, sur le nombre des caractéristiques mécaniques entrants dans la
relation contraintes-déformations.

4.3 Etatsde contraintes et de déformations:
Définition d’un état de contrainte: I’état de contrainte en un point d’un corps, repéré
dans un triedre Oxyz direct est parfaitement déterminé si les valeurs des composantes du

tenseur des contraintes sont connues en ce point.

S x Xy ty
Is|=ltw sy ty
ty ty S,
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b=t ot =t

» =1, , cequireduit a

Xz

Par des équations de moments, on trouve: t |, =t

six le nombre de composantes indépendantes. Celles-ci peuvent alors prendre la forme
matriciellesuivante: s | =ls, s, s, t, t, t.].
La connaissance de six contraintes permet, par des formules de rotation d’axes, de déterminer

I’état de contrainte dans une direction quelconque, autour du méme point.

Définition d’un état de déformation : I’état de déformation en un point d’un corps est
parfaitement déterminé si les valeurs des composantes du tenseur de déformations sont

connues en ce point :

e, V=Zx, 12,

le]| =z, e, UZ,

129, 12, e

z

Ce tenseur se réduit également a six composantes indépendantes, qui s’écrivent sous la forme

meatricielle ci-aprés :
el =le. ¢, e 9, 9. 9]

4.4 Relation contraintes - déformations :[24] [35]

Toute structure soumise a un systeme de forces extérieures, est le siége d’un état de
contraintes, qui engendre un certain éat de déformation, et inversement. Ainsi, dans le
systéme d’axes de référence choisi, et en utilisant la notation matricielle, chaque composante

du vecteur [s ijJ des contraintes, est en fonction des composantes du vecteur e; des

déformations :
sw=Tf (&) (4.2)

HYPOTHESE 1: en faisant I’hypothése que le matériau est continu, cette fonction se
développe par laformule de TAYLOR :
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2
f e, 1°f
S = 0 e, 0+ S (0) L @3
ij ij

Lestermes différentiels sont les coefficients caractéristiques du matériau.

HYPOTHESE 2: en admettant I’existence d’un état neutre, qu’un état de déformations
nulles correspond a un état de contraintes nulles, hypothése qui, physiquement, est toujours

valable, les coefficients f (0) disparaissent.

Lestermes différentiels de premier ordre sont généralement les seuls connus.
lIs forment une famille des caractéristiques du matériau, a laquelle appartiennent, par
exemple, le module longitudinal E, et le coefficient de Poissonv .
Les termes du second ordre représentent les variations des coefficients définis ci — dessus, en
fonction des déformations. Ils disparaissent, ainsi que les termes différentiels d’ordre
supérieur, en admettant le principe de linéarité interne, c’est-a-dire que le matériau obéit a la
loi de HOOKE généralisée.

i

Larelation contrainte — déformation s’écrit danscecas: s, =e; o (0)
Et en développant :

é U €, a, a3 8y s U ée, u

e u e u e u

&yl @ Qn Ap 3y Ax Ap; a8y

€s 23 _ gasl Az Az Az Az a363 N gez 3

g vz 61 A Q3 Ay 3 A yz(

& U & a, a. ay, a. a.U €, U

e”q gn %2 % 8w 8s 8n, Jag

8yl %1 3n 3 du As A0 Bxy(

Soit encore: s |=[D]* [e]

[D] : Est la matrice des rigidités, ou rigidité du matériau. La matrice inverse[D] 1 |
permettant de calculer les déformations en fonction des contraintes porte le nom de matrice de
complaisance ou de souplesse.

HYPOTHESE 3: en Sappuyant sur I’hypothése que le matériau est homogene , il est
possible d’affirmer que la matrice de rigidité est identique en tout point du corps, & qu’il en
est de méme pour la matrice de souplesse du matériau considéré .
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Symétrie de la matrice [D] . par des considérations thermodynamiques, la matrice [D] se
révele symétrique : et par conséguence, elle ne comporte que 21 coefficients indépendants
parmi les 36 la composant.

En effet, en thermodynamique des milieux continus, il est possible de montrer que les
contraintes dérivent du potentiel élastique, c’est — a— dire que:

S, = s,=— LLL t, (4.4)
ﬂex y ﬂey / gxy
Le potentiel élastique étant I’énergie de déformation par unité de volume :
vzd_\Lj:l/z[s]T[e] (4.5)
\V :1/2( s.e ts e +s e +t g, +t, 09, +t, 0, ) (4.6)
Avec larelation: [s |=[D]* [e]
Sx:allex+a12ey+a13ez+a14gyz+alsgzx+a169xy (47)
Sy=ay 6, t a,€ + ay€,+a, g, t axgd, t a0, (4.8)
En calculant : TS, - a, = v
fe, fie,Te,
< _
De méme 18y =a, = v
fe, fie, Ye,

Etant donné la neutralité de I’ordre de dérivation: a, =a,

La méme symétrie se démontre d’une fagon semblable pour tous les coefficientsa; (i 1 j) :

4.5 Symétrie dastique:
Principe: si la composition interne du matériau possede une symétrie, de quelques formes
gue ce soit, cette méme symétrie s’observe dans ses propriétés élastiques ; ceci va simplifier
les éguations de la loi de HOOKE, et réduire le nombre de composantes indépendantes de la
matrice[D] :

Simplification : pour trouver les simplifications résultantes d’une symétrie

géométrique quelconque de congtitution, la méthode suivante est souvent utilisée :
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Le corps est repéré dans un premier systeme de coordonnées XY Z, puis dans un second
systéme X’Y’Z’, déduit du précédent par la symétrie envisagee.

Les directions des axes correspondants des deux systemes doivent étre équivalentes vis - &
vis des propriétés élastiques, ce qui implique que les expressions de la loi de HOOKE, et du
potentiel élastique, ont la méme forme dans les deux systémes, ce qui implique également que
les constantes élastiques, correspondant dans ces expressions, sont égales.

Par identification des termes correspondants dans les expressions de la lois de HOOKE, ou du
potentiel élastique ( I’une dans XY Z, I’autre dans X’Y’Z”) des relations supplémentaires sont

obtenues entre les composantes de la matrice[D], ce qui diminue le nombre de constantes

indépendantes.
Casparticuliers:
Matériau Orthotrope: un tel matériau possede des propriétés équivalentes au point de vue

élastique dans des directions symétriques par rapport atrois plans orthogonaux.

Soit XOY, XOZ et YOZ ces plans, avec la méthode déja citée, la matrice

és,u éy,; a, a3 0 0 0u éegu

é&. u é a é, u

Svya & % 3 0 0 0p g8y

L : &,u ¢ a;; 0 O O0u_ -ee,u
sesmpllfleetdevlentzg a=eé a* é u
yz Ul é Ay 0 0 u égyzl]

g,u és m a; O0U ¢&,U

&%0 & y 55 a &%

vl € 3l w0

Les axes X, Y, Z intersection des 3 plans de symétrie, sont dits axes principaux de
I>orthotropie.

Larelationinverse:  [e] =[D] s 5], sécrit:
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i 1 U, U,

T €, =—5S,- _Sy_ —S,
i E, E, E,

i u u

ie, =2Fs, +isy - s,
T Ex Ey Ez

:

.. u

le, = s Sy TS,
|

i 1x y z (49)
:

+g,, =—1I

[ Jyz yz

: G,

i1

i9x _G_t x

: x

T 1

.I.gxy =—¢t Xy

1 ny

Les matrices de rigidité et de souplesse ne comportent que 9 coefficients indépendants

(4 dans le cas de problémes plan) pour un materiau orthotrope.

Matériau isotrope: dans ce cas, toutes les directions, et tous les plans sont
élastiquement équivalents. Le nombre de constantes élastiques est alors égal a 2 :

Eetu avec G= E

2(1+u)
t
exzé(SX-USy-USZ) gyz:EyZ
ey:é(- usx+sy-usz) gu:%" (4.10
ezzé(-usx-usy+sz) gxy:%y

4.6 Théories des plaques en flexion
4.6.1 Définition d’une plaque

Une plague est un solide élastique dont une dimension, selon |’épaisseur, est petite en
comparaison des deux autres, et qui généralement comporte un plan de symétrie au milieu
de I’épaisseur que nous appelons surface moyenne. Par convention, cette surface serale

plan (x-y), I’axe (0-z) correspond al’axe transversal selon |’épaisseur [23].
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Une plague peut ére constituée d’un matériau homogéne, ou étre obtenue par

I’empilement de différentes couches de matériaux orthotropes[2].

X Surface moyenne

Figure 4.1 Portion d’une Plague.

4.6.2 Hypotheéses:
Lathéorie des plaques [2][23] repose sur les hypothéses suivantes :

H.1: Lescontraintes normales s , sont négligeables par rapport aux autres composantes de

contraintes:s , = 0.

H.2: Les pentes de la surface moyenne apres déformation, sont supposées petites par

rapport al’unité (Petite déflexion du plan moyen).

H.3: Les points situés sur une normale a la surface moyenne avant déformation, restent sur

cette normale au cours de la déformation.
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Les hypothéses H.1 et H.3 correspondent dans le cas bidimensionnel aux
hypothéses classiques de la résistance des matériaux avec conservation des sections
droites, €elles correspondent aussi a la définition d’un état plan de contrainte.

La théorie des plagues dans laquelle on néglige les effets de cisaillement transversal
est due aKirchoff (cas des plagues minces).

Il existe des théories des plagues qui permettent la prise en compte du cisaillement
transversal : ce sont les théories de Hencky, Reissner et Mindlin ; Dans ce cas, il faut
prendre en compte les déformations de cisaillement transversal et alors les fibres normales
ala surface moyenne avant déformation ne le restent pas au cours de la déformation [23].

Pour les plaques orthotropes et composites, le rle des déformations de cisaillement
transversal dépend non seulement des caractéristiques géométriques (I’élancement L/h), mais
également des caractéristiques mécaniques représentées par le rapport E/KG .

Ou:
E : module de Y oung.
G : module de cisaillement transversal (CT).
k : facteur de correction de cisaillement transversal.

La théorie de Kirchoff (théorie classique des plaques minces), peut ére interprétée
comme un cas particulier de la théorie de Reissner/Mindlin, ainsi un bon modele élément fini
basé sur la théorie de Reissner/Mindlin devra donner des résultats en accord avec la théorie de
Kirchoff si I’influence du cisaillement transversal est faible [2].

4.6.3 Conventionsde signe pour les déplacements et rotations

.z
AW
by Q
bx YWy y,v
%0, W ~

Z4S B A— #
/ _.

X,u
Figure 4.2 Conventions générales.
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Soient les déplacements dans le plan u et v, le déplacement transversal w et les

rotations b, et b , ouq, etq,.On aévidemment

b.=q, b,=-q, (4.11)

y

b, etb, : les rotations de la normale a la surface moyenne dans les plans (x-z) et (y-2)

respectivement.

4.6.4 Relations cinématiques
4.6.4.1 Champ de déplacements

Dans la théorie de Hencky-Mindlin, (prise en compte du cisaillement transversal), on
se donne un modeéle de déplacements basé sur trois variables indépendantes :

le déplacement transversal w(x, y) et les deux rotations b (x,y) et b (x,Y).

Le champ des déplacements s’exprime alors en fonction de ces trois variables par la
relation suivante :

u(x,y,2) = zb,(xy)
V(X,y,2) = zb (x.Y) (4.12)

w(x,y,2) = w(xy)

Figure4.3 Rotations b, et b,
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4.6.4.2 Champ de déformations

L’état de déformation en coordonnées cartésiennes est défini par les expressions
suivantes :

exz%

2e, =g, = 11; +% (4.13)
2eXZ:gXZ:J1]I%+J1]IVYV

2,=0,= ﬂ\Z/+j‘|]TVVV

Aprés substitution des déplacements dans (4.13), nous obtenons les composantes du

tenseur de déformations en fonction des trois degrés de liberté w,b , b, :

-

9,y = z(‘”‘”—?/X +%) (4.19)
g,=b + 11]1\/?\/

9,=b,+ J%V

Le vecteur de déformation peut étre décomposé en deux parties, I’une indépendante de

z traduisant les déformations de cisaillement notée {e} ou {g}, et I'autre partie {e,}

dépendante de z représente les déformations de flexion :

&={eJ T ={dcylorf (4.15)

t=le b =4c) e)=fg}=! Y=t ﬂx{? (4.16)
I }gyz'b i by + T
Tgxyb ] Ty b
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AVeC :

i b,

: fix

_1 Yo,
fe}= by
i ﬂ_bx N ﬂby i

(4.17)

— = =

fIy  xp
{c}: est le vecteur des variations de courbure.

D’ou on peut écrire :

et={lcy forf (4.18)

4.6.5 Relations contraintes-défor mations [2][23][35]
Nous considérons les relations linéaires entre les contraintes et les déformations (loi de
Hooke généralisée). Pour les matériaux orthotropes, la relation liant les contraintes aux
déformations s’ écrit :
{s}=[cl{e} (4.19)
telle que:

[C] : matrice de constantes élastiques.

Lorsque le cisaillement transversal est pris en considération, le vecteur de contraintes
peut étre également décomposé en une contribution de cisaillement {s C} , €& une

contribution de flexion{s , }

ifs Ju dc]  [o]uiea

= (4.20)
isdp el [clao
{Sf}:{s xx’syy’sxy}T {S c}:{s xz’SyZ}T (421)
avec :
éQll le 0
: o, ot
&, < o [CJ=‘,§QO 0 G (4.22)
80 0 Qi =
_ EF _ n,E
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__E _
Qy = 1-n,n, Q. =G, (4.23)
Q44 = GlB QSS = GZ3
telsque:

E, : Module de Y oung dans ladirection (x).
E, : Module de Y oung dans la direction (y).

n . Coefficients de poisson.

12 ’n21

G,, G;,G,; : Modules de cisaillement.

4.6.6 Relations efforts résultants-déformations [2][ 18] [ 23]

Pour la conception et le calcul des éléments de la mécanique, il est souvent
intéressant de connaitre les efforts de résistance des matériaux.

Les moments résultants de flexion sont :

MO
My=Im = o s oz =[p Jic) (4.24)
T'V'xy'p "
Les efforts tranchants sont :
Qfi_ " )
(@)= QE % .5, dz=[D Jfo} (4.25)
-h2

avec:
h: L épaisseur de la plague.

¢ E ENy, v
91 n,n, 1n,n, 3
€G, Ou
b= h—eEw % o0; [p]=hke® 4 (426
12 gl-n,n,, 1-n,n, a eo G
é a
e 0 0 G,y
e u

k : Coefficient de correction de cisaillement transversal.
[DfJ . Matrice de rigidité ala flexion.

[D,] : Matrice de rigidité cisaillement transversal.
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4.6.7 Formulation en statique linéaire [20]

On aboutit, dans le cas de la formulation en statique et élagticité linéaire, au systéme
d’équations:

[K]{a} ={F} (4.27)
[K] : représente la matrice de rigidité de la structure.
{a} : vecteur de déplacements nodaux.
{F}: vecteur chargement extérieur.

Le théoréme qui conduit a larelation (4.27), dans le cas d’une approche de type
« déplacement », est celui des travaux virtuels.

4.6.7.1 Principe destravaux virtuels:

Soit un corps solide en équilibre sous I’action de forces: de volume £, de

surface f.°, et des forces concentrées. Considérons un champ de déplacement virtuel
du; cinématiquement admissible.

Le théoréeme des travaux virtuels [2], [17], [20], [23] exprime le bilan des

travaux virtuels interne et externe, lorsque le corps est en équilibre :

G, de,dv = ¢f'dudv + ¢f°dudS+ Qduy (4.28)
\% S

Y

V : est le volume du corps;;

S lasurface extérieure du corps ou les forces surfaciques sont appliquées ;

f" : Forcesvolumiques;

f.° : Forces surfaciques appliquées a la surface extérieure S du corps;

Q : Forces concentrées ;

S : Tenseur des contraintes;

€; : Tenseur des deformations infinitésimales.
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Sous forme matricielle, nous avons :

de>{s}av = grdu>{f,}av + ¢rdu>{f}ds + § <du>{Q} (4.29)

<e>: Vecteur des déformations, transposé ;
{s } : Vecteur des contraintes;

<u>: Vecteur des déplacements, transpose ;

Vecteur des forces volumiques;

{t}:
{f<} : Vecteur desforces surfaciques;
{Q} : Vecteur desforces concentrées.
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CHAPITRE YV : ELEMENTSFINISDE PLAQUE EN STATIQUE ET EN
DYNAMIQUE LINEAIRE

Dans ce chapitre nous exposons la formulation de [I’élément quadrilatére
isoparamétrique permettant I’analyse linéaire statique et dynamique des plaques. En outre,
sont exposés les calculs de la matrice de rigidité, vecteur charge équivalent ainsi que la
matrice de masse.
Introduction

La prise en compte du cisaillement transversal modifie largement les principes
d’éaboration des éléments de plague. En effet, leur formulation est basée sur I’approximation
de trois champs indépendants : e déplacement transversal et les deux rotations. Par ailleurs,

leur conformité ne requiert que la continuité C° de w, b, , et b, [2],[23].
5.1 Discrétisation du champ de déplacements

Nous considérons des éléments de type quadrilatére aux quels nous appliquons la
formulation isoparamétrique [2],[10],[23].

N R
3
4-11)e e 3(L1) 4
Lwil
i
> X 10y
20 1
. (3
1(-1-1) ¢2(1,-1) i _ > X
Coordonnées intrinséques Coordonnées physiques
Elément réel

Elément parent
Figure5.1 Elément isoparamétrique de plague avec
cisaillement transversal.

Pour tout éément isoparamétrique quadrilatéral a quatre nceuds nous avons les

approximations suivantes :
x = [N]"(x, h){x}
y = [N]" &, h){¥}
w=N"(x,h)W (5.1)
b,=N"(x,h) B

T J
by—N (x,h)by
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Ou: w=3 N w
i=1
_g
bx - Ni bxi (52)
i=1
_g
b, =& Nb,

Ne : indique le nombre de noeuds par €lément.

Les fonctions d’interpolation utilisées sont les fonctions d’interpolation habituelles des
quadrilatéres isoparamétriques.
Dans le cas du quadrilatére linéaire, on a:
N'=[N, N, N, NJ (5.3)
avec : N,(x ,h ):%(1+xx )(1+hh) (5.4)

xiouhi : prenant lesvaleurs (+1) ou (-1) suivant le noaud considéré.

i WlU i bxll'j i bylﬂ
w=" i T
Vi iPai Py
%W4b %bx4b ’:\by4lb
(5.5)

Ry RA

| | | |

X =t XZ{, Y=t yz{,

% iYai

I byb

5.2 Discrétisation du champ de déformations[2],[23]

Par substitution de (5.1), dans les relations de déformations (4.16) et (4.17), on obtient
les matrices d’interpolation des déformations de flexion et de cisaillement :

boIb b N U\ i
el Bl 00 INgipy 5.6
K AR TS I I
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. wi
ib +J]V_VU eJN NT 0 ljllll T
==t Xy -g™ Giby (67
’ ib +J]V—V¥ aIN® 0 NTGT T
T5vp
Soit :
{c}=le.}=Ip, [a} {g} =[o,|{a} (5.8)
Ou:
é T
o M oy .
e INT é'IIT\I Nty
b.l=% o u bl=a ™ © (59
[ f] g T ﬂyTﬂ [g] ?ﬂNT 0 NTE (5.9
& INT Ny &y 0
g T x §

5.3 Matricederigidité

L’expression de I’énergie de déformation [2], [17], [23] permet de calculer la matrice
derigidité, soit :

U=U,+U,_

N

U=z ok dov + J ol b dav = A Kl (10

U =2 glel o Jeloy + 2 ol o Jftaxey (5.0

Se

(2]
®

Aprés subgtitution des expressions de déformations (5.8) dans I’énergie de
déformation, nous obtenons :

U =0, +Ug =4 b [[o, [ oxevial + Ja do,[Io b el 512
D’ou:

[KI=[k,]+[] = doi o, JIb Jas+ do,J D] [o,] as (5.13)

K] = ol T 0. ]Ib ] cetlalax dn + b, T oo, Joetlalax ah — (5.14)

-1-1
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[9]: est la matrice Jacobienne de la transformation géométrique.

Lamatrice Jacobienne [J (x,h)] [2],[10],[23] et :

ex Tvo e’y J]_YU

A éJ; J.u
u é S 12U
9] = ?ﬂ; 1111);u = §1|]\)|(T ﬂﬂi =¢ g (5.15)
&h Thg sth© T Ve &a Jad
=10 =D 519
; €ju jlzu eJ -Jpu
- é —[—] | (5.17)
[J] 6‘121 ZZH det|J € J21 J11 H

Les déformations{ c} et { g sont définies en fonction des variables nodales:

= b, J{} . {o} =lb,[{a}
avec :
é T u
o MW gy o
e Mo a0l
bl=% o U. o |=g ™ (5.18)
: : B A b N T
& N IN' g ey Q
& v TxH
ﬂNT . ﬂNT ) ﬂNT . ﬂNT _ ﬂNT ) J]N_T
ﬂX - 111 ﬂX + 112 ﬂh ' ﬂy 121 ﬂX + Jzz ﬂh (519)

Lamatrice de rigidité [K] est obtenue par intégration numérique de (5.14) de type
Gauss[2],[10],[23].

L’intégrale peut ére évaluée en utilisant laformule :

+1 +1 r r.

OOf&,hydxdh =& & ww fixh) (5.20)

i
-1 -1 i=1 j=1

Ou:
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X;,h; : sont les coordonnées des points d’intégration.

W, , w; : sont les coefficients de pondération (ou poids) correspondants.

+1 o X

o
| &k

2
[ =

Figureb5.2 Intégration de Gauss (2 2) pour le quadrilatere.

5.4 Vecteur charge équivalent
L énergie potentielle des forces extérieures [17],[ 23] exprimée al’aide des forces de

surface et de volume, S’ écrit :

w = ol {rlav + ol {r.Jas={a}" {F) (5.21)
Nous avons : {uf* =[N]*{q}* (5.22)

W = &ff o[N] {f,}av + &g o[N] {i}ds= aqr{FF (529

Dol ; {F}e = dN]eT{fV}dV + oINJ {t}ds (5.24)

Pour une charge uniforme répartie f, suivant z, le vecteur des charges équivalentes

associées aux variables W, ala forme habituelle:

= oINJ*' f,ds (5.25)
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5.5 Formulation des équations de mouvement en dynamique linéaire [23]

A partir du principe de Hamilton nous formulons I’équation différentielle du second
ordre, caractérisant le mouvement de la structure au cours du temps, ensuite nous procédons a
la construction des matrices de masse. Enfin, nous exposons la méthode de calcul utilisée

(méthode d’intégration directe de Newmark) pour la résolution du systéme d’équations
différentielles du second ordre.

5.6 Formulation des équations de mouvement [23]

Les éguations de Lagrange permettent d’obtenir les éguations du mouvement du
systéme discret a partir des expressions des énergies cinétiques, potentielle et de dissipation.
Soit leLagrangien: L =T -V

On arespectivement pour I’énergie cinétique T et I’énergie potentielle totale V :

T=3¢ Gdadv (5.26)
\Y

V=U-W-= %c‘;ije”dv S ofVu v - §fSu ds (5.27)
\Y \ S
U : Energie de déformation.
W : Potentiel des forces conservatives de surface et de volume.

f: Forces de volume.

f.°: Forces surfaciques appliquées a la surface extérieure du corps.

L’approximation nodale pour le déplacement {u(t)} d’un point quelconque d’un
élément apour expression:  {u(x,y,zt)}* = [N(x, y,2)]* {a®)}°

On a de méme pour la composante de vitesse :

{aoy, 20} = [Neoy, 2] {am)}°

On peut ainsi exprimer le Lagrangien a I’aide des déplacements aux noauds ¢ et de
leurs dérivées:

L = T(qi) - V(qi) (5.28)
Pour une structure sans amortissement nous avons les équations d’Euler Lagrange
[23], [27], suivante :

Ty oo (5.29)
" 94~ o

ou encore :
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Ty, MoV e (5.30)

it~ 94, ﬂq fig,
avec :
F (t) : force définie par le travail virtuel des forces extérieures: dW =F dq

Pour les petits mouvements des systemes élastiques, les énergies cinétiques et de

déformation s’expriment comme sulit :

18 ¢ 1

T= —aa &i Mij&j = _&TM& (5-31)
2 = 2
1d ¢ 1

U= E 3_. a 4 Kij qj = EqTKq (5-32)

1 j=1
Les éguations de Lagrange deviennent alors :

[M]{d} + [K]{d} = {F ®©)} (5.33)

5.7 Matrice de masses élémentaires :
L’expression de I’énergie cinétique [8], [23],[26] permet de calculer la matrice masse :

d {@} { } {ﬁ} [M]{&}° (5.34)

Ona: { } (5.35)
Do T= %{@} e[N] [N]av{g)* (5.36)
avec: [MF= g5 [N['[NJav (5:37)

[MT : Matrice de masse cohérente de I’élément e,

5.8 Intégration numérique:

La formulation en éléments finis des matrices de rigidité et de masse, ainsi que le
vecteur des sollicitations, nous rameéne a des expressions intégrales bidimensionnelles. Leur
intégration explicite n’est facile que pour les éléments les plus simples. |1 est donc préférable

d’utiliser une méthode d’intégration numérique.
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5.8.1 Méhode de Gauss:

L’intégration numérique a deux dimensions consiste a utiliser dans chagque direction x
et h une intégration numérique a une dimension. Si nous utilisons r; points dans le sens x et
r, points dans le sensh , la méthode de Gauss intégre exactement le produit d’un polynéme en
x d’ordre 2r;-1 et d’un polynéme en h d’ordre 2r,-1. Dans cette méthode on ne se donne pas
a priori la position des points d’intégration mais on détermine cette position de facon a
minimiser I’erreur

L’intégrale peut ére évaluée en utilisant laformule :

+1+1 r r
QO (hydxdh =& & WW, f(x,h.) (5.38)
-1-1 i=1 j=1
Ou:
X;,h; : sont les coordonnées des points d’intégration.
W, W, : sont les coefficients de pondérations (ou poids) correspondants.

5.8.2 Intégration réduite, intégration sélective :

Les éléments de plaque avec cisaillement transversal sont limités a la modélisation des
plaques relativement épaisses, en effet, leur précision se dégrade trés rapidement lorsque le
parametre d’allongement de la plague | (I = L/h, longueur caractéristique sur épaisseur)
devient grand. Ainsi de tels éléments sont incapables de simuler correctement le
comportement de plague de type Kirchoff.

Pour améliorer cette situation on utilise la technique d’intégration numérique
sélective ; en effet, la matrice de rigidité peut étre considérée comme la somme d’une matrice
de type flexion et d’une matrice de type cisaillement, le choix d’une intégration réduite a un
point pour les termes de cisaillement, alors que les termes de flexion sont intégrés avec (2" 2)
points de Gauss, améliore sensiblement cet élément.

5.9 M éthodes de résolution des systemes du second ordre [23]:

Deux approches fondamentales sont envisageables pour la résolution d’un systéme
d’éguations différentielles du second ordre, I’une d’entre elles consiste a résoudre ce systéme
par intégration directe, I’autre méthode consiste a définir la solution dans la base des modes
propres de vibration de la structure, qui est appelée méthode de superposition modale. Le
choix entre ces deux stratégies dépend de la nature du probléme (linéaire ou non linéaire) et
du contenu fréquentiel de I’excitation.
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5.9.1 La méthode de superposition modale :
Convient aux structures linéaires dont les premiers modes propres sont susceptibles
d’étre excités.

5.9.2 La méthode derésolution directe:
Cette méthode est utilisée pour les problémes non-linéaires ou si le contenu fréquentiel
de I’excitation est susceptible d’exciter un grand nombre de modes de la structure.
L’analyse directe d’une structure en régime transitoire implique I’intégration
pas a pas des équations du mouvement :

(m] {a} + (] {a} = {F®} (5.39)
Dans cette méthode, les vecteurs de déplacements, vitesses et accélérations au
temps

t = 0, sont connus, la période T, sur laquelle la réponse est recherchée est subdivisée
en n intervals de temps égale Dt (Dt:%), et le schéma d’intégration employé établi une

approximation de lasolution au temps: Dt, 2Dt ,r, t, t+Dt ,r~, T.

Il existe plusieurs méthodes de résolution directe, mais on étudiera uniquement
la méthodes de Newmark qui est la plus utilisée en dynamique des structures, e que nous
avons utilisé.

5.9.3 M éhode de Newmark :
La méthode de Newmark [1],[10],[29]est une méthode implicite, qui permet de

construire la solution & I’instant t+Dt & partir des vecteurs connus {U }, {4}, {&}. Elle utilise

les hypotheses suivantes :

Bt =10 }+0-a)8 ) +a {8, ot (5.40)
Uuod = U} + B)or + %% - bg{@t} +b {@m}g D*  (5.42)

Ou: a et b sont des parameétres permettant d’obtenir I’exactitude et la stabilité du
schéma d’intégration.
En fait, le paramétre b contréle la variation de I’accélération pendant

I’incrément de tempsDt .
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A I’origine Newmark propose comme un schéma inconditionnellement stable,

larégle trapézoidale, dans laquelle a :% et b :% (voir fig 5.3).

7y
N -
—
”@
+
(¢
7
Q
N—

8 .o

\ 4 \ 4
t t+ Dt

Figur e 5.3 Schéma de Newmark.

En plus des équations (5.40) et (5.41), pour la solution des déplacements, vitesses, et
accélérations aux temps t+Dt , les équations de I’équilibre dynamique au temps t+Dt , sont
aussi considérées:

M]{80} + [K]{Uio} = {Fol (5.42)

En utilisant I’équation (5.40) et (5.41), on peut tirer des équations pour {l@m}
et{lﬁm} , en fonction des déplacements inconnus {Um} , apreés substitution de ces deux

relations dans I’équation du mouvement au temps (t+Dt) On obtient :

KUt ={F.cf (5.43)

ou: K] = [K] + a[™m]
Fuod = {Fuad + (M]laofu} +2 {8 }+ 2, {8 ]

Les constantes d’intégrations sont données par :

1 1 1
= — a=—-1
a 2~ 5

30=th2 b Dt

L >équation (5.43) est en fait dans une forme statique. On vient de transformer
larésolution d’un probléme dynamique on une résolution d’un probléme statique.
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CONCLUSION GENERALE

Une partie de ce travail met en évidence certaines rigidités et insuffisances des

logiciels de modélisation tant au niveau de leurs structures de données que de leur
architecture. Ces limitations constituent un handicap croissant a mesure que I’on complexifie
les codes, et deviendront bientét pour la recherche des freins trés pénalisants.
Nous avons mis en avant quelques orientations qui nous paraissent indispensables a I’ écriture
des logiciels modernes, la programmation orientée objet (POO) nous semble apporter des
voies prometteuses. |l est reconnu qu’elle améliore grandement la fiabilité des programmes,
facilitant le développement et la maintenance.

C++ est actuellement la meilleure solution pour faire de la programmation orientée

objet. Notre choix était uniguement guidé par des soucis de fiabilité, de lisibilité, et de
modularité ainsi que le besoin d’héritage et de liaison dynamique.
Nous proposons une implémentation de la MEF plus innovante que celle des codes dont nous
avons parlé. Nous avons profité du passage aux objets pour concrétiser beaucoup d’idées
nouvelles sur des entités qui interviennent dans la MEF. Cela nous a permis de mieux les
formaliser et d’obtenir des objets tres proches de leur spécification mécanique ou
mathématique d’origine. Il nous est apparu indispensable, au cours de notre développement,
gue tout soit traité en objet. Les approches procédurales et orientée objet sont trop différentes
pour pouvoir cohabiter harmonieusement dans un méme programme.

Le fait de donner un statut d’objet aux fonctions de base permet, d’une part de leur
délégué le travail d’évaluation des valeurs et des dérivées , et d’autre part de pouvoir les
manipuler trés simplement comme des objets mathématiques.

Les degrés de liberté forment des entités informatiques complétement autonomes. 1ls
possedent une valeur, un type de champ d’inconnues, « savent » S’ils sont bloqués ou non et
connaissent les parties d’éléments finis sur lesquels ils s’appliquent.

On a pu alors définir les types « vecteur réel indicé par des ddis» et « matrice symétrique
réelle indicés par des ddis». Les matrices de rigidité de masse et le second membre
€lémentaire des éléments finis seront de ces types.

Un « point de Gauss » est vu comme un objet uniguement capable de donner son poids et sa
position dans le repére de référence, c’est avec des objets de cette classe que seront effectués
les intégrations numériques (une extension de cette classe suivant la topologie du domaine est

possible).
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La définition soignée de ces objets de bas niveau est fondamentale pour
I’implémentation objet de la MEF. Ils sont mieux formalisés que dans les codes classiques,
permettant une meilleure abstraction et offrent d’intéressantes possibilités.

L’ approche orientée objet offre d’indéniable avantages par rapport ala programmation
classique structurée. L’encapsulation des données améliorent grandement la modularité, et par
la également la fiabilité et la lisibilité. L héritage permet une réutilisabilité automatique des
méthodes déja développées, et le polymorphisme est un puissant moyen pour lever le niveau
d’abstraction. Nous profitons de |’approche objet pour proposer des structures plus originales
permettant de traiter naturellement un certain nombre de problémes des implémentations
classiques de laMEF.

La programmation orienté objet offre de réelles possibilités d’évolution a la méthode
des éléments finis. Par une meilleure modularité, une grande souplesse d’évolution gréce a la
dérivation de classes et une abstraction élevée due au polymorphisme, la POO peut étre un
outil efficace pour maitriser les codes de demain. La liaison dynamique et le choix des classes
au dernier moment peuvent grandement faciliter I’adaptabilité et pilotage dynamique par un
systéme expert.

Les codes numériques d’analyse des structures ont toujours é&é développés par des
ingénieurs et des mécaniciens ; il nous semble que les informaticiens ont aujourd’hui leur mot

a dire dans ce domaine. La programmation devient une « science » a maitriser a part entiere.
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une charge concentrée au milieu
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Notations et Symboles

Symboles
{} vecteur colonne
<> vecteur ligne
[K] matrice (utilisé aussi pour les références)
] matrice transposée de la matrice [K]
[K]* matrice inverse de la matrice [K]
CT cisaillement transversal
d.d.l. degrés de liberté
P.0.0 programmation orientée objet
fx = % dérivée partielle de f par rapport a x
d symbole de calcul des variations
a sommation
0 intégrale
a® ¥ a tend vers I’infini
X, Y, Z coordonnées cartésiennes
Notations
S tenseur des contraintes

tenseur des déformations

Ci tenseur des constantes €lastiques

Si tenseur des souplesses

E module d’Young dans la directioni=1, 2,3 avec: i ! j

n; coefficient de poissoni, j=1,23 avec: il |

G, module de rigidité au cisaillement dans le plan (i) i,j = 1,2,3 avec:it j
c] matrice des rigidités

[S] matrice des souplesses
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o], [od]
M, M, M,

Q.Q

vecteur des contraintes
vecteur des déformations

vecteur des contraintes de flexion

vecteur des contraintes de CT

vecteur des déformations de flexion

vecteur des déformations de cisaillement transversal
déplacements suivant X,y

déplacement transversal suivant z

rotations autour des axesx et y

rotations de la normale dans les plans (x-z), (y-z) respectivement

€paisseur de la plaque
longueur d’une plague
facteur d’élancement de la plaque

coefficient de correction de cisaillement transversal
vecteur des variations des courbures

matrices de comportement élastique (flexion et CT)
matrices de rigidités de : flexion, CT
moments de flexion
efforts de cisaillement transversal paralléle al’axe des z, des sections

perpendiculaire aux axes X et y

volume du corps

surface du corps ou les forces surfaciques sont appliquées

éléments d’aire et de volume
forces volumiques
forces surfaciques

forces concentrées

énergie potentielle totale
énergie de déformation

énergie cinétique
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Winax

le lagrangien
travail des forces appliquées

vecteur des déplacements en un point M de I’élément e
matrice des fonctions d’interpolation élémentaire

vecteur des déplacements nodaux de I’élément e
vecteur des déplacement nodaux

vecteur des accélérations nodales

matrice d’opérateurs différentielles

matrice d’interpolation des déformations

matrices d’interpolation des déformations de flexion et cisaillement

nombre de degrés de liberté de I’élément (ou nombre de noauds par élément)
nombre de degré de liberté de la structure

matrice de rigidité élémentaire

matrice de masse cohérente élémentaire

matrice Jacobienne de la transformation géométrique

matrice inverse de la matrice [J]

matrice de rigidité globale

matrice de rigidité de flexion et de CT

matrice de masse globale

vecteur global des sollicitations extérieures
parametres du schéma d’intégration de Newmark
temps

incrément de temps

constantes d’intégration

coté de la plaque

coefficient de poisson

masse volumique

coefficient derigidité de flexion

intensité d’une charge distribuée uniformément

déplacement maximal
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2T 0 Q0

de?®
ds
rs)

dg
L(U)

€lément quadrilatére a 4 noauds
conditions aux limites de Newmann
conditions aux limites de Dirichlet

second invariant

tenseur de contrainte déviatorique
tenseur de contrainte hydrostatique
tenseur unitaire.

rayon du cylindre

incrément de déformation élastique
incrément de déformation plastique
incrément de contrainte

vecteur d’écoulement plastique
fonction d’écoulement
muliplicateur plastique

équation différentielle
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RESUME

L analyse numérique est en train de vivre une triple révolution. En premier lieu, son
champ d’action est de plus en plus vaste et complexe. Fortran, outil (logiciel) traditionnel des
numériciens congu il y a plus de 30 ans, a du mal a suivre cette évolution. La seconde
mutation qui frappe I’analyse numérique s’appelle « adaptativité automatique» ; nous
sommes loin des données statiques entrées par I’utilisateur, la programmation structurée ne
nous semble pas un outil adéquat a cette nouvelle forme d’analyse numérique.

Enfin, I’accroissement considérable de la mémoire centrale des ordinateurs permet
aujourd’hui d’envisager des structures de données plus riches.

Il a été ainsi accepté jusqu’a récemment que les codes éléments finis ne pouvaient
réaliser que des analyses sur des données statiques et bien définis au départ par I’utilisateur.
Les résultats du calcul devaient également suivre un format déterminé. Ainsi a-t-on continué
de développer les codes de modélisation avec le langage Fortran et le style procédural, bien
adaptés a ce monde « de serveur numérique». A |I’Opposé, en conception assistée par
ordinateur, les données sont changeantes en valeur, mais aussi en forme. Elles sont modifiées
par le logiciel ou, de maniére itérative, par I’utilisateur. Le développement de tels logiciels de
CAO se fait en plus en utilisant des langages modernes et des méthodologies logicielles
fondées sur I’approche objet.

Le C++ est actuellement la meilleure solution pour faire de la programmation orientée
objet. Nous proposons une implémentation de la MEF plus innovante que celle des codes dont
nous avons parlés.

La programmation orientée objet (POO) nous semble étre des voies prometteuses. |1
et reconnu qu’elle améliore grandement la fiabilité des programmes, facilite le
développement et |la maintenance.

Le but de cette these est de proposer des « définitions objets » des entités intervenant
dans la méthode des éléments finis, plus précisément dans I’implémentation de I’élément
plaque isotrope et orthotrope dans le cas dynamique, statique linéaire et statique non-linéaire
avec |’approche orientée objet en utilisant le langage C++.



