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Résumé

On pr68ente dans cette thèse, une contribution à l'étude des ay&tèmes

dylumiques non-linéaires modélisés par l'équation de Landau-GinzlnB"g (L-G)

pOID" donner une solution aux problèmes des instabilitées. Nous considérons des

solutions à cycle limite spatialement périodiques de (L-G), une approximation de la

solution périodique est déterminée en série asymptotique d'un paramètre faible. cette

solution est par la suite comparée avec la solution numérique exacte, par la suite

nous discutons la limite cubique dans l'équation de Schrodinger depuis l'équation de

(L-G).

Une discussion SID" la stabilité linéaire des solutions périodiques est

effectuée. Ceci nous ouvre le champ au traitement numérique. Un système de

trois équations différentielles est élaboré, l'intégration numérique du système donne

des solutions périodiques en utilisant la carte de Poincaré pOID" déterminer les

poinIB fixes et la méthode d'Henon pOID" se positionner exactement sur la smface

de section de Poincaré. la stabilité linéaire de ces solutions périodiques est

étudiée à travers l'examen de la matrice de Floquet obtenue à partir de

1'6qulti0ll VlriatioSelle 8880ciée avec le syatème d'équation di1tèreotielles.
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INTRODUCTION

La v..-iété des phénomènes observés dans la nature est une preuve de I a

multiplicité des systèmes évolutifs existants dans les diffërents domaines; psrrm

ces l)'IItèmes on peut citer les systèmes linéaires CODllUS par leta" simplicité

d'évolution et d'analyse et les systèmes non linéaires beaucoup plus complexes DUllS

beaucoup plus représentatif des phénomènes natt.D"els.

Ces dernières années. le grand essor qu'a COIUlU le domaine dl'

l'informatique, a fait que les systèmes non linéaires sont de plus en plus utilisés

pour modéliser les systèmes évolutifs.

En effet, l'existence d'outils informatiques puissants a permis la programmation

des Algoritlunes les plus complexes, et leur exécution en des temps trés courts.

En automatisme, dans le contrôle et dans la commande des processus

inddustrieles les techniques linéaires ont atteint leurs limites; Ceci d'une part.

Dautre part, si on considéré les phènoménens physiques leur nature fondamentaJe( e-n

mècanique des fluides, dans la théorie du plasma) les questions les plus importantes

deme ... ent Baos solutions exacte, il est donc essentiel de considérer les phènomenes

phSiques ainsi que les applications qui en découlent sous forme non-linéaire.

D ... le cas du plasma, Se èquation fondlaneotale ( èquation non-linéaire de

Boltzoum) demeure S8l1& solution eXJK:te.

3
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Notre premier objectif est d'introduire une disCUlsioo et un début de calcul qui

peut mener " cette équation. En mécanique de. fluide., une équation fondamentale est

toujOlD milil6e( équation de Llmdau-Oinzburg). Le pluma eat toujOlD"B tal fluide, nous

essayerona dans cette thèse d'aborder toutes les solutions possibles de l'équation de

LIaldau-Oinzburg avec l'objectif de réappliquer ses solutions à l'équation de Boltzman.

L'équation de Landau-Ginzburg fait partie d'un ensemble mathématique qui mène

vers des comportement stables, instables ou chaotique. C'est aussi notre second

objectif Nous commençons par donner un exposé historique sur cette équation .

En 1944. Landau [1] établit tale conjecture sur des bases purement heuristiques

que l'indépendance spatiale de l'amplitude d'tale équation régissant le flux d'un

fluide visqueux au nombre critique de Reynolds avait la forme:

ý
= a,A - J}IAfA (o.reel.Bcomplexe) (1 ).

Une lOlée plus tard, Stuart [2] montre que l'équation (1) est we forme

correcte de l'Elplitude de l'équation d'tal flux de Poiseuille prés du nombre

critique de Reynolds. Une forme similaire développée p.. Walson(3] appelée

équation de Stuart-Landau comwe aussi sous l'appellation de l'équation des

POpulatiOll8. Plus généralement, si on inclut tale variation spatiale, alors 'léquation

(1) devient de la forme suivante:

ý
= ±ar A - PIAFA + M.. (2)

avec ar réel, Â, J}, complexe. Cette équation dépendante cm temps eat désignée par

l'équation de Lmdau-Oinzbur&. Elle est le prototype même de 1'6quation d' _..,litude

4



régissant l'evolution d'un paquet d'ondes prés du point critique det I)'It6mel

physiques instables [4]. Pour les problèmes de la convection de Bemrd, Newel

et Whitehead [S] déterminent l'équation de Landau-Ginzburg qui le. régi'ient avec

cependant (Jl,À réel). Hocking, Stewartson et Stuart [6] ont montré que l'équation

(L-G) résulte comme une équation de Landau-Stuart généralisée, lonque la

variation spatiale est incluse pour le cas d'un flux de Poiseuille avec Jl réel et À

complexe.

En 1975, Pavlick et Rowlands [7] déterminent l'équation de

Landau-Ginzburg pour la propagations non linéaire des ondes dans les piézo-

électriques semi conducteurs avec f3 complexe, À imaginaire pur, prés de la vale.

critique d'un champ continu. Sous la condition limite 01
= 0, À, P imaginaire.

pun, l'équation (L-G) se réduit à l'équation cubique de Schrodinger pour lea

ondes en eau profondes. Elle est aussi déterminée comme une approximation en

champ lointain des systèmes dispersifs décrivant l'amplitude des ondes quasi

monochromatiques dans une large variété de problèmes de la physique [8--12].

Plus récemment, l'équation (L-G) a été le point de focalisation de plusieurs

études numériques sur la transition vers le chaos. Kuramoto [13] dans le

contexte du chaos induit dans la diffusion des systèmes chimiques a étudié

l'équation (2). La question fondamentale qu'il s'est posée, est la suivante: Quel eat

l'effet d'une inhomogeneité spatiale sur un milieux oscillant? n discute deux

types de comportement distincts: la phase de la turbulence et l'amplitude de la

turbulence. Dans le contexte de l'amplitude de la turbulence, il intègre nmnériquement

l'équation (L-O), et note la présence de bifurcations successives lorsque la di.ffialioo

diminue. Ces travaux furent le prélude à d'autres recherches initiées par MOOD,

5
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ondes en eau profondes. Elle est aussi déterminée comme une approximation en

champ lointain des systèmes dispersifs décrivant l'amplitude des ondes quasi

monochromatiques dans une large variété de problèmes de la physique [8--12].

Plus récemment, l'équation (L-G) a été le point de focalisation de plusieurs

études manériques sur la transition vers le chaos. Kuramoto [13] dans le

contexte du chaos induit dans la diffusion des systèmes chimiques a étudié

l'équation (2). La question fondamentale qu'il s'est posée, est la suivante: Quel eat

l'effet d'me inhomogeneité spatiale sur un milieux oscillant? Il discute deux

types de comportement distincts: la phase de la turbulence et l'amplitude de la

turbulence. Dans le contexte de l'amplitude de la turbulence, il intègre olDDériquement

l'équation (L-O), et note la présence de bifurcatioos successives lorsque la di1Iùaioo
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Huerre, Redekopp[14,IS], Nozaki et Bekki [16], 8retherton, Spi "" [11),et

Keefe[ 18].

La question fondamentale que nous considérons est similaire à celle de

KlD1IIIloto. Nous considerons en effet, des solutions à cycle limite spatialement

périodiques de (L-G). Ceci est la première transition qui resulte lorsque \Dl

milieu oscillant est perturbé par une inhomogeneité spatiale périodique. Une

approximation de la solution périodique est déterminée en série asymptotique

d'lDl paramètre faible. Cette solution est par la suite comparée avec la solution

nmnérique exacte. Par la suite nous discutons la limite cubique dans l'équation de

Schrodinger depuis l'équation (L-G), les solutions approximatives sont reliées de

manière naturelle à la fonction Elliptique de Jacobi solution de l'equatïon cubique

de Schrodinger.

Une discussion SlIT la stabilité linéaire des solutions périodiques est effectuée.

Ceci nous ouvre le champ au traitement numérique des questions précédemment

posées. Un système d'équations différentielles est élaboré, il régit la périodicité

spatiale, et dorme des solutions séparables de l'equation (L-G). L'intégration

numérique du système donne des solutions périodiques exactes. La stabilité linéaire

de ces solutions périodiques est étudiée à travers l'examen de la matrice de Floquet

obtenue à pnr de l'équation variabOllDelle assceiée avec ces IOlmiODB

pmodiques.

6
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Huerre. Redekopp[14.1ý]. Nozaki et Bekki [16]. Bretberton, Spiegel (11),et

Keefe[18].

La question fondamentale que nous considérons est similaire à celle de

Kuramoto. Nous considerons en effet, des solutions à cycle limite spatialement

périodiques de (L-G). Ceci est la première transition qui resulte lonque tm

milieu oscillant est perturbé par une inhomogeneité spatiale périodique. Une

approximation de la solution périodique est déterminée en série asymptotique

d'tm paramètre faible. Cette solution est par la suite comparée avec la solution

numérique exacte. Par la suite nous discutons la limite cubique dans l'équation de

Schrodinger depuis l'équation (L-G), les solutions approximatives sont reliées de

manière natm"elle à la fonction Elliptique de Jacobi solution de l'equation cubique

de Schrodinger.

Une discussion SUT la stabilité linéaire des solutions périodiques est effectuée.

Ceci nous ouvre le champ au traitement numérique des questions précédenunent

posées. Un système d'équations différentielles est élaboré, il régit la périodicité

spatiale, et dorme des solutions séparables de l'equation (L-G). L'intégration

ntmérique du système dorme des solutions périodiques exactes. La stabilité linéaire

de ces solutions périodiques est étudiée à travers l'examen de la maDice de F10quet

obtenue à pawtir de l'équation vwiatioSelle 88sociée avec cel IOlSiODl

périodiquel.
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I-Dcsaiption d'un système dynamique par des équations

différentidles

Panni, lei systèmes évolutifs rencontrés dans les différents domaines, les

systèmes dynamiques décrits par des équations différentielles ordinaires à variables

réelles, occupent une place trés importante. Ainsi, le modèle mathématique qui décrit

une large variété des systèmes du néme ordre est de la forme suivante[ 19]:

1-(2)

1-(1)

"

ý\(t)= it)
ýt(t)= ýt)

"1\(t)= "1t(t)
ýt(t) = "1\(t)

premier ordre.

En posant:

Ce cp

1-(4)

"
"
"
"
I

"
"
"
"
ý

-
Il
"
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I-Description d'un système dynamique par des équations

différentielles

Pm"D1Ï, les systèmes évolutifs rencontrés dans les différents domaines, les

systèmes dynamiques décrits par des équations diftèrentielles ordinaires à variables

réelles, occupent une place trés importante. Ainsi, le modèle mathématique qui décrit

une large variété des systèmes du nme ordre est de la forme suivante[ 19]:

1-(1)

En posant:

ý\ (t) = .,(t)
ý't(t)= ýt)

L"quabOD 1-(1) p_ alon "'crin I01Il I. faraae cr.. .,.... d"quabOlll1 du

premier ordre.

ý\(t)= ý't(t)
\'t(t) = 'I.\(t)

1-(2)

Ce qui doaoe les ayat ...... cr"'CIIII cIi1IInS.U .. d6&is P" 1-(3) ou

1-(4)

"



0_ 1-(3), la mabie qui représeote le tempI, n'.ervi_ pli explicitemers; le

système est alon dit système autonome. Par contre, dans 1-(4), ce n'est pas le

cas et le système est dit non autonome.

Les conditions suivantes:

sont les coordonnées du point initial Mo. Les solutions ý(t) de 1-(3) et 1-(4)

défmÎssent me courbe passant par Mo appelé trajectoire. Chaque point M(t) de

la trajectoire définit l'état du système dynamique décrit par 1-(3) ou 1-(4). On

peut ainsi suivre l'évolution du système dans le tempi à partir de l'état initial.

1-(3)

1-(4)

1-(5)i=1,2, ... ,n

i=1,2, ,D

i=1,2, ,n

i, =
" " '7.. \ , '7..1, , '7..ft )

i, =ý,,'7..\,'7..1, ,'7..I\,t)

2- Systèmes linéaires

2-1 DéfmitiQQS

Définition 1 :

Un système est linéaire si la relation entre les grandeurs d'entrée et / ou

les grandeurs de sortie est un système d'équatioOB diftërentielles linéaires à

coéffcientB constants[20].

L'hypothèse de linéarité à pour conséquence le principe de superposition: La

réponse y(t) d'tm système linéaire produite par differents signaux d'entrées

a,x,l(t), ¥2(t), ... , aný(t) agissant simultanément, est égale à la somme des

réponses produites par CbSClUl des signaux agiSSE séparément (21). L'équation

diftërentielle linéaire à coefficients constants décrivant le comportement du systèmr

linéaire, c'est à dir la relation entrée-sortie a la forme génerale:

,



1-(9)

1-(10)
,.

II.'l.. =vIl

Un système non-lin6aire d'onh n peut-In cI6crit par le. 6qullhOOS

diJlëreotie Iles:

11

Un point 0 d6finit p.. le. coorcloaMe. \. '1.ý, ,,;, ... , ":) est dit point

d'6quilibre .i

3-1 DéfjnjtiODI

3- vaR.II non-linéal",

'L\ \. t) = c\ý\ý1t.\ +C'1.ý'1.e."\.\+ ... +C.ý.e."·b

'l..'1.\.t)= C\a,.\ý.l\' +C'1.CZuýl'\+",+CIlýýl ..'

plriiculienl.

Cl' i =1, 2, ... , n : sont les coll8tantes d'intégration clétermiSn par les conditions

initiales x_, X_, ... , x., et al' ý , ... , a.., loot doDDée. par les lolutions

1-2 point d'équilibre



1-(8)

1-(7)

1-(6)

"i.\ =a\\'X\ +a\l'Xl+ +a\n'X",

'il = al\ 'X \ + an 'Xl + +ala 'Xu

11

avec

ou BOUS une forme coodeos6e:

La 8OIwOII puerale du système 1-(8) est obteSe à prir des valeurs propres

11' ý, ... , ln' 10bJtiODl de l'équation ç..-adftistique (wleun propres de la

malrice A). La fonne de la solution eat coume suit:

Déftniti.. 1:

Un systbe linéaire est d6crit .,.. un mod6le ......... ique dom les

équations di1f'éreDtielles sont linéaires:



Avec les conditiolUl initiales \. '1\0' '1,., ".. , '1"0 ).

1-(14)

1-(13)

1-(12)

1-(11)

\ = \, 1, ... , '1\

13

i\ = ý \. ý\, ý'l. , , '1110 )

i'l. = ý \. '1\, '1')., , '1110
of

X\ = '1\ \. \, '1\\)' '1'11), , '1ao )

XL = '1L\. \, '1\\'1' '1'11), , '1aý)

lMf' " .... ;

C'est àdir les solutions des équabODB:

Peuvent être définies par des développements en me cOllVel'plès ou par des

méthodes runériques.

A l'inverse du cas linéaire, le système non linéaire 1-(11), peut admettre

plusieurs points d'équilibres. Ces points d'équilibres soot définis p .. :

3-2 StabllU

Les fi i = 1, 2, ... , n sont des fonCtÎOIUI DOD linnirea telle que le ý

d'équations 1-(11) ne peut être .-.nené 10UI la forme crUll .,.tème linéaire. Les

solutiOlUl de 1-( 11),



grand

3-3-1 DéfInition du point fixe

1-(16)

1-(15)\;.=\\,\,1. ..

On appelle point fixe ý., un point tel que:

\lm \. ýý\.\)+ýi\.\)+,···,+ý;'\.\))=\\
'-.OD

Chaque Application P'."\R l\ -+ \R
l\ définie un système dyrumique discret par

l'équation d'état:

Un point d'équilibre est dit Stable, li pour tout .1 petit, jJ existe a;, 0 tel

que tout point d'équilibre Mo(XI0'ý' "" XaJ) vérifilllt

x102 + X'1J)2 +, .. ,,+ ý2 < Â entraine xI2(t) + xl(t) +, .. ,,+ ý2(t) < ý polir' t BUffisament

-Dans le cas contraire le pont est instable

-Si on plus de la stabilité on a :

OU ý'r. E 'W..
Il> est l'état et \) transfonne l'état ý'r. ven le prochain

état ý'r.+\, Partant avec une condition initiale ýI), et l'applicatiolDl \) génére IDle

sequence de points {ý'r. ,
\t = \\, \, 1. .. }, nomée orbite ou trajectoire.

Alors le point d'équilibre est dit uymptotiquemeot ...,Ie. Si a est infiniment

petit, on dit qu'on a une stabilité locale, p .. cootre, l'il eat IIIffisament grand on

parle de stabilité globale.

"
L'abscisse '1 d'un point fixe, cOlTespond " l'une ciel IO"'ýOIII pour l'ýOD:

3-3 Systèmes dgcrets

"
"
"
"
"
I 14
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1-(17)

Pour les syst6mes non-linéaires on peut avoir en génerale plUlietn points fixes.

3-3-2 Loçaljsation des pointa fixes

La localisation d'un point fixe revient à la détermination des racines de

l'équation 1-(17), pour cela on utilise l'algorithme de Newton-Raphson.

3-4 Carte de Poincaré

La technique classique pour l'analyse des systèmes dynamiques a été initiée

par Poincaré[22]. Elle remplace le flux d'un système dynamique continue d'ordre

n par un système discret d'ordre (n-l). Cette technique est connue comme la carte

de Poincaré. L'utilité de la carte de Poincaré provient de la reduction de l'ordre

et l'existence d'une correspondance "une à une" entre les systèmes dynami que s

continues et discrets; c'est à dire au lieu d'analyser toute la trajectoire, il suffit

d'analyser juste quelques points de la trajectoire; donc ça devient discret.

3-4-1 définitions

La definition de la carte de Poincaré est différente selon les systèmes

autonomes et les systèmes non-autonomes. On présente les deux cas séparément.

3-4-1-1 Carte de Poincaré pour les systèmes non-autonoms

Un système non-autonome d'ordre n périodique dans le temps peut être
transformé en lID système autonome d'ordre (0+1) dans un space d'état sylindrique
w.."xý\

Soit le plan t E 1ll
" x ý

\ definie par

15
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1-(21 )

1-(20)

1-(19)

1-(18)

le litue ... le pl. 1:, apréa T

La c.-te de poincaré est définie comme étant l'ensemble des points se

"?ý .. 1: _. 1: est définie par

Soit 1: le plan transversal au flux 't{x) de la trajectoire solution de

>-5 Cydea Dmites

POlD" les système dynamiques Don linéaires [23] , en général, on a lUl nombre

fmi de solutions périodiques. Chaque solution correspond cbms le plan de phase

a lUle courbe fenné appelée cycle limite.
Les trajectoires définissent des spirales qui tendent vers cette courbe quand
\ -+ GO ou qui s'en éloigoeal

-soit x lD1 point dans lDl voisinage de ..,._ .; la carte de poincaré :

cycle limite r (Fig 1-2) avec la BtJr"fKe du plan t.

trouvant dans tm voisinage U c 1: du point ý.
; point d'intersection du

l'équation:

PN définie la carte de Poincaré pour les systèmes non-autonomes.

"\\\\ .. 1: _. r.(Ut u _. w.. u)

"\\\\(ý) .. = <1>\ +'t(ý,t(l)."

3-4-1-2 Carte de Poincaré pour lea systèmes autonomea

De cette maniere, on definit une application:

secondes, la trajectoire 1-(12) va couper 1: lU poiDt ý,,"ý) (Fig. 1-1).

La trajectoire ém8D8Dt par lDl poiDt



l'équation:

1-(21 )

1-(20)

1-(l9}

1-(18)

ae aitue ... le pl.. }; , aprés T

Soit t le plan transversal au flux +t(x) de la trajectoire solution de

La c.-te de poincaré est définie comme étant l'ensemble des points se

>'5 Cycles Droites

Pour les système dynamiques non linéaires [23] , en général, on a un nombre

fmi de solutions périodiques. Chaque solution correspond dans le plan de phase

a une courbe fenné appelée cycle limite.
Les trajectoires définissent des spirales qui tendent VerB ceUe courbe quand
\ ý GO ou qui a'en éloipeà

"P" .. 1: ..... 1: est définie par

-soit li: lDl point dans lDl voisinage de ý.; la carte de poincý :

cycle limite r (Fig 1-2) avec la BtJr"fKe du plan l:.

trouvant dans un voisinage U c 1: du point ý.
ý point d'intersection du

\)" .. }; ..... r.("\It
n

..... "\It t\)

\),,( ý) .. = a)t.+"t(ý, to)·

PN définie la carte de Poincaré pour les systèmes non-autonomes.

De cette maniere, on definit une application:

3-4-1-2 Carte de Poincaré pour lea systèmes autonomes

secondes, la trajectoire 1-(12) va couper t lU point l',,\.. ý') (Fig. I-I).

La trajectoire émanant par lUI point
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Fig 1-4: CYcle limite instable
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Si la trajectoire tend vers la courbe fermée qwmd t -+ GO, on a un cycle limite

stable (FiS 1-3), li elle s'en éloisne le cycle limite ell iDltable.

On peut également avoir Je cas où d'un côté les Irýectoires tendent vers la
courbe fennée quand t ý eo et d'un côté elles s'en éloignent, Dans ce cas, on

parle de cycle limite semi-stable [24].

3-6 Bifurcation

On parle de Bifurcation, si pour certaines valeurs prises par WI paramètre

apparaissant dans les équations définissant le système, le comportement de la

solution est diffèrent.

La valeur frontière entre ces deux comportements est appelé valeur de

bifurcation du système et le paramètre paramètre de bifurcation{22].

Ainsi, un point de birfucation peut correspondre à la création où à la

disparition d'un cycle limite ainsi que le changement du type de stabilité de ce

cycle limite.

3-7 Attracteur

Un al1racteur est un point ou ensemnble de points dans le plan de phase

qu'une orbite où trajectoire tendent Il approcher.

On définit, également un bassin d'attraction comme étant l'ensemble des points

du plan de phase, caractérisant le système dynamique tel que pour des

conditions initiales choisies dans ce bassin d'attraction la solution évolue vers un

attradeur particulier

4 AnalJae d'un système d):namique DOD IiDéaire

II



4-1 Loçatil8tion des points d'équjtibrea

C'est done lDJ problème de resolution d'S syatmDe DOD liDeaire de 'n'équation à

'n' ineoSues.

1-(21)

1-(22)t, '1 e1.."i = t\,'1.t)

revient à résoudre:

La localisation des points d'équilibres d'un système dynamique non-linéaire

définit p .. le l)'Btème d'équatioos:

L'ýe ýlimiDaire dan& l'analytle d'lDJ l)'Itème cODIilte entre autre en:

La locali.abon des points d'équilibres, et des points fixe, (POlD" les solutioDi à

cycle limite), l'étude de la stabilité du système et le calcul de la trajectoire.

"
"
"
I
"

Pmni les nombreux algoridmes de rélOlutiODl de tels systèmes:

L'algorithme de Newton-Raphson.

4-1-1 AIIorithme de NcwtoD-RaphIOD

En POl_:

et



L'algorithme de Newton-RaplSoo, cODIilte " &ire le. i*lti0lll IUivante.:

1-(24)

Avec J est la matrice Jacobien (Iamalrice de. cl6rivHt partielles):

Ô{\ Ô{\ ý

h\ h,_ ha
ý ý Ml

)= h\ h,_ ha

Ma ôta ôta

h\ h,_ ih..'D, 1-(25)

et k: L'indice d'itération.

P.taDt d'S point initial Xo
= [x1o. X20' ..." Xao1T le Ii .... dans S proche

voisinage de la solution, le processus iteratif est répété, jusqu'à ce que l'on
.

trouve 1Bl point d'équilibre d'abscisse 'X¥\

1-(26)

"

vérifiant f{'X"" ,,) < £ (s tolérance choisie par l'utilisateuir)

La puissance de cet algorithme réside dans Ba trés grande vitesse de

convergence. Par contre, les inconvénients de cette méthode itérative sont:

- Le ýhois. des valeurs iDitiaIes : Les valeurs initiales doivent être choisies au

voisinage de la solution.

- La lUItare d. J.ýobi_: La nature des dérivées partielles doit être définie

positive.

4-1-2 Stabilité du point d'équilibre

"
ý

.. ':" ..ý:i;a...,' ..,;,. .. ,.: "'."'''-Lt.,
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- Le choix des valeurs initiales : Les valeurs initiales doivent être choisies au

- La lUdure du Jacobiea: La nature des dérivées partielles doit être définie

1-(24)

1-(26)

QI\ M\
ý

Û'l.\ Û'l.ý Û'l.",

ý ý QI,
1= Û'l.\ Û'l., Û'l.",

M", M", Mn
Ûl..\ irk,. ih.n 1-(2.5)

. [.. .
]"ký ::: "k\, "J..,., ... ,""'n

et k: L'indice d'itération.

Paa1ant d'tIl point initial Xo
=

[XIO. X20' ".." yT se Ii.... dans til proche

voisinage de la solution, le processus iteratif est rý6. jusqu'à ce que l'on

L'algorithme de Newton-Raphson, cODIitte à faire lei iNntiOIII IUÎvantel:

Avec J est la matrice Jacobien (la matrice des cWriv6e. partielles):

"

.
trouve am point d'équilibre d'abscisse "'ý

convergence. Par contre, les inconvénients de cette méthode itérative sont:

vérifiant f{"J..* '0..) < s (s tolérance choisie par l'utilisateuir)

La puissance de cet algorithme réside dans sa trés grande vitesse de

voisinage de la solution.

4-1-2 Stabilité du point d'équilibre

positive.
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1-(27)

1-(30)

1-(28)

1-(29)

alors, en particulier:

posant

CODIicWroS lDl point d'équilibre x., cie 1-(11). Pour aoalyaer le

comportemeDt du système .. voi.ÏIJa8e du poiDt d'équilibre Xeq (comportemeat

local), on doit liDé.-iser f lm point d'équilibre x,,:

avec Of est la matrice JacobieSe (matrice des dérivée. prielles de f)

donc l'analyae du comportement d'un ýme non- liDéaire .. point d'équilibre

devient similaire à l'analyae d'tm système linéaire.

Développaot la fonçtion f en série de Taylor (I- orch):

-Si la p.tie réelle des valeurs propres est positive ( Re[Aj > 0]) pOID" tout Al ;

alors x" eat lID point instable; c.. toute pertmbation va croin avec le temps .

- Si la partie réelle des valeurs propres est négative ( Re[Aj < 0]) pour tout Al ;

alors xeq est un point asymptotiquement stable. c'est à dir toute perturbation tend
VerB zéro quand t ý ex)

"

La stabilité du point d'équilibre est détenninée grke aux valeurs propres Âl du

Jacobien Df{x,q).

"
"

I

"
"

21
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1-(27)

1-(28)

1-(29)

1-(30)

COIIIicWroOl lm poim cr'quilibn Xe, de 1-(11). Pour anaJ)'HI' le

cOlllpOl'temeR S ayatème .. voi... S poim cr.libn I.q (cGq)ortemeot

local), 011 doit liSari .... f .. poiDt cr.libre Xe.:

D'velopp_ la fonction f en série de Taylor (1- arch):

alon, en p..-ticulier:

avec Of eat lamatrice Jacobieone (matrice deI dérivées prielles de f )

donc l'IDÙyae du comportement d'lm II)'Btème Il00- linéaire .. point d'équilibre

devient limilaire à l'analyse d'lDl système linéaire.

La stabilité du point d'équilibre est déterminée grâce am: valeurs propres Â, du

Jacobien Df{x,q).

- Si la partie réelle des valelD"B propres est négative ( Re[Â, < 0]) pour tout ÂI ;

alon x.q est lm point asymptotiquement stable. c'est à dir toute perturbation tend
ven zéro quand t -+ ct) .

-Si la partie réelle des vaJeun propres est positive ( Re[!, > 0]) pour tom l, ;

alon X'4 eat lm point instable; car toute perturbation va croitre avec le teq>s .

"
"



-

"
"

-Si 011 " dn vaI"lI"I propre. Il p.tie réell" po.itive (Re[ 1, > 0]) et des vaJ81D

propre. à partie réelle négative (Re[l, <: 0]); le point d"quilibre "eq l'lit non

stable.

La diltindion entre instable et non ltable left dana le ça d'une étude des

sy.tèmel dynamiquel. Dans le çaa mvene, un point instable devient

MyIIIptotiquemeat ltable, et ... poÏDt DOD .table relte DOD .table .

22
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2:NORMALISATION ET STABILITE LINEAIRE

D-(3)

ll-(2)

n-rn

n est trivial de constatée que l'équation (II-(l» possède une solution

uniforme dans l'espace, cette solution est sinusoidale dans le temps et elle est

comme cormne la solution de Stokes. Des considérations élémentaires montrent

que cette solution est instable pour les perturbations périodiques. L'effet est lié

directement à la source désigneé ( instabilité de bord de bande)[30,32,33].

Ln étude. lIIDDérique. ne_e. ... la ar-itioo ven le ct.o. soot foçali.,"

sur l'équation de (L-G) [15--20,26),

Ici A" AI' a, Il,, PI représentent des quantités réels. Cette équation a été

détermineé CODDDe une équation d'amplitude ou d'enveloppe d'une onde régissant

les BolutioOll des paquets d'ondes dans les différents problèmes de la stabilité'

des fluides pour chaque paramètre exteme[7,8,27,28,29]. A la limite (a == 0, Ar :::

0, AI = 1, Ilr = 0) cette équation devient l'équation cubique de Schrodinger (pour

les ondes en eau profonde) qui est déterminée l'intervalle lointain pour les

systèmes dispersifs décrivent l'équation d'amplitude des ondes quasi-

monochromatiques dans les problèmes de la physique[12,14,30,31] .

Si ll-(l) est normalisée comme

1: INIRQDUCTION

r = Ai IorlAr,. x'=la/Arl , A'=IIl/arI1f2 A

011 obtieR

Il
..
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D-(4)

D-(8)

D-(6)

D-(7)

n-(9)

Cette demiere équation est satisfait par la solution de Stokes:

En coSidération de l'instabilité de n-(7) selon les per1la'babOlll p«iodicps,

dans ce cu D-(3) devient :

A = exp(it)

PCU' limplifier 011 BUppOIe Â., G., pp ý -tS-., poIÏtiwB. Une secoude
Dormali.abOII es t dom'e p .. :

Si la solution de stokes ll-(7) est pertubée par une perturbation périodique dans

l'espace de longueur d'onde L = 21tfq ceci implique que ll-(7) est linéairement

stable à moins que[34].

on pose

1. lý\ -c!/c\ ) 1-
<\ <

ý\-c;) =<\1\

(La courbe typique d e 'il est montré dans la figure D-l).

noUl exllDÏnoS maintenant les cODléquencel de la croilllDCet temporelle. Pour

spécifier on im'oduit l'énergie:

3: STABUJTE DE I,AGRANGE

2S
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avec

La forme énérgitique de D-(6) elt obtenue en amtipli_ elle même p. le
coajusue A· et intégrant l1D" la periode, L Ceci cWpp

D-(lO)

D-(ll)

D-(12)

\ = }ý" '1, \)Î4x = ýý
"

et on cOIIIid«e le cu de la croi .. lIlCe,

I

I

I

"

"

On cOIIJIDeDce la démonstration p.,

D-(15)

D-(13)

ll-(14).

A travers tale séries de lemmes on peut montrer que ll-(ll) garde

est le rapport de Rayleigh. DOUS montrODl que le demi« terme de n-(12), est

satisfait p. l'inégalité de Scbwý resultat qui sera IâiIiBé P" la suil

I .1.[3.5] D8IUIla région de p.-.nètre où D-(ll) eat atidilite oa.:

pOlI" tout t ý où K est constant Si n-(15) a tale lollâioa alan ce dernier est

vérifiée la stabilité de Lagrange [35].

"



U-(21)

n-(19)

n-(17)

U-(20)

D-(l6)

D-(18)

et le fait que I et Q _ca touI lei deax DOlI négatives

ceci oous doao. U-(16)

et de plua

ooa

et p .. J. IlUÎt on peut déduire directemeat n-(lý ....mie awe l'hypothèse:

I e 2.[351: Pour la résion de ...... ou U-(ll) eat lltilfiùte le rapport de

RayleiBb reste limité:

P.. cOOB6queut de n-(14)

ôI
S I[leO _

lço
I]Ô\ ý\ ý\\..

-
Il

Il I(t) < L

Il et

Il ôI
s \.c,

" Ô\ lý\

Prwy.: De U-(12)



JUWYI: A chaque iStant, Boit Xo le poÏJj pcnr laquelle 1A(x,t)p prend Ba vale ...

-
Il

Il

I

I

"
"
"
"
"
"
"
-

"
..

lA. "Il \ 1
tnlD.JI'\ '1, \

JI S:"l.\- +-;::)\)(S<\. \.. C \

pourl>O

mininnm. eonsiderona:

...

fa... 'l\. '1,\)=fa... 'l\.'1t),\)+1 JM,&h
'&.

donc

ý\. '1, \ )Il ýl\. '\. "1..1)' \) + 111M ... jeD.
....

on observe aussi

et à pm1ir de l'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

La lIIbatitution de cel relatioDi __ n-(2.4) DOUI dame

ý\. '1,\'J.l S\\. ý+ lQ X)
"l.

ReveDaIII t U-(12)

U-(22)

n-(23)

U-(24)

n-(25)

U-(26).

U-(27).



D-(31)

U-(32),

n-(30)

D-(29)

D-(lI)

ý" ý. t·. E) = ,,\ + " ý. v. E) )ýý ill\. E)t)

Ou 0(0) = 1 (5 eat demé p .. (1-9». Ie tempi .It lIOI1DaIi. P"

t=Ct

qui avec n-(31) traosfonne n-(6) en n-(33)

La limite qui vient d'être démontrée et les études numériques mentionés darn;

l'introduction 8U88èrent que la solution de Stockes se bifurque premièrement à

am cycle limite. Pour examiner cette hypothèse nous devons approcher le

problème à travers ame snalyse de perturbation autour de la solution de Stockes.

Pour éviter la non uniformité on remarque que la solution proposée, lIUI"1l en

générale IDle nouvelle période. Pour accommoder cette effet on écrit la forme

perturbée de la solution conune:

4. SOLUTIONS A CYÇJ,E l,IMITE

et la stabilité de Lagrange est établie. Donc la limite ell obtenue même qwmd

l'énergie générale augmente.

Dooc " partir de n-(29) et n-(16), n-(27) CODCÜt i:

nwi ........ cm afIirme,

"

"
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n-os:

ll-(39)

ll-(40)

ll-(35)

ll-(36 )

11-(37)

ll-(34)
;= ý 'lit.\. 1", E)caI( W\x)

,,-0

sac .... que fi-(33) admet une solutioo pair, 00 cOIIIid«:

avec "It. = ait. + VIn sont des fonctions du temps et de s , Une ëtude basée sur la

théorie de la pertm"bation montre qu'on peut adopter l'..-z (l'accessoire):

conséquence nous avons:

lei résultIIbJ d'aoalyse lOot:

avec

L'insertion de ces fonnes dans ll-(12) doone me analyse directe de perturbation

et on évite les détails. Cooune nous sommes premièrement intéressés par les

solutions à cycles limites, on simplifie notre amalyse. Alors nous cherchons

immédiatement des solutions périodiques à IIs.:. Si ceci eat le cas alors en

Il
"
"
"
"
"
"

"
"
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U-(42)

ll-(44)

ll-(41)

ll-(43)

-
Il

Il

I

Il

Il

31

ll-(47)

ll-(4S)

11-(48),

ll-(46)

POlD" les solutions à cycle limite de ll-(6), la partie spatiale satisfait,

Où F = (I + ,). Puisque F est complexe, 11-(48) représente un paire d'équations

couplée du seconde ordre. ou équivalente à IDle équation d'ordre quatre. Comme

il est facile de vérifier que ll-(48) est invariante POlD" l' -+ l' ýý\ \ ý , alors

l'equation ll-(48) peut se reduir par un ordre. On calcul les solutions (numériques)

exactes et DOUB allons les comparer avec les solutions perturbées discutés dans

S: COMPARAISON AVEC LES SOLUTIONS EXACUS

les expressions nous montrons seulement quelques IDles.

Les calculs ont été faits jusqu'à 0(&""). Cependant, pour eviter de calculer toutes
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I

I

I

"

"
..

le PIn8I apbe précéSnt le. cone. de Comparal'OD .oat montrées lUI" lei

fiawe. D-2, D-3, D-4. NOIII mootroDi i la .obJtion IIIDDmque (ligne connue)

et la lolution perturbé (ligne hachuré) po leI valetn deI p.-.nètres Co
= 0.25,

c1=1, etpolD"" leI cas Q=0.9, 0.83, 0.1. le petit paramètre s,po ... chaque est 0.52,

0.68, et 0.93 respectivement,

L'ereS' quadratique moyeSe eoIre la solution perturbé et la solution exacte

pOW' In troi. Q8 ell: 2%, 5%, 6% re8pecti"Yý
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ill-(7)

ill-(6)

ill-(5)

ill-(4)

m-u)

ill-(2)

ill-(3)

31

\t\.t +\.\-ý() ýu. = \ý _\.\ +\p)ýI'l.ý

\.. = ltr/o..

avec

avec la période spatialle

devient linéairement stable si elle eat perturbée p.. ame fonction périodique de

nombre d'onde q pour:

La solution de Stokes

Dans ce chapitre on s'intéresse à la limite cubique dans l'équation de

Scbrodinger, qui eat lUI cas particulier de l'équation de Landau-Ginzbourg (co = 0).

Les propriétés des certaines solutions périodiques séparables sont examinées sous la

forme:

1 :INfRODUCTION

[34]. De plus la solution à cycle limite spatialement dependant peut-être exprimée

dans la région instable de Stokes en terme des petites p...Stres[3S]. Cette solution a

la forme:
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foodÎOII d'e8pKe :

ID-(8)

ID-(9)

m-(13)

ill-(lI)

ill-(IO)

ID-(12).

tAý:,&)= L ""(..G)ýý)
_,

a'l: (., G) = Lai':!\: GLn+\: = L (., t4!l\: +\A!l\: )G'lM\:
ý, 1.n+ý

où les coefficients sont données en fonction des deux paramètres Co ; Cl'

La subltitutioo de ID-(3) daos ID-(12) dcmne uoe ýquatiOD di1Brentielle pour la

L' idýpioo de m-(13) DOUI donne:

A la limite Co
= 0, ID-(l) devient l'équation cubique de Schrodinger

Dans les trois paragraphes suivants les relations entre cette solution à cycle
limite et certain fonctions Jacobienne elliptiques [36] solutions de l'équation cubique
de Schrodinger (ECS) sont examinées. Dans la deuxième paragraphe nous rappelions
la détermination de ces fonctions elliptiques solutions de (ECS) [4,5,6]. Le troisième
paragraphe contient le critère de selection. Dans le dernier paragraphe ce critère est

utilisée pour adapter Ie'S solutions à cycles limites (ill-(7) ..... ill-(ll) ) avec les

solutions fonctions Jacobienne elliptiques de (ECS).

On observe pour les solutions speciales de m-(12) doSées par ill-(3), m-(4) la

partie spatiale est réelle.

2:L'EQUATION CUBIQUE DE SCHRODINGER

I

I

I

I
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I
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ill-(19)

ill-(20)

ill-(18)

ill-(17)

ID-(l6)

ill-(14)

m-us).

(ii) E>O:

\\. .",) = ±Ja + Â,'1cm.\).\. .", - ""0 ),ý)

elliptique do, et E est relié avecA et Q par la fommle:

Cette solution correspond à l'interieure de la sepandrice de la figure ill-Iou la

solution est paire. Nous nous intéressons en particulier aux solutions paires de ill-(12)

pour cela la région qui nous concerne est: E<O.

Où 1.lro .om de. coasbmtes .-bitraires, CD eat I. fonction JacobieSe elliptique dont le

module eat It, et E eat reliée aVK ). et a P" I. formule:

E = 2A2 (Al - Q )

ou A, Xo sont des constantes arbitraires . k est le module de la fonction Jacobienne

Il Y a trois 8olutioos distinctes de m-(13) qui dépeodeot S niveaux d'6nergie E.

(i) E < 0:

La figure m-l montre le por1rait phase de m-(l4) et la fiaan m-2 montre le puits

potemiel V(P).

I
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m-(2If

m-(22)

ill-(24)

m-(23)

ID-(2S)

\... 1.ý= -\14. -0 ).
l

41

ceUe IOlutioo çorTeipoad à I. rj!Ïoo dim le pl .. cie pJ.e ell cIeIacn de la 16p.-aaice

où la IOlutiOD eat impaire.

(iii) E = 0:

Ceci est le cas limite de (i) , (ii) dans laquelle k .. l. D_ le plan de phase, il

correspond au meuvemeot sur la separatrice.

Dans le but d'adapter les solutions fonctions Jacobieme elliptiques avec les
solutions à cycle limite (m-(?) ..... ID-(11 » quand cI) --+ a, IDle autre relation est

nécessaire reliant la fréquence Q à la fonction spéciale P. Pour cela, nous prouvons ce

qui suit:

avec:

Lamae i: Pour les solutions de (L-G) damées par la forme m-(3), nous avons:

3. CRITERE DE SELECTION

PrIP.: SubBtituIU m-(3) mm m-(l) pour obteSir ID 6cpIboo di1réreotielle de la

forme suiVlllte:
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I

I

I

I

I
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I

I
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ill-(26)

Multipliant m-(26) par le conjugue complexe de p. et intýsnot .... la période. La

stparation des parties réelles et imaginaires dome le. rýlUlbdB, m-(23) et le "

critère de sélection" qui sera utilisée dans le p8J"88l1lPhe suiva.

4. SOLUTIONS ADAPTEES

Pour chaque nombre d'onde spécifiée q dans le champ instable de Stokes nous

voulons adapter les solutions à cycle limite (ill-(7) .... Ill-I l Ij) dans la limite cI) __. 'l

avec les solutions fonctions Jacobienne elliptiques de (ECS) données par (ill-(16)---

ill-(l7». alors on a besoin de deux conditions pour l'adaptation, Ces conditions sont:

4-1 LES CONDITIONS DE PERlOmOTE

l\:. la

m-(27)

ou K est l'intégrale elliptique complète. Ceci assure l'adaptation entre la période de la

solution fonction Jacobienne elliptique ill-(l6) et la période de la solution à cycle

limite (ill-(7) --- ill-(1l).

4-2 CRITERE DE SELECTION

m-(28)

Cette condition tient pour toutes le. solutioDi aép.-ablea m-(3) de l'équation de
Laodau-Oinzburg pour ý

= 0, pour cela nGa appliquons la coadition à la limite
0, ..... ' .

G
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Ex ..... l:

m-(3S)

ID-(34)

m-(32)

ID-(33)

m-(JO)

m-(31)

ID-(29)

\\-+0)
t" = u1.
\

\-+\)
c\

Q= 1

ý= trll

1,1.1. = C

et. p.-tir de. tables standards des intégrales elliptique. [36], ID-(29) ::::;.

m-(M), m-(32) =>

FixODI ri' = 2 et appliquoDl la deuxième condition .... la formule ID-(16) ceci

réduit la solution fonction Jacobienne elliptique de (ECS) à la solution de Stokes ID-

(5). Ceci elt général9llJent facile à comprendre en fixant le module de ID-( 16):

m-(33), m-(32) =>

Mail ID-(29), ID-(17) =:>

En milil_l. condition de périodicité ID-(27)=>

en SliSlllt le crittre de sélection ID-(28) et le fait ., S(x,O) =1 =>
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I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I
"



m-(38)

m-(36)

m-(37).

Finalement, de m-(36), m-(3S), m-(34) et m-(29), on voit que m-(16) tends vers

l'unit6. Pour cela m-(28) se r6duit à la solution de Stokel.

et ýlilOIII I. &it que cm(x,l) = sech(x). LeI etapel Boat similaires à l'exemplel.

m-(3S), m-(32) ý

Ceci est pour le cas dans lequel le critère de sélection eat appliqueé avec ct=l. En

général, la solution m-(16) venant des conditiODl adaptées contiendra l'extra

parmnètre CI ,reflectant le fait que l'adaptation vient de Co -+ \) dans m-( 1 ).Pour

vérifier que m-(37) est la solution correcte de (ECS) DOlLS mODI le module de Ill-

Fixous q = 0 et appliquons les deux conditions ýe. tor m-(16), la solution de

(ECS) se r6mnt à:

(17) :
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supporte 1,,11 etfetB de dispersion, diftWJion, et la non linearitë.

2. SOLUTIONS A CYCLE LIMITE

IV-(l)

IV-(2)

1V-(4)

1V-(3)

L'équation de Landau-Ginzburg (L-G) a é" récemm"" I. foyer de plusieurs

travaux et eUe l'il l'équation prototype de l''volutioa cr...,litude qui détermifle

l'enveloppe dei oodell pel"twWeli " am p ...... tre dt dimeoaioo supercritiquo.

L'équation que noWl prenons COOUDe:

\ý\ +'.. \ -ýo )ýu ;: \ý-'.. \ +\p)Iý'l ý

I .INTRODUCTION

ici. eld tel quo:

'.. \ - ýo );1i& = \O+\p);- '.. \ +\p)jýý ý

COOUDe on l'a déjà w daOB le chapitre I l'équation (L-G) IV-(l) possède des

solutions à cycle limite SOWI la forme dei oliCillatioWi permaneot.l.

ý(l
;:

"-
'&. )t.ý \Q.)

DiIDII la parasraphe 2 on détermine un II)'ltème qui préserve WI jeu de 3 équations

différentielles, ordinaires qui déterminent les olcillatioWi des états dont la période

spatiale est fixée. daWi le panl8JëlPhe 3 noWl étudioWi la stabilité de ces solutions BOW;

une perturbation périodique, eo utilisant les methodes mathématiques relativement

élémentaires. En particulier, on examine les mutiplicateurs de Floquet associés avec

l'équation variaticnnelle.

L'_..,litude complexo " dow. 6tre p«iodique :
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impaire. Dana la plus part des cu DOUS nous ÏDtére ""erons aux .olutions paires:

IV-(7)

1V-(8)

IV-(S)

la = 1\&

ý = ýcI)Q+p) _ t..QI) +P)t-1u"
1l t..\+c;) t..\+c;)

u =
\Q-c,p) _ t.. \ -c,p)t_ ,,1.+,,"

1l

\\ +t.;) t..\ +t.;)

'&

;= t\1l t.ýt..\ J 'It.. "I.)dx)
"

Il faut observer que lei iolutions mentioonées eo lV-(4) lOot iovariaoleil par la

multiplication d'un nombre complexe dont le module est unité, c'est-à-dire pour une

constante réel Sg, l'expression iexp(UJ,) est aussi une solution de IV-(4). Ceci suggère

que l'équation d'ordre 4 ( 1V-(4» peut se réduire par un ordre et pour cette raison on

représente, iOWl la forme:

où r et v soot dei fooctiODl réelle ". La IUbllilutioo directe de IV-(7) va satisfaire le

système:

Nous cherchons une lolution pairo,IV-(6), p«iodicp,IV-(S) delV-(8). ça now

WQII&r@ 'lU" lA "t v 800t ýI fOoçtiou impair ... r paire et coume ça

Il est immýdiate de constater que 1'6qwdioD IV-(4) donne deux lolutiOlbl paire et

(La premiere équatioD définit u.)
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1V-(9)

IV-(l2)

IV-(lU)r(O) =
Ro

"

el puÏ6.que lei fopclioDi u et v iOol impairei, alOri la trajectoire va couper la surtace

de section de Poincaré u = 0 lorsque v = 0 apréi un demi eye le. On a utilisé 1ý1i

itératiolUl de Newton comm, une bue pour la détennioation de la valeur initial"

definie par IV-(lO). Si 00 dénote la valeur de v iur la ilIrface de section section de

Poiocaré u == 0 par ,,\""R) (R est la valeur inccneue) dooe:

Dawl la proc6Sro qui lUit 00 détef1llÏllO .J la fi'6queoco C qui'OIt presecrite et It

nombre d'onde q correspoodaol La trajoctoire proRite p .. IV-(8) Cit examinée lorsqu'

elle coupe la surface de section de Poincaré u=0. Pour le choix correct dt la

vaJeur initiaJe

U, liyMtèw" 1V-(12) (avec la dollll60 ioitiale (ra " v"" Ua) == (1,0,0» elit intégré

sinwltaoément avec le &y_ème IV-(8) jUllqu'. ce que la mite de section de

Peine .. é loit detoct6e (00 utili,o I. méthode d'Heooo [37), (voir lIIIlexe) pour se

positiolller eýemont INC la lUdico de "clion do Poinc.' u=0). La nouvelle v..Jew·

.. ý
" .. =-.

définie l'itéra1Îoo,où £ cette fonction dérivée latidàita le iystèwt des

équalÏoDi varialioSelle:
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IV-(16)

IV-(14)

IV-(13)

1V-(lS).

.. 1 .... ,6

OM 8olutioDl 800l:

Ce lI)'iltme a 6 pointa d'équilibre. qui .. repr6IeIü. _:

Pour tout I et pour une stabilité locale 00 éçrit le I)'Bttme IV-(8) de la fonne suivante:

Un point d'équilibre (rIll' vell' u.,) "lit la 10lutiOil cODlJtJml" du II)'IJtème IV-(8),

c'est-à-dire:

btenae BUisi par cette méthode.

Dans la figure IV-Ion montre WI eycle limite typique obteou P" cette méthode.

Dans la figure IV-2 on expose WI" varielé de. relatioOl de m.penioB

do R ,It cWtel1lÛJl'e P" IV-(ll) et " clUle de la coaverpDçO quadratiqu" do la

méthode de Newton, leulemeot quelque. itératioB lOot mfi .....

3.POINIS D'EQUILIBRE
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IV-(16)

N-(14)

IV-(IS).

IV-(13)

rl, ... ,6

Goa solutions 100l:

Ce aylllème a 6 poUda d'6quilibrel qui loat repri .. .-61 OOllDO:

Pour tout I et pour une stabilité locale OD écrit le système IV-(8) de la forme suivante:

Un point d'équilibre (reCi" ve "" u,.> elit la lolutioo cODlbmte du I)'stème N-(8),

c'est-à-dire:

Dans la figure IV-Ion montre un c:ycle limite typique obtonu par cette méthode.

Dans la figure 1V-2 on expose une varieté dei relatioDi de dispersion

do R olt cWtermia'e par IV-(ll) et " CIUI. do la cSv'lJOnçO quadratique de la

méChode de Newton, loulemont quelque. itération lont lUfiaotel.

btenae aualili par cene méthode.

3.POINTS D'EQUILIBRE
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IV-(Z4)

IV-(Z3)

IV-(21 )

1V-(22)

IV-(20)

IV-(17)

1V-(19)

1V-(lS)

1V-(Z5).

m -1 "..."4

m =1 "..."4

R.:marque %.

\..\ -Q!/Q\ )\..0+ \/Q\) \..O-ý/Q\)
... ý ." =±

\"\+Q!)\..\+\/ç\)
-

\.\+ç!)

Remarque 1.

J-a-Ja'-4P
\1\" = :i:

l

A partir du poilll de we dei 10lutioDi de l'équation de Laodou-Oillmw-g. les

points d'équilibrel 's,ý lOut plua imporlaDtll, lei quaJre poÏDtll \..ý'(1")") sont
simplement correspand aux solutioD8 nulles de (L-G). Pour cette raison on se limite à

Dl
= 5,6.

où
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IV-(17)

IV-(lS)

IV-(19)

IV-(21)

IV-(20)

IV-(24)

1V-(22)

1V-(2l)

1V-(25).

ID -1 "..."4

m ==1 .... ,4

- J-a-Ja'-4.8
Uýl -±

1

- J-a+Ja'-4.8u\l.-:t:
.

1

où

Raoarquc 1.

A partir du point de we del lolutioDl de l'équation do Laodau-OillzbW"g. fell

points d'équilibrel (S" lOot plus importanll, 101 qualre pointa \. "', ("l' (\,,) sout
simplemont correspaad aux 8olutioDi oulles de (L-G). Pour cene raison on se limite à
Dl = .s,6.
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JV-(26)

IV-(27)

IV-(28)

IV-(30)

IV-(29)

IV-(3l)

IV-(12)

IV-(]3)

1V-(34)

....
Peu le cu IiMcial c.=I, lea poÏIIII cr.librn (,,' lOIII iDcWpeodaW de Co ýt

uý ." =,

-il\-C)
'1H -

.

l

illI'eD lUit:

Raur,ue 3.

POW' 1. c. 'P'OiM 0\ -+ CIO. I.. poÎIIII cr"luilibn. (", eoinçident et il9

devi ....... :

Rý .. ".

DlDIle cu pour lequel D = 1. III deux po_ d"quilibre.l;,' coincident ýl

ilý devieuoom :

Ut, =,

ý ." =\
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I

IV-(37)

IV-(36)

1V-(3S)

....
Pour étudier la stabilité linéaire du deux pointa d'équilibrtl (ý" on doit

4. STABILITE

[-lUý
lýn -\ \ -c;/c\ )/lJt:.".\+c;

]

M= -lýQ -luQ -(;,ý".\+\/c\)/lJt:."-\+<'.!) ,,-u=4),6)
I\\, () o\uQ

linearriser I" système putour de cell deux poioli d'équilibrell et 00 examioe lei VaJ"W1'

propres de la matrice:

".1 SIABU.JIE DES POINTS D' EQIDI.IBUS

[()

lýG -\/lJt:.]
M\ = -lýtl \) \)

1\"", \) \)

Les valýun propres de la maarice Ml soot le. lolalliODI do 1'6qualioa cubique:

On erudit les deux cas :

(i) L'équation cubique de Scbrodiager: eo= 0, cl=l

(ii) La limite c\ --t G()

La sublititutioD direct danIJ 1V-(26), 1V-(27), IV-(28) doSe """ deux points....
d'équilibres 'ý", tant que la matrice Ile reduit à:

Ir" bJlldluu \;üïiuâ.püüài.iil it l'équatioo de Laodau-ainzburg pour c. cu .'" la soluticn
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- COITeIl'POodaot" ýl = ±Jc- \ po ... le. cieux .olutiODI 'Sý, lea vecteurs propres

IV-(39)

1V-(40)

1V-(l8)

±Jo::\ A\ + C)
'1

Â.t = J1J...\- O)/\..\ +0)'1
\

ýl=±JQ-\

"" pour lei tr'quencell CS]:

Les vecteurs propres associes avec les valeurs propre. 1V-(38) solutions de

l'équation IV-(l7) sont calculées facilement:

On conclure:

" pour les fréquence. C >1:

± Jo::\ /\.. \ + C) '1

Pu = -
J1J... \ - C) /\.. \ + C) 1.

,

\

- -
- correiipondaot à ÂI = 0 pour les lIolutiolUl (ý1' , les v,cteun propres sont:

sont:

(ii) 0\ -+ GO

Les poiobJ d'équilibres coincidonl et ill lOIIl doooéel par IV-(29).

IV-(lO).IV-(ll).1IDl que lamalrieo MIO riduit à:
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Les valeurs propres de M2 IOul:

On CODclurt quo:

" pour '''II fi"équenc"l1 0< 0:

RO(Â1) = O. Ro(ý) > O. Re(A,) < O.

"" pour lei fréquenc"l1 Q> 0:

R,,(Â1) = R,,(ý) = Ro(ý) = O.

Lea vecteun prOprel 88locio. avec lei val .... propAIIV-(42) 1OIIt:

_ COITOIipODdaot. ÂI = 0

iJ-1C/\ \+Q!)/4o.l.

r j;:' =Fe,/J-\Q\\. \ +ý)

\

IV-(41)

IV-(42)

1V-(41)

IV-(44)



Floquel

IV-(49)

IV-(47)

1V-(48)

1V-(46)

IV-(4.5).

La solution périodique (solution à cycle limite) correspond au point fixe daru; la

Ajon; le systime diacret

x - (r,v,u)

La itabilité dei solutions périodiques (lolulioDi à çycle. limite.) elit déterminée

soit :

détermine le comportement local de P lIItour Ga pOd fix. x·.

Soit p le dimelblÎoD de 'D'P\.'11. L'orbit de P pour UDf cooditioo initiale Xv + ôXv est:

Les multiplicateurs caractéristiques sont une généralisation des valeurs propres

pour WI point d'équilibre.

"carte de Poincaré" P . La stabilité de la solution périodique correspond à La

stabilité du point fixe. Pour ce faire, et par lDalogie avec le point d'équilibre , la

stabilité du point fixe (r(0), v(0), u(0» de P est déterminée en linéarisant }' au

voisinase du point fixe (r(0), v(O), u(0».

4-2: STABILITE DES SOLUTIONS PERIODIQUES

par ses multiplicateurs caractéristiques, connu aussi sous le nom de multiplicateurs de
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où {m_} et {T). }, i =l...p, lOot les valeW"B propres et les vecteurs propres de la

matrice t)\ý,,ý); (cJ, i = l , ... ,p, soot les conatantes ehoisiea suivaotl les conditions

initiales.

les valeurs propres {m} sont les maluplicareurs caractéristiquee du point fixe el ils

déterminent la illlbilitý de la solution périodique, Si toutes les VWýWli m, se lrOUVOII:) â

l'intérieure du cercle unité, alors la solution périodique est asymptotiquement stahle

Si toutes lei muitiphcatewai ý se trouvons en d'hors du cercle unité, la solunon

périodiqae instable. S'il y a des multiplicateurs caractéristiques dont I" module est

inièri"we à 1 et d'autres liupérieW'B à 1, alors la solution périodique est nonstable.
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CONCLUSION

Les etudes numériques récentes sur la transition vers le chlloý' sont

focalisées sur l'équation de Landau-Gln,zbu'g (ýG). Pour cela cette étude

portait sur l'analyse des i)'stèmes non-linéaires modelises par 1'6quation complexe

(L-G) Celte équation est sati.,laite par la solution de Stokes. Le" études

numériques mentionée .. dans l'introduction suggère que la solution de Stokes se

bifurque premièrement en WI cycle limite, l'examen de cette hypothèse eýt

ctlectué à travers une analyse de perturbation, autour de la solution de Stokes,

011 remarque que la solution perturbée proposée, aura toujours une nouvelle

pérrode. Pour déterminer cet effet on a intégré numériquement l'équation (L-U); el

on a comparé la solution numérique avec la solution perturbée. Ce resultat d'analyse

montre qu'il yaWl bon accord entre la théorie de pertubatiou et la méthode

numérique utilisée.

Le traitement nwnérique est basée sur la technique de Poincaré. NOUti

avons utilisé la carte de Poincaré pour ln SyStèDU:S autoDomn pour déternuner

les poous fLXIS et par conséquent les solillions à CJ des "millS. L'utilité de la

carte de poincaré consiste en la reduction de l'ordre et l'existence d'une

correspondance "une à une" entre les "j'sternes continues et discrets. Pour cela

l'etude de la stabilité des solutions à cycles limite correspond il la stabilité du

peint fixe. Pour ce taire l'analyse de la b1abilité du poililii fixe ellit déterminé, ell

hnéariliéillt P (Carte Poincaré) autour du point fixe , on obtient alorlli la matrice

UP (matrice des dérivées partielles), lei valeurs propres de DP soul les

rnultiplucateurs caractéristiques, connu 3J.Jijlii comme rnultiplicldeurw de J.rloquýl qui

dét"rmânent la ..tabilit6 dQ poiot fixo.



I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I
--

Noua avoDi résolu l'équation de Landau-Oiozburs daoJ différentes

cofigurations, chaque çonfigw-ation peut l'appliquer à un pIIénumme pIIJsil/ut bien

precis.

D'autres propositions de solutions Conduisent à établir deli similitude» entre

l'équation de Landau-Ginzburg et l'équation non-linéaire de Bo/lQnDn. Ceci, pOWTéUt

donner lieu à la recherche d'un nouveau type d'ondes darui lei plllSllUJ à forte

collision II suffirait d'établir des analogies entre lei coelflduw de l'équation de

Landau-Ginzburg et les coefficients de l'équation non-linéaire de Boltzman,

Nous conlptuns dn d opper nos proenaines reen eren es dGn.s ce dUlluûn t.
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DéUII I. Blajori" de, cu, la cart de PoiDc:aré o'elt pu doD06e par de. équatiolW

explicites; elle ellil definié unplicitement par (I) et (2).

POW" trouver l'Îma8e d'W) point p de t, 00 doit suivre I. trajectoire partant de ce

point jw.qu'. ce qu'elle coupe t lIDe foia encore. Oa est .oac coafro """ dwx

prDblàDý pratiques?:

(I) Intégrer nwn,ariqueDlýul I" W)'HlèlDe d'équations différentielles (I) pOW" calculer

la trajectoire;

(Il) Detecter et calculer les intersections avec la surface de la section E definie

par (2).

Le premier problème a été étudié intensivement et peut être considéré comme

complètement résolu: Maintenant , on peut choisir entre plusieurs algorithmes

d'uuégranou avec lesquels on peul trouver les trajectoires. Le problème se pose

ýw1uut aw niveaw du second puint. La technique usuelle est d'integrer, c'est-à-dire,

J'obtenir une séquence deli points d'intégrariou HW' la trajectoire, et d'cvadud" S

JU11l1ýe par (2) à chaque point d'uuégranou jusqu'à ce qu'LW changement de signe e:st

Jýh:dý, cela veut dire que la surface de la section 1: a été coupée; Iý point

d'intersection est alors trouvé par interpolation. Ici le choix doit être fait. On peul

taire une interpolation linéaire entre lei deux derniers points d'intégration; cette

méthode etit simple mait! produit une erreur qui est inacceptable dans plusieurs Cali.

(ou 1Iý peul plüi calculer avec precision le point d'intersection c'est-à-dire le point

qui se trouve exactement 1iW" la surface de section Il.).

Un" méthode pour s'en sortir de celt" difficulté consiste à trouver une

combinai&OD d'intégratioo tel que lID poiat d'iategratioo sc p_Utiu .. _actClllGlt ZiW"

la surface "" la &eclÎoo t.
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On cOIIIid;n I. c. OÙ (2) a la Carme limpl.:

(3)

-=-

procedSe pratique olt comme suit :

(5)

(4).

Notre problème est que ý dans (4) est uno variable dépendaote ý cependant on ne

dx.ý\ _ fý\--_-
dx.ý f"

(\t \

peut pas spécifier d'avance sa variation d'un seul pu d'integration. Ceu«

obse,..,aûon nOMS d'Hulf /a dl:

On rearrange le aystème di1ferentiello de tel sorte que ý 'meat la variable

indepaadaatc! Ceci est fait en divis_ lea (N-I) preoim 6qwdiOIII diJDrentielles

dans (1) par la dernière, et inverser la demi6r. fonction:

où a et,1 UIlO coDitaolo , cotto formo particuli ..... 1It la pl .. i"ý utiliséo en

pratique. Par une cbqement do coordoooéos, on poul écrire (1) MOUI la forme:

t devient mainaelUlDt lIDO v.-iablo dépeadute; XM la variablo iodépendante. La

00 integre numériquement le 5)'ltème doSée par (1) jUiqu" ce qu'lIII cbqemeot

de signe est détecté sur la quantité S - Sa - a. On sc deplace alon BU 5)'stème (5), et

eu utili ..anl le dernier point calculé comme UIl point initial (dernier point avant le

changement de ligne) on intewe le syatème (5) pour UIl lIeul pu, et prenaot COIIIIDe

pas d'iotegratioD:

"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
"
,

,"
"
"
"
"



"
"

(6).

Aprél co pu d'iDUpiOD la trajoction 10 po.itioae dado ........ la eurfaco de

section de poiocari t.

Apr'i avoir DOté 1.1 coordo .... de oe pod, GD l'eVitai .. ay .... (1) pour

terminer l'im.pioo .

La seule 011'0'" dana cotto procodure "" l'erre..- d'iaopiao poll' 10 &yIIltm. (S) .
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