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Résumé

On présente dans cefte thése, une contribution a I'étude des systémes
dynamiques non-linéaires modélisés par l'équation de Landau-Ginzburg (L-G)
pour donner une solution aux problémes des instabilitées. Nous considérons des
solutions & cycle limite spatialement périodiques de (L-G), une approximation de la
solution périodique est déterminée en série asymptotique d'un paramétre faible. cette
solution est par la suite comparée avec la solution numérique exacte, par la suite
nous discutons la limite cubique dans l'équation de Schrodinger depuis 1'équation de
(L-G).

Une discussion sur la stabilité linéaire des solutions périodiques est
effectuée. Ceci nous ouvre le champ au traitement numérique. Un systéme de
trois équations différentielles est élaboré, 'intégration numérique du systéme donne
des solutions périodiques en utilisant la carte de Poincaré pour déterminer les
points fixes et la méthode d'Henon pour se positionner exactement sur la surface
de section de Poincaré. la stabilité linéaire de ces solutions périodiques est
étudiée a travers l'examen de la matrice de Floquet obtenue & partir de

I'équation varistiomnelle associée avec le systéme d'équation différentielles.



INTRODUCTION



INTRODUCTION

La variété des phénoménes observés dans la nature est une preuve de la
multiplicité des systémes évolutifs existants dans les différents domaines; parm:
ces sgystémes on peut citer les systémes linéaires connus par leur simplicite
d'évolution et d'analyse et les systémes non linéaires beaucoup plus complexes mais

beaucoup plus représentatif des phénoménes naturels.

Ces demiéres années, le grand essor qu'a commu le domaine de
I'informatique, a fait que les systémes non linéaires sont de plus en plus utilisés

pour modéliser les systémes évolutifs.

En effet, I'existence d'outils informatiques puissants a permis la programmation

des Algorithmes les plus complexes, et leur exécution en des temps trés courts.

En automatisme, dans le contréle et dans la commande des processus
inddustrieles les techniques linéaires ont afteint leurs limites; Ceci d'une part.
Dautre part, si on considére les phénoménens physiques leur nature fondamentale( en
mécanique des fluides, dans la théorie du plasma) les questions les plus importantes
demeurent sans solutions exacte, il est donc essentiel de considérer les phénomenes

phtsiques ainsi que les applications qui en découlent sous forme non-linéaire.

Dans le cas du plasma, une équation fondamentale ( équation non-linéaire de
Boltzman) demeure sans solution exacte.



Notre premier objectif est d'introduire une discussion et un début de calcul qui
peut mener a cette équation. En mécanique des fluides, une équation fondamentale est
toujours utilisée( équation de Landau-Ginzburg). Le plasma est toujours un fluide, nous
essayerons dans cette thése d'aborder toutes les solutions possibles de I'équation de

Landau-Ginzburg avec I'objectif de réappliquer ses solutions a I'équation de Boltzman.

L'équation de Landau-Ginzburg fait partie d'un ensemble mathématique qui méne
vers des comportement stables, instables ou chaotique. C'ést aussi notre second

objectif Nous commengons par donner un exposé historique sur cette équation .

En 1944, Landau [1] établit une conjecture sur des bases purement heuristiques
que l'indépendance spatiale de I'amplitude d'une équation régissant le flux d'un

fluide visqueux au nombre critique de Reynolds avait la forme:

A, = oA - BIAFA (oreel,pcomplexe) (1).

Une amnée plus tard, Stuart [2] montre que l'équation (1) est ume forme
correcte de I'amplitude de I'équation d'un flux de Poiseuille prés du nombre
critique de Reynolds. Une forme similaire développée par Watson[3] appelée
équation de Stuart-Landau connue aussi sous l'appellation de I'équation des
populations. Plus généralement, si on inclut une variation spatiale, alors 'léquation

(1) devient de la forme suivante:

A= 10, A - BIAPA + AA, 2)

avec o, réel, A, B, complexe. Cette équation dépendante du temps est désignée par
I'équation de Landau-Ginzburg, Elle est le prototype méme de I'équation  d'amplitude




régissant I'evolution d'un paquet d'ondes prés du point critique des systémes
physiques instables [4]. Pour les problémes de la convection de Benard, Newel
et Whitehead [S] déterminent I'équation de Landau-Ginzburg qui les régissent avec
cependant (B,A réel). Hocking, Stewartson et Stuart {6] ont montré que I'équation
(L-G) résulte comme une équation de Landau-Stuart généralisée, lorsque la
variation spatiale est incluse pour le cas d'un flux de Poiseuille avec préel et A

complexe.

En 1975, Pavlick et Rowlands [7] déterminent I'équation de
Landau-Ginzburg pour la propagations non linéaire des ondes dans les piézo-
électriques semi conducteurs avec p complexe, A imaginaire pur, prés de la valeur
critique d'un champ continu. Sous la condition limite o, =0, A, f imaginaires
purs, l'équation (L-G) se réduit a I'équation cubique de Schrodinger pour les
ondes en eau profondes. Elle est aussi déterminée comme une approximation en
champ lointain des systémes dispersifs décrivant 'amplitude des ondes quasi

monochromatiques dans ume large variété de problémes de la physique [8--12].

Plus récemment, I'équation (L-G) a été le point de focalisation de plusieurs
études numériques sur la transition vers le chaos. Kuramoto [13] dans le
contexte du chaos induit dans la diffusion des systémes chimiques a étudié
I'équation (2). La question fondamentale qu'il s'est posée, est la suivante: Quel est
I'effet d'une inhomogeneité spatiale sur un milieux oscillant? Il discute deux
types de comportement distincts: la phase de la turbulence et I'amplitude de la
turbulence. Dans le contexte de 'amplitude de la turbulence, il intégre numériquement
I'équation (L-G), et note la présence de bifurcations successives lorsque la diffusion

diminue. Ces travaux furent le prélude a d'autres recherches initiées par Moon,
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Huerre, Redekopp(14,15], Nozaki et Bekki [16], Bretherton, Spiegel [17].et
Keefe[18].

La question fondamentale que nous considérons est similaire 4 celle de
Kuramoto. Nous considerons en effet, des solutions & cycle limite spatialement
périodiques de (L-G). Ceci est la premiére transition qui resulte lorsque un
milieu oscillant est perturbé par une inhomogeneité spatiale périodique. Une
approximation de la solution périodique est déterminée en série asymptotique
d'un paramétre faible. Cette solution est par la suite comparée avec la solution
numérique exacte. Par la suite nous discutons la limite cubique dans I'équation de
Schrodinger depuis I'équation (L-G), les solutions approximatives sont reliées de
maniére naturelle a la fonction Elliptique de Jacobi solution de l'equation cubique

de Schrodinger.

Une discussion sur la stabilité linéaire des solutions périodiques est effectuée.
Ceci nous ouvre le champ au traitement numérique des questions précédemment
posées. Un systéme d'équations différentielles est élaboré, il régit la périodicité
spatiale, et donne des solutions séparables de l'equation (L-G). L'intégration
numérique du systéme donne des solutions périodiques exactes. La stabilité linéaire
de ces solutions périodiques est étudiée a travers 'examen de la matrice de Floquet
obtenue a partir de I'équation variationnelle associée avec ces solutions

périodiques.
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CHAPITRE 1

GENFFRALITES SUR LES SYSTEMES DYNAMIQUES ET
DEFINITIONS



1-Descrinti 1 ¥ l . l quati
fifférentiel

Parmi, les systémes évolutifs rencontrés dans les différents domaines, les
systémes dynamiques décrits par des équations différentielles ordinaires & variables
réelles, occupent une place trés importante. Ainsi, le modéle mathématique qui décrit

une large variété des systdmes du némc ordre est de la forme suivante[19]:

%\. - \\[t, y\t\,\'j\t\,...,m]

& v290 1(1)

En posant :

(Y=Y
7*1_(‘) = ;!(‘)

_&y™{y)
- «ﬁ-\

x,(1)

L'équation I-(1) peut alors s'écrire sous la forme d'un systéme d'équations du
premier ordre.

X, (‘) = 11(‘)
%, (t) = %4()

%a(6)= W[t %, (1), %, (V... x (V)]

I(2)

Ce qui domne les systémes d'équations différentielles défhis par I-(3) ou
I-(4)



1-Descrinti g ¥ | . I < qualti
lifférentiel

Parmi, les systdmes évolutifs rencontrés dans les différents domaines, les
systdmes dynamiques décrits par des équations différentielles ordinaires & variables
réelles, occupent une place trés importante. Ainsi, le modéle mathématique qui décrit

une large variété des systémes du n‘me ordre est de la forme suivante[19]:

AW
&°

o-\
Ly(n), L, 6——&}

& £29 (1)

En posant :

%, (Y= &Y
x,(t) = ¥(v)

(0= 2

L'équation I-(1) peut alors s'écrire sous la forme dun systéme d'équations du
premier ordre.

%, (V)= x,(v)
%, (V) =x%,(v)

x,(t)= \\[‘,1\(‘). X, (1), -Jn(‘)]

-(2)

Ce qui domne les systémes d’équstions diffirentiolles défhis par I-(3) ou
I-(4)



LA L YVS SUPOS W | i=1,2,...,0 I-(3)
L LG IPE SIS i=1,2,... I-(4)

Dans I-(3), la variable qui représente le temps, n'intervient pas explicitement, le
systéme est alors dit systéme autonome. Par contre, dans I-(4), ce n'est pas le
cas et le systéme est dit non autonome.

Les conditions suivantes:
%, () =X 1=1,2,...n I-(5)

sont les coordonnées du point initial M,. Les solutions x(t) de I-(3) et I-(4)
définissent une courbe passant par M, appelé trajectoire. Chaque point M(t) de
la trajectoire définit I'état du systéme dynamique décrit par I-(3) ou I-(4). On
peut ainsi suivre l'évolution du systéme dans le temps a partir de I'état initial.

2-s I\ l‘ [ 4 ®
2-1 Définiti
Définition 1 :

Un systéme est linéaire si la relation entre les grandeurs d'entrée et/ ou
les grandeurs de sortie est un systtme d'équations différentielles linéaires a
coéffcients constants{20].
L'hypothése de linéarité 2 pour conséquence le principe de superposition: La
réponse y(t) d'un systéme linéaire produite par differents signaux d'entrées
ax 1(t), ax(t), ..., a x(t) agissant simultanément, est égale & la somme des
réponses produites par chacun des signaux agissant séparément [21]. L'équation
différentielle linéaire a coefficients constants décrivant le comportement du systéme

linéaire, c'est & dir la relation entrée-sortie a la forme génerale:



LN \"\ =C \a\\e‘“ +C 'la\‘l.el“ +...+C na\sel “C
1,(4)=C ¢!t +C ape*t +...4C oy o

2 (V) =C,a o™ +C e +..+C a et 1-(9)
C,, i=1,2,..,n: sont les constantes d'intégration déterminées par les conditions

initiales X, X, .. ,Xg, € O, &, .., & , sont données par les solutions

particulieres.

2-2 Point d'équilibre
Un point O définit par les coordonnées (R R R0 ent dit point

d'équilibre si

(%] =0

3L =9

(%, =0 w20 1(10)

3-1 Définitions

Un systéme non-linéaire d'ordre n peut-8tre décrit par les équations
différentielles:

11



,dw‘“ Y, d‘::‘;’_\\“+ +b\M\+b y(t\—é

o ATy 4T Gl t)

LI n-\a.\“""\

+ugelt) 1(6)

Définition 2 :

Un systéme linéaire est décrit par un modile mathémeatique dont les
équations différentielles sont linéaires:

LY W BIE 3 WO O JWE . VO SN

[‘k“ =, R, FA R FFA R 1-(7)

ou sous une forme condensée:

x=Ax 1-(8)
avec
Ay Uy LT Ry
A 8y Qe R
A= =
_‘n\ an'). ‘m_ ._"n_

La solution génerale du systéme I-(8) est obtenue & partir des valeurs propres
A, Ag -s Ay, solutions de I'équation caractéristique ( valeurs propres de la

matrice A). La forme de lasolution est comme suit:



X, = LR X, 1)
LR NG TS RS S

o= LR LR RG) I(11)

Avec les conditions initiales { ®10>® a3 Rqe)-

Les fi i=1,2,..,n sont des fonctions non linéaires telle que le systéme
d'équations 1-(11) ne peut étre ramené sous la forme d'un systéme linéaire. Les
solutions de I-(11),

K =X (G X 0, Xggaea X gg)

Ry =R G X0, Xggs -5 Kge )

Ko =X (G Ky Koggs s Rgg) I-(12)

Peuvent étre définies par des développements en série convergentes ou par des
méthodes mumériques.

A l'inverse du cas linéaire, le systéme non linéaire I-(11), peut admettre
plusieurs points d'équilibres. Ces points d'équilibres sont définis par:

== —8_

=g 1(13)

ax, _ &, ax
& &

Cesta dir les solutions des équations:

i'\&x\ax'lr--sxn\= ° A= \’L'"a“ I-(l‘)

3-2 Stabilité



Un point d'équilibre est dit Stable, si pour tout A petit, il existe & >0 tel
que tout point d'équilibre My(x,y, Xy, ..., Xp) vérifiant

Xio? + X7 +,...,+ X, < A entraine x,%(t) + x,%(t) +,...,.+ x.}(t) <& pour t suffisament

grand.
-Dans le cas contraire le pont est instable

-Si on plus de la stabilité ona:

g O3+ R0+, +RE(1)) = 0

1—-o

Alors le point d'équilibre est dit asymptotiquement stable. Si & est infiniment
petit, on dit qu'on a une stabilité locale, par contre, s'il est suffisament grand on
parle de stabilité globale.

3-3 Systémes discrets
Chaque Application P-TR™ > TR ™ définie un systéme dynamique discret par
I'équation d'état:

Ryn =“Xk\ k:Q,\,?_.. I-(IS)

ou *x € R™ est I'état et P transforme l'édtat *x vers le prochain
état *v.\. Partant avec ume condition initiale ™o, et I'applicationn ¥ génére une
sequence de points { *x , ¥ =9.1, 2.} ‘nomée orbite ou trajectoire.

3-3-1 Définition du point fixe

On appelle point fixe x°, un point tel que:
Ry = Ry I-(16)

L'abscisse % d'un point fixe, correspond a I'une des solutions pour I'équation:

14



x =) 1-(17)
Pour les systémes non-linéaires on peut avoir en génerale plusieurs points fixes.

3-3-2 Localisation des points fixes

La localisation d'un point fixe revient 2 la détermination des racines de

I'équation I-(17), pour cela on utilise I'algorithme de Newton-Raphson.

3-4 Carte de Poincaré

Latechnique classique pour I'analyse des systémes dynamiques a été initiée
par Poincaré[22]. Elle remplace le flux d'un systéme dynamique continue d'ordre
n par un systéme discret d'ordre (n-1). Cette technique est connue comme la carte
de Poincaré. L'atilité de la carte de Poincaré provient de lareduction de V'ordre
et I'éxistence dune correspondance "une 2 une” entre les systémes dynamiques
continues et discrets; c'est 4 dire an lieu d'analyser toute la trajectoire, il suffit

d'analyser juste quelques points de la trajectoire; donc ¢a devient discret.

3-4-1 dé¢finitions

La definition de la carte de Poincaré est différente selon les systémes

autonomes et les systémes non-autonomes. On présente les deux cas séparément.

3-4-1-1 Carte de Poincaré pour les systémes non-autonoms

Un systtme non-autonome d'ordre n périodique dans le temps peut étre
transformé en un systéme autonome d'ordre (n+1) dans un space d'état sylindrique
R xS,

Soit leplan L€ " xS definie par
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I={(x,) em™x3'- 8= 4 }. 1-(18)

La trajectoire émanant par un point se sitwe sur le plan X, aprés T
secondes, la trajectoire 1-(12) va couper I am point ™Y (Fig I1).
De cette maniere, on definit une application:

o R RY)

Py(1):= O a(x,1,). 1-19)

P, définie la carte de Poincaré pour les systémes non-autonomes.

3-4-1-2 Carte de Poincaré pour les systémes autonomes
Soit I le plan transversal au flux ¢(x) de la trajectoire solution de

I'équation:

x=1(x) 1-(20)
La carte de poincaré est définie comme étant l'ensemble des points se
trouvant dans un voisinage UcZ du point W point d'intersection du
cycle limite I' (Fig I-2) avec la surface du plan I.
-soit x un point dans un voisinage de x’; la carte de poincaré :
Yo 2L eqt définie par
B(R)=4(2) I-(21)
3-§ Cycles limites

Pour les systéme dynamiques non linéaires [23], en général, on a un nombre

fini de solutions périodiques. Chaque solution correspond dans le plan de phase

a une courbe fermé appelée cycle limite.
Les trajectoires définissent des spirales qui tendent vers cette courbe quand
Lt 95 © ou qui s'en éloignent.
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={(x,) e x3": 4= 6,}. 1-(18)

La trajectoire émanant par un point se situe sur le plan Z, aprés T
secondes, la trajectoire I-(12) va couper I am point B2y (Fig I-1).
De cette maniere, on definit une application:

o R 5 RY)

Pu(%):= O 4(%,%). 1-(19)

P, définie la carte de Poincaré pour les systemes non-autonomes.

3-4-1-2 Carte de Poincaré pour les systemes autonomes
Soit I le plan transversal am flux ¢,(x) de la trajectoire solution de

I'équation:

x=1x) 1-(20)
La carte de poincaré est définie comme étant I'ensemble des points se
trouvant dans un voisinage UcZ du point x"; point d'intersection du
cycle limite I’ (Fig I-2) avec la surface du plan I.
-soit X un point dans un voisinage de X’; la carte de poincaré :
Yo Z L et définie par
BA(X)=44Ax) I-(21)
3-5 Cydles limites

Pour les systéme dynamiques non linéaires [23], en général, on a un nombre

fini de solutions périodiques. Chaque solution correspond dams le plan de phase

a une courbe fermé appelée cycle limite.
Les trajectoires définissent des spirales qui tendent vers cette courbe quand
L9 ®© ou qui s'en éloignent
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Si la trajectoire tend vers la courbe fermée quand t — @, on a un cycle limite

stable (Figl-3), sielle s'en éloigne le cycle limite est instable.

On peut également avoir le cas ot d'un coté les trajectoires tendent vers la
courbe fermée quand ' — © et d'un coOté elles s'en éloignent. Dans ce cas, on

parle de cycle limite semi-stable [24].

3-6 Bifurcation

On parle de Bifurcation, si pour certaines valeurs prises par un parametre
apparaissant dans les équations définissant le systéme, le comportement de la
solution est different.

La valeur frontiére entre ces deux comportements est appelé valeur de
bifurcation du systéme et le paramétre paramétre de bifurcation[22].

Aipsi, un point de birfucation peut correspondre a la création od a la
disparition d'un cycle limite ainsi que le changement du type de stabilit¢ de ce

cycle limite.

3-7 Attracteur

Un attracteur est un point ou ensenmble de points dans le plan de phase
quune orbite ol trajectoire tendent a approcher.
On définit, également un bassin d'attraction comme étant l'ensemble des points
du plan de phase, caractérisant le systéme dynamique tel que pour des
conditions initiales choisies dans ce bassin d'attraction la solution évolue vers un

attracteur particulier

4 Analyse d' éme dvnami linéai
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L'étape préliminaire dans l'analyse d'un systéme consiste entre autre en:
La localisation des points d'équilibres, et des points fixes (pour les solutions a
cycle limite ), I'stude de la stabilité du systéme et le calcul de la trajectoire.

41 Localisati | ints d'équili}

La localisation des points d'équilibres d'un systéme dynamique non-linéaire
définit par le systéme d'équations:

= (x4 f.xeRr® 1-(22)
revient 4 résoudre:
fT(x,t)=0 1-(23)

C'est donc un probléme de résolution d'un systéme non lineaire de 'n’ équation 2

'n' inconnues.

Pami les nombreux algorittmes de résolutions de tels systémes:
L'algorithme de Newton-Raphson.

4-1-1 Algorithme de Newton-Raphson
En posant:

1L=[1v.\,1.l,...,1k,h]T

et

=15, .5



L'algorithme de Newton-Raphson, consiste a faire les itérations suivantes:

LIRS WES Nl & 1-(24)

Avec J est la matrice Jacobien ( lamatrice des dérivées partielles):

[ A, 5, A, |
01\ h'z. axn
A A A
i=| 7%, &%, o,
[T %y O%,] 1-25)

et k: L'indice d'itération.

Partant d'un point initial X, = [X,p, Xy, ..., Xp]" se situant dans un proche

voisinage de la solution, le processus iteratif est répété, jusqu'a ce que l'on

trouve un point d'équilibre d'abscisse Y

L SR W SRR W 1-(26)

vérifiant f{x*,.) <€ (¢ tolérance choisie par I'utilisateuir)
La puissance de cet algoritime réside dans sa trés grande vitesse de

convergence. Par contre, les inconvénients de cette méthode itérative sont:

- Le choix des valeurs initiales : Les valeurs initiales doivent étre choisies au

voisinage de la solution.
- La nature du Jacobiem : La nature des dérivées partielles doit &tre définie

positive.

4-1-2 Stabilité d int d'équilil



L'algorithme de Newton-Raphson, consiste 3 faire les itérations suivantes:

Ry SRy — l;‘- i 1-(24)

Avec J est la matrice Jacobien ( lamatrice des dérivées partielles):

[ A, A, A, |
v, o, Om,
A A A
y=| o, &, %,
A AR, A,
L%y %y TR, 1-(25)

et k: L'indice d'itération.

Partant d'un point initial X, = [X,,, X, ..., Xp]T se situamt dans un proche

voisinage de la solution, le processus iteratif est répété, jusqu'a ce que Fon

trouve un point d'équilibre d'abscisse *u

38 =[x'\,x;,...,x;] 1-(26)

vérifiant f{x*,) <& (g tolérance choisie par l'utilisateuir)
La puissance de cet algoritime réside dans sa trés grande vitesse de

convergence. Par contre, les inconvénients de cette méthode itérative sont:

- Le choix des valeurs initiales : Les valeurs initiales doivent &tre choisies au

voisinage de la solution.

- La nature du Jacobien : La nature des dérivées partielles doit étre définie

positive.

4-1-2 Stabilité d int d'équili}



Considérons un point d'équilibre x,, de I-(11). Pour analyser le

comportement du systéme au voisinage du point d'équilibre x,, (comportement

local), on doit linéariser f au point d'équilibre x, :
posant

x=1q+¢ix

R=T(R)D R+ = (3 +R)

Développant la fonction f en série de Taylor (1= ordre):

(X +RY= () +HDI(%, ). ox

alors, en particulier:

% = DE( X, ). O&

avec Df est lamatrice Jacobienne ( matrice des dérivées partielles de f)

1-(27)

1-(28)

1-(29)

1-(30)

donc l'analyse du comportement d'un systéme non- linéaire an point d'équilibre

devient similaire a4 I'analyse d'un systéme linéaire.

La stabilit¢ du point d'équilibre est déterminée grice aux valeurs propres A, du

Jacobien Dfix, ).

- Si la partie réelle des valeurs propres est négative ( Re[A, < 0] ) pour tout A ;

alors x,, st un point asymptotiquement stable. c'est a dir toute perturbation tend

vers zéro quand L — ©.

-Si la partie réelle des valeurs propres est positive ( Re[2, > 0] ) pour tout A ;

alors x,, est un point instable; car toute perturbation va croitre avec le temps.

b |



Considérons un point d'équilibre x,, de I-(11). Pour analyser e
comportement du systdme au voisinage du point d'équilibre x, (comportement
local), on doit linéariser f au point d'équilibre x,:

posant

A= (R R, + A=W x +R) 1-(28)
Développant la fonction f en série de Tuylor (1% ordre):

T(X +RY= (R I+HDI(R,)) ox 1-(29)
alors, en particulier:

= DI(x, ). & 1-(30)

avec Df est lamatrice Jacobienne ( matrice des dérivées partielles de f)
donc l'apalyse du comportement d'un systéme non- linéaire au point d'équilibre
devient similaire 2 I'analyse d'un systéme linéaire.

La stabilité du point d'équilibre est déterminée grice aux valeurs propres A, du
Jacobien Df(x,,).

- Si la partie réelle des valeurs propres est négative (Re[A, < 0] ) pour tout A, .

alors x,, est un point asymptotiquement stable. c'est 4 dir toute perturbation tend
vers zéro quand L — ©.

-Si la partie réelle des valeurs propres est positive ( Re{2, > 0] ) pour tout A ;

alors x,, est un point instable; car toute perturbation va croitre avec le temps.



-Si on a des valeurs propres a partie réelle positive (Re[A, >0]) et des valeurs
propres & partie réelle négative ( Re[A, < 0] ); le point d'équilibre x,, est non
stable.

La distinction entre instable et non stable sert dans le cas d'une étude des
systémes dynamiques. Dans le cas inverse, un point instable devient
asymptotiquement stable, ot un point non stable reste non stable.



CHAPITRE II
SOLUTIONS PERIODIQUES



1: INTRODUCTION

Les études numériques recentes sur la transition vers le chaos sont focalisées
sur I'équation de (L-G) [15--20,26],

A -4, DA, = oA - B HBOR[A (1)

Ici A, A, O, B, B, représentent des quantités réels. Cette équation a été
détermineé comme une équation d'amplitude ou d'enveloppe d'me onde régissant
les solutions des paquets d'ondes dans les différents problémes de la stabilité
des fluides pour chaque paramétre externe(7,8,27,28,29]. A la limite (=0, 3, =
0,2, =1, B, =0) cette équation devient I'équation cubique de Schrodinger (pour
les ondes en eau profonde) qui est déterminée l'intervalle lointain pour les
systtmes  dispersifs  décrivent  I'équation d'amplitude des ondes quasi-

monochromatiques dans les problémes de la physique{12,14,30,31] .

I est trivial de constatée que l'équation (I-(1)) posséde une solution
uniforme dans l'espace, cette solution est sinusoidale dans le temps et elle est
conmue comme la solution de Stokes. Des considérations élémentaires montrent
que cette solution est instable pour les perturbations périodiques. L'effet est hié
directement 4 la source désigneé ( instabilité de bord de bande)[30,32,33].

2:NORMALISATION ET STABILITE LINEAIRE

Si II-(1) est normalisée comme

= jo/Ak, x=lo/Ad , A'=[B/o/? A I-(2)
On obtient
A (L-ic)Aly = iCA™(cHiEJATA' I-G3)
avec



oo =, o =-BiAl/ B I-(4)

Pour simplifier on suppose A, o, B, A, -B, positives. Une seconde
normalisation es t dommée par:

t'=ct, x"=x (c)? 0-3)

dans ce cas II-(3) devient :

A, + (1-ic)A, = icy/c,A - (1+icy/c,JARA 1-(6)

Cette derniere équation est satisfait par la solution de Stokes:

A = exp(it) I-(7)

Si la solution de stokes II-(7) est pertubée par une perturbation périodique dans
l'espace de longueur d'onde L =2n/q ceci implique que II-(7) est linéairement
stable 2 moins que[34].
2 . ').&\—ctz/c\\ .
\-<) 1I-(8)
(La courbe typique d e q, est montré dans la figure II-1).

on pose
£=q"-q; I-©)
3: STABILITE DE LAGRANGE

En considération de l'instabilité de II-(7) selon les perturbations périodiques,
nous examinons maintenant les conséquences de la croissances temporelle. Pour

spécifier on introduit I'énergie:



1= [ ofen = RE

0 1-(10)
et on considére le cas de la croissance,

A
— 29
X o-(11)

La forme énérgitique de II-(6) est obtenue en muitipliant elle méme par le
conjugue A° et intégrant sur la periode, L. Ceci dégage

A e+ By —7_3'31]';Arm
[7a8 C, S, 9 n_(lz)

avec

Q= fifan
5 I-(13)

est le rapport de Rayleigh nous momtrons que le dernier terme de II-(12), est
satisfait par l'inégalité de Schwarz, resultat qui sera utilisé par la suit.

]N‘«xz\‘/\.

° I-(14).
A travers ume séries de lemmes on peut montrer que [I-(11) garde

2 L2
AL = maxhr ] < 1-(15)

pour tout t>0 oit K est constant Si [I-(15) a une solution alors ce dernier est
vérifiée la stabilité de Lagrange [35].

On commence la démonstration par,

lemme 1.[35] Dans la région de paramétre od II-(11) est satisfaite ona:



I(t) <L 1I-(16)
et

g 1z

A '2.0\ n_( 1 7)

Pramve: De [I-(12) et le fait que I et Q sont tous les deux non négatives

L
T Tovp 2 fafan
]

AN <, 1-(18)

Par conséquent de II-(14)

N I[P_o_}_m]
07,8

G, Q\L n_(l 9)

ot parla suit on peut déduire directement I-(17), ensuite avec I'hypothése:

e
748

ona

\[Z"_l_ﬁ] >0,

¢, ¢L 1I-(20)

ceci nous domne II-(16)

lesmme 2.(35]: Pour la région de paramétre ou I-(11) est satisfaite le rapport de
Rayleigh reste limité:

QL)< Ve, n-(21)
et de plus



1 2
mh\x,t\[‘ SL(—+ )
i Lk 1-(22)
pour 50

preuve: A chaque instant, soit x, le point pour laquelle JA(x,t)p prend sa valeur
minimum. considerons:
ANR V) =A(R,, )+ 2 [AA &%

n 0-(23)

donc

A sa“‘uo,unjm‘h

= [-(24)
on observe aussi

2\ 2 )\ a2
G = {Ilam,ﬂl uszlmmu &

II-(25)
et & partir de I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a
fan <R
d II-(26).
La substitution de ces relations dans II-(24) nous donne
2 1 Y
' X§ 8AY S\\L+7.Q ) 1.7,

Revenons & II-(12)



Sl I-(28)
maintensnt on affirme,
. .
Qs A\ I-(29)
Donc & partir de II-(29) et I-(16), I-(27) conduit i:
|
ACx, SWACH VAR 1G0)

et la stabilité de Lagrange est établie. Donc la limite est obtenue méme quand

I'énergie générale augmente.

4. SOLUTIONS A CYCLE LIMITE

La limite qui vient d'étre démontrée et les études numériques mentionés dans
I'introduction suggérent que la solution de Stockes se bifurque premiérement a
un cycle limite. Pour examiner cette hypothése nous devons approcher le
probléme & travers une analyse de perturbation autour de lasolution de Stockes.
Pour éviter la non uniformité on remarque que la solution proposée, aura en
générale une nouvelle période. Pour accommoder cette effet on écrit la forme

perturbée de la solution comme:
ACX, L=+ A X, 0 £))exp N £)) 0-(31)

Ou Q(0) = 1 (s est definé par (I-9)). le temps est normalisé par
t =t n'(32),
qui avec II-(31) transforme II-(6) enII-(33)
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sachant que II-(33) admet une solution pair, on considér:

EDM MEAAT R
v I-(34)

avec 8n= 3+, gont des fonctions du temps et de s.Une étude basée sur la

théorie de la perturbation montre qu'on peut adopter I'ansatz (I'accessoire):

Q=1+ Q&
uet I-(35)
a, = 3 ane”
- 1-(36)
a, = D A k>0
= 0-(37)

L'insertion de ces formes dans II-(12) domne ume analyse directe de perturbation
ot on évite les détails. Comme nous sommes premiérement intéressés par les

solutions & cycles limites, on simplifie notre analyse. Alors nous cherchons
immédiatement des solutions périodiques a a . Si ceci est le cas alors en

conséquence nNous avons:

¢ =9 1-(38)

les résultats d'analyse sont:

(AW = WD 1I-(39)
avec
W= —6odo, - 6ol (1- 30, J+H1%etet(1 -0, ) - 6oyl (3 - 0, ) +6c) II-(40)

D = 1ed -3l (T} + 3¢, +3)+oyler + 586} +1%6e] +122¢, +1)



—9clet(Se} +1ae, +1)+6e1(2e, +9) 1-(41)

AV =0 (1 +¢, )2 As, - €0) I-(42)
A® = (-502 +60lo, +ok0! - 207 - Yoy - 6g W A" A8, -0ty I-(43)
AV =0 I-(44)
Q, =(-26} +263c} - 20} + e, - 24, + WA e ey - Y 1-(45)

A = l\a@\l[\ - E;‘_\‘_‘““'_\)i]
A

3\0\ - °’6 \1 n_(46)
n_ Vo [3%\\ +c\\ L +¢,) ]
ﬂl ‘ké \ \c\ _co\ 3\°\ —Q°\ H-(47)

Les calculs ont été faits jusqu'a O(g*). Cependant, pour eviter de calculer toutes

les expressions mous montrons seulement quelques unes.

5: COMPARAISON AYEC LES SOLUTIONS EXACTES

Pour les solutions 2 cycle limite de I-(6), la partie spatiale satisfait,

2
(- noxd—f =(Q+ °w SO 2 E[F
At I-(48),
Ou F=(1+ ¢). Puisque F est complexe, II-(48) représente un paire d'équations

couplée du seconde ordre, ou équivalente a ume équation d'ordre quatre. Comme
il est facile de vérifier que II-(48) est invariante Pour ¥ — Fexp(i6) , alors

I'equation II-(48) peut se reduir par un ordre. On calcul les solutions (numériques )

exactes et nous allons les comparer avec les solutions perturbées discutés dans

k) |



le paragraphe précédent les courbes de comparaison sont montrées sur les

figures II-2, II-3, 11-4. Nous montrons aussi la solution numérique (ligne cotinue)
ot lasolution perturbé (ligne hachuré) pour les valeurs des paramétres ¢, = 0.25,

¢,=1, et pour les cas Q2=10.9, 0.83, 0.7. le petit paramétre s, pour chaque est 0.52,

0.68, et 0.93 respectivement.

L'ereur quadratique moyenne entre la solution perturbé et la solution exacte
pour les trois cas est: 2%, 5%, 6% respectivement.
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CHAPITRE III

LIMITE CUBIQUE DANS L'EQUATION DE
SCHRODINGER



1:INTRODUCTION

Dans ce chapitre on s'intéresse 4 la limite cubique dans 1'équation de
Schrodinger, qui est un cas particulier de 1'équation de Landau-Ginzbourg (¢, = 0).

W +(1-k YA, = oA - (L Hp)A['A m-(1)
0<e; <¢,, m-(2)

Les propriétés des certaines solutions périodiques séparables sont examinées sous la

forme :

ALK, 1) = ep(UXY 1) m-(3)
avec la période spatialle

L=121/q I-(4)
La solution de Stokes

A(x, ) =exp(®) m-(5)

devient linéairement stable si elle est perturbée par une fonction périodique de

nombre d'onde q pour:
Q' <21 -cg /e YA +ep) =q, I-(6)
(34]. De plus la solution & cycle limite spatialement dependant peut-étre exprimée

dans larégion instable de Stokes en terme des petites paramétres[35]. Cette solution a

la forme:

ALK, 6) = A X8R SN m-(7)

avec



£ =q3-q" [m-(8)

A X8 = 2‘.\6‘\%‘\“@\

Im-(9)
31\6'\:2&%:2‘57‘“* = Z\ag‘:‘:‘ +"A:2k P
= - Im-(10)
K e)=142 Q8"
" m-(11)

ou les coefficients sont données en fonction des deux parameétres ¢, ; c,.

Dans les trois paragraphes suivants les relations entre cette solution & cycle
limite et certain fonctions Jacobienne elliptiques [36] solutions de l'équation cubique
de Schrodinger (ECS) sont examinées. Dans la deuxiéme paragraphe nous rappellons
la détermination de ces fonctions elliptiques solutions de (ECS) [4,5,6]. Le troisiéme
paragraphe contient le critére de selection. Dans le dernier paragraphe ce critére est
utilisée pour adapter les solutions a cycles hmites (II-(7)....M-(11) ) avec les
solutions fonctions Jacobienne elliptiques de (ECS).

2: LEQUATION CUBIQUE DE SCHRODINGER
A la limite ¢, = 0, III-(1) devient l'équation cubique de Schrodinger
. 3
W A g A =0 m-(12).

On observe pour les solutions speciales de III-(12) données par III-(3), II-(4) la
partie spatiale est réelle.

La substitution de III-(3) dans III-(12) donne une équation différentielle pour la
fonction d'espace :
Y, = ®-9 m-(13)

L' intégration de III-(13) nous donne:



®.,
=Y =B-N(P
(o) () 1)

oul E est la constante d'intégration, et V représente le potentiel :

N(P)= 2Pt -
2 m-(15).
La figure IlI-1 montre le portrait phase de IM-(14) et la figure -2 montre le puits

potentiel V(P).

Il y a trois solutions distinctes de III-(13) qui dépendent du niveaux d"énergie E.

(i) E<O:
PR) = /28 A1 - %), K) m-(16)
k=L -yt m-(17)

ou A, X, sont des constantes arbitraires . k est le module de la fonction Jacobienne

elliptique dn, et E est reli¢ avec et Q par la formule:

E=22 (M-Q) Im-(18)

Cette solution correspond a l'interieure de la separatrice de la figure -1 ou la
solution est paire. Nous nous intéressons en particulier aux solutions paires de III-(12)

pour cela la région qui nous concerne est: E<0.

(n) E0:
PR = 2VQ+ Len( A% - 1), K) m-(19)
k= (Q+ Y2 4 m-(20)

Ou A, x, sont des constantes arbitraires, cn est la fonction Jacobienne elliptique dont le

module est k, et E est reliée avec A et Q par la formule:

40



1
B=—(L-Q .
7-\ 9% m-(21f

Cette solution correspond a la région dmns le plan de phase en dehors de la séparatrice
ou la solution est impaire.

() E=0:

P(r)= iﬁluc\\\l\x— %)) M-(22)

Ceci est le cas limite de (i) , (ii) dans laquelle k- 1. Dans le plan de phase, il

correspond au meuvement sur la separatrice.

3. CRITERE DE SELECTION

Dans le but d'adapter les solutions fonctions Jacobiemne elliptiques avec les
solutions a cycle limite (II-(7) ..... M-(11 )) quand ®e =% une autre relation est

nécessaire reliant la fréquence Q 4 la fonction spéciale P. Pour cela, nous prouvons ce

qui suit:

Lemme 1: Pour les solutions de (L-G) données par la forme III-(3), nous avons:

() &\/c\+Q\=\\+\/°\\Ilvlﬁ/l|\‘|ﬁ m-(23)
(2) O-ci/e )y pp_(Q-cp/e)

Iell; = Grely Iell - Grely o ol )
avec.:
o[ = frePe

° oI-(25)

Preuave : Substituant [1I-(3) dans I-(1) pour obtemnir uné équation différentielle de la

forme suivante:
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_8+1c, /) e +igy/e,) .
(1-%,) (1 -%y) -(26)

=

Multipliant I-(26) par le conjugue complexe de P, et intégrant sur la période. La
séparation des parties réelles et imaginaires donne les résultats, III-(23) et le "

critére de sélection” qui sera utilisée dans le paragraphe suivant.

4. SOLUTIONS ADAPTEES

Pour chaque nombre d’onde spécifié¢e q dans le champ instable de Stokes nous
voulons adapter les solutions & cycle limite (III-(7)...M-(11)) dans la limite ¢y 9

avec les solutions fonctions Jacobienne elliptiques de (ECS) données par (II-(16)---

II-(17)). alors on a besoin de deux conditions pour I'adaptation, Ces conditions sont:

4-1 LES CONDITIONS DE PERIODICITE

A q m-(27)

ouK est I'intégrale elliptique compléte. Ceci assure I'adaptation entre la période de la
solution fonction Jacobienne elliptique II-(16) et la période de la solution a cycle
limite (II-(7) --- OI-(11)).

4-2 CRITERE DE SELECTION

(@)= 2Rl o),
© “ I-(28)

Cette condition tient pour toutes les solutions séparables II-(3) de I'équation de
Landau-Qinzburg pour ¢, = 0, pour cela nous appliquons la condition a la limite
0,9




Exemple 1:

Fixons @ =2 et appliquons la deuxiéme condition sur la formule II-(16) cect
réduit la solution fonction Jacobienne elliptique de (ECS) a la solution de Stokes III-
(5). Ceci est généralement facile & comprendre en fixant le module de III-(16):

k=90 IM-(29)
et 4 partir des tables standards des intégrales elliptiques [36], II-(29) =
X=m m-(30)
En utilisant la condition de périodicité II-(27)=

i=q m-(31)

Mais [-(29), M-(17) =
=0 _ I-(32)

en utilisant le critére de sélection III-(28) et le fait que dn(x,0) =1 =

(2 +Q)
A W
(2+1)

< m-(33)

IM-(33), M-(32) =

Q=1 m-(34)

I-(34), M-(32) =

A=\ Im-(35)



I-(35), M-(32) =

qQl=2 m1-(36)

Finalement, de IM-(36), I-(35), II-(34) et IM-(29), on voit que II-(16) tends vers
I'unité. Pour cela ITI-(28) se réduit A la solution de Stokes.

Exemple 2: (c,=1).

Fixons q = 0 et appliquons les deux conditions adaptées sur IlI-(16), la solution de
(ECS) se réduit a:

A(x, )= %em\%'t\sec\\\\gx\ m-(7)

Ceci est pour le cas dans lequel le critére de sélection est appliqueé avec ¢,=1. En

général, la solution INI-(16) venant des conditions adaptées contiendra l'extra
paramétre c, reflectant le fait que I'adaptation vient de ©o 9 gans mM-(1).Pour

vérifier que III-(37) est la solution correcte de (ECS) nous fixons le module de II-
17:

%=1 I-(38)

et utilisons le fait que dn(x,1) = sech(x). Les etapes sont similaires & |'exemplel.
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CHAPITRE 1V

STABILITE DES SOLUTIONS A CYCLE LIMITE
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[ INTRODUCTION

L'équation de Landau-Ginzburg (L-G) a été récemment le foyer de plusieurs
travaux et elle est I'équation prototype de l'évolution d'amplitude qui détermine
I'enveloppe des ondes perturbées & un paramétre de dimension supercritique.

L'équation que nous prenons comme:
W 16010, = 100- (L Hip)d @ Iv-(1)

0<cy <S¢, p=¢ IV-(2)
supporte les effets de dispersion, diffusion, et la non linearité.

Dans la paragraphe 2 on détermine un systéme qui préserve un jeu de 3 équations
différcaticlles, ordinaires qui déterminent les oscillations des états dont la période
spatiale est fixée. dans le paragraphe 3 nous étudions la stabilité de ces solutions sous
une perturbation périodique, en utilisant les methodes mathématiques relativement
élémentaires . En particulier, on examine les mutiplicateurs de Floquet associés avec

I'équation variationnelle.

2. SOLUTIONS A CYCLE LIMITE

Comme on l'a déja vu dans le chapitre I ['équation (L-G) IV-(1) posséde des

solutions & cycle limite sous la forme des oscillations permanentes.

Vo = AX A URY) IV-(3)
ici ¢ est tel que:
(1=, ) = (2+10)- O +ip)d' ¢ IV-(4)

L'amplitude complexe ¢ devra btre périodique :



Ar+2a/Q)= A %) IV-(5)

Il est immédiate de constater que l'équation IV-(4) donne deux solutions paire et

impaire. Dans la plus part des cas nous nous intéresserons aux solutions paires:

A-x)= Ar) IV-(6)

11 faut observer que les solutions mentionnées en IV-(4) sont invariantes par la
multiplication d'un nombre complexe dont le module est unité, c'est-3-dire pour une
coustante réel 6, 'expression gexp(if,) est aussi une solution de IV-(4). Ceci suggere
que I'équation d'ordre 4 ( IV-(4)) peut se réduire par un ordre et pour cefte raison on

représente ¢ sous la forme:

)

#= 1" epla [M()ax)
b V-(7)

oih r et v sont des fonctions réelles. La substitution directe de IV-(7) va satisfaire le

gystéme:

T, =K
N =\QQQ+P\_\°Q+P\‘_’_‘N
1 T4 (L +e))

o _Q-ep) WV -ep) i
T Q) (o)) IV-(8)

(La premiere équation définit u.)

Nous cherchons une solution paire, IV-(6), périodique, IV-(5) de IV-(8). ¢a nous

monire queuetvsonldesfoncﬁonsimpairn.rpaireetcomoga
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u(0)=v0)=10 IV-(9)
Dans la procédure qui suit on détermine ¢, la fréquence Q qui'est presecrite et le
nombre d'onde q correspondant. La trajectoire produite par IV-(8) est examinée lorsqu’
elle coupe la surface de section de Poincaré u=0. Pour le choix correct de la

valeur initiale

r(0) =R, IV-(10)

et puisque les fopctions u et v sont impaires, alors la trajectoire va couper la surface
dv section de Poincaré u = 0 lorsque v = 0 aprés un demi cycle. On a utilisé lew
itérations de Newton comme une base pour la détermination de la valeur initiale
definie par IV-(10). Si on dénote la valeur de v sur la surface de section section de

Poincaré u = 0 par W(R) (R est la valeur inconnue) donc:
R, =R-WR)A(R) IV-(11)

A

Ng = —.

définie l'itération,od R cette fonction dérivée satisfaits le systime des

équations variationnelle:

it,\ = 1y + 200,
ax

d =(¢q +0)
LI U .7 P Y
& T QAey T A IV-(12)

L S SV

= Ty + 2NV, - 2w
ax T (+edy * . *

Le systéme IV-(12) (avec la donnée initiale (r, , vy , W) = (1,0,0)) est intégrs
simuitanément avec le systéme IV-(8) jussqu'a ce que la surface de section de
Poincaré soit detectée (On utilise la méthode d’Henon [37], (voir amnexe) pour se

positionner exactement sur la surface de section de Poincaré u=0). La nouvelle valewr



do R est déterminée par IV-(11) et & cause de la convergence quadratique de la
méthode de Newton, seulement quelques itération sont sufisantes.

Dans la figure IV-1 on montre un cycle limite typique obtenu par cette méthode.

Dans la figure IV-2 on expose une varieté des relations de dispersion

Q= Q\q‘,cg',c\\ IV-(13)

btenue aussi par cette méthode.

3.POINTS D'EQUILIBRE

Un point d'équilibre (r,,, v,,, u,,) est la solution constante du systéme IV-(8),

c'est-a-dire:

AN W UL T LA VRS SR W IV-(14)

Pour tout x et pour une stabilité locale on écrit le systéme IV-(8) de la forme suivante:

(& _(Q-c/e) (A-ci/ey) T4\
& (L+e))  (+ed)

) Ll - ¢ {Q+1/e,) _sl) +1/¢,) K - 2uv

& (A +ed) (L +¢¢)
S— =4
| dx IV-(15).

Ce systéme a 6 points d'équilibres qui sont représentés comme:

-

Ca =0 V05) r=l,..6 Iv-(16)

ced solutions sont:



de R est déterminée par IV-(11) et & cause de la convergence quadratique de la
méthode de Newton, seulement quelques itération sont sufisantes.

Daas la figure IV-1 on montre un cycle limite typique obtenu par cette méthode.

Dans la figure IV-2 on expose une varieté des relations de dispersion

Q= qq.vco'wc\\ IV-(13)

blenue aussi par cette méthode.

3.POINTS D'EQUILIBRE

Un point d'équilibre (r,,, v,,, u,.) est la solution constante du systéme IV-(8),

c'est-a-dire:

ANV FRY T R L PR PR e IV-(14)

Pour tout x et pour une stabilité locale on écrit le systéme IV-(8) de la forme suivante:

(& _(Q-cfe))_Q-qfe) £ o, a
& (V+e}) O +¢3)

°°\Q+\/°\\ °o\\+\/°\\£ Tuv

& W+ (+eb)
3 = 4w
4% IV-(15).

Ce systéme a 6 points d'équilibres qui sont représentés comme:

P

6o =0V, 1) r<l,....6 IV-(16)

cos solutions sont;
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Vg = (Q+1/e,)/u (Y +¢}) m =1,.4

w = Q- NBHYe ) (Q-c4/s,)
i Q+ed) 1V +1/,) (1 +et)

=0 m=1,..4

L =(Q+1/e )1 +1/e, )

ou
a=-(Q-c5/e, YL +¢7)

B=--c(R+1/e,}} /a1 +o} )

Remarque 1.

IV-(17)

IV-(18)

IV-(19)

IV-(20)

Iv-(21)

IV-(22)

IV-(23)

IV-(24)

IV-(25).

A partir du point de vue des solutions de I'équation de Landau-Ginzburg, les

points d'équilibres ¢s+4¢ sont plus importants, les quatre points (6:6.6:,4) sout
simplement correspand aux solutions nulles de (L-G). Pour cette raison on se limite a

m=35,6.

Remarque 2.



Vo =€ (Q+1/6,) /201 +¢0) m =1,..4

w ¢ (oS NQ+Ve ) (R-c/o)
> Q+e2)(1+1/,) (1 +et)

L=90 m =1,... 4

Lo =(Q+1/6) /(1 +1/e, }

ou
a=-(Q-c3/e, )1 +¢3)

= - -2+ ) /a1 +e} )

Remarque 1.

IV-(17)

IV-(18)

IV-(19)

IV-(20)

Iv-(21)

IV-(22)

IV-(23)

IV-(24)

IV-(25).

A partir du point de vue des solutions de I'équation de Landau-Ginzburg, les

points d'équilibres €514 sont plus importants, les quatre points (616064 5ot
simplement correspand aux solutions nulles de (L-G). Pour cette raison on se limite a

m=35,6.

Remarque 2.



Pour le cas spécial c,=1, les points d'équilibres ¢3:% sont indépendants de c, et

i} v'en suit:
use =90 1IV-(26)
Ngo=1 -

‘ 1 IvV-(27)
Le= \Q+\\1/4 ' IV-(28)
Remarque 3.

Pour le cas spécial S\ = ©, les points d'équilibres $3:% coincident et ils

deviennentt:

vy =0 IV-(29)
Vse =0 IV-(30)
=@ IV-(31)
Remarque 4.

Dans le cas pour lequel Q = 1, les deux points d’équilibres ¢s»4 coincident et

ils deviennent :

Ui =0 V-(32)
Voo =0 IV-(33)
Le=1 IV-(34)



a solition voituspuidit 4 1'équation de Landau-Ginzburg pour ce cas est la solution

de stokes.
4. STABILITE
4.1 STABILITE DES POINTS D' EQUILIBRES

Pour étudier la stabilité linéaire du deux points d'équilibres $3:% on doit
hnvairiser le systéme autour de ces deux points d'équilibres et on examine les valeurs

propres de la matrice:

g by, AV-e/e )/ (L e
M=|-2v, —2u, e (L1 )/ 1 (L +eg) (n=5,6)

ay, 0 au V-(35)

On ¢tudit les deux cas :

(i)  L'équation cubique de Schrodinger: ¢;=0, ¢,=1

(i) La limite & 2%

(i) ¢ =0,¢=1

La subiltingion direct dans IV-(26), IV-(27), IV-(28) domne les deux points
d'équilibres 65156, tant que la matrice se reduit &:

0 w, -\/uk
9

M, ={-2vg, O
ay, O \ IV-(36)
Les valeurs propres de la matrice M, sont les solutions de I'équation cubique:
3 1 _
Palavierf =0 IV-(37)



A, =0, Ay =2V0-3 IV-(38)

On conclure:

« pour les fréquences Q >3:
Re(%,)=0, Re(1,)>0, Re(1;)<0.

e« pour les fréquences £2<3:

Re(%,) = Re(A,) = Re(A;) = 0.

Les vecteurs propres associes avec les valeurs propres IV-(38) solutions de

I'équation IV-(37) sont calculées facilement:

- correspondant & A,= 0 pour les solutions €515 , les vecteurs propres sont:

Aﬁz \ u

,h.u—mu +Qy? IV-(39)

- correspondant & Aoy =2VQ-3 pour les deux solutions ¢s:% les vecteurs propres

sont:

/-3 /(A + QY /-3 /(1 +Q)
A= |- A/ +QY |, As=| -/ +QY

b b IV-(40)
(ii) L N A

Les points d'équilibres coincident et ils sont données par IV-(29),
IV-(30), IV-(31), tant que la matrice M se réduit a:



0 0 -1/20(1+¢})
M,=| & 0 —¢,/2AN)+63)

2
aQd" o 9 IV-(41)
Les valeurs propres de M, sont:
=0, Ay = J—'LQ/\\ +63) IV-(42)
On conclurt gue:
« pour les fréquences Q< 0:
Re(A,) = 0, Re(A,) > 0, Re(a;) < 0.
s pour les fréquences Q> 0:
Re(A,) = Re(A,;) = Re(A;) =0.
Les vecteurs propres associes avec les valeurs propres IV-(42) soat:
. correspondant d A, =0
0
r.=|\
0 IV-(43)
. correspondant 4, Ay =200 +00)
[+ 1 +eh) /AQ|
7o = Fo [y +6D
- - IV-(44)




4-2: STABILITE DES SOLUTIONS PERIODIQUES

La stabilité des solutions périodiques (solutions a cycles limites) est déterninée
par ses multiplicateurs caractéristiques, connu aussi sous le nom de multiplicateurs de

Floquet.

Les multiplicateurs caractéristiques sont une géneralisation des valeurs propres

pour un point d'équilibre.

La solution périodique (solution & cycle limite) correspond au point fixe dans la
"carte de Poincaré" P . La stabilité de la solution périodique correspond a La
stabilité du point fixe. Pour ce faire, et par analogie avec le point d'équilibre , la
stabilité du point fixe (r(0), v(0), u(0)) de P est déterminée en linéarisant ¥ au
voisinage du point fixe (r(0), v(0), u(0)).

soit :

x - (r,v,u) IV-(45).
Alors; le systdme discret

Sy = DR(RT)O%, IV-(46)

détermine le comportement local de P autour du point fixe x°.
Soit p le dimension de DP(X"). L'orbit de P pour une condition initiale x, + 8x; est:

1‘ = 1. + 5&‘ N'(47)
%, =% +(DR(X ))&, IV-(48)
Xy = X +o M +.. 4o, 7m0 IV-(49)



ob {m} et {n },i=1.p, sont les valeurs propres et les vecteurs propres de la
matrice DR(X"); {c,}, i =1,...,p, sont les constantes choisies suivants les conditions

initiales.

les valeurs propres {m,} sont les multiplicateurs caractéristiques du point fixe ot ils
déterminent la stabilité de la solution périodique. Si toutes les valeurs m, se trouvons 2
I'intérieure du cercle unité, alors la solution périodique est asymptotiquoment stablo.
S1 toutes les multiplicateurs m, se trouvons en d'hors du cercle unité, a solution
périodiquo instable. S'il y a des multiplicateurs caractéristiques dont le module vt

inférieure a 1 ot d'autres supérieurs a 1, alors la solution périodique est nonstable.
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CONCLUSION

Les etudes numériques récentes sur la transition vers le ch@os sont
focalisées sur 1'équation de Landau-Gingburg (L-G). Pour cela cette étude
portait sur I'analyse des systémes non-linéaires modelises par I'équation complexe
(L-G). Cette équation est satisfaite par la solution de Stokes. Les études
numériques mentiondes dans l'introduction suggére que la solution de Stokes se
biturque premierement en un cycle lLimite, I'examen de cette hypothése et
etlectué a travers une analyse de perturbation, autour de la solution de Stokes,
on remarque que la solution perturbée proposée, aura toujours une nouvelle
pentode. Pour déterminer cet etlet on a intégré numériquement I'équation (L-G); et
on a comparé la solution nunérique avec la solution perturbée. Ce resultat d'analyse
montre qu'ilya un bon accord entre la théorie de pertubation et la méthode

nunérique utilisée.

Le tratement pumérique est basée sur la techmque de Poincaré. Nous
avons uhlisé la carte de Poincaré pour les systémes automomes pour détermmner
les points fixes et par conséquent les solutions d cydes limites. L'utilité de la
carte de poincaré consiste en la reduction de l'ordre et l'éxistence d'une
correspondance "une 2 une” entre les systemes continues et discrets. Pour celu
I'etude de la stabilité des solutions a cycles lhimite correspond a la stabilité du
pomt lixe. Pour ce taire l'analyse de la stabilité du points fixe est détermmné, en
hinéarisant P (Carte Poincaré) autour du point fixe , on obtient alors la matrice
DP (matrice des dénivées partielles), les valeurs propres de DP sont les
mwluiplucateurs caractéristiques, connu aussi comme multiplicateurs de Floquet qui

déterminent la stabilité du point fixe.
a2



Nous avons résolu l'équation de Landau-Ginzbwrg dans différentes
cofigurations, chaque configuration peut s'appliquer a un phénomeéne physique bicu

précis.

D'autres propositions de solutions Conduisent 3 établir des similitudes entre
I'équation de Landau-Ginzburg et I'équation non-linéaire de Boltgnan. Ceci, pourtait
donner lieu 3 la recherche d'un nouveau type d'ondes dans les plasma a forte
collision. 11 suffirait d'établir des analogies entre les coefficients de I'équation de

Landau-Ginzburg et les coefficients de 1'équation non-linéaire de Boltzman.

Nous comptons dev el opper nos prochaines recherches dans ce domaine.
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Dans la majorité des cas, la cart do Poincaré n'est pas donnée par des équations

explicites; elle est definié 1mplicitement par (1) et (2).

Pour trouver I'image d'un point p de I, on doit suivre la trajectoire partant de ce
point jusqu'a ce qu'elle coupe ¥ une fois encore. On est donc confronté & deux

problemes pratiques?:

(1) Intégrer nunériquement le systdme d'équations différentielles (1) pour calculer
la trajectotre;
(1) Detecter et calculer les intersections avec la surface de la section L defime

par (2).

L premier probléme a été étudié intensivement et peut étre consideré comme
complétement résolu. Maintenant , on peut choisir entre plusicurs algorithmes
d'intdgration avec lesquels on peut trouver les trajectoires. Le probleme se pose
swiout au niveau du second point. La technique usuelle est d'integrer, c'est-a-dire,
d'obtenir une séquence des points d'intégration sur la trajectoire, et d'evaluer §
dulnée par (2) 4 chaque powt d'witégration jusqu'a ce qu'un changement de signe est
detecté, cela veut dire que la surface de la section I a été coupée; le powmt
d'utersection est alors trouvé par interpolation. Ici le choix doit étre fait . On peut
faire une interpolation lindaire entre les deux demmiers points d'intégration; cette
methode est simple mais produit une erreur qui est inacceptable dans plusicurs cas.
(on ne peut pas calculer avec precision le point d'intersection c'est-3-dire le pout

qui se trouve exactement sur la surface de section X1.).

Une méthode pour s'en sortir de cette difficulté consiste a trouver unc
combinaison d'intégration tel que un point d'integration sc positioner exactement sur
lu surface dv 1a section I.



On considére le cas od (2) a la forme simple:

‘A‘-%=Q (3)

ou a est une constante , cette forme particuliére est la plus fréquement utilisée en

pratique. Par une changement de coordonnées, on peut écrire (3) sous la forme:

*x,-a=9 4).

Notre probléme est que x,, dans (4) est une variable dépendante ; cependant on ne

peut pas spécifier d'avance sa variation d'un seul pas d'integration. Cett¢

observation nous donne la dé.

On rearrange le systéme differentielle de tel sorte que xy devient la variable
independante! Ceci est fait en divisant les (N-1) preniers équations différentielles

dans (1) par la derniére, et inverser la derniére fonction:

dax -T“—
& 1
| &y L (5)

¢ devient maintenant une varigble dépendante; x, la variable indépendante. La

procedure pratique est comme suit :

On integre numériquement le systéme domée par (1) jusqu'd ce quun changement
de signe est détecté sur la quantité S = x, - & On se deplace alors au systéme (5), et
en utilisant le dernier point calculé comme un point initial (demier point avant le
changement de signe) on integre le systéme (5) pour un seul pas, et prenant comme
pas d'integration:



An,=-% (6).

Aprés ce pas d'intégration la trajectiore se positione éxactement sur la surface de
section de poincaré I.

Aprés avoir noté les coordonnées de ce point, on revient su systéme (1) pour
terminer I'integration .

1.a seule errour dans cette procedure est l'erreur d'integration pour le systéme (5).



