REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE

MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET
DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
UNIVERSITE DE CONSTANTINE
FACULTE DES SCIENCESDE L'INGENIEUR
DEPARTEMENT D’'ELECTRONIQUE

MEMOIRE DE MAGISTER
Présenté par :
Melle. Hamdaoui Kheira
Option :
Traitement du sgnal

Théme:

IMPLEMENTATION ANALOGIQUE ET
NUMERIQUE DE DERIVATEUR ET
INTEGRATEUR D 'ORDRE

FRACTIONNAIRE

N 4

Soutenuele:
Examinépar lejury :
Président Pr. M. Khamadja Professeur Université de Constantine
Rapporteur Pr. A. Charef Professeur Université de Constantine
Examinateur Pr. A. Bennia Professeur Université de Constantine

Examinateur Dr.T.Larouss M aitre de conférence Université de Constantine

i Année 2005/2006 j




Introduction Générale

| ntroduction Générale

Le concept des opérateurs d’ordre fractionnaire a été défini aux 19 siécles par
Riemann et Liouville. Leur but devait prolonger la différentiation (dérivation ou
intégration d’ordre fractionnaire) en employant non seulement un ordre entier mais
également des ordres non entiers.

Lalittérature contient beaucoup d’ exemples d’ gpplication de cet outil mathématique,
également dans la recherche de solutions aux problémes des équations différentielles
ordinaires, des éguations différentielles aux dérivées partielles et les équations
intégrales, les opérateurs dordre fractionnaires sont utilisés en identification des
modéles rationnels non entiers, en traitement d’images pour I’ extraction de contour [1].

Pour les modéles dits fractals et |es modéles multi fractals, ils reposent sur ladérivée
non entiére définie de facon implicite [1]. Ces moddées sont utilisés dans différents
domaines, comme représentation anal ytique de données expérimentales : impédance de
polarisation d’ électrode et densité spectrales de puissance du complexe QRS du signal
ECG [2].

La difficulté majeure avec les modées fractionnaires est leur simulation dans le
domaine temporel, souvent la solution anal ytique de la sortie d’'un modée fractionnaire
n'est pas simple a caculer. Durant les 20 derniéres années des algorithmes numériques
ont été développés en utilisant les modéles rationnel s continus et discrets dans le temps
rapprochant les systemes fractionnaires [3, 4, 5,6].Des méthodes basées sur I’ expression
analytique de la sortie, qui n'est pas simple a cdculer, elle exige le cacul dune
intégrale ,en outre ele dépend de la précision utilisée en calculant le produit de
convolution [1].Dans des articles plus récents, on trouve des méthodes basées sur des
modél es di scrétisés dans | e temps, ces méthodes rapprochant le modé e fractionnaire par
un modele rationnel discrétise, le dérivateur fractionnaire est substitué par son
équivalence discrétisée dans le temps. Ce dernier est caculé en utilisant de diverses
méthodes d’ approximations, les plus récentes sont Euler, Tustin, Simpson, et Al-Alaoui
[3, 7, 8, 9,10]. Ces méthodes ménent a une transformation en Z irrationnel qui est

ensuite rapprochée par la série de Taylor tronquée ou I’ expansion de fraction continue
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(CFE). L’ inconvénient de telles méthodes est que I’ ordre du modéle équivalent est éleveé,
ce qui rend lasimulation trés dure aréaiser.

L’ objectif poursuivi par ces travaux est de trouver une nouvelle méthode de
simulation de la sortie d’ un opérateur d’ ordre fractionnaire qui garantit les deux critéres
nécessaires phase congtante et amplitude linéaire dans une gamme de fréquences donnée,
et qui assure une simulation fecile et repide a réaliser, les investigations de cette
méthode et les résultats obtenus seront exposées en quatre chapitres.

Le premier chapitre est consacré a la représentation de certaines notions de
I’ opérateur d' ordre fractionnaire, et les méthodes d’ approxi mations | es plus récentes.

Dans le deuxiéme chapitre, nous exposerons une approche d’ gpproximation
rationnelle d'opérateur d’ordre fractionnaire qui est la méthode d’approximation
rationnelle de Charef d'une facon déaillée, le troisieme chapitre est réservé a la
discrétisation de |’ opérateur d’ordre fractionnaire selon deux transformations récentes,
la transformation Bilinéaire et la transformation Backward, une implémentation de
I’ opérateur d’ ordre fractionnaire est également présentée.

Le quatriéme chapitre est réservé a |’ gpplication de la méthode proposée sur les
fonctions les plus usuelles: I'échelon, la rampe, sinusoidale, et fonction sinusoidale
amortie, La méhode proposée sera ensuite decrite et les résultats de son évaluation, en
termes de phase constante et amplitude linéaire dans |a bande de fréquences désirée, des

comparal sons avec d’ autres méthodes sont également présentées.



Chapitre | Opérateurs d’ ordre fractionnaire

Opérateursd’ ordrefractionnaire

|.1 Définitions
|.1.1 Définition de GRUNWALD-LETNIKOV
On considére les notations suivantes :
a :Ordredeladérivation(a | R),
D®) : Opérateur dérivation non entiére d ordrea .
a) Casgénéra
Ladérivée d’ ordreun ( DY ) d'une fonction f peut étre définie par :

Dl £ 1) = IImf(t)- f(t- h) (1-1)

h® 0 h

Lorsgue n est un entier quelconque, cette formule peut se généraliser et la dérivée
d ordre ndef est définie par :

G) . ic? ) ok = n! )
DV £(t) = lim- 90( 1) Ck.f(t- kh), ou CH PO (1-2)

Plus généralement, on définit ladérivéed ordrea delafonction f par larelation [11]

D(a)f(t): ié aa? f(t- k.h) (1-3)
°h" o g Kg
¥
?Q_La)k) et G(2 = ¢p'' t* " dt estlafonction Gamma.
0

Pour un pas de discrétisation h petit I’équation (1-3) donne une trés bonne

approximation sous laforme:

(t- kh) (1-4)

a
h* =

W £({) » ig g‘

&IIO
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b) Casd unefonction causale

Si f est causale, on montre que la somme infinie de (1-4) se réduit aun nombre K

de termes, ¢’ est-a-dire que |’ on peut écrire [11]

DO () » L & (- 1 g‘

(t- kh) (1-5)
h* =

&LIO

Dans le cas d’un échantillonnage, |a dérivation d’ordre al’instant t, =h.m , ou” h

est le pas d’ échantillonnage, est donnée par :
D(a)f(tm):i.ém(-l)kaagf ou f, = fft,) (1-6)
gkz

Cette expression permet de déerminer numériquement par discrétisation la
dérivation non entiére d’une fonction f causae.
|.1.2 Définition de RIEMANN-LIOUVILLE

La dérivée d’ordre a , lorsque a <1, d'une fonction f continue s écrit sous la

formeintégrale suivante :

oA )= 1070+ gy 0" 1l &

Ou'u (t) est lafonction échelon unitaire.
[.2 Quelque propriétés dela dérivation non entiere
Soit f et g deux fonctions continues.
[.21Linéarité
La dérivation non entiére est un opérateur linéaire [10]. Aingi, si f et g sont deux

fonctions continues et (I ,m) desréels, ona:

D®(l .f +mg)=1.D®(f)+mD®(g) (1-6)
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[.2.2 Opérateur d’identité
Pour a =0, I'opération D et I opérateur d’identité :

DOf(t)= f(t) (1-7)
1.2.3 LatransforméedeLaplace
La transformée de Laplace F, fonction de |’ opérateur de Laplace s, d’une fonction

f, dépendant du tempst, est définie par larelation :

F(9 = {1 ()i = of () at (-8)

0
[11] montre que latransformation de L aplace d’ une dérivation d’ordre a delafonction
f est égale au produit de la transformée de Laplace de f et de I’ opérateur de Laplace (s)

alapuissancea , de maniére anal ogue au cas des dérivations entieres :

L{D®[f(t)] of = s* L{f (t); s} (1-9)
|.3 Exemplesde calcul de dérivée non entiére

[.3.1 Dérivation non entiére d’ une exponentielle

Pour un nombre z quelconque, ona (2] :

D®)[exp(zt)] = 2* .exp(zt) (1-10)
ou D® est ladérivation d’ ordre a par rgpport alavariablet.
[.3.2 Dérivation non entiére d’un cosinus (ou d’un sinus)

En utilisant le fait qu'un cosinus (resp. un sinus) est égal a la partie réelle (resp.
imaginaire) d une exponentielle, et que I’ opérateur dérivée non entiére est linéaire [2],
on peut déterminer facilement la dérivation non entiére d’ordre a  d’'un cosinus (resp.
un sinus).

Ainsi :

D® [cos(w, t - j )]=wg .cosdw, t-j +a %9 (1-11)
é 2

3

W, t-j +a po (1-12)
29

1)
=)
(ol
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La figure (I-1) ci-dessous illustre cette notion de dérivation non entiere pour une

fonction sinusoidale caractérisée par une pulsation de 10 rad/s et un déphasage nul.

Fonction dérivée

"o 100 200 00 400 S00 B0O0 Foo S00 [00 1000

Temps (s)
dérivéed ordre 0 dérivéesd ordre 0.7
—_— dérivéed ordre 0.5 —_— dérivéed ordre 0.9

Figure -1 Dérivation d’ordre a d’'une fonction sinusoidae
1.3.3 Dérivation non entiére d’unefonction sinusoidale amortie
En utilisant le fait qu'un sinus est égal & la partie imaginaire d’ une exponentielle

et que |’ opérateur dérivé non entiere est linéaire [2], on trouve lardation suivante :

D®[sin(w, t).exp(t /t )] = R* .sin(w, t +a g ).exp(t /) (1-13)
Avec: R:1+i.wO etq=Arg§°é+iW09 (1-14)
t et I}

|.4 M éhodes d’approximation del’opérateur d’ordrefractionnaire
[.4.1 Cas continu
1.4.1.1 Approximation en utilisant les expansions de fraction continu (CFE)
et destechniques d’inter polation
En générad [12] I'approximation rationnelle de la fonction G(s): s

,0<a <1 est obtenue en utilisant la CFE :
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—_— 1 -
Gh(S)_ (1+ST)a (I 15)
G&§:§+§§ (1-16)

Ou G, (s) est I'approximation dans les hautes fréquences WT >>1) , et G (s) est
I” approximation dans | es basses fréquenc&(w << 1).

[.4.1.2 La méthode d’ Oustaloup

Laméthode [13] est basée sur |’ approximation de lafonction de laforme:

H(s)=s", ml R’ (1-17)

Par lafonction rationnelle suivante:

9=c0 =

En utilisant les formules de synthése suivantes :

(
wg=a *w, ; w, =a®w, ; —Wk; = Wi =ah >1 (1-19)
we w,
Wir oy 51 e =5 50: N :—Iog(WN/WO)' m= loga (1-20)
W, wg log(ah) log(ah)

Avec
w, : Lafréquence du gain unité.Te quew, =, w,w, w, et w,

Sont |es fréquences transitoires hautes, et basse respectivement.
|.4.1.3 La méthode de Char &f

Cette méthode proposée dans [14], est basée sur I’ approximation d’une fonction
delaforme:

H(SF;a (1-21)
Eﬁﬁ?

Pr o
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Par un quotient de polyndmes en fonction de s sous laforme :

[N

e ..
0 R
=0 0& Zig (1-22)
A %]_+ig

Pig

Ou les coefficients sont calculés pour obtenir une déviation maximale de la réponse
originae de I’amplitude dans le domaine fréquentiel de. On définit :

a= 10y/10(a-1) b= 10192 gp= 10y/10a(1-a) (|_23)
Les pdles et les z&os de la fonction rationnelle approximée sont obtenus & partir des

formul es suivantes :
Po = pT‘/B’ P = Po (a-b)I v 4 =ap, (a-b)I (1-24)
Le nombre des poles et des zéros est lié a la largeur de la bande désirée et au critére

d erreur utilisé par I’ expression :

=

é ou
élog g o (1-25)
_ @& Po _gu
T e @) o't
¢ G
e u

1.4.2 Casdiscret
1.4.2.1 Approximation discréte en utilisant I'intégration et I’ expansion
desé&rieentiére
En utilisant la fonction génératrice correspondant & la regle de Backward,
W(Z'l): (1— z—l) et en utilisant I expansion de série entiere (PSE) de(l— z'l)a ,
La formule de Grinwald-Letnikov de la dérivée d’ ordre fractionnaire pour un ordre a

est obtenue:

f((n- KJT) (1-26)

L’ exécution de la PSE de lafonction (1— z'l)'a meéne alaformule donnée par

Lubich [15] pour I'intégral d’ ordre fractionnaire d’ordre a :

R f (hT) =T a( )kgi""; ((n- K)T) (1-27)
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La fonction de transfert résultante, rapprochant I’ opérateur d’ordre fractionnaire est

donné par larelation :

v(z)=T=Pse|t- 21" F(2) (1-28)
Ou' T est la période d' échantillonnage, Y(z) est latransformée en z de la séquence de
sortiey(nT), F(z) est la transformée en z de la séquence d'entrée f (nT), PSE{u}

dénote |’ expression qui résulte de |’ expansion de série entiére de lafonction u,

Faire ainsi donné:

p* (9 = Y1) g peefa- 21)} (1-29)

F(3
Ou D**(z) dénote |’ équivalent discret de |’ opérateur d’ ordre fractionnaire.
Une autre possihilité pour I’approximation est I'utilisation da la régle trapézoidale,

comme une fonction génératrice :

wzt)=22 2 (1-30)

1+2t

1.4.2.2 Approximation discréte en utilisant I'intégration numérique

et I'expansion defraction continue

Une méhode pour obtenir I’équivalent discret de I'opérateur d ordre
fractionnaire, qui combine larégle trapézoidale et la CFE [16], cette méhode implique :

L’ utilisation de lafonction génératrice :

wz?)=22 2 (1-31)

1+2°t

Ou z est lavariable complexe, z'* est I’ opérateur de retard.

Et I’ expansion de fraction continu (CFE) de:

*a

) =t (132

1=
1+z- o

Pour obtenir les coefficients et laformade |’ approximation.

10
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La fonction de transfert résultante, rapprochant |’ opérateur d’ordre fractionnaire peut

étre exprimée souslaforme:

D“‘(z):lg)):TmaCFEi 1;2;12 gpq (1-33)
- -I—ma PP(Z_ ) (|_34)

Qq(Z'l)

Ou'T est la période d échantillonnage, CFE{u} dénote la fonction de transfert
résultante de I’ application de I’ expansion de fraction continue de la fonction u , Y(z)
est latransformée en z de |a séquence de sortie y(nT), F(z) est latransformée en z de
la séquence d’ entrée f(nT), p et q sont lesordresdel’ gpproximation, P et Q sont des

polyndmes de degré p et q correspondant au variable z°* .

[.4.3 Autres approximations

Il est nécessaire de mentionner la méthode diffusive proposé dang[17], les
approximations résultantes peuvent étres regardées, dans le domaine de I’ aplace en tant
qu’ approximation rationnelle de I’ opérateur d’ordre fractionnaire, cette approximation
montre un objet commun, que nous observons dans toutes les bonnes approximations
rationnelles, elle a des pdles et des zéros entrelacées sur le vrai axe négatif dans le plan
s, e la distance entre les pOles et les zéros successifs diminue pendant que
I’ approximation est améliorée en augmentant le degré des polynémes du numérateur et

de dénominateur.

11
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Approximation desopérateursd’ordrefractionnaire

[1.1 Approximation del’intégrateur d’ordrefractionnaire
La fonction de transfert de I’opérateur intégrale d ordre fractionnaire est

représentée dans le domaine fréquentiel par lafonction irrationnel le suivante :
1
Hi(d == (11-2)

Avec s = jw lafréquence complexe et m est un nombre positif tel que O<m<1.
Dans une bande de fréquence donnée [w, w, |, cet opérateur d'ordre fractionnaire peut

ére modelé dans le domaine fréguentiel par un pdle a puissance fractionnaire (PPF)
comme suit :

K
Hl(S):—'m (11-2)

H, (9 =

= = (11-3)

K,
&S

9
W, &

Avec K, = (1/ Wcm) et w, est lafréquence de coupure de PPF qui est obtenue a partir de

e

FB

m-o
!Sl o:

la basse fréquence w, ‘w . =w, V10 -1 ou e est I'erreur maximale permise
entre la pente de |’ opérateur de puissance fractionnaire de I’ équation (11-1) et le PPF de

I"équation (I1-2) dans la bande de fréguence donnée [Wb ,Wh] .
Dans le but de représenter le pble d’ordre fractionnaire de |’équation (11-2), et par
conséquent |’intégrateur d’ordre fractionnaire, par un systéme linéaire invariant dans le

temps, il est nécessaire d'approximer sa fonction de transfert irrationnelle par une
rationnelle[14,18].

13
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La méthode d’ approximation consiste & approximer la pente de 20mdB/dec sur le tracé
de Bode du PPF par un nombre de ligne sous forme de Zig-Zag, produite par une
aternance de pente 20 dB/de cet O dB/dec correspondant & une alternance de poles et de
zéros sue |’ axe réel négative du plan stel que po<zo<pi1<zi1<. .. <Zn-1<PN.

D’ ou I’ approximation suivante :

N&la So
K Jght =
M= ek ot A -9
g,z Of* =
W, g i=0 P g

Les p, etles z sont lespdles et les zéros de |’ approxi mation.

En utilisant une méthode graphique simple [14], les pbles et les zéros de
I’ approximation s'averent sous une forme d'une progresson geométrique. Cette
méthode graphique d’ approximation a commence par une erreur d’ gpproximation y en

dB et une bande de fréquence d’ approximation w,, .

Pour déterminer le nombre N, la bande de fréguence sur laquelle I'approximation est
faite doit étre spécifie, soit "w,, " cette bande, telle que w,, est pris 100 fois égal aw,,

son expression est donnée par [14,18] :

€ 0g &V U
€ Py (11-5)
log (ab) U

a

1ax

N = partie entiere

@ D> D D> D>

L'arrangement des singularités (plles-zéros) est éabli selon les deux progressons

géométriques suivantes :
P, :(ab)i p, .pour i=01,.,N

z, =(ab) ap, ,pour i=01,..N-1

Ou a et b sont appelés les rapports de position, leurs expressions en fonction dey et m
sont donnée par :

® Yy 6 ey

a=10°9Cms =10

14
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Et le premier pble po et le premier z&o z o sont donnés par [14,18] :
=w.\b, 7 =ap,
Afin de connaitre la contribution de chaque pdle au processus de relaxation. On doit

décomposer lafonction rationnelle en somme de fractions élémentaires :

oloe s O
O¢+———=
i b) 5_ 8
Hl(S):Kl' =0§ = )sapo('jg:- & hs 0 (11-6)
iv—— = TCi+ =
O s Bt
Ou’ les coefficients h sont les résidus et qui sont déterminés par :
(ab)p, O (ab) 6
O J =t
h=k € _(@Rp_ J“E 2 6 i=01.N (1-7)
O (ab)p,O O(l—(ab) )
j=0,jti (ab)J j=0,jti

[1.1.1 Exemple d’un intégrateur d’ordre fractionnaire
Pour le but d'illustration prenons un exemple numérique pour un intégrateur
d ordre fractionnaire représenté par :

1
Hl(S):qu

Pour obtenir la fonction rationnelle d'approximation de cet opérateur d'ordre

fractionnaire, on suppose que la bande de
fréquence[wb ,Wh]:[100rad/s,10000rad/s]; & pour e=10"°, on obtient
w, =0.2146 et K;=0.4632 par suite le modéle PPF de cet opérateur d ordre

fractionnaire est donné par :

0.4632
H(s) = o
B, S 0

e 02146 g

On choisit I'erreur du PPF par une fonction rationnelle y = 1 dB et la bande
fréquentielle o approximation w__ =100w, =10°rad /s , les paramétres a, b, po, 2o €t

N peuvent ére facilement calculés et ils sont donnés comme suit :

15
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a=1.5849, b=1.5849, p,=0.2702rad/s, z,=0.4282rad/set N=17.
Les pbles et les zéros de I approximeation sont donnés par |es équations suivantes:
p, =0.2702(2.7514)' , pour i=0,1,....17

z, =0.4282(2.7514)' , pouri=0,1,....16

Les tracés de Bode de la fonction rationnelle d approximation sont présentés dans la

figure (11-1).

Bode diagram
T T T T

Amplitude (dB)

7O i i
<+ 5 (=]

10° 10’ 10 10° 10 10 10
[Fréquence radfsec]

Phase (degrés)

10 15 152 153 15 10 10
Fregquency radsfsec
Figure (11-1) Tracés de Bode de lafonction d’ gpproximation de |’ opérateur

intégrateur d’ ordre fractionnaire s °°.

On remarque bien que dans la plage de fréquence [ 100,10000] , la pente de la fonction

d approximation de I’opérateur intégrateur d’ordre fractionnaire a une pente de-

10dB/dec (20m), et laphase de -45°, ce qui implique |ajustesse de I’ approximation.

16
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[1.2 Approximation del’opérateur dérivateur d’ordre Fractionnaire
La fonction de transfert d opérateur dérivateur d'ordre fractionnaire est

représentée dans le domaine fréquentiel par lafonction irrationnel le suivante :

Gy(s)=s" (11-8)
Avec s=jw: la fréguence complexe e m: est un nombre positive tel que
0<m<1.Dans une bande de fréquence donnée [w, w;, | cet opérateur d' ordre fractionnaire

peut étre modelé dans le domaine fréguentiel par un zéo a puissance fractionnaire
(ZPF) comme suit [18] :

2 s0
Gp(9) =K, El+—3 (11-9)
D Dg W p
Si on suppose que pour wi [w,.w,] onaw >>w_ , on peut écrire:
s 0 K
Gy (9 = gi: =—Dgn=g" (11-10)
W, g W

Avec K, =w." et w, est la fréquence de coupure de ZPF qui est obtenue a partir de la

e
10

FB

DO
!Sl o

basse fréquence w, ‘w. = w, V10 -1 ou e est!’erreur maximale permise entre
la pente de I’ opérateur de puissance fractionnaire de I’équation (11-8) et le ZPF de

I”équation (11-9) dans la bande de fréguence donnée [Wb ,Wh] .

Dans le but de représenter le zéro d'ordre fractionnaire de I’équation ((11-9), et par
conséquent le dérivateur d ordre fractionnaire, par un systéme linéaire invariant dans le
temps, il est nécessaire d'approximer sa fonction de transfert irrationnelle par une
rationnelle.

La méthode d’ approximation consiste & approximer la pente de 20mdB/dec sur le tracé
de Bode du ZPF par un nombre de ligne sous forme de Zig-Zag, produite par une
aternance de pente 20 dB/de cet O dB/dec correspondant & une alternance de poles et de
zéros sur |'axe réel négative du plan s tel que zo<po<zi<pi< . . . <zn1<pn [18]. D’ou

I” approximation suivante :

17



Chapitre I Approximation des opérateurs d ordre fractionnaire

GD(S)=KD§el+W55 @K, -

I-I-O:
I
o

(11-12)

+
P‘m _N‘m

Q
'Olz

I
o

Or
+

Q--0: [ 1--0:

En utilisant une méthode graphique simple [14], les pbles et les zéros de
I’ approximation s'averent sous une forme d'une progresson geométrique. Cette
méthode graphique d’ approximation a commence par une erreur d’ gpproximation y en

dB et une bande de fréquence d’ approximation  w,, .

Pour déterminer le nombre 'N', la bande de fréquence sur laquelle I'approximation est
faite doit étre spécifie, soit "w, " cette bande, tel que w,,, est pris 100 fois égal a w,,

son expression est donnée par [14,18] :

éw uu

IOgA mi s

ol (112)
log (ab) U

a

1ax

N = partie entiere

@@ D D D> D> D

L'arrangement des singularités (plles-zéros) est éabli selon les deux progressons

géométriques suivantes :
z =(ab) zy,pour  i=012..,N

p, =(ab) az,,pour i=012..,N

Avec : ZO:WC\/B el p, =az,
Par conséquent, la fonction rationnelle d’ approximation dans une bande de fréguence

donnée sera:

Ae s O
. 1+ > T
as o abl 0
G,(d=s"= KD%&E% K M (11-13)
We g 68?1’“ s 0
~& (ab'az 5

G(s)

S

—

en fonctions

Pour des raisons concernant la réalisation, on va développer

éémentaires, alors:
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Chapitre I Approximation des opérateurs d ordre fractionnaire

5. s ¢
Gols) 1 A& (d)zng (11-14)
S S i=0 aeél_+ S 0
(ab) az, g
Calculant les résidus des pdles, on obtient :
_ & _ 0s
Gy(s) =G, +a . (11-15)
izo& SO
B
P o
Avec G, =K,
O (1 (ab)'a)
Et g, =Kgp. 10 Pour i =01,..,.N  (II-16)

(- (aby az,) O - (ab) 1)

j=0,jt1

[1.2.1 Exempled’'un dérivateur d’ordre fractionnaire
Soit I’ opérateur dérivateur d’ ordre fractionnaire suivant :
GD(S) - SO.85

De la méme facon que |'exemple de PPF, le modele ZPF du dérivateur d’ordre
fractionnaire est donné par :

..0.85
G(9 = 152748 +—>_2
& 164594

Avec : Kp=1.5274 [Wb ,Wh] = [100rad / s10000rad / s] ,e= 10'5,WC =1.6459

On choisit I'erreur du ZPF par une fonction rationnelle y = 0.5 dB et la bande
fréquentielle d’ approximation w,, =100w, =10°rad/s , lesparamétres a, b, p,, z, &t
N peuvent ére facilement calculés et ils sont donnés comme suit :

a=2.1544, b=1.1450, p, = 3.7944 rad/s, z, = 1.7612 rad/s et N=17

Les pbles et les zéros de I approximation sont donnés par |les équations suivantes :

p, =3.7944(2.4669)' , pour i=0,1,....17

z, =1.7612(2.5119)' , pour i=0,1,....17

19



Chapitre I Approximation des opérateurs d ordre fractionnaire

Les tracés de Bode de la fonction rationnelle d approximation sont présentés dans la
figure (11-2).

120
100
g o
©
N—
(]
o) (=1n]
=]
=
g 40
<
20
a
10
Fréguence [radfsec]
BD : ::IIII:: : ::IIIIII : :::II::: : ::IIIII: : :IIIIIII : ::IIII:
)
g
=
N—

Frégquence [radfsec]

Figure (11-2) Tracés de Bode la fonction d’ approximation de |’ opérateur

dérivateur d’ ordre fractionnaire s>

On voit bien que dans |la plage de fréguence[ 100rad / s,10000rad / s] , la pente de la

fonction d’ approximation de |’ opérateur d' ordre fractionnaire a une pente de 10dB/dec

(20m), et laphase de 76.5°, ce qui implique lajustesse de I’ approximation.
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Chapitre I Approximation des opérateurs d ordre fractionnaire

[1.3 Implémentation par des circuits électriques analogiques

L’ approximation de I’ opérateur intégrateur d’ ordre fractionnaire dans une bande
fréquentielle donnée par une fonction rationnellealaforme:

5%8“59
K K - ¥:
== ——»K - &y (11-17)
( S
&4+ 52 Ogl+ =
W, o i=0 (V7]

La décomposition en ééments simples de la fonction rationnelle approximant
|"intégrateur d’ordre fractionnaire H, (s) donne :

d h
Hls) = S
(9 Iao ) 59 (11-18)
§ P o

Avec les h sont les résidus des pdles donnés par I’ équation (11-7),
Cet équation correspond al’impédance d' un réseau RC du type Foster 1%°forme dont e

schéma est représenté comme suit :

Ro R1 Ry
1(s)
) e
| | |

V(s | [ —{

|
|
Co C Cn

L’impédance de ce réseau est :

29=2F 3 2

a 1+sRc§ (11-19)
Alors
1 iR=
=10 1R
Ry _'_Q:_l Pour i =01,...N (11-20)
R=h b " nh
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Chapitre I Approximation des opérateurs d ordre fractionnaire

De la méme fagon, I’ gpproximation de |’ opérateur dérivée d’ ordre fractionnaire dans

une bande fréguentielle donnée par une fonction rationnelle alaforme:

N SO
,m t—x
Glg =K,s" = §i+if :KD.‘;’—Z‘? (11-21)
W g O +jg
'

La décomposition en éléments simples de la fonction rationnelle agpproximant le

dérivateur d’ ordre fractionnaire G, (s) donne::
(11-22)

Avec les g sont les résidus des pdles donnés par |’ équation (11-16)

Cette équation correspond a |’ admittance d’ un réseau du type Foster 2°™ forme dont le

schéma est représenté comme suit :

I(s)_,

R, R, R,
Re
C

v(Ss) T 0 _,_Cl _|_Cn

L’ admittance de ce réseau est delaforme:

1 & sC.
Y(s)=—+q —~— (1-23)
RP la=(.3(1+SR|C|)
Alors
= LU e
" RC"Ir ' gl
=C v = 11-24
9 = .1 ?/ _|R hC, (11-24)
Go =—1 1R —G
R b
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Chapitre Il Discrétisation et impl émentation numérique

Discrétisation et implémentation numeérique

[11.1 Discréisation delafonction d’approximation rationnelle

Dans ce chapitre, on propose une nouvelle méhode pour la discrétisation de
I’opérateur d'ordre fractionnaire, elle est basée sur |’approximation de |’ opérateur
d ordre fractionnaire par une fonction rationnelle continue, la méthode proposée pour
approximer |’ opérateur d’ ordre fractionnaire améliore la qualité de |’ approximation, ici
nous présentons la méthode de Charef [14,18], ensuite des transformations de fréguence
du plan P au plan Z existent, et qui transforment un filtre analogique en un filtre
discret,pour cela on a utiliser des méthodes classiques de discréisation (la méthode
Backward [20],la méthodes Bilinéaire[20] ).

Comme on a montré dans le chapitre précédent, la méthode de Charef [14,18] a
permet d’ approximer I’ opérateur d’ ordre fractionnaire par une fonction rationnelle afin
de nous permettre d’ utiliser les théories simples et bien connues des systémes linéaire,

La fonction rationnelle pour approximer un opeérateur intégrateur d’ordre fractionnaire

est donnée par :

w1 "
i o

i= Zi g -

Hl(s):—lm@K| ‘NO% i (I“l)
0 S

g“ > 2 Oflr =
W, g i=0 Pi o

La fonction rationnelle pour approximer un opérateur dérivateur d ordre fractionnaire

est donnée par :
LS s 0
m Ogl+ =
® o) Pt Z ; -2
GD(S):KDg1+WSi @K, Jy“age 2 (-2)
c @ O§1+iz
i=0 Pi g

[11.1.1 Discrétisation del’intégrateur d’ordre fractionnaire par la transformation
Bilinéaire
La transformation Bilinéaire est connue dans la littérature souvent sous le nom la
méthode trapézoidale d’intégration, ou la méthode de transformation de Tustin [20],
I’ équation de la transformation bilinéaire est donnée par :
21-z*
S=— =)
T1+2z

(111-3)
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Chapitre 11l Discréti

sation et implémentation numérique

Ou’ s= jw est la fréquence complexe et z:exp(j

est |a période d’ échantillonnage. Elle sert a obtenir
filtre analogique stable.

Onadors:

wT) est une variable complexe, T

un filtre discret stable a partir d'un

No1
Ogl+>
i=0 _
H . (2) = K, _ c K, 5 (111-4)
R O+
g ch 52311_271 i=0
On obtient lefiltre RIl suivant :
Wilgge 26 & 2 00
O&el+ —iz+61- I
i=0 Tz, ¢ Tz g -
PRPEEARE:S MY (-5)
Nage 20 @& 20
O §1+—zz+gl- =
i=0§ T g TP; oy
On pose: a, :1+i , b, :i- 1 (111-6)
Tz, Tz,
di:1+i , Ii:i— (11-7)
Tp, Tp,
Par substitution de (11-6) et (I11-7) dans|’équation (I11-5) devienne::
NG 1
O(aiz' bi)
Hgi (2 =K, (z+2)2 (111-8)
(diz' I i)

[11.1.1.1 Exempleillustrative

Ladiscrétisation de I’ opérateur s™°2 par latransformation Bilinéaire, avec T=0.001,

dans une gamme de fréquences [w, ,w,] =[0.1,10],e =10,y =1 adonné les résultats

suivants :
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-0 - - -
5
2o -

7o) _i_

Amplitude (dB)

30 - ---

35 - -

-40 —— "
10° 10° 10
Fréegquence [radfsec]

-10

15 |- --i-
20 - -

=T B

30 - - -

Phase (degrés)

=T S

—ad - --i-

=53 = 1 o 1 =
10 107 10 . 10 10 10
Fréguence [radrfsec]

Figure (111-1) Tracés de Bode de la fonction d’ approximation de |’ opérateur

Intégrateur d’ ordre fractionnaire discréti sé par la transformation

Bilinéaires °°.

On remarque bien que la discrétisation de |’ opérateur intégrateur d’ordre partiel a
permis d obtenir un filtre stable et linéaire, la phase est de -27degrés, I’ amplitude aune
pente de -6 dB/dec.
[11.1.2 Discrétisation del’intégrateur d’ordre fractionnaire par la transformation
Backward

Latransformation Backward est une méthode simple de discrétisation qui produit un
filtre discret stable & partir d’un filtre anal ogi que stable [20].
Soit :

(111-9)

Ou’ s= jw est lafréquence complexe et z = exp(j .W.T) est une variable complexe, T

est la période d' échantillonnage.

26



Chapitre Discrétisation et impl émentation numérique

Donc
H(g)=—S @ (111-10)
® s0
1+ —=
g Wcﬂ S:1 z*!
Par suite
Mol e y 5
O 1+igz— ! =
=0 Tz, 5 Tz P
H.. =K, .z (11-11)
Noge 10 160
Osel+——3z- ——=
=0 g Tpg
On pose:
a =1+~ |,  p=_t (11-12)
Tz, Tz,
d =1+ , | =% (11-13)
Tp, Tp,
Par substitution de (11-12) et (111-13) dans|’équation (111-11) devient :
No1
O(aiz' bi)
Heo(d =K, 20— (11-14)
O(diz' I i)

I
o

[11.1.2.1 Exempleillustrative
On cherche a discrétiser I’ opérateur s°°° |, selon la transformation Backward, avec
T=0.001, dans une gamme de fréquences [w,,w, ] =[0.110],e =103, y =1, on obtient

le diagramme de Bode suivant :
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-10

h L
(m iy

Amplitude (dB)
N
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K
=

K
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3
m

-28.5
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-Z9.5
1a
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Figure (111-2) Traces de Bode de la fonction d’ gpproximation de I’ opérateur

Intégrateur d’ ordre fractionnaire discrétisé en utilisant la

transformation Backward s 2.

On remarque bien que la discrétisation de |’opérateur intégrateur d’ordre partiel a
permis d obtenir un filtre stable et linéaire, la phase est de -27 degrés, I”amplitude a une
pente de -6 dB/dec.

[11.1.3 Discrétisation du dérivateur fractionnaire par latransformation Bilinéaire
Soit
21-z*
s=— .
T1+2z

(I11-15)
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Et
SO
G(9 =K, §1+—: € (111-16)
G| 217
rT'1+z
On aura
M ,
O s
Guld =k, & 50 € Fa (111-17)
A 20 2
O§+IZ+§- i
i=0 Thg TR g
On pose
a =1+-2 | b =2 .1 (11-18)
Tz, Tz,
d=1+-2 | | =2.1 (111-19)
Tp, Tp,
Par substitution de (111-18) et (111-19) dans I’ équation (111-17) devient:
A
@) (aiz' bi)
Gy (9 =Ky 22— (11-20)
@) (diz' I i)

I
o

[.1.3.1 Exempleillustrative
Soit I’ opérateur d’ordre fractionnaire s*” on veut discrétiser cet opérateur selon la
méthode Bilinéaire, avec T=0.001, la période d échantillonnage, [Wb ,Wh] =[0.110] ,

y=1dB, z = 10 3on obtient les résultats suivants:

29



Chapitre 11l Discrétisation et implémentation numérique

Amplitude (dB)
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Figure (111-3) Tracés de Bode de la fonction d’ approximation de I’ opérateur

dérivateur d ordre fractionnaire discrétisée par la transformation

Bilinéaires®™.

Selon les deux graphes précédents que la transformation Bilinéaire a permettent d’ avoir

des bons résultats, une phase stable de 67.5 degrés, et une amplitude linéaire de pente de

+15dB/dec dans |a gamme de fréquence choisie.

[11.1.4 Discrétisation du dérivateur d’ordrefractionnaire par la transformation

Backward

Ona

(I1-212)
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Discrétisation et implémentation numérique

Et
G(Z):Ko-gl"'_i @ K i:og Z g
Mo |z L
i:og P g,
On aura
Lae 106 10
ok, e T T
GBaCZ—D.éy)a%elJri':gz_i'g'
i=0 gg Tpig TpiE
On pose
a =1+t b, =
Tz, Tz,
d| :1+i’ |I:i
TP, Tp,

Par substitution de (11-24) et (111-25) dans|’équation (111-23) devient :

6 (aiz' bi)
G (2) = Ko 5
‘ dz-1,)
Oafe- 2 Q-2
Et Gy (2 = ':’ i_‘.a:conzst";;"
Odi§ Lg (Z' pi)
i=0 dlﬂ i=0

Avec, les z etles p, sont lesnouveaux poles et zéros définis par :

, b L

i ai’ P d
L q.
Et const =K,.Q—
i=0 di
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Discrétisation et implémentation numérique

11.1.4.1 Exempleillugtrative

On veut discrétiser le dérivateur d'ordre fractionnaire s

Backward. Avec T=0.001 la période d’ échantillonnage, z

suivants :

50

97 sdon la transformation

=10"30n obtient les résultats

= MW &
o o o 0O
T T T T
i i i i

Amplitude (dB)
(]

10" 10"
Fréguence [radfsec]

BS

o] o
m ]

0]
(]

Phase (degrés)

Frégquence [radfsec]

Figure (111-4) Tracés de Bode de la fonction d’ approximation de I’ opérateur

dérivateur d’ ordre fractionnaire discrétisée par latransformation

Backward s%”.

D’ gprés le digramme précédent on remarque que la discrétisation par la transformation

Backward a permis d’ obtenir des bons résultats en phase et en amplitude, la phase est de

67.5 degreés, |I’amplitude est une droite linéaire de pente +15dB/de (20.m) dans la plage

de fréquences de [0.1, 10].
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[11.2 Implémentation numérique
La discrétisation de la fonction rationnelle approximée de |’ opérateur intégrateur

d ordre fractionnaire a permis d’ obtenir lefiltre Rl suivant :

N1

O(aiz- b|)
He (9 =K, (z+2) 10— — (11-30)

O(diz-||)

Avec

a =T+2, b =T-2 (111-31)

Z Z
s, =T+ 2, |i:T-3 (11-32)

P P,

Par substitution de (111-31) et (111-32) dans I’ équation (111-30) devient:

A
O(aiz' bi)
He (3 =K, — (111-33)
O(di -l i)
i=0
On pose
N
Oa,
const = K, ‘E" (111-34)
Os,
i=0
L’ équation (111-30) devient :
Re b o
Ogz- =
Hey(9 =const =12 (111-35)
Re |, 0
z- %
izog d g
On pose
z _b Pour i=0,1,...... N
ai
p, ::j—‘ Pour i=0,1,...... N
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Et b, = const
by = - by X(z, + 2, + o000 2,)
b, =0y (2,2, + 2,2, + 000007, 7, + 0009
b, =-b, X(z,2,2, + /2,7, + 20000+ Z, 7, + 300§

De laméme maniére on obtient les a,

by +b,z +h,z7% +b,Z 3 + 000000t 771
Ha (3

- (111-36)
1+a,z' +a,z % +a,z ° +xeeenda 7"
Le systéme linéaire invariant dans |e temps est donné par :
y(k)+ay(k- 1)+ LLL+ay(k-n)+a,yk- (n+1)= (111-37)
bye(k) +be(k - 1)+ L L Lbek- n)+b,elk- (n+1)
Laforme matricielle du filtre Rl est donnée par :
x(k +1) = Ax(K) + Be(K) (111-38)
y(K) = Cx(k) + De(k) (111-39)
Le modéle d’ état est donné par :
é-a 100LL L L Oy é b-ab u
é u €ph-ab U
5-a, 010LLL L O & a0 d
A=& Il I Na, =6 I ¢ (111-40)
é a é M a
g-a, 000L L L L1y & -ab,
g_ an+lOOOI—I—I—I—OH 8)n+l_ an+1bOH
c=L o oo L 0], D =by] (111-41)

De la méme fagon on obtient I’'implémentation numérique de I'opérateur d’ordre

fractionnaire discrétisé selon les diff érentes transformations.
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Chapitre 11l
e(k)
v v \ 4 \ 4 v
~ Mn+l bn bn 1 bl bo
Y X, (K) % (K)
1 \ T Y A L T [ \  _.1 ' > \ > y(k)
z ) L2 \J 1.2 U
A A T A
" %ni - a, -y, -
T T A A
y

Figure (111-5) Implémentation numérique de |’ opérateur d’ ordre fractionnaire.
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Applications et compar aisons

V.1 Introduction

La simulation de la sortie d'un systeme d’ordre fractionnaire est compliquée, en
raison de son long comportement de la mémoire [1,19], plusieurs méthodes ont été
dével oppées pendant la derniére décennie [3,4,8,9,10,11], on peut classer ces méthodes
selon trois groupes :

Des méthodes qui sont basées sur le calcule de I’ expression anal ytique de la sortie
[1], cette expression analytique de la sortie n’est pas simple, elle exige le calcul d'un
intégral d'un coté, et de la précision utilisée pour le calcul du produit de convolution de
I’entrée avec la réponse impulsionnelle de I autre coté.

Autres qui rgpprochent le modéle fractionnaire par un modé e rationnel discret dans
le temps qui se trouvent dans la littérature sous le nom méthodes directes [3,5,6,9,16,19].
L’inconvénient de ces méthodes et que I’ ordre du model entier équivalent est important.

Des méthodes qui rapprochent le modéle fractionnaire par un model rationnel et
puis le discrétiser selon les méthodes classiques ou les méthodes indirectes
[3,5,6,9,16,19] .et qui seront I’ objet de notre travail.

Notre travail consiste & présenter un agorithme de calcul de la sortie d’un opérateur
d ordre fractionnaire selon la méthode indirecte, cet algorithme est dével oppé autour de
deux filtres RIl. L "approximation du filtre RIl consiste a trouver la meilleure fonction
rationnelle pour des exigences données, le filtre apparenté au filtre anal ogique,ensuite la
fonction rationnelle obtenue est discrétisée selon deux transformations classiques
connues, latransformation Bilinéaire (trapézoidal, Tustin) et latransformation Backward
[20] . Enfin nous présentons et discutons les résultats d’ application de cette méthode et
les comparer avec d’ autres méthodes les plus récentes.

V.2 Réponse d’opérateur d’ordre fractionnaire

Plusieurs algorithmes ont été développés pour calculer |a sortie du model rationnel
de I'opérateur d'ordre fractionnaire, ils sont basés généralement sur la fonction de
transfert ou sur lareprésentation d’ espace d' état [1,19].

Dans notre cas, on a commencé par la fonction de transfert fractionnaire, le model
rationnel est obtenu on remplacant chague opérateur d ordre fractionnaire par une

approximation entiere dans une bande de fréguence bien définie comme on a montré
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dans |e deuxiéme chapitre. Le model de la sortie et par suite latransforméeinverse en Z
du produit de I’entrée avec la fonction de transfert discrétisée de |’ approximation de
I’ opérateur d' intégration fractionnaire ( troiséme chapitre) .

On peut résumer cette procédure comme suit :

Soit E(p) I’ entrée de |’ opérateur d’ ordre fractionnaire, Y (p) sasortie, et H(p) safonction

detransfert :
E Y
B, ®
Approximation Discrétisation
P? . — H(p) — H(?)
[Méthode de Charef] [Transformation de Backward]
[Transformation Bilinéaire]

Ona

Y(z) = H(2)E(2) (IV-1)
Donc

y(kT)=Z"*(H(2)E(2) (IV-2)

AvecE(2),Y (2), et H(2) latransformée en Z de E(p),Y (p), et H(p) respectivement. Dans
ce qui suit nous considérons seulement le cas de la dérivation non entiere (I’ ordre de

dérivation est positif).

IV.3 Dérivation non entiére de quelques fonctions usuelles

Dans notre cas, on a développé des programmes qui consistent a calculer la
dérivation non entiere de quelques fonctions usuelles : |I’échelon, la rampe, la fonction
sinusoidal e(cosinus,sinus), le produit d’un exponentiel et d un cosinus (sinus),selon la
méthode Bilinéaire et la méthode Backward.

1V.3.1Ladérivéenon entiered’un Echelon

Lafonction Echelon unité suivante :
11— u(t)
}1  pour[f>0
$0  pour|t <0 — 1
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On sait quelatransformée en Z d'un échelon est donnée par :

Uz =—- (IV-3)

Donclasortieest :

y(kT)=Z"*(H(2U(2)) (IV-4)

H (2) est le résultat de la discrétisation de I’ opérateur d'ordre fractionnaire selon la
transformation Bilinéaire ou la transformation Backward, comme on a montré
précédemment, par application de la transformation Bilinéaire (Backward).

Ona

i
~

@O
it
+

Ny
N
+
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Comme on a montré dans e chapitre précédent, on peut écrire I’ équation (1V-5)

souslaforme:

Gpy g (2 =const. 22— (IV-6)

I
o

Y(z) = G(2) E(2) (IV-7)
Donc:

Y(j =GDérBiI(j 721 (IvV-8)

Par application de la méhode d'inversion de la transformé en z qui est le

dével oppement en fractions partielles on peut écrire :

o
M = const —,801 (Z - Zi) Avec P+ =1 (|V-9)
’ O (Z - pi)
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L’ équation des résidus est donnée par :

A= lim G- )2 (IV-10
La sortie est donnée par :
N+1
ykT)=a A(p )" (Iv-11)

i=0

Le diagramme de Bode de la dérivation de |’ échel on unité est donné par :

1
0.9
0.5
o.7F
0.5
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

L L s , - i ; i T
o 10 20 30 A0 50 B0 Fa 80 a0 100
Dérivateur echelon methode de Baclkward

Figure (1V-1) La dérivation non entiére de |’ échelon par la transformation

Backward pour les différentes valeurs de m.

a a0 100 150 200 250 =00 =50 400 450 S00
Deérivateur echelon methode Bilingaire

Figure (1V-2) La dérivation non entiére de |’ Echelon par la transformation

Bilinéaire pour les différentes valeurs de m.
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IVV.3.2 Calcul dela dérivée non entiére d’ une Rampe

Lafonction Rampe est définie par

1
r(t) =txu(t) ,u(t) estI’échelon unité .
0 1
Ona
z(r(t) = (z-T21)2 (IV-12)
N N
Olz- z) Olz-z)
Y(2 =const % 1z ~ b ﬁ:const > Ll - (IV-13)
Ol-p) &% 2 Op) =Y
On peut écrire I’ équation (IV-13) souslaforme:
¥(2) 3,0 . B, C (IV-14)

z i=0 (Z' pi) (Z' 1) (Z' 1)2

Cdcul desrésidusoules A

A =lim(z- p )@ (Iv-15)
Cdcul deC:
N
Y(j O(Z' Zi)
C:Ii®nl1—(z— 1)? =limT (IV-16)
z Q(Z' pi)
Cdcul deB':
5 (2)
Ile—Z): éNﬁ B+C=T g - (IV-17)
®0 7 iz Pj g(_ p.)
N
' A Oz)
Donc B=-4—-T 2 +C (IV-18)
=P Olp)
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La sortie du dérivateur est donnée par :

N
y(kT)=4 Ap" +CKT +B (IV-19)
i=0

Le résultat de ladérivation est donné dans le graphe suivant :

09
0.a[
0.7 F ' 7
0.6
0.5
0.4
0.3 |-
oz}

a1

-~
jm}
DL______-L______

L L L L - L \ L L
o 100 200 300 400 s00 B00 Foo 00 900
dérivateur ramp méthode de backward

Y

Figure (1V-3) La dérivation non entiére d’ une rampe selon la transformation

Backward pour les différentes valeurs de m.

0.9
0.8
0.7 =
0.5
05 2
0.4
0.3

0.2

o L L L L L L \ L L .
u] 100 200 300 400 s00 B00 FOoo S00 900 1000
Dérivateur ramp meéthode Bilingaire

Figure (1V-4) La dérivation non entiére d’ une rampe selon latransformation

Bilinéaire pour les différentes valeurs de m.
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IV-3-3 Ladérivation non entiére d’un cosinus (ou d’un sinus)
On a montré que la dérivation non entiére d’un cosinus (resp. sinus) de pulsation

w, avec un déphasage | en utilisant la méthode indirecte mentionné Pércédamment,

est équivalente a lareation suivante [2] :

D™ [coswt - j )] =w.cot - | +m39 (IV-20)
é 2g

D™ [sinfw,t - j )] =wy.sindit-j +mP2 (IV-21)
e 2g

Avec un déphasage de mX% et une amplitude dew;".

Soit
z* - zcosw,T)
elt)=coslw,t) P E(2= 2 IV-22
) ) 3 22 - 2zcodw,T)+1 ( )
Ainsi
A
z- 2
v()= % ( ) 2222- zcos(w,T) (IV-23)
- T)+1
OG- p) 2 zcos(w,T)+
i=0
La sortie est donnée par
N
y(kT)=a A p" +a cosw,kT +j ) (IV-24)
i=0
Avec a-= ﬂ (IvV-25)
cos(j )
j = arctanaa: i BCOS(W T) (1V-26)
§ (B+1)sin(w,T) 3
Les constantes B, C sont données par
N
-a A (IV-27)
i=0
é A
e Ozy
C=§ 2 ra- 2 Groosfu,T) (1V-28)
=P 2 Ony
(S i=0 u
Cacul desrésidus( A): A =lim(z- p, )@ (IV-29)
P Z
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Dans notre cas, on a élaboré des programmes qui permettent de calculer la dérivation
non entiére d’'un cosinus(sinus) en utilisant les deux méthodes précédentes, avec une
période d’ échantillonnage T=0.001s.

Le tableau suivant rapporte |e déphasage et |I’amplitude calculés, ainsi que le déphasage
et I’amplitude approximées selon la méhode Bilinéaire et Backward.

m ordre de | Déphasage Déphasage | Déphasage | Amplitude Amplitude Amplitude

la calculé. approximé | approximé calculée. calculée calculée

dérivation. Bilinéaire. Backward. Bilinéaire. Backward.
0.1 0.1571 0.1556 0.1551 0.6310 0.6105 0.6443
0.2 0.3142 0.3136 0.3126 0.3981 0.3815 0.4200
0.3 04712 0.4698 0.4683 0.2512 0.2500 0.2827
04 0.6283 0.6267 0.6247 0.1585 0.1518 0.1812
05 0.7854 0.7834 0.7809 0.1000 0.0949 0.1183
0.6 0.9425 0.9396 0.9366 0.0631 0.0620 0.0795
0.7 1.0996 1.0974 1.0939 0.0398 0.0341 0.0478
0.8 1.2566 1.2551 1.2511 0.0251 0.0185 0.0287
09 14137 14116 14071 0.0158 0.0094 0.0167

Tableau (1V-1) Amplitude et déphasage approximés selon latransformation Bilinéaire
et latransformation Backward pour les difféérentes valeurs de I’ ordre
fractionnaire m de cos (10t),T=0.001s.

Les résultats de la dérivation non entiére d’une fonction cosinus selon la transformation

Bilinéaire et Backward sont donnés dans | e graphe suivant

1
0.5
0.6
0.4
0.2

m]

-0.2

-0.4

-0.s

-0.5

-1

(] 100 200 =00 400 j=1mlm] =00 Foo =00 Q200 1000
DErivateur cos(10t) méthode de Backward.

Figure (1V-5) Ladérivation non entiére de cos(10t) sdon latransformation

Backward pour les différentes valeurs de m.
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7

o 100 200 =00 400 S00 s00 Foo S0o0 s00 1000

Déarivateur cos(10t) mathode Bilingaire

Figure (1V-6) Dérivation non entiére de cos(10t) selon la transformation

Bilinéaire pour différentes valeurs de m.

IV-3-4 Dérivation non entiere d’une fonction sinusoidaleamortie
On amontré que la dérivation non entiére d un produit d’ une fonction et sinusoidale

amorie, du type : cos(w, %)xexp(aT) , en utilisant la méthode indirecte mentionné

Pércédamment, est équivalente a larelation suivante [2]

D™ [cos(w, t).exp(at)] = R™.cos(w, t + mj ).exp(at) (1vV-30)
Avec: R=|a+iw,| e ] =Argla+iwg) (IV-31)
Soit
1) =[codw, *t)>exdat)
_ Z2 - z>exg- at)>xcodw,T) )
> 2k > - 2zexd- aT)>xcogw,T)+exd- 2aT) (1v-32)
Donc
O(z- 2)
v —eong 2 2 pel o) (V-39

CN) (Z- pl) 7 - ZZeXp(- aT) >C05(WOT)+ exp(- 2a_|_)

L’ équation de la sortie est donnée par

y(kT)= & ApH +a scosiwTk +] )sexp(- aT) (1V-34)

i=0
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ou ) (IV-35)
cos(j )
. 2C + b >cos(w,T)»exp(- aT) o
= - arctan + ]
‘ Eueb)en(- arpentn,r)y
Les constantes B, C sont données par :
N
B=-3 A (IV-37)
i=0
e A_0
N ¢ Oz~ _
Et C=8 2xexpl(- 2aT)+gl- 20 "x{exp(- aT )xcos(w,T)) (1V-38)
i=0 P ¢ Op =
e i=0 %)
Avec A = I(i@m(z— P, )@ (IV-39)
®p

Dans notre cas, on a élaboré des programmes qui permettent le calcul de la dérivation
non entiére d’ une fonction sinusoidale amortie avec un déphasage nul, pour une période
d’ échantillonnage T=0.001s . Le tableau suivant rapporte le déphasage et |I’amplitude
calculés, ainsi que le déphasage et |I’amplitude approximées selon la transformation

Bilinéaire et |a transformation Backward.

m ordre Déphasage | Déphasage | Déphasage Amplitude | Amplitude | Amplitude
dela calculé. approximé | approximé calculée. approximée | approximée

dérivation. Bilinéaire. | Backward. Bilinéaire Backward.
0.1 0.1551 0.1555 0.1377 0.7943 0.7587 0.8700
0.2 0.3102 0.3142 0.2953 0.6310 0.5859 0.6968
0.3 0.4652 0.4633 0.4273 0.5012 0.4962 0.6320
0.4 0.6203 0.6216 0.5834 0.3981 0.3759 0.5056
05 0.7754 0.7812 0.7399 0.3163 0.2793 0.4007
0.6 0.9305 0.9284 0.8664 0.2512 0.2409 0.3765
0.7 1.0856 1.0953 1.0329 0.1996 0.1643 0.2829
0.8 1.2406 1.2465 1.1455 0.1585 0.1357 0.2852
09 1.3957 1.4343 1.3579 0.1259 0.0728 0.1687

Tableau (1V-2) Déphasage et amplitude cal cul és et approximés selon

latransformation Bilinéaire et Backward.
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Les résultats de la dérivation d’une fonction sinusoidale amortie par la transformation

Bilinéaire sont présentés dans la figure suivante

u} a0 100 150 200 250 300 350 400 450 s00

Figure (1V-7) La dérivation non entiére de cos(100t)exp(-8t) pour les différents
valeurs de m et une période d’ échantillonnage T=0.001s par
latransformation Bilinéaire.

V-4 Intégration non entiére de quelques fonctions usuelles

On a également développé des programmes qui consistent a calculer I’intégration
non entiere de quelques fonctions usudles: I'échelon, la rampe, la fonction
sinusoida e(cosinus,sinus),fonction sinusoidae amortie ,selon la transformation

Bilinéaire et la transformation Backward. On obtient les résultats suivants :

D %)
DL______-.'______

[ 1 1 1 1 | 1 1 1 1
o 100 200 =300 A00 SO0 500 Foo S00 00
intégrateur eéchelon méthode Bilingaire

=

Figure(IV-8) Intégrateur del’ échelon par latransformation Bilinéaire pour
les différentes valeurs de m, T=0.001s.
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0.5 m
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0.3

0.2

e _ .

e — 1 1 - 1 1 1 1
a 100 200 300 A00 s00 Bs00 Foo s00 900 1
intégrateur ramp par la méthode Bilingaire

[u}

Figure (1V-9) Intégrateur non entier de larampe par la transformation Bilinéaire

pour les différentes val eurs de m, T=0.001s.

u]} 100 200 300 400 =1nlu} s00 F0oa s00 9S00 1000

Figure (1V-10) Intégrateur d’ ordre fractionnaire d’ une fonction sinusoida e
Cos(10t) par latransformation Bilinéaire pour les différentes
valeur dem, T=0.001s.
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u] 500 1000 1500 2000 2500 2 3000 3500 4000 4500 5000
Intégrateur exponentiel cosinus meéthode Bilingaire. (expl-Z2ticos(wilt)

Figure (1V-11) Intégrateur d’ ordre fractionnaire de la fonction sinusoidde
amortie exp(-2t)Cos(100t) par la transformation Bilinéaire,
T=0.001s.

V-5 Réaultatset commentaires

Nous avons présenté des agorithmes de calculs de la dérivation non entiére des
différentes fonctions,basées sur la discrétisation de I’ opérateur d’ordre fractionnaire
selon la transformation Bilinéaire et la transformation Backward .le tableau (IV-1)
rapporte les résultats obtenues avec I'utilisation des deux trasformation avec une
période d’ échantillonnage T=0.001s, dans une gamme de fréquence de [0.1,10] pour les
différentes valeur de |’ordre de dérivation non entiére m,comparés avec des valeurs
théoriques pour une fonction sinusoidale,et la méme procédure pour le produit d une
fonction sinusoidale amortie.Les résultats sont rapportés au tableau(IV-2) pour une
période  d'échantillonnage  T=0.00lsdans une gamme de fréquence
[0.1rad/s10rad/|,ces résultats montrent |'efficacité des deux méthodes avec la
remarque que la transformation Bilinéaire donne des meilleurs résultas dans la gamme

de hautes fréquences, ce qui est montré dans la figure suivante :
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(=1}

S5 —  Transformation Bilinéaire
50 - Transformation Backward 1
~—~ a5 .
om
°
~— A0 |
()]
g 35 -
o o Bilinéaire
5 Backward
25 g
20 -1 ' o ' 1 ' =z =
10 10 10 10 10
Fréquence [radsisec]
?
°
N—r

10 10 10" 10 10
Freguence [radsfsec]

Figure (1V-12) Comparai son de phase et d’ amplitude du dérivateur d’ ordre
fractionnaire s®® pour latransformation Bilinéaire et la

transformation Backward pour une gamme de fréguence
[100 rad/s,1000 rad/s], T=0.001s.

IV-6 Comparaison avec d’autres méthodes

Au cours de notre travail, on a effectué une comparaison entre notre approche et
quel ques méthodes récentes qu’ on va décrire briévement comme suit :
IV-6-1 Ladiscrétisation récursive de Tustin

Le point clé de la discrétisation de Tustin du différentiateur d’ ordre fractionnaire est
comment Obtenir une formule récursive [5,6,16] par introduire ce qu' on appelle la
récursivité de Muir utilisée al’ origine dans les données géophysiques avec I’ application
de la prospection de pétrole.
La récursivité de Muir est motivée en calculant la réponse de réflexion d’ une vague de

plan vertical par I'intermédiaire de I’impédance de n pil es posées sur laterre, et qui peut
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étre employée dans la discrétisation récursive du différentiateur d’ ordre fractionnaire
de lafonction génératrice de Tustin.

Laformule récursive pour r positif tel que: 0 <r <1 est donnée par

1
(V‘(Z'l)r) Sae??fc; Eié Z 6?%‘2 @@ﬁ% (IV-40)
Avec
Alztr)=1 (IV-41)
Et
Alzr)=A(z1r)- C.2'A,,(2r) (IV-42)
Tel que
C. ;:% n: est impair (IV-43)
f0  n:est pair
Par conséquent
g2k

IV-6-2 Discréisation directe en utilisant I’expansion defraction continu (CFE)
del’opérateur de Al-Alaoui

Le model discrétisé basé sur I’ opérateur de Tustin présente une large erreur dans les
hautes fréguences, pour avoir une meilleure gpproximation dans les hautes fréquences,
I’ opérateur de Al-alaoui est utilisé. Cette méhode est basée sur |’ utilisation de la CFE,
pour la discrétisation de I'opérateur d’ordre fractionnaire a I'aide d'une regle
symbolique de cacul. On utilise I’ opérateur de Al-Alaoui [6,8], lafonction génératrice
de discrétisation est donnée par :

()" g—— 1v-49
+240%
L’ équation (1\V-45) est infinie, pour |'approximée avec fonction rationnelle finie,
I’ expansion de Fraction continue est recommandée.

Lafonction discrétisée qui rapproche |’ opérateur d’ ordre fractionnaire est donnée par

LET
0

le 0l )
D* (z)»g—; CFE} 1-z° =1 (1V-46)

G
§l+z%g Ii;pq
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_=8 ¢ P (2) (Iv-47)

Ou" CFE{u}signifie I'expansion de fraction continu deu, p, q sont les ordres de
I” approimation, P et Q sont deux polyndmes d’ ordres p, g respectivement, généralement
p=g=n. Cette méthode donne des bons résultats aux hautes fréguences.

Dans la figure suivante, on présente le diagramme de phases et d’amplitudes pour les 3

méthodes :

35

30 1
25 E
o)
om
=)
I 20 1
= )
= Tustin
s 15r 1
e Al-laoui
<
10 | 1
Bilingaire
=l 4
o 1 o > = =
1 10 10 10 10
Frégquence [radss]
S0
45
ETall S \\b;
35 - -
_—
ol 30 1
O
g ol |
T 20 Al-Alaoui b
= Tustin ]
10 -
= ]
(]

1o’ 10°% 10" 10% 10°
Fréguence [radsfs]

Figure (1V-13) Diagramme de Bode pour les 3 méthodes de |’ opérateur s*° pour
N=7,T=0.001s,gamme de fréguences [100rad/s, 1000rad/s].

On compaant les résultats obtenus par la méthode proposée, qui est la méthode

Bilinéaire avec les méthodes les plus récentes pour la discréisation de I’ opérateur

d’'ordre fractionnaire s®°, nous constatons que les performances de la méthode

proposée sont comparables a celles de ces méthodes, elle donne une phase constante, et

une amplitude linéaire dans | es hautes fréguences.
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V-7 Conclusion

Une méthode de smulation pour un opérateur d’ordre fractionnaire est présentée,
c'est une méthode indirecte qui est basée sur I’ approximation du model fractionnaire
par un model rationnel continu selon la méthode de Charef, la méthode proposée pour
rapprocher I’ opérateur d ordre fractionnaire améiore la qualité de I’ approximation.
Elle est comme la plupart des méthodes basée sur un model rationnel approxime limité
dans une bande de fréquences pour garantir la validité de |’ approxi mation.
Le model rationnel obtenu est un filtre analogique de type RII, il est discrétisé selon
deux tranformations classiques qui sont la transformation Bilinéaire, et la
transformation Backward, des applications aux fonctions les plus usuelles :Echelon,
Rampe, Sinisoidd e, fonction sinusoidale amortie, sont également présentées.
Les résultats obtenus montrent I'efficacité de la transformation Bilinéaire dans la
gamme des hautes fréquences, et ces résultats sont comparables a ceux des méthodes les
plus récentes. Elle donne une phase constante, et une amplitude linéaire dans la gamme

des hautes fréquences.
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Conclusion Générale

Dans ce mémoire, nous avons présenté une nouvelle méthode de simulation d'un
opérateur d' ordre fractionnaire, basée sur la discrétisation de la fonction rationnelle
rapprochant le model fractionnaire selon la méthode de charef. Dans le but d’améliorer
les deux critéres de performance, phase minimale et amplitude linéaire dans une bande
de fréguences bien déterminée.

Le chapitre | traite principalement les différentes notions d opérateur d ordre
fractionnaire, nous avons commenceé par deux définitions les plus récentes, qui sont la
définition de Grunwald-Letnikov et la définition de Riemann-Liouville, on a introduit
quelques propriétés de la dérivation non entiere. Enfin nous avons présentés quelques
approches de I’ opérateur d’ ordre fractionnaire dans | e cas continu et discret.

Le chapitre |l traite |’ approximation des opérateurs d ordre fractionnaire par une
fonction rationnelle dans le cas analogique, on a présenté une méthode smple qui est la
méthode de Charef basée sur |a représentation de I intégrateur d ordre fractionnaire s™
(0<m<1) par un pdle de puissance fractionnaire (PPF) dans une bande de fréguence bien
déterminée, ensuite le (PPF) est rapproché par une fonction rationnelle, et le méme cas
pour le dérivateur d’ordre fractionnaire s™ qui est présenté par un zéro de puissance
fractionnaire (ZPF), nous avons implémenté des circuits analogiques simples qui
peuvent servir comme un différentiateur et intégrateur fractionnaire.

Le chapitre 111 est réservé a la discrétisation et I'implémentation numérique des
opérateurs d’ ordre fractionnaire, on a présenté une méthode basée sur I’ gpproximation
de I’opérateur fractionnaire par une fonction rationnelle continue, ensuite la fonction
rationnelle est discrétisée selon la transformation Bilinéaire et la transformation
Backward, on a également présenté et discutés les résultats obtenues, nous avons
également donné une implémentation numérique pour |’ opérateur d’ordre fractionnaire
discrétisé selon les deux transformations.

Le chapitre |V est réservé a |’ application de la méthode décrite dans le troisiéme
chapitre sur les fonctions les plus usuelles, ¢’ est une méthode indirecte qui est basée sur

I” approximation du model fractionnaire par un model rationnel continu selon la méthode
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de charef. La méthode proposée améiore la qualité de I’approximation, le model
rationnel et ensuite discrétisé selon deux transformations classiques, |a transformation
Bilinéaire et la transformation Backward, on a également présentés des gpplications de
cette méhode sur quelques fonctions: Echelon, Ramp, Sinusoidde, et fonction
sinusoidde amortie, ces résultats sont comparables & ceux des méthodes les plus

récentes. Elle donne une phase constante, et une amplitude linéaire.
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Résumé

Ce travail traite I’intégrateur d’ordre fractionnaire s™ (O<m<1), et le dérivateur
d’ordre fractionnaire s™ (O<m<1) et leur implémentation anal ogique et numérique.

Une nouvelle méhode trés simple est représentée, d’abord I’intégrateur d ordre
fractionnaire s™ (0<m<1) est modelé par un p6le de puissance fractionnaire (PPF) dans
une bande de fréguences bien déterminée, le (PPF) est rapproché par une fonction
rationnelle, la méme idée est également employée pour modeler le différentiateur
d’ordre fractionnaire s™ par un zéro de puissance fractionnaire (ZPF) , on a également
implémenté des circuits anaogiques simples qui peuvent servir comme un
différentiateur et intégrateur d’ ordre fractionnaire.

Pour I’implémentation numérique et le calcul de la sortie de I’intégrateur d’ordre
fractionnaire (différentiateur d’'ordre fractionnaire) on a discrétisé la fonction de
transfert obtenue par I'intermédiaire de deux transformations les plus récentes, la
transformation Bilinéaire (Trgpézoidal, Tustin) et la transformation Backward dans une
bande de fréquence donnée. Quelques exemples sont présentés et comparés. Ces
méthodes sont examinées et comparées & des méthodes les plus récentes de la

discrétisation du différentiateur et d’ intégrateur d’ ordre fractionnaire s™.
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Abstract

This work deals with the fractional order differentiator s" and integrator s™ (O<m<1)
and its analogue and numerical implementation.

A very simple and new method is represented, first the fractional order integrator s™
(0<m<1) is modelled by a fractional power pole (FPP), in a given frequency band of
practica interest. Next, this FPP is approximated by arational function, the same ideais
used to model the fractional order differentiator s™ (O<m<1) by a fractional power zero
(FPZ), using the rational function approximation of theses fractional order operators, we
can derived simple analogue circuits which can serve as fractional order integrator,
differentiator.

For the numerical implementation and the computes of the output ,we have
discretized the obtained transfer function via two most recent transformations, the
Bilinear (Trapezoidal, Tustin) transformation, and the Backward transformation in a
given frequency band. Some examples are represented and compared. These two
methods are tested and compared using some of the most recent functions and the
results are presented, discussed and compared with that of most recent methods of
discretization of the fractional order differentiator S".
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