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Résume:

Ce travail traite I’implémentation numérique du dérivateur s™ et de I’intégrateur s™ d’ordre
fractionnaire variable pour 0 <m <1,

L approche proposée est basée sur la méthode d’approximation de Charef de ces opérateurs
par des fonctions rationnelles analogiques. La transformation du domaine analogique au
domaine discret est faite en utilisant les transformations d’Euler, Bilinéaire et d’Al-Alaoui.
Une troncation pour une longueur finie permet d’aboutir a des filtres RIF approximant ces
opérateurs. Le dérivateur et I’intégrateur d’ordre fractionnaire numériques ainsi obtenus sont
exprimés comme des filtres discrets RIF dont les coefficients sont donnés sous forme
compacte en termes de la période d’échantillonnage et les parameétres d’approximation. Puis
ces filtres discrets RIF sont alors implémentées en utilisant la structure de Forrow pour
obtenir un dérivateur et d’intégrateur d’ordre fractionnaire variable.

Des simulations sont obtenues pour démontrer I’efficacité et I’utilité de cette approche et les

résultats obtenus sont aussi présentés et discutes.
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Introduction Générale

Depuis les premiers travaux des dérivées d’ordre fractionnaire il y’a quelques siecles,
la théorie du calcul fractionnaire a été développée pour la plupart par des mathématiciens.
Dans les dernieres années un intérét considérable a été porte a la déerivation et l'intégration
d’ordre fractionnaire par I’application de ces concepts dans différents domaines de la
physique et de I’ingénierie [1-2]. A cause de leur représentation par des fonctions de
transfert irrationnelles, les opérateurs d’ordre fractionnaire ont été marginalement étudies.
Mais un grand effort a été fait pour essayer de mettre en pratique les résultats déja établis.
Seulement dans les quelques dernieres décennies qu’on a pu trouver un progres signifiant
de travaux théoriques qui peuvent servir comme fondation pour un nombre d’applications
dans les domaines d’ingénierie [3-5]. Donc, un travail de recherche intensif est encore en
cours dans plusieurs domaines d’ingenierie pour I’application de ces concepts d’ordre
fractionnaire.

L'objectif de ce mémoire est I’implémentation numérique RIF du dérivateur s™ et de
I’intégrateur s™ pour 0 < m < 1. L’approche proposée est basée sur la méthode
d’approximation de Charef [6] de ces operateurs par des fonctions rationnelles
analogiques. La transformation du domaine analogique au domaine discret est faite en
utilisant les transformations d’Euler, Bilinéaire et d’Al-Alaoui [7-12]. Une troncation pour
une longueur finie permet d’aboutir a des filtres RIF approximant ces opérateurs. Le
dérivateur et I’intégrateur d’ordre fractionnaire numériques ainsi obtenus sont exprimes
comme des filtres discrets RIF dont les coefficients sont donnés sous forme compacte en
termes de la période d’échantillonnage et les paramétres d’approximation. Puis ces filtres
discrets RIF sont alors implémentées en utilisant la structure de Farrow [7] pour obtenir un
dérivateur et d’intégrateur d’ordre fractionnaire variable.

Des simulations sont obtenues pour démontrer I’efficacité et I’utilité de cette approche et
les résultats obtenus sont aussi présentés et discutés.

Les travaux réalisés et les résultats obtenus faisant I’objet de ce mémoire sont
présentés comme suit :

Le premier chapitre présente les définitions et les bases théoriques de ce travail de

recherche.
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Le deuxiéme chapitre traite la discrétisation et I’approximation des opérateurs d'ordre
fractionnaire, on a présenté une méthode simple qui est la méthode de Charef qui consiste
a approximer, pour une bande de fréquence donnée, ces opérateurs d’ordre fractionnaire
par des filtres discrets a réponse impulsionnelle finie (RIF) et infinie (RII), selon trois
transformations récentes, la transformation Bilinéaire, la transformation Backward et la
transformation Al-Alaoui.

Dans le troisieme chapitre, nous étudions trois implémentations différentes de ces
opérateurs: une implémentation sous forme du filtre RIl et sous forme du filtre RIF
le 3°™ c’est une nouvelle implémentation sous forme de structure de Farrow, et qui seront
étudier d'une fagon détaillée.

Le quatrieme chapitre est réservé a I’application de la méthode proposée sur les
fonctions les plus usuelles : I’échelon, sinusoidale, et fonction sinusoidale amortie, La
méthode proposée sera ensuite décrite et les résultats de son évaluation, en termes de

phase constante et amplitude linéaire dans la bande de fréquences désirée.
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Opérateurs d’ordre fractionnaire

1.1 Définitions fondamentales
Il existe plusieurs définitions mathématiques pour l'intégration et la dérivation

d'ordre fractionnaire .On peut mentionner les trois définitions suivantes [14]:

1.1.1 Définition de Riemann-Liouville

L'intégrale dite de Riemann-Liouville est définie ainsi :

Définition 1 SoientC et R les anneaux des nombres complexes et réels respectivement,
R (.) symbolise la partie réelle d'un nombre complexe.

Soient 1 € C avec R(A)>0et f une fonction localement intégrable définie sur [0, + ).

L'intégrale d'ordre A de f est définie par :

NERTOE (Z)I(t €)1 (¢)de (I-1)

avec t>0 et I'(1)= je“ t#7.dt est la fonction gamma d'Euler.
0
Définition 2 Soient x € Cavec R(w)>0, n un entier positif et f une fonction localement

intégrable définie sur [0, +o0). La dérivée d'ordre x de f est définie par :

1 n
n D7 (O =

j —0)" 1 (r)dr (1-2)

Ou le nombre entier n esttel que (n—-1)< x<n.

Cette dérivée d'ordre fractionnaire peut aussi étre définie a partir de I'équation (I-1)

comme suit ;

L D¥ (1) = dtn 1o £ (1)) (1-3)

1.1.2 Définition de Caputo

Caputo a introduit une autre formulation de la dérivée d'ordre fractionnaire comme suit :

to£(n)
D) =" 1"#D"f(t) = F(nl— » I (tf_r)grzldr (1-4)
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avec n est un entier positif verifiant I'inégalité (n—-1)< u<n.
1.1.3 Définition de Grundwald-Leitnikov

La dérivée d'ordre fractionnaire d'ordre x > 0 de G-L est donnée par :
D# f(t)=Ilim ii(—l)"(")f(t—kh) (1-5)
GL h—0 h* = k '

ou h est la période d'échantillonnage et les coefficients

u)_ F(:u+1) — @ -
(+)= I(k+1).(u—k+1) =G (I-6)

avec C{* = (g): 1, sont les coefficients du bindbme suivant :

(1-2)" =Y (D*(¢ )2 = Y c" (I-7)
k=0 k=0
La définition de Grundwald-Leitnikov de I'intégration d'ordre fractionnaire est formulée
comme suit :
© k
GLDﬂf(0:GLD”fa)=L@gh”;;c4>(:0fa—kh) (1-8)

ol h est la période d'échantillonnage et les coefficients C{*avec C{* =(;*)=1

Sont les coefficients du bindme suivant :

0

1-2)* = (D (*)z* =S ctz* (1-9)

k=0

1.2 Propriétés des opérateurs d'ordre fractionnaire
Les principales propriétés des dérivées et intégrales d'ordre fractionnaire sont les
suivantes [14]:

1. Si f(z) est une fonction analytique de z, alors sa dérivée d'ordre fractionnaire D* f (z)
est une fonction analytique dez etz .
2. Pour u =01l'opération D*f(z) est I'opérateur identité :
D°f(z) = f(2). (1-10)
3. La différentiation et I'intégration d'ordres fractionnaire sont des opérations linéaires :
D“[af (z) + bg(z)]=aD“[f (z)]+bD*[f(2)] (I-11)
4. la transformée de Laplace F, fonction de l'opérateur de Laplace s, d'une fonction f ,

dépendant du tempst est définie par la relation:



Chapitre | Opérateurs d’ordre fractionnaire

F(s)=L{f (t);s}= j: f(t).e~.dt (1-12)

Donc la transformation de Laplace de l'intégrateur et le dérivateur d'ordre fractionnaire

peuvent étre définies comme suit :
L{D* f (t)}=s* F(s) (1-13)
L{I“ £ () }=s F(s) (1-14)

1.3 Méthodes d’approximation des opérateurs d’ordre fractionnaire

Dans la suite nous allons présenter quelque méthodes d’approximation de I’opérateur
d’ordre fractionnaire qui peuvent étre divisées en deux catégories (continu ; discret), avec
un interét particulier a la méthode de la fonction singuliére [6] qui sera entierement

détaillée dans le chapitre (I1).

1.3.1 Cas continu
1.3.1.1 Approximations utilisant I'expansion des fractions continues et les

techniques d'interpolation

L'expansion des fractions continues [15] est une méthode d'évaluation des
fonctions qui converge souvent beaucoup plus rapidement que le développement en série
de puissances, et converge dans un domaine plus large du plan complexe. Le résultat de

cette approximation pour une fonction irrationnelle G(s), peut étre exprime sous la forme

G(s) = a,(s) + bl(sg (s)
a®r ) (1-15)
S Ane
o) a ()5 BO 5O BO 16

a,(s) + a,(s) + &(s) +

ou a,(s) et b,(s) sont des fonctions rationnelles de la variable s ou des constantes.

L'application de cette méthode résulte en une fonction rationnelle G(s), qui est une

approximation de la fonction irrationnelle G(s) .
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Dautre part, pour l'interpolation, les fonctions rationnelles sont parfois supérieures aux
polynémes, car elles permettent de modéliser les fonctions par des pdles.

Ces techniques sont basées sur I'approximation d'une fonction irrationnelle G(s) par une
fonction rationnelle définie par le quotient de deux polynémes de la variables:

P,(s) _ Py + P;S+...p,S*
Q,(8) qp+0s+..q,s"

G(s) = Riiay. qism) = (1-17)

qui passe par les points (s;,G(s;));---(Siim G (Siim)) -
Dans la suite nous présenterons quelques unes des méthodes les plus connues de ce type.

1.3.1.1.1 Méthode Générale d'approximation des opérateurs intégro-differentiels

d'ordre fractionnaire
En général, une approximation rationnelle de la fonction G (s) =s*;
0 < u <I(Intégration d'ordre fractionnaire dans le domaine de Laplace) peut étre obtenue

en utilisant I'expansion des fractions continues des fonctions :

1
G, (s) = @rsT)" (1-18)
G, (s) = (1%]# (1-19)

Ou G,(s) est lapproximation pour les hautes fréquences (wT >>1), et

G, (s) I'approximation pour les basses fréquences (WT <<1).

1.3.1.1.2 Méthode de Carlson
La méthode proposée par Carlson dans [15], dérivée du processus régulier de
Newton utilisé pour I'approximation itérative de la racine d’ordre &, peut étre considérée

comme appartenant a ce groupe. Cette méthode se base sur I'nypothese suivante :

(H(s))"" -G(s)=0 (1-20)

H(s) = (G(s))” (1-21)
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En définissant =— ,m = 9 a chaque itération, partant de la valeur initiale H,(s) =1, une
2

fonction rationnelle approximee est obtenue sous la forme :

(@-m)(H;4(s))* + (g -+ m)G(s)

H,(s) = H,
i(8) i-1(8) (@+m)(H,, (s))? + (g —m)G(s)

(1-22)

1.3.1.1.3 Méthode de Matsuda

La méthode proposee dans [15] est basée sur I'approximation d'une fonction irrationnelle
par une fonction rationnelle obtenue par I'expansion des fractions continues et
I'ajustement de la fonction originale dans un ensemble de points logarithmiquement

espacés. En supposant que les points choisis sonts, , K =0,1,2,..., I'approximation prend

la forme :
H(s) = a,(s)+ 02" 57% (1-23)
a+ a,+ a;+
. S-S5,
ou a, =V, (s;), Vo(s)=H(s), V3 =——— (1-24)
Vi (s) — &

1.3.1.2 Approximations utilisant I'ajustement de courbes ou les techniques
d'identification
En général toutes les méthodes d'identification dans le domaine fréquentiel peuvent
étre appliquées pour obtenir une fonction rationnelle, dont la réponse fréquentielle se
rapproche de celle de la fonction irrationnelle originale. Par exemple cela peut étre la

minimisation de la fonction codt suivante,

J= IW(s)G(w)—é(w)‘ dw (1-25)

ou W(s) est une fonction de pondération, G(w) la réponse fréquentielle originale, et

G(w) est la réponse fréquentielle de la fonction rationnelle approximée.

Les deux approches les plus connues sont celles proposées par Oustaloup et Charef.
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1.3.1.2.1 La méthode d’Oustaloup

La méthode [15] est basée sur I'approximation d'une fonction de la forme :

H(s)=s" ueR” (1-26)
Par une fonction rationnelle :
1+s/w
H C k 1-27
(5) = Hm/wk (1-27)

En utilisant I'ensemble des formules de synthese suivantes :

w, ow, =a®w, L =—Kl=ogp>1; (1-28)

Wk+1=77>1;w—l.<=a>0;N:|og(WN /WO) . _ Ioga

U= (1-29)
W, W, log(a.n7) log(a.;p)

w, étant le gain fréquentiel unité et la fréquence centrale d'une bande de fréquences

distribuées géométriquement autour. Soit,w, = /w,.w, W, et w,sont la haute et basse

fréquence respectivement.

1.3.1.2.2 La méthode de Charef

Dans le but d'implémentation numérique RIF et RIl de dérivateur et intégrateur
d’ordre fractionnaire présentés dans ce travail, nous utiliserons la méthode appelée
"Méthode de la fonction de singularité™ développée par Charef [6], qui est présentée dans
cette section.
Cette méthode est basée sur I’approximation d’une fonction de la forme :

H(s)=— = (1-30)

S M
Pr
on peut réécrire la fonction (1-29) comme suit:
N-1
H(l-i—j
H(s) = L jim &

S e

(1-31)
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ou (N + 1) est le nombre total des singularités qui peut étre déterminé par la bande de
fréquences du systéme.

L'équation (I-31) peut étre tronquée a un nombre fini N, et I'approximation devient :

H(s) = ~ ! (1-32)

Les pdles et les zéros de la fonction de singularités peuvent étre obtenus comme suit :

P = pVb, p; = po(ab)’,z, = a.p,(ab)’ (1-33)

Avec

a 2107100 _10v10u gpy =10yt Ny = 109 (Wi / Po) (1-34)
! ’ ! log(a.b)

1.3.2 Cas discret

1.3.2.1 Approximation discret en utilisant I’intégration et I’expansion de série entiere

En utilisant la fonction génératrice correspondant a la regle de Backward
w(z™) = (1—z™) et en utilisant I’expansion de série entiére (PSE) de (1—z7")*, la formule
de Grundwald-Leitnikov de la drivée d’ordre fractionnaire pour un ordre zz, est

obtenue :

VEE(nT) =T~ i(—n (#)f ((n-K)T) (1-35)

L’exécution de la PSE de la fonction (1—z™)* méne a la formule donnée par Lubich [16]

pour I’intégral d’ordre fractionnaire d’ordre u :

k

VEF(T) =T * i(—l) () (n=K)T) (1-36)

k=0

La fonction de transfert résultante, rapprochant I’opérateur d’ordre fractionnaire est
donnée par la relation :
Y (z) =T*PSE|1-2)* F(2) (1-37)
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ou T est la période d’échantillonnage, Y (z) est la transformée en z de la séquence de
sortie y(nT),F(z)est la transformée en z de la séquence d’entrée f(nT). PSE[u]dénote

I’expression qui résulte de I’expansion de série entiére de la fonction u, faire ainsi donné :

Y(z)

D (z) = ) =T*PSE[1-27)* F(2) (1-38)

ol D*#(z) dénote I’équivalent discret de I’opérateur d’ordre fractionnaire.

Une autre possibilité pour I’approximation est I’utilisation de la regle trapézoidale, comme

une fonction génératrice :

1-z7
w(z ™) =2
( ) 1

= (1-39)
+1

1.3.2.2 Approximation discret en utilisant I’intégration numérique et I’expansion de
fraction continue
Une méthode pour obtenir I’équivalent discret de I’opérateur d’ordre fractionnaire,
qui combine la régle trapézoidale et I'expansion des fractions continues [17], cette
méthode implique : I’utilisation de la fonction génératrice :

1-z7
1+2z7

w(z ™) =2

ou z est la variable complexe, z 'est I’opérateur de retard, et I’expansion de fraction
continu (CFE) de :

R 1-z7 H )
(wiz ™)) —(21“_1) (1-40)

Pour obtenir les coefficients et le forma de I’approximation.

La fonction de transfert résultante, rapprochant I’opérateur d’ordre fractionnaire peut étre

Y(2) - 1-7)*
exprimee sous la forme : Di“(z):sz“‘CFE [21 _1] (1-41)
+1z .
_ P (2™
_T p(z_l) (1-42)
Q,(z7)

ou T est la période d’échantillonnage, CFE[u]dénote la fonction de transfert résultante de

I’application de I’expansion continu de la fonctionu, Y (z) est la transformée en z de la

10
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séquence de sortie y(nT), F(z) est la transformée en z de la séquence d’entrée f (nT), p et

gsont les ordres de I’approximation ,Pet Qsont des polyndmes de degré pet q

correspondant au variable z™*

1.4 Exemples de calcul de dérivée d'ordre fractionnaire

Nous voyons ici quelques calculs basiques de dérivée d'ordre fractionnaire que nous
exploiterons dans la suit de notre étude.
1.4.1 Dérivation d'ordre fractionnaire d’un cosinus (ou d’un sinus)
En utilisant le fait qu’un cosinus (resp. un sinus) est égal a la partie réelle (resp.
imaginaire) d’une exponentielle, et que I’opérateur dérivée non entiére est linéaire [18], on
peut déterminer facilement la dérivation fractionnaire d’ordre x d’un cosinus (resp. un

sinus).

Ainsi: D™ [cos(w,.t — )] =w¥ cos(w,t — @+ ,u.%) (1-43)

D [sin(w, t — @)] = w sin(w, t— o + ﬂ.%) (1-44)

1.4.2 Dérivation d'ordre fractionnaire d’un produit de fonctions exponentielle et
sinusoidale
En utilisant le fait qu’un sinus est égal a la partie imaginaire d’une exponentielle et que
I’opérateur dérivé d'ordre fractionnaire est linéaire [18], on trouve la relation suivante :
D [sin(w,.t).exp(t/z)]= A* sin(w,.t).exp(t/z) (1-45)

Avec

A=

1 .
= 4w,
T

ety = Arg(£+ i.woj (1-46)
T

11
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Approximation Analogique et discrétisation

I1.1 Approximation des opérateurs d’ordre fractionnaire
11.1.1 Approximation de I’intégrateur d’ordre fractionnaire

La fonction de transfert de l'opérateur intégral d'ordre fractionnaire est
représentee dans le domaine fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante :

H,(s):sim (11.1)

ou s = jw est la fréquence complexe et m un nombre réel positif tel que [ < m <.
Dans une bande de fréquence donnée [w,,w, ], cet opérateur d'ordre fractionnaire peut
étre modélisé dans le domaine fréquentiel par un p6le a puissance fractionnaire (PPF)

comme suit [19] :

Hy(s) =— (11.2)

WC

En supposant que pour w e [w,,w, ] ona w>>w_ , on peut écrire :

H, (s)= K _Kwe 1 (11.3)

m m m
S s s
WC

Avec K, =1/w] et w, est la fréquence de coupure de PPF qui est obtenue a partir de la

basse fréquence w,: w, =w,v10“"**™ —1ou ¢ est I'erreur maximale permise entre la

pente de l'opérateur de puissance fractionnaire de I’équation (Il.1) et le PPF de
I'équation (11.2) dans la bande de fréquence donnée [w,,w, .

Dans le but de représenter le pdle d'ordre fractionnaire de I'équation (11.2), et par
consequent l'intégrateur d'ordre fractionnaire, par un systeme linéaire invariant dans le
temps, il est nécessaire d'approximer sa fonction de transfert irrationnelle par une
fonction rationnelle [19].

La méthode d'approximation [6] consiste a approximer la pente de 20mdB/dec sur le
tracé de Bode du PPF par un nombre de ligne sous forme de Zig-Zag, produite par une

alternance de pente 20dB/decet 0dB/deccorrespondant a une alternance de pdles et

12
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de zéros sur I'axe réel négatif du plan s tel que p, < z,< p; < Z; <::< Zy; < Py s

d'ou I'approximation suivante :

N-1 S

. H[“ZJ
H|(5): EK| N
[l

7 [1+3] (11.4)
(HVJ Ll p

Ou les p; etles z;sont les pdles et les zéros de I'approximation.

En utilisant la méthode de la fonction de singularité (méthode graphique simple), les
poles et les zéros de I'approximation se présentent sous la forme d'une progression
géométrique. Cette méthode graphique d'approximation commence par le choix d'une

erreur d'approximation y en dB et une bande de fréquence d’approximationw ..

Pour déterminer le nombre N, la bande de fréquence sur laquelle I'approximation est

faite doit étre spécifie, soit "w ., " cette bande, telle que w ., soit égal a 100 foisw , ,

son expression est donnée par [6] :

|:Wmax:|
log
_ L P dly (11.5)

N = partie entiere

L'arrangement des singularités (pbles-zéros) est établi selon les deux progressions
géométriques suivantes :

p, = p,(ab)’ ,pouri=01..,N

z, =a.p,(ab)’ ,pour i=01,...,N-1
Ou a et b sont appelés les rapports de position, leurs expressions en fonction de y et

m sont données par :
a=10"26" h=10Y"" Avec, p, =w_vb , z, =a.p,

Afin de connaitre la contribution de chaque péle au processus de relaxation, on doit

décomposer la fonction rationnelle en somme de fractions élémentaires

g( (ab)’ apo} N h,

N = 5 (11.6)
il (I

H[ (ab)’ poJ [Wab)'poj

13
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Ou les coefficients h, sont les résidus qui sont détermines par :

- @) )

@)'ap,) _\ s

s e

, i=01,..,N (11.7)

11.1.2 Exemple d’un intégrateur d’ordre fractionnaire
Pour le but d’illustration prenons un exemple numérique pour un intégrateur
d’ordre fractionnaire représenté par :

1
H|(5)=SO—_5

Pour obtenir la fonction rationnelle d’approximation de cet opérateur d’ordre
fractionnaire, on suppose que la bande de fréquence [w,,w, |=[0.1rad /s,10rad /s] ; et
pourw, =0.001*w,, on obtient w, =0.0001 et K,;=100 par suite le modéle PPF de cet

operateur d’ordre fractionnaire est donné par :

H(s)= 100

s 0.5
1+
( 0.0001 j

On choisit I’erreur du PPF par une fonction rationnelle y = 0.8 dB et la bande

fréquentielle d’approximation w,, =100w, =10%rad /s , les paramétres a, b, po, Zo €t
N peuvent étre facilement calculés et ils sont donnés comme suit :

a=1.4454, b= 1.4454, p,=1.2022.10*rad/s, z,=1.7378.10*rad/s et N =22

Les poles et les zéros de I’approximation sont donnés par les équations suivantes:

p, =1.2022.107*( 2.0892)', pour i=0,1,....22

z, =1.7378.10(2.0892)' , pour i=0,1,....21

Les tracés de Bode de la fonction de transfert de I’opérateur intégrateur d’ordre

fractionnaire s ™°°

Figure (11.2).

et de son approximation Analogique sont présentés dans la

14
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Bode diagram

S0
2ol - =

10 : e : EEEE L

Arrplitude

ol P =

107° 107 107" 10° 10 10

frequency radfsec

=42 R R
-42.5 S P
-43
-43.5
-44

-44 .5

Phase

-45

-45.5

45

-45.5

A7 H HE - H HEH H HE HH
10 F 10 10”
frequencyradisec

Figure (11.1) Tracés de Bode de la fonction de transfert de I’opérateur intégrateur

d’ordre fractionnaire s *° et de son approximation Analogique

Le tracé de Bode [20] de la fonction de transfert idéale donne une pente constant de

(-m.20dB/dec), et une phase en ligne horizontale de(—m.z/2), avec m : exponent
d’ordre fractionnaire, et par comparaisons avec les résultas obtenus on voit bien que
dans la bande de fréquence [0.1rad /s,10rad /s], la pente de la fonction d’approximation
de I’opérateur d’ordre fractionnaire Intégrateur : une pente de -10dB/dec (20m), et la

phase de -45°, ce qui implique la justesse de I’approximation.

11.1.3 Approximation de I’opérateur dérivateur d’ordre fractionnaire
La fonction de transfert de I'opérateur dérivateur d'ordre fractionnaire est

représentée dans le domaine fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante :

Gy(s)=s" (11.8)

15
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Ou s = jw est la fréquence complexe et m un nombre réel positif tel que 1< m <1,
Dans une bande de fréquence donnée [w,,w, ], cet opérateur d'ordre fractionnaire peut
étre modélise dans le domaine fréquentiel par un zéro a puissance fractionnaire (ZPF)

comme suit [19] :G,(s) = KD(1+ Wi] (11.9)

c

En supposant que pour w e [w,,w, ] ona w>>w_ , on peut écrire :

G, (s) = KD(Wi] _Kogn_gm (11.10)

c

Avec K, =wet w, est la fréquence de coupure de ZPF qui est obtenue a partir de la

basse fréquence w,: w, =w,+v10“"**™ —1ou ¢ est I'erreur maximale permise entre la

pente de l'opérateur de puissance fractionnaire de I’équation (11.8) et le ZPF de

I'équation (11.9) dans la bande de fréquence donnée [w, ; w, .

Dans le but de représenter le pble d'ordre fractionnaire de I'équation (11.9), et par
consequent l'intégrateur d'ordre fractionnaire, par un systeme linéaire invariant dans le
temps, il est nécessaire d'approximer sa fonction de transfert irrationnelle par une
fonction rationnelle [19].

La méthode d'approximation [6, 19] consiste a approximer la pente de 20mdB/dec sur
le tracé de Bode du ZPF par un nombre de ligne sous forme de Zig-Zag, produite par
une alternance de pente 20dB/dec et 0dB/deccorrespondant a une alternance de poles

et de zéros sur l'axe réel négatif du plan s tel que z, < p,< z, < p; <::< Zy,; < Py s

d'ou I'approximation suivante :

(11.11)

sy Ui
GD(s)=KD{1+W—] ;KD'N:O—
H e

En utilisant la méthode de la fonction de singularité (méthode graphique simple), les
poles et les zéros de I'approximation se présentent sous la forme d'une progression
géométrique. Cette méthode graphique d'approximation commence par le choix d'une

erreur d'approximation y en dB et une bande de fréquence d’approximationw ..

16
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Pour déterminer le nombre N, la bande de fréquence sur laquelle I'approximation est

faite doit étre spécifie, soit"w " cette bande [6, 19] :

W
Iog[ max}
_ L P Ity (11.12)

N = partie entiere

L'arrangement des singularités (pbles-zéros) est établi selon les deux progressions
géométriques suivantes :

p, =z,(ab)’ ,pouri=01,...,N
z, =a.z,(ab)' ,pour i=01,...,N
Avec,z, =w_,Jbet p,=az,

La fonction rationnelle d'approximation dans une bande de fréquence donnée sera donc

la suivante :

M)
GD(S):KD.[1+iJ Ky (ab) %o (11.13)
1:0[( (ab)’ azO]

c

: T . Gy (s .
Pour des raisons concernant la réalisation, on va développer Go () en fonctions
S

élémentaires, alors :

_ (11.14)
S i=0 S
( (ab)’ aZoJ
Calculant les résidus des pdles, on obtient :
N
Gp(s) =G, + ), (11.15)

g;s
e
P

17
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avec G, = K, et,

lﬁ[(l—(ab)“*”a)
g9 =K, = Pour i =0J4,..., N (11.16)
(~(ab)'az,) [[L-(ab)*?)

j=0, j=i

11.1.4 Exemple d’un dérivateur d’ordre fractionnaire

Pour le but d’illustration prenons un exemple numérique pour un dérivateur
d’ordre fractionnaire suivant : G (s) =s*"

De la méme facon que I’exemple de PPF, le modéle ZPF du dérivateur d’ordre

0.75
fractionnaire est donné par :  G(s)=0.001 1+ —
0.0001

Avec : Kp=0.001 [w,,w, ]=[0.1rad /s10rad /s] ,w. =10"

On choisit I’erreur du ZPF par une fonction rationnelle y = 0.8 dB et la bande
fréquentielle d’approximation w,__ =100w, =10°rad /s , les parametres a, b, p,, z, et
N peuvent étre facilement calculés et ils sont donnés comme suit :

a=2.0892, b=1.2783, p, = 2.3622.10" rad/s, z, =1.1306.10 rad/s et N =17

Les poles et les zéros de I’approximation sont donnés par les équations suivantes :

p, = 2.3622.10(2.6709)' , pour i=0,1,....17

z, =1.1306.10"(2.6709)" , pour i=0,1,....17

Les tracés de Bode la fonction de transfert de I’opérateur dérivateur d’ordre

fractionnaire s®” et de son approximation Analogique sont présentés dans la
figure (11.2).
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Bode diagram

Amplitude

Phase

Fregquency radisec
Figure (11.2) Tracés de Bode la fonction de transfert de I’opérateur dérivateur d’ordre

fractionnaire s®” et de son approximation Analogique.

On remarque bien que dans la bande de fréquence[0.1rad /s,10rad /s], la pente de la
fonction d’approximation de I’opérateur d’ordre fractionnaire Dérivateur: une pente de

15dB/dec (20m), et la phase de 67.5°), ce qui implique la justesse de I’approximation.
On remarque aussi que cette méthode d'approximation donne de bons résultats par

apport a celles trouvées dans [7].
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I1.2 Implémentation par des circuits électriques analogiques
11.2.1 Intégration d*ordre fractionnaire
L'approximation de l'opérateur intégrateur d'ordre fractionnaire dans une bande

fréquentielle donnée par une fonction rationnelle a la forme

K K S
H, (s)= _ml = : m I
S s N S
1+— [T+
W, i=0 Pi
La décomposition en éléments simples de la fonction rationnelle approximant

N
l'intégrateur d'ordre fractionnaire H, (s) donne: H, (s)=)_ n

)

Ou les h; sont les résidus des pdles donnés par I'équation (11.7).

Cette équation correspond & I'impédance d'un réseau RC du type Forster de la 1°°
forme dont le schéma est représenté dans la figure (11-3).
Ro Ry R

s — —
vl .

| | | | | |

ol ! ! :

0 1 N

Figure (11.3) : Réseau équivalent d'un intégrateur d'ordre fractionnaire

N R.
L'impédance de ce réseau est donnée par : Z(S) = —
P P © ;[l+ SR;C; j

Que I'on peut faire correspondre a (11.18) en mettant :

R =h , C _ 1 Pour i =01,...N
hi pi
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11.2.2 Dérivée d'ordre fractionnaire
De la méme maniere, I'approximation rationnelle de la dérivée d'ordre fractionnaire peut

étre donnée par une fonction de la forme

N-1
i H[l-i- > j
m S i=0 Z|
Gp(s)=Kgs =KD.(1+—] =K, (1.21)
W, N S
H[1+ J
i—0 P;
La décomposition en éléments simples de la fonction rationnelle obtenue donne :
N g.s
Gp(s) =G+ ——— (11.22)
i=0 ( S j
1+ —
P;
Ou les g, sont les résidus donnés par (11.16).
Cette équation correspond a I'admittance d'un réseau du type Forster de la 2°™ forme,
dont le schéma est représente a la figure (11.4).
1(s)_,
R, R, Ry
RP
T T° T~
Figure (11.4) : Réseau équivalent d'un dérivateur d'ordre fractionnaire
e . 1 & sC,
L'admittance de ce réseau est de la forme : Y (s) =—+ Z T (11.23)
R, =\ 1+sRC,
Que I'on peut faire correspondre a (11.22) en mettant :
C.=0, , R b et R, _ 1 Pour i=01,...N (1.24)
g; P; G,

11.3 Discrétisation de la fonction d’approximation

La simulation d’un modéle fractionnaire dans le domaine temporel est difficile c'est
pour cela qu'on voit que les dernieres années, plusieurs algorithmes ont été développée
en utilisant les modéles rationnels continus et discrets dans le temps rapprochant les
systémes fractionnaires. Dans ce travail, on propose une nouvelle méthode pour la

discrétisation de I’opérateur d’ordre fractionnaire, qui est basée sur les travaux de
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Charef et qui donne une fonction rationnelle continue, 1’opérateur de la Laplace s est
substitué par son équivalent discret, ce dernier est calculé en utilisant de diverses
méthode d’approximations, les plus récents sont Backward (Euler), Bilinéaire (Tustin),
Simpson, Al-Alaoui [7,8,9,10,11,12]. Nous étudions dans la suite du chapitre trois
méthodes classiques de discrétisation (la méthode Backward (Euler) [8], la méthode
Bilinéaire (Tustin) [8], la méthode Al-Alaoui [11]). Donc les deux fonctions rationnelles

obtenus par I'approximation précédente (méthode de Charef) est donnée par:

N h.
Pour l'intégrateur d'ordre fractionnaire : H, (s) = 1 — z ' (11.25)
1+i =0 (14‘8]
W, Pi
- : o s ) L g;s
Pour dérivateur d'ordre fractionnaire : G, (s) = K, |1+— | =K, + Z— (11.26)
WC

o

11.3.1 Discrétisation de I’intégrateur d’ordre fractionnaire par la transformation
Bilinéaire, Backward et Al-Alaoui
L’étape clé dans I'implémentation numérique de I’opérateur intégrateur d’ordre

fractionnaire est la discrétisation de la fonction rationnelle H,(z) par trois méthodes

suivantes :
L , 21—z
-1-La transformation bilinéaire est donnée par s = — - (11.27)
T1l+z"
-1
-2- La transformation backward est donnée par s = 1-2 (11.28)
. . . 8 1-z"
-3- La transformation Al-Alaoui est donnée par s = ————— (11.29)
mMl+z717

ou s = jw est la fréquence complexe etz = exp( j.w.T) est une variable complexe, T est

la période d’échantillonnage.
Donc la discrétisation de I‘intégrateur d’ordre fractionnaire par les transformations

précédentes sont données par :

h;

1+i
( P; J L2t

Tzt

N
,1 =
22 i=0
Tzt

H,(s)= im Bilinéaire transformation (11.30)
S
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N h.
H, (s)=— . Z ' Backward transformation (1.31)
S = i
e [1+ Sj
pi 71—2’1
T
1 N h, . .
H,(s):s—m A ;Z Al-Alaoui transformation (11.32)
STt 14>
P, L8 1zt

TTT1-217

Elle donne le filtre RIl (Réponse Impulsionnelle Infinie) suivant :

Ho (2)= (24D i (11.33)
i=0 2 2
1+—z-|—-
K Tpij (Tpi H
o 2) =Y i (11.34)
i=0 1 1
14— |z—| =
H TpJ (Tpi ﬂ
N h(z+1/7)
H o a(2) = ! 11.35
O E[a1), (s1 1 -
7Tp; 7Tp, 7
. _1. 2 _2
On pose: a, _1+TIOi b= ™ 1 (11.36)
1 1
5i :1+T—pi i :E (”37)
DY S -
7Tp; 7Tp, 7

Par substitution de (11.36),(11.37),(11.38) dans les équations (11.33),(11.34),(11.35)

respectivement on obtient :

N h.
H = ).y — 11.39
(@)= (2D s (11:39)
N h..z
Heor () =2 ———~ 11.40
@ §(5i-z_)(i) ( )
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O (1141

La transformée en z inverse des équations (11.39), (11.40) et (11.41) donnes les résultas

suivants :

hg, (K) = g%(%}ku(k)—l—g;—:(%jk_lu(k—l) (11.42)
Nercc () gg—[LJku(k) (1.43)
hya(k) = IZ::?—'(—'Tu(k)#—%?—:(j—:Jk_lu(k—1) (11.44)

ou u(k) est la fonction échelon unitaire.
La troncation du filtre RIl de longueur infinie ou de longueur finie "L" permet
d’aboutir au filtre RIF (Réponse Impulsionnelle Finie) suivant :

Hrippei = ;hsm(k)z_k = Z{Z:{—{a j Z (—'] u(k —:|.)]Zk (11.45)

k=0 i=0 =0 &

N

H(RIF)BACK = ihBACK (k)zik = Z{z hl (_IJ u(k) ] (11.46)

(_'] u(k)+i?—f(j—fj 7 u(k—l)}zk (11.47)

L N h.
H(RIF)ALA = Z Naa (k)zik = Z[ZE_
k=0

11.3.2 Exemple illustratif

La discrétisation de I’opérateur H, (s) = s™*“, par la transformation Bilinéaire, donne
un filtre discret stable (filtre RII) et la troncation de ce dernier permet d'obtenir le filtre
a phase lineaire (filtre RIF), avec T=0.1, dans une gamme de

fréquences|[w,, w,] =[L10],y = 0.5, L=400 a donne les résultats suivants :
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Bode diagram

Amplitude

—— Filter IR b
S0 — - Filter IR B
l'opé intégral |i
35 -
10 10
20
— Filter IR
— - Filter FIR
&0 - lopé intégral |7
i

Phase

Fregquency radisec
Figure (11.5) Tracés de Bode de la fonction d’approximation de I’opérateur intégrateur
d’ordre fractionnaire s discrétisé (RII) et tronquer (RIF), par la

transformation Bilinéaire

Et on également étudié la discrétisation (et la troncation) de l'opérateur H, (s)=s"* ,
par les deux transformations Backaward, Al-Alaoui, avec T=0.1, dans une gamme de

fréquences|[w,, w,]=[110],y = 0.5, L=400. On a obtenu les résultats suivants:
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Chapitre 11

Bode diagram

10

o
=
=
= -5
=
=T
10 e m s b
15— Fitter 1R -
— - Filter FIR .
l'opé intégral | i 5 8 8 B4 5H i ;
20 H A A A A
107 10° 10 10°
Freguency rad fsec
40 T
—— Filter IR ;
— - Filter FIR ]
30 - l'opé intégral [
(=)
o
(1]
o —
o
_40 : :
107! 10° 10 10°
Fregquency rad fsec

Figure (11.6) Tracés de Bode de la fonction d’approximation de I’opérateur intégrateur

d’ordre fractionnaire s discrétisé (RII) et tronquer (RIF), par la

transformation Backward
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Bode diagram

10

Amplitude

' ' o i
—————— e e et i il ali Rl oy
' [ B R

15 T —Filter IR
— - Filter FIR
l'opé intégral
20 . H H HE - -
10 10 10 10
Freguency radfsec
A0

— Filter IR
— - Filter FIR i
30 l'opé intégral [71

Phase

Frequency rad fsec
Figure (11.7) Tracés de Bode de la fonction d’approximation de I’opérateur intégrateur
d’ordre fractionnaire s™°* discrétisé (RI1) et tronquer (RIF), par la

transformation Al-Alaoui

A partir des résultat de simulations obtenus, on remarque que les résultas obtenus
(traces de Bode amplitude-phase du filtre RII-RIF) par les différents discrétisations de
la fonction d’approximation de I’opérateur d’ordre fractionnaire et comparable a celles
trouvées dans la littérature. On a aussi remarqué que les différents discrétisation
donnent un filtre (RIl ou RIF) stable et linéaire, la phase est de -36 degrés, I'amplitude

est une pente de -8dB/dec, pour I’opérateur intégrateur s .
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11.3.3 Discrétisation du dérivateur d'ordre fractionnaire par la transformation

Bilinéaire, Backward et Al-Alaoui

Donc la discrétisation du dérivateur fractionnaire par les trois transformations

précédentes suit cet acheminement :

N
I S
Bilinéaire: G, (s)= K sm‘sil_zfl =Kp+ ), 9

T l+271 i=0 [l‘l‘ ]
p ).

(7]

21-771

Tt

Backward: G, (s)= K, s"

N
- S
Al-Alaoui: G, (s)= KDSmin o =K+ gls
7T 241/7 i=0
1+ —
[ pi]S

On trouve le filtre RII suivant :

N 2 g.(z-1)
Gy () =Ky + ) — '
BIL D ;T |:( 2 J ( 2 J:|
1+ —z—| — -
Tp, Tp;
N1 (z-1
GBACK(Z)=KD +Z? i( ) 1
=0 1+—|z—-| —
K Tpi] (Tpi H
N8 9.(z-1
GALA(Z) = KD +Z_ I
= 7T
0 1,81, (811
7Tp, 7Tp, 7
2 2
On pose: a, =1+ — pi=—-1
Tp, Tp;
1 1
0. =1+— =—
i +Tp. Xi TP,
) 1.8 1 .81 1
' 7Tp, ' T7Tp, 7
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Par substitution de (11.54),(11.55),(11.56) dans les équations (11.51),(11.52),(11.53)

respectivement on obtient :

2 0,(z-1)
=K e
BIL(Z) +ZT (a 7_ ,3)
N
9:(z-1)
G 2) =
BACK( ) ZO:T(52 )
-8 g,(z-1)
G,.(2)=K -
ALA( ) D i:o7T(€iZ_ai)
La transformée en z inverse de I’équation (11.57), (11.58) et (11.59) donnes les
suivants :
29 () gy 20 (A)
k) = K e(k ==l uk)=y == | uk-1
e (K) D()+iz_0:.|_ai(ai] (k) i—oTai(Ofij ( )

000~ Koo+ S8 22 - S8 8] gy

Avec u(k) est la fonction échelon unitaire, e(k) est I’impulsion Dirac

(11.57)

(11.58)

(11.59)

résultas

(11.60)

(11.61)

(11.62)

La troncation du filtre RII de longueur infinie ou de longueur finie "L" permet d’aboutir

au filtre RIF (Réponse Impulsionnelle Finie) suivant :

L
G(RIF)BIL = Z OgiL (k)zik
k=0

3 208 42298 yi_p b
_Z[K e(k)+ZTa[ JU(k) ZT a(a} u(k 1)]2

k=0

L
G(RIF)BACK = Z Ogack (k)z_k
k=0

L

_ 104} b0 oS L 9 (2 ykp b
Z[K e(k)+; 5i(§ju(k) ZT 5(@] u(k 1)]2

k=0

L
(RIF)ALA Z 9 aa (k)z -
k=0

_3 104 ) yoo- %290 e b+
_Z[K e(k)+§:T : bJ u(k) ZT i [g J u(k 1)]2

k=0

29
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11.3.4 Exemple illustratif

Soit I'opérateur dérivateur d'ordre fractionnaire suivant: G (s)=s*®

De la méme facon que I'exemple de l'intégrateur, on obtient toujours un filtre discret
stable RII , et filtre a phase linéaire RIF par les différents méthode de discrétisation

avec T=0.1, dans une gamme de fréquences[w,,®,]=[110],y = 0.5, L=400 ,on trouve les

résultats suivants :

Eode diagram

50 T
— Filter IR
— - Filter FIR

40 I'opé derivateur

=10 MRS IR N S § V1§ S
20| - b

81 -

Amplitude

-10

=20

=0 H HEHEHH I H HEHEHH H HEHEHH I
F Y ° 10 10

Phase

— Filter IR
— - Filter FIR
I'opé deéerivateur
A S i ooy R N N A i
= 107" 10° 10’ 10
Fregquency radfsec

-60
10

Figure (11.8) Tracés de Bode de la fonction d’approximation de I’opérateur dérivateur.
d’ordre fractionnaire s®* discrétisé (RII) et tronquer (RIF),par la

transformation Bilinéaire
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Bode diagram

=0 I
—— Filter IR
— - Filter FIR

I'opé dérivateur

20

Amplitude

30k S :::::._1 H :::::::n AR R AT AR T
10 10 10 10 10
Freguency radfsec

Phase

-20

o — T
— - Filter FIR
l'opé dérivateur
50 H HEHEHE I | HEHH H HEEEHEHH H HEHH
107 10" 1" 10" 107

Freguency radfsec
Figure (11.10) Tracés de Bode de la fonction d’approximation de I’opérateur dérivateur
d’ordre fractionnaire s*® discrétisé (RI1) et tronquer (RIF), par la

transformation Al-Alaoui

A partir des résultats de simulation obtenue, on remarque que les différents discrétisation

donnent un filtre (R11 ou RIF) stable et linéaire, la phase est de 58.5°, I'amplitude a une

pente de 13dB/dec, pour I’opérateur dérivateur s°* . Les résultats obtenues par la
transformation Bilinéaire en terme d'amplitude constante, phase linéaire sont largement

meilleures
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Implémentation numérique

I11.1 Introduction :

Nous avons défini les opérateurs d’ordre fractionnaires, et présenté leurs différentes
méthodes d'approximations, avec un intérét particulier a la méthode de Charef [6] qui est
détaillée dans le chapitre (I1), la discrétisation de cette derniere permet d’obtenir le filtre RII -
RIF.

Le probléme qui nous intéresse étant celui de la réalisation (implémentation numérique) de
I’opérateur (intégrateur et dérivateur) d’ordre fractionnaire variable, nous étudions dans ce
chapitre les implémentations les plus appropriées de dérivateur et d’intégrateur d’ordre
fractionnaire.

Nous exposons trois implémentations différentes de ces opérateurs : la premiére sous forme
du filtre RII et, la seconde sous forme du filtre RIF, la troisiéme c’est une nouvelle

implémentation sous forme de structure de Farrow [13, 21].

111.2 Implémentation numérique RII
111.2.1 Intégrateur d’ordre fractionnaire
La discrétisation de la fonction rationnelle de I’opérateur intégrateur d’ordre

fractionnaire a permet d’obtenir le filtre RII suivant :

N h.
He (2)=(2+1).Y —————— 1.1
@)=@+D2 s (1.1)

. _1+ 2 _2
Avec: a; _1+_|_IOi B = ™ 1 (111.2)

ou les coefficients h, sont les résidus de la fonction rationnelle qui sont déterminés par :

4 ~ (ab)i P, -1 ~ (ab)(i—j)
o) -0

hi =K, J:,\T (&) ?po =K, Jz(,)\‘ , i=01..,N (111.3)
i20,j+ ab)' p, §20,j
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Par substitution de (111.2) dans I’équation (111.1) devient :

Y h.(z+1)
HBIL (Z z
i=0 ( it .z _ﬂ)
_b i
On pose P, = Pour i=0,1,...... N
of
h.
0, =— Pour i=0,1,...... N
a;
L’équation (111.4) devient :
A 5, (z +1)

Hey (2) = Z

i=
On peut écrire I’équation (111.7) sous la forme suivante :

N6..(z+1])

HBIL = :
()= E(z) R yeEry

=C,(2)+C,(2)+Cy(2) + v, +C,.,(2)

Mz

ZC (2)

avec E (z)I’entrée de I’opérateur d’ordre fractionnaire, Y (z) la sortie.

=0i

A partie de I’équation (111.9) et (111.7) on peut écrire

Yi(2) 0,.(z +1)

“OTER @)

= (z-p)Yi(2) =6,(z+DE(2)

Yi(k) =6 € (k-1 +.0,6;(k) + p;y; (k1)

(111.4)
(111.5)
(111.6)
(11.7)
(111.8)
(111.9)
(111.10)
(11.11)

Les équations (111.10) et (111.11) montrent la fonction de transfert en z et I’équation aux

différences correspondante a la forme d’un filtre RII.

Donc I’'implémentation numérique RII de I’opérateur intégrateur d’ordre fractionnaire est

réalisée par une structure de la forme paralléle suivante :
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y Y,(2)
> 7 (
Rl
E(2)
»—>P 77
e(k)

,
2T ¢ i Yu(@
R

Figure (111.1) Implémentation numérique RII de I’opérateur intégrateur d’ordre fractionnaire.

5

111.2.2 Dérivateur d’ordre fractionnaire
Un raisonnement similaire est appliqué a la fonction rationnelle de l'opérateur

dérivateur d'ordre fractionnaire discrétisée par la transformation Bilinéaire et qui est définie

comme suit :
2 gi(z-1)
=K 11.12
Gg (2) +Z T @z-p) (1.12)
On pose P :ﬁ Pour i=01,...... N (11.13)
a;
2 0, .
0, =—— Pour i=0,1,...... N (1n.14)
T ¢,
L’équation (111.12) devient :
N
Gy (2) =K, + 25(2 1) (111.15)

i=0
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On peut écrire I’équation (111.15) sous la forme suivante :

Gy (2) = E ((ZZ)) =K, +io(zz(—z ;il)) =B, +C,(2)+C,(2) +C,(2) +...+C ,(2) (111.16)
_ 5 Y (2) B -
= KD+§‘—Ei(z) _BO+§Ci(z) (111.17)
A partie de I’équation (111.16) et (111.17) on peut écrire
B, = K, (111.18)
C()=tB %l o b yv()=5@+DE @) (111.19)
E(2) (z-p)
yi (k) =66 (k-1 —.5e (k) + p;y; (k-1) (111.20)

Donc I’implémentation numérique RII de I’opérateur dérivateur d’ordre fractionnaire est

réalisée par une structure de la forme paralléle suivante :

E

v
D
N

o]

E(z) Y (2)

Y
)\ 4
D
N

e(k) y(k)

YN—l(Z)

Figure (111.2) Implémentation numérique RII de I’opérateur dérivateur d’ordre fractionnaire.
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111.3 Implémentation numeérique RIF
111.3.1 Intégrateur d’ordre fractionnaire
Nous avons vu que la troncation du filtre RIl de longueur infinie a la longueur finie

"L" permet d’aboutir a un filtre RIF (Réponse Impulsionnelle Finie) suivant :
(RIF)BIL Zhsn_ (k). 27" (1.21)

avec hg, (k) sont les coefficients de I’équation aux différences correspondante a la forme

d’un filtre RII. 1ls prennent la forme suivante :

hg, (K) = i h [—] u(k)+i%[§j 7 u(k —1) (111.22)

i=0 a

avec h,, ¢, et S, sont des constantes données respectivement par les équations (111.3) et (111.2).

On peut écrire I’équation (111.12) sous la forme suivante :

H(RIF)BIL = % = i hBIL(k)'Zik (1n1.23)
= Y(Z)=ihB.L(k)-E(Z)fk (111.24)

La transformée en z inverse de I’équation (111.15) permet d'aboutir a I’équation aux

différences correspondante a la forme d’un filtre RIF suivant :

y(n) = ZL: hy, (K).e(n —k) N=0.1.2.3 e N (111.25)

= hy, (0).e(n) + hy, (Ue(n—1)+...+ hy (N -1)e(n—N+1) +hy, (N)e(n-N)  (111.26)

On peut en déduire immediatement la structure directe d’un filtre RIF qui est représentée a la
figure (111.3)
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e(n) E e(n —11 = _e(n_—2>) _______ = e(n—N)
e, (0) Ny @ 10D g, (N)

\/

Figure (111.3) Implémentation numérique RIF de I’opérateur intégrateur d’ordre fractionnaire.

111.3.2 Dérivateur d’ordre fractionnaire
De la méme maniére on a obtenu I'implémentation numérique RIF de l'opérateur
dérivateur d'ordre fractionnaire, sa fonction de transfert correspondante a la forme d’un filtre

RIF est définie comme suit :

(RIF)BIL ngn_ (k)Z (1n1.27)

avec gg, (k) sont les coefficients de I’équation aux différences correspondante a la forme

d’un filtre RII. 1ls prennent la forme suivante :

2 9, L249( B ! _
9 (k) = Kpe(k) +Z T a, (a,] ;?O{_( ,j u(k —1) (111.28)
On peut ecrire I’équation (111.27) sous la forme :
Y (Z) ZL:gBu_ (k)-zik (11.29)

(RIF)BIL = E ( ) &

= Y(2) :igB,L(k).E(z).z’k (111.30)
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La transformée en z inverse de I’équation (111.30) permet d'aboutir a I’équation aux

différences correspondante a la forme d’un filtre RIF suivant :

y(n) = ZL; 9g (K)e(n —k) N=0.1.2.3 oo N (111.31)

= Jpi (0)e(n) + g (M) e(N—-1) +...+ gg (N -D1)e(n - N +1) +gg, (N)e(n—-N)  (111.32)
Donc I’implémentation numérique RIF de I’opérateur dérivateur d’ordre fractionnaire est

réalisée par une structure de la forme directe suivante :

e(n-1) e(n-2) e(n—-N)
B A B AU B w
_gB”-(O) gBlL(l) _galL(Z) EBIL(N)

\ /
NP
\—> y(n)

Figure (111.4) Implémentation numérique RIF de I’opérateur dérivateur d’ordre fractionnaire.

De la méme fagon on obtient I’implémentation numérique RII et RIF de I’opérateur d’ordre

fractionnaire discrétisé selon les différentes transformations.

I11.4 Implémentation numérigue RIF en structure de Farrow

Avant de faire I'implémentation numérique RIF en structure de Farrow, on doit
d'abord étudier les réponses fréquentielles de I'intégrateur et le dérivateur d'ordre fractionnaire
a la sortie de la structure de Farrow, et comparer les résultats obtenus avec les résultats
précédents.
Farrow [13] propose d'exprimer tous les coefficients d'un filtre RIF sous forme d'un
polyndme d'ordre M. Ce qui conduit a la réalisation de M+1 filtres RIF a coefficients

constants.
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Des méthodes nettement plus efficaces utilisent une base de polynémes Lagrangien ou
Newtonien et des techniques d'ajustement de courbe (interpolation au sens des moindres
carrés) [22, 23] pour résoudre le probléme d'interpolation polynomiale en d'autres termes
obtenir les polynéme d'interpolations d'ordre M.

En analyse numérique, l'interpolation polynomiale est une technique d'interpolation d'un
ensemble de données ou d'une fonction par un polynéme. En d'autres termes, étant donné un
ensemble de points (les coefficient d'un filtre RIF), on cherche un polynéme qui passe par
tous ces points, de degré si possible le plus bas, et qui garantit les deux criteres nécessaires
phase constante et amplitude linéaire dans une gamme de fréquences donnée.

Sachant que la fonction de transfert d’un filtre RIF doit étre définie pour les deux cas de

figures suivants :

111.4.1 I’intégrateur d’ordre fractionnaire
La troncation de la fonction rationnelle approximée de I’opérateur intégrateur d’ordre

fractionnaire a permis d’obtenir le filtre RIF suivant :
L

H(RIF)BIL (z) = Zhsm (k)-z_k (1n.33)
k=0

avec hg, (k) sont les coefficients de I’équation aux différences correspondante a I'opérateur

d'ordre fractionnaire discrétisée par la transformation Bilinéaire et qui est définie par (111.22)

qu'on peut réécrire comme suit:

M
he (K) = a,m" pour k =0,1,..., L (111.34)
n=0

ou les coefficients a, sont les coefficients de la fonction polynomial hg, (k)et par

substitution dans (111.33) on obtient :

H ieyen (2) = iianm”.z"‘ =§:Gn(z).mn (111.35)

k=0 n=0 n=0

Sachant que les fonctions de transfert résultantesG, (z) sont des polyndmes d'ordre M

L
G,(2)=> a2 pour n=1,2,3..M (111.36)
k=0
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et I'équation (I11.35) représente la fonction de transfert definie a la sortie de la structure de

Farrow et on peut réécrire comme suit :

M
H ripyei (2) = H faow (2) = ZGn (z).m"
n=0

(111.37)

On cherche a résoudre le probleme d'interpolation polynomiale par résolution du systéme

linéaire obtenu en écrivant le systeme de M +1 équations a M +1 inconnus. On cherche

donc l'unique polynéme de degré M passant par les points(m,,h,) i=01...,M . Les points

(m;)i=01..,M étant tous distincts. L'indice i : numéro du point de mesure
M

P (ml):za'nm|rl ) iZO,,M
n=0

Cette équation (111.38) peut aussi étre écrite comme suit :

P(m,) =2, + al-m(l) oot amfl-m(;w = Ngy (k)

P(m,)=a, +a,.m; +..+a,,_,.m" =hg, (k)

P(m,)=a, +a,m; +...+a,,_,.m) =hg, (k)

P(m,)=a,+a,m;, +..+a,.my =hg (k)

Soit en notation matricielle:

é m(')Vl a, hg, (k)
mll mlM a4 _ hg, (k)
1 my, My Ay hei (K)

On peut écrire le systéme d'équations sous la forme :

UA=H

Ce systeme se résout par inversion de la matrice U qui est une matrice de Vandermonde

(111.38)

Inversible. Une matrice de Vandermonde est une matrice avec une progression géométrique

dans chaque ligne.

D'ou A=U" H

41


http://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_(mathématiques)

Chapitre 111 Implémentation numérique

Cette approche est intéressante, mais elle est colteuse en temps de calcul, ce que nous a mené
dans notre étude a utiliser la méthode d'ajustement de courbe (curve fitting). Cette
interpolation polynomial consiste a approcher la courbe liant les deux séries de données par
un polynéme. Les coefficients optimaux de ce polynéme sont ceux qui minimisent la variance
de l'erreur d'interpolation. Ce principe [22, 23] est connu sous le nom de la méthode des
moindres carré. La fonction "polyfit" retourne le polyndme P de degré M permettant

d'approcher la courbeU = hg, (0)au sens des moindres carrés.

111.4.1.1 Calcul des coefficients d'interpolation :
On veut interpoler le vecteur des valeurs H =[hg, (0)] (les coefficients d'un filtre RIF

d'ordre 1) aux points U (vecteur des points d'interpolation, 0.1<m<0.95). Les valeurs sont

données par le tableau (I11.1) ci-dessous

h, (0) [073 [063 [054 [047 [040 [035 [030 |026 [0.22

U 0. [015 (02 |025 |03 |035 |04 |045 |05
h, (0) |09 |016 |014 013 [010 |009 [008 |0.07 |0.06
U 055 |06 |065 |07 075 |08 |08 |09 095

Tableau (I11.1) Les coefficients d'un filtre RIF d'ordre 1 correspondant a des points
d'interpolation

Par un polynéme de degré M |l suffit d’utiliser les commandes

MATLAB suivantes :

>>U=linspace (0.1, 0.95, 18); % vecteur des points d’interpolation

>> H= [h (0)]; % vecteur des valeurs

>> p,, =polyfit (U, H, M)

p, sont les vecteurs des coefficients du polyndme interpolant.

Donc apres exécution du programme on obtient les coefficients du polyndme d'interpolation

de degré M=1,2,...,10 et qui sont données par le tableau (I11.2) ci dessous
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10

©
~

m m m m m m m m m m m

pb |0 |[O 0 0 0 0 0 0 0 -0.73 | 0.66
p, |0 |[O 0 0 0 0 0 0 1.04 |-1.82 |0.87
p, [0 |0 0 0 0 0 0 -1.01 [ 264 |-254 |0.96
p, |0 |[O 0 0 0 0 0.73 |-256 [3.73 |-2.82 |0.98
P, |0 |[O 0 0 0 -030 [152 [-3.32 |[4.06 |-2.90 |0.98
b, |0 |0 0 0 011 |-0.65 [1.95 |-358 |[4.14 |-291 |0.98
p, |0 [0 0 -475 |17.56 | -26.65 | 22.11 | -12.24 | 6.17 |-3.14 |0.99
pb |0 |[O 25.45 | -111.6 | 204.9 | -204.3 | 120.9 | -44.95 | 12.37 | -3.75 | 1.01
x10?

0, 0 |-0.09[046 |[-098 |1.18 |-0.87 [0.41 |-0.12 |0.02 |-0.004 |0.001
x10°

p, |047[-256|6.08 |-829 |7.14 |-404 |[151 [-0.37 |0.058 |-0.007 | 0.001
x10°

Tableau (I11.2) Les coefficients du polynéme d'interpolation de degré M=1,2,...,10
Pour le but davoir quel et le degré du polyndme d'interpolation qui donne une bonne

approximation pour ces données (les coefficients d'un filtre RIF d'ordre 1) nous prenons des

exemples pour different degré du polynéme d'interpolation, et on obtient les figures suivants :
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polynomial of degres 3 and 4
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pour les coefficients d'un filtre RIF d'ordre 15, on a obtenu les figures suivantes:
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polynamial of degree 1and 2 palynomial of degree 3and 4
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Figure (111.5) L'interpolation polynomial au sens des moindres carrés de I'opérateur

intégrateur d'ordre fractionnaire

On remarque ici que les polynémes d'interpolation d'ordre let 2 ne sont pas une bonne
approximation pour ces données. Par contre les polyndmes d'ordre 3,4 jusqu'a 10 donneront
une meilleure approximation de ces données (les coefficients d'un filtre RIF d'ordre 1 et 15).
On observe qu’a partir de I'ordre 3 du polynéme d'interpolation les courbes sont presque les
méme qui permet de conclure que pour avoir une meilleure approximation des données on
peut choisir un polyndme d'ordre 3, le choix de I'ordre 3 est suffisant.

Dans le cas suivant, on étudiera les réponses fréquentielles résultantes a la sortie de cette
nouvelle structure, et qui est discrétisé selon les trois transformations récentes les résultats

obtenus est présentés par des exemples suivants:
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111.4.1.2 Exemple illustratif

5

Afin d’illustrer un intégrateur d’ordre fractionnaire s°° a la sortie de la structure de

Farrow, discrétisé par les trois transformations (Bilinéaire Backward, Al-Alaoui), prenons

comme exemple :

H farrow(z) = ZGn (Z)(OS)”

400
Les fonctions de transfert G, (z) = Zanz‘k sont déterminées comme montré précedemment
k=0

au calcul des coefficients d'interpolation.

On suppose que la bande de fréquence[w,,w, ]=[lrad /s10rad /s] ; et pourw, =0.1*w,,
T=0.1,y =0.5 L=400, M=6, on obtient les résultats suivants :
Les fonctions de transfert resultantes (G, (z) sont des polyndmes d'ordre 6) de I'opérateur

intégrateur d'ordre fractionnaire discrétisee par la transformation Bilinéaire sont données par

les équations suivantes:

G,(z) = (0.9844) + (0.0289) z* - (0.0271) 2 +...— (4.684 10° ) z** — (4.61710° ) z*°
G,(z) = —(2.9068) + (1.8143) z ' +(0.1754) 2% +...+(9.306 10™* ) 2% — (9.228 10™*) 2™
G,(z) = (4.1361) - (5.3531) z " + (1.1152) 2% +... — (0.0065) z ** — (0.0065 )z **
G,(z) = —(3.5767) + (7.3878) z ™' — (4.0534 )z ? + ...+ (0.0258) z**® +(0.0248) z **°
G,(z) =(1.9520) - (6.0731) z ' +(4.9023) 2% +...— (0.0456 ) z** —(0.0453) z™*®°
G, (2) = —(0.6494) + (2.9576) 2z —(2.9437)z % +... + (0.0429) 2 ** + (0.0426) z *°

G,(z) = (.1106 ) — (0.6640 ) z* + (0.7297 )z % + ... — (0.0158 ) > — (0.0149 ) 7 ~*®

La fonction de transfert a la sortie de la structure de Farrow sera donc la suivante :

H farrow(z) = Z_:Gn (Z)(Os)n

=G,(2) +G,(2) (0.5)' +G,(2) (0.5)* + G,(2) (0.5)* + G,(2) (0.5)* + G, (2) (0.5)° + G,(2) (0.5)°
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Les tracés de Bode de la fonction de transfert de I’opérateur intégrateur fractionnaire s°° et
de son implémentation numérique a la sortie de la structure de Farrow sont présentés dans les
figures suivantes:

Eode diagram
30 1 o o

20

10

Amplitude

107 10 10" 10 10 10
Fregquency rad/sec
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Figure (111.6) Tracés de Bode de la fonction d’approximation de I’opérateur Intégrateur
d’ordre fractionnaire s™°° discrétisé par la transformation Bilinéaire a la sortie

de la structure de Farrow
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10°

Frequency radf/sec

ordre fractionnaires °° discrétisé par la transformation Backward a la sortie
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Bode diagram

Amplitude

Freguency radfsec

Phase

50 R P i
e 10"
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Figure (111.8) Tracés de Bode de la fonction d’approximation de I’opérateur Intégrateur

d’ordre fractionnaire s™°° discrétisé par la transformation Al-Alaoui a la sortie

de la structure de Farrow

On remarque :
> Les résultats de simulation obtenus (tracés de Bode amplitude-phase a la sortie de la

structure Farrow) par les différentes discrétisations de la fonction d’approximation de
I’opérateur d’ordre fractionnaire sont comparables a celles trouvées par Bode [20].

» Les différentes discrétisations donnent un filtre stable et linéaire, la phase est de -45°,

I'amplitude est une pente de -10 dB/dec, pour I’opérateur intégrateur s °°.
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La structure de Farrow est généralement implémentée sous forme de schéma de Horner (voir

[23]) pour des raisons de facilité de réalisation évidente :

H(RIF)BIL (2) = E(2) = e(k) ;Gn(z).m

=G, (2) +m.[G,(2) + m.[G,(2) +--- + m.[G,, , () + MG, (2)]]---]] (11.43)

On peut maintenant I’implémenter sous la forme du schéma suivant (Figure (111-9)):
E(2)
e(k)

Gy (2) Gy,(2) |77 G,(2) G, (2)
,\Y(z)
+ »F s > _|_—>§54>€|-—>
‘ y(k)
m T

Figure (111.9) Implémentation numérique RIF en structure de Farrow de I’opérateur d’ordre

fractionnaire

111.4.2 Dérivateur d’ordre fractionnaire

L
Soit GripyeL = ngIL (k)-z_k (111.39)
k=0

Avec gg, (k) sont les coefficients de I’équation aux différences correspondante de I'opérateur

dérivateur d'ordre fractionnaire discrétisée par la transformation Bilinéaire et qui est définie

par I'équation suivant :

QB.L(k)zKDe(k)+Z$%[§J u(k)—Z g[gj u(k —2) (111.40)

T
—|ro

Avec g;; o,etp, sont des constantes données respectivement par les équations (I1.16)

(11.54)
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De la méme maniére, la fonction d’approximation de |’opérateur dérivateur d’ordre
fractionnaire discrétisé par la transformation Bilinéaire a la sortie de la structure de Farrow

peut étre donnée par une fonction de la forme :

Griryei (2) = G aon (2) = i F.(z).m" (111.41)

avec F,(z)sont des fonctions de transfert polynomial qui peuvent étre calculés par I'équation

suivante: F (2)= ZL:bnz‘k pour n=1,2,3..M (111.42)
k=0

ou les coefficients b, sont les coefficients de la fonction polynomial gz, (k) .

Comme montré précédemment, le probléeme de I'interpolation polynomial considéré ici devra
étre résolu par la méthode des moindres carrés (interpolation au sens des moindres carres), et

I’exemple numérique suivant montré les différents étape de cet méthode.

111.4.2.1 Calcul des coefficients d'interpolation :

On veut interpoler le vecteur des valeurs H =[g;, (0)] (les coefficients d'un filtre RIF

d'ordre 1) aux points U (vecteur des points d'interpolation, 0.1<m<0.95). Les valeurs sont
données par le tableau (111.3) ci-dessous

Par un polynéme de degré M Il suffit d’utiliser les commandes MATLAB suivantes :
>>U=linspace (0.1, 0.95, 18); % vecteur des points d’interpolation

>> H= [h (0)]; % vecteur des valeurs

>> p,, =polyfit (U, H, M)

p, sont les vecteurs des coefficients du polyndme interpolant.

Donc apres exécution du programme on obtient les coefficients du polynéme d'interpolation

de degré M=1,2,...,10 et qui est données par le tableau (I11.4) ci-dessous

Og (0) | 1.35 1.57 1.82 2.11 2.45 2.84 3.30 3.84 4.45
U 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Og, (0) | 5.18 6.02 6.99 8.11 9.42 1095 |12.77 | 1486 |17.27
U 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95

Tableau (111.3) Les coefficients d'un filtre RIF d'ordre 1 correspondant & des points

d'interpolation
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10

[ee]

m m m m m m m m m m m
p, |0 |O 0 0 0 0 0 0 0 17.24 | -2.64
p, |0 O 0 0 0 0 0 0 24.80 | -8.80 | 2.52
p, |0 |0 0 0 0 0 0 2475 | -14.2 [ 8.68 |0.50
p, |0 |O 0 0 0 0 19.48 | -16.16 | 14.69 | 0.91 | 1.14
P |0 |O 0 0 0 10.99 |-9.63 | 11.71 (260 |3.18 |0.99
P, |0 |O 0 0 -24.4 | 88.07 |-104 |68.79 |-14.9 [570 |0.86
p, |0 |0 0 -17.58 | 62.18 | -87.48 | 64.23 | -25.20 | 6.04 | -0.306 | 0.124
x10
pb |0 |O -0.31 | 1.153 |-1.70 | 1.334 |-0.58 | 0.154 |-0.01 | 0.004 | 0.001
x10°
) 0 |015 |-0.75|1.564 |-1.79 [1.24 |-0.53 |0.143 |-0.02 | 0.002 | 0.000
9
x10*
p, |0.13[-0.70|1.565 |-1.97 |1.556 |-0.798 | 0.268 | -0.058 | 0.007 | -0.000 | 0.000
x10°

Tableau (111.4) Les coefficients du polyndme d'interpolation de degré M=1,2,...,10

Pour le but d'avoir quel et le degré du polynéme d'interpolation qui est donné une bonne

approximation pour ces données (les coefficients d'un filtre RIF d'ordre 1) nous prenons des

exemples pour différent degré du polynéme d'interpolation, et on obtient les figures suivants:
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polynomial of degree 3 and 4

polynormial of degree 1 and 2

poly degree 1

151 # coef RIF L

il

polynarmial of degree 3 and 10

H H -
1 ;
|||||. ||||m |||||||||| =]
v H —
S U VA S U | ==
H \ =
H H F— oo
e e —] =
H H = =
H H o=
0 0 —
H H ax
it TR T Tl P — = =
H H =1 =
H H =
H H =
H H =
| I =TI T=T- T=T=reyays . —] =
H H H = 2=
H H H =
H H H =
H H H =
N | = ==
. i H ] =
. . = =
™~ qp H H
He ol i g o
=, i i —
o S5 . .
= i H
HS S }----a-----a--—]
= o : : =
-+ H H
T 1 1 e | —
— Ly =1 L [t}
(] = —
(ol B

pour les coefficients d'un filtre RIF d'ordre 15, on a obtenu les figures suivantes:
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polynarnial of degree 1 and 2
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polynarnial of degree 3 and 4
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________________________________________________
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-----------------------------------------------
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Figure (111.10) L'interpolation polynomial au sens des moindres carrés de I'opérateur

> on peut tirer les mémes remarques que les polyndmes d'interpolation de I'opérateur

De la méme facon on obtient les polyndmes d'interpolation qui interpoler les coefficient d'un

filtre RIF d'ordre L, et les deux fonctions de transfert définies a la sortie de la structure de

dérivateur d'ordre fractionnaire

intégrateur d’ordre fractionnaire.
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Farrow correspondante de I’opérateur (dérivateur et intégrateur ) d’ordre fractionnaire
discrétise selon les deux transformations Backward, Al-Alaoui.

Maintenant renvoyant a I'étude des réponses fréquentielles résultantes a la sortie de cette
nouvelle structure, et qui est discrétisé selon les trois transformations récentes les résultats

obtenus est présentés par des exemples suivants:

111.4.2.2 Exemple illustratif

Afin d’illustrer un dérivateur d’ordre fractionnaire s & la sortie de la structure de
Farrow, discrétisé par les trois transformations (Bilinéaire Backward, Al-Alaoui), prenons

comme exemple :

G farrow (Z) = Z Fn (Z)(04)n

200
Pour obtenir les fonctions de transfert Fn(z):anz‘k , on peut suivre le méme
k=0

acheminement utiliser avec I’exemple numérique précédent, on suppose que la bande de
fréquence [w,,w, | =[lrad /s10rad /s] ; et pourw, =0.1*w,, T=0.1,y=0.5 L=200, M=10,
on obtient les résultats suivants :

Les fonctions de transfert résultantes (F,(z) sont des polyndmes d'ordre 10) de l'opérateur

dérivateur d'ordre fractionnaire discrétisée par la transformation Bilinéaire sont donnés par les

équations suivantes :

F,(z) = (2.7052) — (5.8683) z " +(10.272) 2 +...—(9.3387) z** +(9.5251) z**

F,(z) = —(53.290) + (191.78) z " —(3.3924) z* +...+(319.42) ™ — (325.50) 2 >

F,(z) = (775.76) — (2.661 10%) z ' + (4.6510°) 2> +...— (4.56 10°) ™ + (4.648 10° ) 27
F,(z)=-(5.8010°)+(210*) z* - (3.50 10* )z * +...+ (3.6110%) 2™ — (3.67 10*) 2™
F,(z)=(2.6810%)-(9.2310%) z " +(1.6110°)z % +..— (1.7510°) 2™ — (1.78 10°) z*®
F,(z)=—(7.9810%) +(2.74 10°) z* - (4.8010°) 2% +...+ (5.54 10°) 2 ** — (5.62 10°) 2 *®
F,(z) =(1.5510°) - (5.34 10°) z ' +(9.3510°) z * +..— (1.14 10°) 2 ™° + (1.16 10°) z ™
F,(z)=—(1.97 10°) + (6.77 10°) z ' - (1.18 10°) 2 ® +...+ (1.5510°) 2™ — (1.57 10°%) 2 *®
F,(z) =—(1.56 10°) - (5.36 10°) z " +(9.37 10°) 2 +...— (1.3110°) 2™ + (1.32 10°) z ™
Fo(z) =—(7.0410%) +(2.4110°) z7' - (4.2110°)z* +...+(6.30 10°) z™™° — (6.36 10°) 2™
F,(z)=(1.3710%) - (4.6810*) z* +(8.18 10*)z* +..— (1.30 10°) 2™ + (1.3110°) z ™
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La fonction de transfert a la sortie de la structure de Farrow sera donc la suivante :

G o (1) = Y F, (2)0.0)
SRy (2)+ Fu(2) 0.4) + F, () 0.4)° + F,(2) 04" +F,(2) 0.4)" + F, (2) (0.4)° + Fo(2) 0.4)

+F,(2)(0.4)" + F,(2)(0.4)° + F,(2) (0.4)° + F,,(2) (0.4)"°]

Les tracés de Bode de la fonction de transfert de I’opérateur dérivateur d’ordre fractionnaire

s% et de son implémentation numérique & la sortie de la structure de Farrow sont présentés

dans les figures suivantes :
Bode diagram

= Y
a

Ampltude

10"
Frequency radifsec

Phase

10°
Frequency radfsec

Figure (111.11) Tracés de Bode de la fonction d’approximation de I’opérateur dérivateur
d’ordre fractionnaire s®* discrétisé par la transformation Bilinéaire a la

sortie de la structure de Farrow
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Bode diagram

Amplitude

10°
Freguency radfsec

' [
-----r--RTT-rA
' ] R

' '
' [ oo
"""" CTTSr1TTT
1 [N

Phaze

10°

Frequency rad/sec

Figure (111.12) Tracés de Bode de la fonction d’approximation de I’opérateur dérivateur
d’ordre fractionnaire s®* discrétisé par la transformation Backward a la

sortie de la structure de Farrow
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Bode diagrarm

20 T T T T
15

10

m

]

Amplitude

|
M

-10

-15

Phage

Fregquency radfsec

Figure (111.13) Tracés de Bode de la fonction d’approximation de I’opérateur dérivateur
d’ordre fractionnaire s®* discrétisé par la transformation Al-Alaoui a la
sortie de la structure de Farrow

On remarque :
» Les différents discrétisation donnent un filtre stable et linéaire, la phase est de 36°,

I'amplitude a une pente de 8dB/dec, pour I’opérateur dérivateur s®*.Et les résultats
obtenues par la transformation Bilinéaire en terme d'amplitude constante, phase
linéaire sont largement meilleures que celles trouvées par Al-Alaoui et Backward.
On a aussi varié l'ordre de polyndme d'interpolation pour les deux cas, intégrateur et
dérivateur d'ordre fractionnaire et on a trouvé que pour obtenir de meilleures résultas (phase

constante et amplitude linéaire dans une gamme de fréquences donnée) on doit imposer les

conditions suivantes :
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degP>6 , pour le cas d'intégrateur
degP >10 , pour le cas de dérivateur
Avec (deg P ) degré de polyndme d'interpolation.
En d'autres termes, I'ordre (degré) du polynéme d'interpolation est alors modifié de maniére a
maintenir la phase constante et I'amplitude linéaire dans une gamme de fréquences donnée.
Dans la suite nous présentant I'implémentation numérique RIF en structure de Farrow de

I’opérateur dérivateur d’ordre fractionnaire et qui est définie par I'équation suivant :

Y y(k) ¥ .
G(RIF)BIL(Z) = % e((k)) Z{; (Z).m
= Fo () +m[F(z) + m[F,(2) +---+ m.[Fy, ,(z) + m.F (2)]]-]] (111.43)

La figure (111-14) ci-dessous présente I'implémentation numeérique RIF en structure de Farrow

de I’opeérateur dérivateur d’ordre fractionnaire

E(z)
e(k)
Fu (2) Fua(z) | 77777777 F.(2) Fo(2)
g l Y(2)
> E—E>
1 y(k)
m

Figure (111.14) Implémentation numérique RIF en structure de Farrow de I’opérateur
dérivateur d’ordre fractionnaire

Le principal avantage de la structure de Farrow réside dans le fait que les coefficients

(G, (z) pour l'integrateur et F,(z) pour le dérivateur) sont independants de m, donc constants

pour une valeur fixe de M . Le filtre est alors directement commandé parm .

De la méme facon on obtient I'implémentation numérique RIF en structure de Farrow de

I’opérateur (intégrateur, dérivateur) d’ordre fractionnaire discrétisé selon les différentes

transformations.
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Applications des opérateurs d'ordre fractionnaire variable

V.1 Introduction

Au cours du précédent chapitre, I'intérét de I'implémentation numérique RIF en
structure de Farrow a été démontré pour la réalisation d'un dérivateur (intégrateur)
fractionnaire borné en fréquences. L'objectif de ce chapitre est d'utiliser les propriétés
analysées précédemment pour calculer la réponse temporelle d’opérateur d’ordre
fractionnaire.
Donc nous présentons dans la suite I'algorithme de calcul de la sortie d’un opérateur
d’ordre fractionnaire selon la méthode indirecte (méthode de Charef), cet algorithme est

développé autour de structure de Farrow.

V.2 Réponse temporelle d'un opérateur d'ordre fractionnaire

Plusieurs algorithmes ont été développés pour calculer la sortie du model rationnel de
I’opérateur d’ordre fractionnaire, ils sont basés généralement sur la fonction de transfert
ou sur la représentation d’espace d’état [24, 25].
Dans notre cas, on a commencé par la fonction de transfert fractionnaire, la fonction
rationnel analogique est obtenu on remplacant chaque opérateur d’ordre fractionnaire par
une approximation entiére dans une bande de fréquence bien définie. La transformation
du domaine analogique au domaine discret est faite en utilisant les transformations
d’Euler, Bilinéaire ou Tustin et d’Al-Alaoui. Une troncation pour une longueur finie
permet d’aboutir a des filtres RIF approximant ces opérateurs, comme on a montré dans le
deuxiéme chapitre. La réalisation d'un deérivateur (intégrateur) fractionnaire borné en
fréquences est faite en utilisant les différent implémentation numérique de I'opérateur
d'ordre fractionnaire variable ( troisiéme chapitre) .

Les principales étapes sont résumées dans le diagramme de la Figure VI-1.
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L'opérateur d'ordre fractionnaire
s"et s

Approximation

A 4

Fonction rationnelle analogique
H(s)

Méthode de Charef

Discrétisation : Transformation

\ 4

Fonction de transfert discrétisé
H(z) (Filtre RII)

Backward, Tustin, Al-Alaoui

Troncation

A 4

Fonction de transfert numérique
H.r (2) (Filtre RIF)

Implémentation numérique RIF

A 4

Fonction de transfert numérique
H ..o (2) (Structure de Farrow)

en structure de Farrow

Figure VI1.1. Etapes de calcul de la réponse temporelle d'un opérateur d'ordre fractionnaire

variable
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et on peut aussi resume cet algorithme par les fonctions de transfert a la sortie de chaque
étapes .

Avec E(s) I’entrée de I’opérateur d’ordre fractionnaire, Y(s) sa sortie, et H(s) sa fonction
de transfert :

E(s) H(S) Y(s

Approximation Discrétisation Troncation Implémentation

s™ |:>H(S)  — H(Z)  — HRlF(Z) |::>Hfarrow(2)

Ona
Y(Z) =H farrow (Z)E(Z) (|V-1)

Donc
Y(KT)=Z(H (o (2)E(2)) (IV-2)

Avec E(z) I’entrée de la structure de Farrow , Y(z) sa sortie, et H (2) sa fonction de

farrow

transfert :

IVV.3 Dérivation d'ordre fractionnaire de quelques fonctions usuelles

Nous avons développé des programmes qui consistent a calculer la dérivation
d'ordre fractionnaire de quelques fonctions usuelles : I’échelon, la fonction sinusoidale
(cosinus, sinus), le produit d’un exponentiel et d’un cosinus (sinus), selon les méthodes
Bilinéaire, Backward et Al-Alaoui.
IV.3.1 La dériveée fractionnaire d’un Echelon

La fonction Echelon unité suivante :

1 ——u(t)

ult) = {1 pour [t >0.
0 pourlt|<0 t

On sait que la transformée en Z d’un échelon est donnée par :
U(z)=—— (1IV-3)

Donc la sortie est :

Y(KT) = Z(H 1o (2)E(2)) (1V-4)
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Avec H...(z) etla fonction de transfert a la sortie de cette nouvelle structure, et qui est

discrétisé selon les trois transformations récentes.

Ona
M

H (rieyei (2) =H o (2) = ZGn (z).m" (IV-5)
n=0

Avec G, (z)sont des fonctions de transfert polynomial qui peuvent étre calculés par

L
I'équation suivante: G,(z2)=>a,z* pour n=1,23..M (IV-6)
k=0

Ou les coefficients a, sont les coefficients de la fonction polynomial g, (K), et qui est
défini par I'équation (111-25).
L’équation de la sortie est donnée par I’équation :

Y(z)=H gmeyen (2)E(2) (IV-7)
Donc :

YA
Y(Z): H(RIF)BIL(Z)'E

Par application de la méthode d’inversion de la transformer en z, et l'utilisation de la

(IV-8)

propriété (Translation temporelle) on trouve comme résultat :

L M L M
Y(2)=> > a,z E@m" = Y(2)= ZZan.z‘k.L.m“ (1V-9)
k=0 n=0 k=0 n=0 Z-—
L M
y(iT)=>> a,e(i—k)m" (1V-10)
k=0 n=0
Donc la sortie est donnée par :
L M
y(iT)=> > a,u@-k)m" (IV-11)
k=0 n=0

Les reésultats de la dérivation d'ordre fractionnaire de I’échelon unité est donné par :
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— 0.1
— 0.3
0.9 0.5 |1

0.8

0.7 B

0.6 B

0.5

i
0.4 |

0.37\ J

0.2} B

oL ! ! ! ! ! ! ! ! ! i
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Dérivateur échelon méthode Al-Alaoui

Figure (IV-2) La dérivation d'ordre fractionnaire de I’échelon par la transformation

Al_Alaoui pour les différentes valeurs de m.

— 0.1
0.9} — 0.3 |4
0.5
0.8 0.8 |]

0.7 - i

0.6 =
0.5 .
0.4+ _

0.2 B

0.1 B

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Dérivateur échelon méthode Backward

Figure (IV-3) La dérivation d'ordre fractionnaire de I’Echelon par la transformation
Backward pour les différentes valeurs de m.
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l = T |
—— 0.1
—— 0.15
0.9+ 0.2 =
0.25
0.8 |
0.7 - _
0.6 l\‘ _
\w
0.5 -
“W“”““"M1"10“0”4%»«»..%,%
0.4+ —
0.3+ —
| | | | | | | | | |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Dérivateur échelon méthode Bilinéaire

Figure (IV-4) La dérivation d'ordre fractionnaire de I’Echelon par la transformation

Bilinéaire pour les différentes valeurs de m.

IV-3-2 La dérivation d'ordre fractionnaire d’un cosinus (ou d’un sinus)
On a montré que la dérivation d'ordre fractionnaire d’un cosinus (resp. sinus) de

pulsation @, avec un déphasage ¢ en utilisant la meéthode indirecte mentionné

Précédemment, est équivalente a la relation suivante [18] :

D™ [cos(@yt — )] = .co{a)ot -p+ m%j (IvV-12)
D(m)[sin(a)ot—¢)]:a)g'.sin(a)0t—(p+ m%) (Iv-13)

Avec un déphasage de m 7 etune amplitude de @, .
2

Soit
2’ —zcos(w,T)
e(t)=cos(w,t) = E(z)= 0 IV-14
) (it) @) 2% —2zc0s(w,T)+1 ( )
Ainsi
L M 2
Y@) =Y Ya, 2t 2COS(@T) 1o (IV-15)
k=0 no 2°—-2zcos(w,T)+1
La sortie est donnée par
L M
y(T)=> > a,e(i—-k)T.m" (IV-16)

=~

=0 n=0

65



Chapitre IV

Applications des opérateurs d'ordre fractionnaire variable

Nous avons appliqué I’algorithme que nous avons développé pour calculer la dérivation

d'ordre fractionnaire d’un cosinus (sinus) par les trois méthodes précédentes, et I’avons

comparé au calcul théorique effectué au chapitre 1, avec une période d’échantillonnage

T=0.0025s.

Le tableau suivant rapporte le dephasage et I’amplitude calculés, ainsi que le déphasage et

I’amplitude approximées selon les méthode Bilinéaire, Al_Alaoui et Backward

m ordre de | Déphasage | Déphasage | Déphasage | Déphasage | Amplitude | Amplitude | Amplitude | Amplitude
la calculé. approximé | approximé | approximé | calculée. calculée. calculée calculée

dérivation. AL_Alaoui. | Backward. | Bilinéaire AL_Alaoui | Backward. | Bilinéaire..
0.1 0.1571 0.1698 0.1703 0.1661 0.6452 0.6498 0.6556 0.6150
0.2 0.3142 0.3417 0.3417 0.3292 0.4163 0.4247 0.4362 0.3821
0.3 0.4712 0.5114 0.5162 0.5012 0.2685 0.2776 0.2884 0.2341
0.4 0.6283 0.6883 0.6247 0.6603 0.1733 0.1810 0.1910 0.1464
0.5 0.7854 0.8541 0.8554 0.8279 0.1118 0.1183 0.1263 0.0883
0.6 0.9425 1.0300 0.0225 Instable 0.0721 0.0770 0.0833 Instable
0.7 1.0996 1.1921 1.1946 Instable 0.0425 0.0502 0.0551 Instable
0.8 1.2566 1.3553 1.3591 Instable 0.0300 0.0327 0.0363 Instable
0.9 1.4137 1.5312 1.5387 | Instable 0.0194 0.0210 0.0240 Instable

Tableau (1V.1) Amplitude et déphasage approximés selon les trois transformations

récentes pour les différentes valeurs de I’ordre fractionnaire m de
cos (5t),T=0.0025s.

(Instable): IL existe des oscillations sur la réponse temporelle

Les résultats de la dérivation d'ordre fractionnaire d’une fonction cosinus selon la

transformation Bilinéaire, Backward et Al_Alaoui sont donnés dans les graphes suivants.
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Dérivateur cos(5t) Al-Alaoui

0.5 1 1.5 2 2.5

Figure (IV.5) La dérivation d'ordre fractionnaire de cos(5t) selon la transformation

Al_Alaoui pour les différentes valeurs de m.

Dérivateur cos(5t) méthode Backward

0.5+

0.5 1 1.5 2 2.5

Figure (1V.6) La dérivation d'ordre fractionnaire de cos(5t) selon la transformation

Backward pour les différentes valeurs de m.
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Dérivateur cos(5t) méthode Bilinéaire

Figure (IV.7) La dérivation d'ordre fractionnaire de cos(5t) selon la transformation

Bilinéaire pour les différentes valeurs de m.

IVV-3-3 Dérivation d'ordre fractionnaire d’un produit de fonctions exponentielle et
sinusoidale
On a montré que la dérivation d'ordre fractionnaire d’un produit de fonctions

exponentielle et sinusoidale, du type : cos(w, -t)-exp(at), en utilisant la méthode

indirecte mentionné précédemment, est équivalente a la relation suivante [18]

D™ [cos(a, t).exp(at)]= R™.cos(w, t + mg).exp(at) (IV-17)
Avec: R=la+i- | et p=Argla+i-a,) (1V-18)
Soit
o(t)=[cod e -t)-expfat)
= El)- 2° —sz::z)q:_)(i ;Ii()?(;o?l;:':ro)iagg(— 2aT) (IV-19)
Donc
L M 2 _ 4. — .
e v-20
L’équation de la sortie est donnee par
y(iT) = iian e(i—-k)T.m" (IvV-21)

k=0 n=0
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De la méme maniére, on a développé des programmes qui permettent de calculer la

dérivation d'ordre fractionnaire d’un produit de fonctions exponentielle et sinusoidale avec

un déphasage nul, pour une période d’échantillonnage T=0.0025s, et le tableau suivant

rapporte le déphasage et I’'amplitude calculés, ainsi que le déphasage et I’amplitude

approximeées selon la transformation Al_Alaoui et la transformation Backward.

m ordre de Déphasage Déphasage Déphasage Amplitude Amplitude Amplitude

la calculé. approximé approximé calculée. approximée approximée

dérivation. Al_Alaoui. Backward. Al_Alaoui Backward.
0.1 0.1373 0.1428 0.1485 0.9348 0.8601 0.8628
0.2 0.2746 0.2858 0.2861 0.8740 0.7455 0.7534
0.3 0.4120 0.4120 0.4290 0.8170 0.6605 0.6645
04 0.5493 0.5693 0.5700 0.7639 0.5874 0.6012
0.5 0.6867 0.7117 0.7124 0.7141 0.5262 0.5296
0.6 0.8240 0.8465 0.8560 0.6676 0.4741 0.4770
0.7 0.9613 0.9868 1.0013 0.6241 0.4300 0.4316
0.8 1.0987 1.1287 1.1362 0.5835 0.3897 0.3917
0.9 1.2360 1.2760 1.2860 0.5455 0.3547 0.3563

Tableau (1V.2)

la transformation Al_Alaoui et Backward.

Déphasage et amplitude calculés et approximes selon

Les résultats de la dérivation d'ordre fractionnaire d’une fonction sinusoidale amortie par

les deux transformations Al_Alaoui et Backward sont présentés dans les figures suivantes
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10 —— 0.1
— 0.3
0.5
—— 0.8
AN
N
'0.5* 1 1 | | |
0.5 1 1.5 2 2.5

Dérivateur cos(10t).exp(-2t) méthode de Backward T=0.0025s

Figure (IV.8) La dérivation d'ordre fractionnaire de cos(10t)exp(-2t) selon la
transformation Backward pour les différentes valeurs de m, et pour un

période d'échantillonnage T=0.0025s

1- — 0.1
— 0.3
0.5
—— 0.8
-0.5 ! ! ! ! o
0.5 1 1.5 2 2.5

Dérivateur cos(10t) exp(-2t) méthode Al-Alaoui T=0.0025s

Figure (IV.9) La dérivation d'ordre fractionnaire de cos (10t) exp. (-2t) selon la
transformation Al_Alaoui pour les différentes valeurs de m, et pour un

période d'échantillonnage T=0.0025s
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Chapitre IV Applications des opérateurs d'ordre fractionnaire variable

IV-4 Intégration d'ordre fractionnaire de quelques fonctions usuelles

Dans ce méme contexte, nous avons développé des programmes qui consistent a calculer
I’intégration d'ordre fractionnaire de quelques fonctions usuelles : I’échelon, la fonction
sinusoidale (cosinus, sinus), fonction sinusoidale amortie, selon les méthodes Bilinéaire,

Backward et Al-Alaoui. On obtient les résultats suivants :

La transformation Al_Alaoui

o.a
0.3

0.2

o.1

0000
0owk

. . . . . .
o 0.5 i 1.5 2 2.5 3 3.5 a
Intégrateur eéchelon methode Al-Alaoui

Figure (1V.10) Intégrateur de I’échelon par la transformation Al_Alaoui pour
les différentes valeurs de m, T=0.01s

. . . . N
0.5 i 1.5 2 2.5
Intégrateur cos(5t) méthode Al-Alaocoui T=0.0025s

Figure (IV.11) Intégrateur d’ordre fractionnaire d’une fonction sinusoidale

Cos(5t) par la transformation Al_Alaoui pour les différentes valeur de m
, T=0.0025s.
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FO00O
PAWPR
|

. .
- 1.5 2 2.5
INntégrateur cos(10t) exp(-2t) méthode Al-Alaocoui T=0.0025s

Figure (IV.12) Intégrateur d’ordre fractionnaire de la fonction sinusoidale

amortie exp(-2t)Cos(10t) par la transformation Al_Alaoui, T=0.001s.

La transformation de Backward (Euler)

o.alfl -

0.3 —
0.2
— 0.1
—F 0.3
O.1 - o.6
0.9
o . . . . . .
o 0.5 i 1.5 2 2.5 3 3.5 p=3

Intégrateur échelon méethode Backward

Figure (IV.13) Intégrateur de I’échelon par la transformation Backward pour

les différentes valeurs de m, T=0.01s

. . . .
o 0.5 i 1.5 2 2.5
Intégrateur cos(5t) meéethode Backward T=0.0025s

Figure (IV.14) Intégrateur d’ordre fractionnaire d’une fonction sinusoidale
Cos(5t) par la transformation Backward pour les différentes valeur de
m, T=0.0025s.
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Chapitre IV Applications des opérateurs d'ordre fractionnaire variable

FOO0O
DAWPR
1

. .
- 1.5 2 2.5
Intégrateur cos(10t) exp(-2t) méthode Backward T=0.0025s

Figure (IV.15) Intégrateur d’ordre fractionnaire de la fonction sinusoidale

amortie exp(-2t)Cos(10t) par la transformation Backward, T=0.0025s.

La transformation Bilinéaire

1

0.9

o.8

0.7

o.6 / -

o.5 |/ _
(

o.al B

0.3 N

0.2 ¢

0000
0COWPR

QlF
ok

. . . . . .
0.5 i 1.5 2 2.5 3 3.5 p=3
Intégrateur eéchelon meéethode Bilinéaire

Figure (IV.16) Intégrateur de I’échelon par la transformation Bilinéaire pour

les différentes valeurs de m, T=0.01s

I > I I
0.5 1.5
Intégrateur cos(5t) méthode Bilinéaire T=0.0025s

Figure (IV.17) Intégrateur d’ordre fractionnaire d’une fonction sinusoidale

Cos(5t) par la transformation Bilinéaire pour les différentes valeur de

m, T=0.0025s.
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— 0.1 1
—— 0.3
0.5 —
o.8
1
\ |
e -

. .
. 1.5 2 2.5
Intégrateur cos(10t) exp(-2t) méthode Bilinéaire T=0.0025s

Figure (IV.18) Intégrateur d’ordre fractionnaire de la fonction sinusoidale

amortie exp(-2t)Cos(10t) par la transformation Bilinéaire, T=0.0025s

Commentaires

4« A partir des résultats de simulation obtenue, on remarque que l'algorithme
développé autour de structure de Farrow, qui permis de calculer la dérivation
(intégration) d’ordre fractionnaire des différentes fonctions usuelles, selon les trois
transformations récentes donne de meilleurs résultas (I'efficacité des trois
méthodes) avec la remarque que dans le cas de la dérivateur fractionnaire la
transformation bilinéaire donne des réponses temporelles oscillant. Lorsque m tend
vers 0 les oscillations diminuent. Inversement, lorsque m tend vers 1 les
oscillations augmentent, par contre l'intégrateur d'ordre fractionnaire montre une
meilleure réponse temporelle (I'absence des oscillations) dans le cas de la
transformation Bilinéaire

+ En Conclusion :Nous avons présenté un nouvel algorithme de calcul de la
dérivation (intégration) d'ordre fractionnaire des différentes fonctions selon la
méthode indirecte, les deux tableau (IV.1),(1V.2) rapporte les résultats obtenues
avec I’utilisation des trois transformation (Al_Alaoui Backward Bilineaire) avec
une période d’échantillonnage T=0.0025s, dans une gamme de fréquence de [1,10]
pour les différentes valeur de I’ordre de dérivation d'ordre fractionnaire
m,comparés avec des valeurs théoriques pour une fonction sinusoidale et une
fonction sinusoidale amortie respectivement , ces résultats montrent I’efficacité

des trois méthodes de discrétisation .
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Conclusion Générale

Le concept de la dérivation et de I’intégration d’ordre fractionnaire est un prolongement
de la dérivation et de I’intégration d’ordre entier. Récemment, les opérateurs d’ordre
fractionnaire ont trouvés beaucoup d’applications dans le domaine de I’électronique.
Mais ces opérateurs sont en général mathématiquement tres difficile a manipuler.

Dans ce mémoire nous avons présenté une méthode simple et efficace qui consiste a
approximer, pour une bande de fréquence donnée, ces opérateurs d’ordre fractionnaire
par des filtres discrets & réponse impulsionnelle finie (RIF).

Alors, pour I'implémentation numérique de ces opeérateurs d’ordre fractionnaire
leurs fonctions de transfert sont premiérement approximées par une fonction rationnelle
analogique dans une bande de fréquence donnée en se basant sur la méthode
d’approximation de Charef. La transformation du domaine analogique au domaine
discret est faite en utilisant les transformations d’Euler, Tustin et d’Al-Alaoui. Une
troncation pour une longueur finie permet d’aboutir a des filtres RIF approximant ces
opérateurs. Le dérivateur et I’intégrateur d’ordre fractionnaire numériques ainsi obtenus
sont exprimés comme des filtres discrets RIF dont les coefficients sont donnés sous
forme compacte en termes de la période d’échantillonnage et les parametres
d’approximation. Puis ces filtres discrets RIF sont alors implémentées en utilisant la
structure de Farrow pour obtenir un dérivateur et d’intégrateur d’ordre fractionnaire
variable. Alors, les travaux réalisés et les résultats obtenus faisant I’objet de ce mémoire
sont présentés en quatre parties.

Dans le chapitre I, nous avons donné un bref rappel sur les principes genéraux,
différentes définitions de différentiation/intégration fractionnaire, leurs propriétés de
base et les méthodes d’approximations les plus récentes.
Le chapitre Il est réservé a la discrétisation et I’approximation des opérateurs d'ordre
fractionnaire .Elle comporte deux parties :
e La premiére partie, présente la méthode d'approximation de la fonction de
transfert irrationnelle par une fonction rationnelle dans une bande fréquentielle
donnée. Des circuits analogiques ont aussi été tirés. Des exemples numériques

ont été présentés.
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Conclusion Générale

e Dans la deuxiéme partie, nous avons présente la discrétisation de la fonction
d’approximation selon les transformations de Backward (Euler), Al_Alaoui et
Bilinéaire (Tustin), la fonction rationnelle obtenue est un filtre discret de type
RII, La troncation du filtre RII de longueur infinie ou de longueur finie permet
d’aboutir au filtre RIF. Les résultats obtenus sont aussi présentés et discutés.

Dans le chapitre, 11l nous avons présentes trois implémentations differentes des
opérateurs d'ordre fractionnaire : la premiere sous forme du filtre RII, la seconde sous
forme du filtre RIF, la troisieme est une nouvelle implémentation sous forme de
structure de Farrow. Les réponses fréquentielles résultants a la sortie de cette nouvelle
structure sont obtenues et discutés.

Dans le chapitre 1V, nous avons utilisé la nouvelle implémentation numérique RIF en
structure de Farrow pour la réalisation d'un dérivateur (intégrateur) d'ordre fractionnaire
borné en fréquence. Ce dérivateur (intégrateur) sera utilisé pour calculer la réponse
temporelle d’opeérateur d’ordre fractionnaire, des différentes fonctions usuelles.

Comme perspective, je suggere I’utilisation de ces méthodes pour I’'implémentation

numérique en structure RIl, RIF et Farrow des retards d’ordre fractionnaires.
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Abstract:

This work deals with the numerical implementation of the fractional-order differentiator
s™ and integrator s™" (0<m<1).

The proposed approach is based on Charef's approximation of these operators by analog
rational functions. The transformation of the analog domain to the discrete domain was
made by using Euler, Bilinear and Al-Alaoui transformations. The digital FIR filters
approximation of the theses operators are obtained by a finite length truncation. Thus the
digital fractional order integrator and differentiator obtained are expressed as digital FIR
filters whose coefficients are given in closed form in terms of the sampling period and the
approximation parameters.

Then, these digital FIR filters are implemented by using the Farrow structure to obtain a
differentiator and integrator of a variable fractional order.

Simulations are obtained to show the effectiveness and the utility of this approach and the

results obtained are also presented and discussed.
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