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Résumé 
 

Dans ce travail, la résolution de l’équation d’état fractionnaire )t(Be)t(Ax
dt

)t(xd
m

m
 , 0 < m 

< 1, représentant les systèmes linéaires fractionnaires d’ordre commensurable, pour tous les 

cas de figure des valeurs propres de la matrice d’état A et l’ordre de différentiation m a été 

proposé. Les expressions explicites des solutions homogènes et non homogènes de cette 

équation d’état fractionnaire ont été développées. Pour différentes valeurs propres de la 

matrice d’état A et l’ordre m, les solutions obtenues sont des combinaisons linéaires de 

fonctions fondamentales fractionnaires appropriées dont les transformées de Laplace sont des 

fonctions irrationnelles. Les approximations de ces fonctions irrationnelles par des fonctions 

rationnelles ont été obtenues pour que les solutions de l’équation d’état fractionnaire soient 

des combinaisons linéaires de fonctions exponentielles, cosinus, sinus, cosinus amorti et sinus 

amorti classiques. Des exemples illustratifs pour  tous les cas de figure des valeurs propres de 

la matrice d’état A et l’ordre m ont été présentés et les résultats obtenus ont été très 

satisfaisants. 
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Introduction Générale 
 

Dans les dernières décennies, les systèmes d’ordre fractionnaire ont étés utilisées dans 

la modélisation des processus de diverses applications dans différents domaines de la science 

et de l’ingénierie [1-7]. Ils ont reçu une grande attention grâce à leur plus large flexibilité par 

rapport aux systèmes entiers pour modeler plus correctement des systèmes de plus en plus 

complexes. A cause de leur représentation par des fonctions de transfert irrationnelles, les 

opérateurs et les systèmes d’ordre fractionnaire ont été étudiés marginalement dans la théorie 

et la pratique des systèmes. Seulement dans les dernières années qu’on peut trouver un 

progrès signifiant de travaux théoriques qui peuvent servir comme fondation pour un nombre 

d’applications dans la théorie des systèmes et la théorie de la commande [8-11]. Donc, un 

travail de recherche intensif est encore en cours pour développer et établir des outils 

convenables pour l’étude, l’analyse et la synthèse des systèmes d’ordre fractionnaire.  

Les systèmes linéaires d’ordre fractionnaire sont des systèmes dynamiques linéaires 

représentés par des équations différentielles linéaires dont les ordres de leurs dérivées sont des 

nombres réels. Une représentation utile des systèmes d’ordre fractionnaire est la 

représentation d’état. Pour les systèmes linéaires fractionnaires d’ordre commensurable, la 

représentation d’état est définie comme la représentation d’état régulière avec la 

différentiation d’ordre réel du vecteur d’état comme [10]: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎩

⎨
⎧

+=
+=

tuDtxCty
tuBtxAtxDm

  ,  0 < m < 1 

Une attention considérable a été accordée à ces équations différentielles pour établir des 

techniques convenables et efficaces pour leurs solutions et analyses afin qu’ils puissent être 

accessibles à la communauté de l’ingénierie. Malgré leur résolution était beaucoup impliqué, 

des solutions exactes ne peuvent pas être trouvées. Donc les approximations et les techniques 

numériques doivent être utilisées intensivement. Jusqu’ici, il y a eu quelques ouvrages 

fondamentaux sur les équations différentielles fractionnaires qui fournissent une bonne 

compréhension de leur analyse telle que l’existence, l’unicité et quelques méthodes 

numériques et analytiques pour leurs solutions [8-9], [12-13]. Mais, ces méthodes de 

résolutions des systèmes d’ordre fractionnaire sont généralement développées par des 

mathématiciens qui s’intéressent qu’à l’aspect purement théoriques des solutions obtenues. 

Plus récemment, il y a eu plusieurs travaux consacrés aux équations différentielles 

fractionnaires, y compris le développement de méthodes et de techniques efficaces pour les 
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résoudre en s’intéressent à l’aspect ingénierie des solutions obtenues. Les méthodes les plus 

utilisées pour résoudre les équations différentielles d’ordre fractionnaire sont  basées sur une 

large variété de techniques telles que les transformées de Laplace et de Fourier, la méthode de 

la transformation différentielle, les différentes méthodes itératives et de différences finis, la 

méthode de la décomposition d’Adomian, la méthode de l’analyse d’homotopie, la méthode 

de collocation, les différentes techniques des ondelettes, les méthodes des fonctions de 

Legendre, de Chebychev et de Besse,  ainsi que beaucoup d’autres méthodes dans la 

littérature. Ces méthodes développées peuvent être largement classifiées en deux classes, 

analytique et numérique. L’objectif des méthodes analytiques est d’obtenir une expression 

explicite de la solution générale des équations différentielles d’ordre fractionnaires [14-20]. 

Cependant, le but des techniques numériques est le développement de solutions 

computationnelles efficaces des équations différentielles d’ordre fractionnaires [21-27]. 

Objectif de la thèse 
L’objectif principal de ce travail porte essentiellement sur la contribution au développement 

de techniques de résolution des systèmes linéaires fractionnaire d’ordre commensurable en 

représentation d’état )t(Be)t(Ax
dt

)t(xd
m

m
+= , 0 < m < 1, pour tous les cas de figure des 

valeurs propres de la matrice d’état A en les traitant comme les systèmes linéaires classiques 

afin d’établir des expressions explicites des solutions homogènes et non homogènes. Puisque 

ces équations différentielles n’ont pas de solutions analytiques exactes, des techniques 

d’approximations vont être élaborées pour l’obtention de leurs solutions. Alors, l’approche 

proposée dans cette thèse pour la résolution de cette équation d’état fractionnaire est basée sur 

l’utilisation des fonctions fondamentales fractionnaires appropriées obtenues pour différentes 

valeurs propres de la matrice d’état A et l’ordre m. Comme la transformée de Laplace de ces 

fonctions fondamentales fractionnaires sont des fonctions irrationnelles, alors leurs 

approximations par des fonctions rationnelles ont été faites pour que ces fonctions deviennent 

des combinaisons linéaires de fonctions exponentielles, cosinus, sinus, cosinus amorti et sinus 

amorti classiques. Les méthodes utilisées pour la dérivation des solutions sont la méthode de 

Cayley-Hamilton et la méthode de la décomposition modale. 

Organisation de la thèse 
Les travaux réalisés et les résultats obtenus faisant l’objet de cette thèse sont présentés 

en quatre chapitres : 

Chapitre I : Introduction aux Opérateurs et Systèmes d’Ordre Fractionnaire 
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Ce chapitre présente les idées de base des opérateurs et systèmes d’ordre fractionnaire aux 

chercheurs non-initiés. Premièrement, les principales définitions et propriétés de l’intégration 

et de la différentiation d’ordre fractionnaire sont données. Puis, les systèmes d’ordre 

fractionnaire décrit par des équations différentielles d’ordre fractionnaire sont examinés. Les 

différentes représentations des ces systèmes telles que les équations différentielles linéaires 

d’ordre fractionnaire, la fonction de transfert et l’équation d’état ont été présentées. L’analyse 

des propriétés structurelles des systèmes fractionnaires d’ordre commensurable telles que la 

stabilité, la contrôlabilité et l’observabilité ont aussi été présentées. Enfin, les expressions de 

la solution de l’équation d’état des systèmes linéaires fractionnaire d’ordre commensurable 

ont été présentées. 

Chapitre II :  Fonctions Fondamentales des Systèmes Linéaires Fractionnaires  
 d’Ordre Commensurable 

Ce chapitre est consacré à la présentation des fonctions fondamentales fractionnaires 

correspondantes aux différents types de valeurs propres de la matrice d’état A. Ces fonctions 

fondamentales sont définies dans ce contexte par l’exponentiel fractionnaire, le cosinus 

fractionnaire, le sinus fractionnaire, le cosinus amorti fractionnaire et le sinus amorti 

fractionnaire. Les approximations de ces fonctions fondamentales fractionnaires irrationnelles 

par des fonctions rationnelles ont été faites. Leurs réponses impulsionnelles et indicielles  

partir de leur approximations ont aussi été obtenues. 

Chapitre III : Résolution de l’Equation d’Etat Linéaire Fractionnaire d’Ordre  
 Commensurable avec Valeurs Propres Réelles 

L’objectif de ce chapitre est de présenter les solutions homogènes et non homogènes de 

l’équation d’état des systèmes linéaires fractionnaire d’ordre commensurable pour le cas des 

valeurs propres de la matrice d’état A réelles simples et/ou multiples.  

Chapitre IV : Solution de l’équation d’état d’un système linéaire fractionnaire d’ordre 
Commensurable avec Valeurs Propres Complexes en Utilisant  

 les Fonctions Exponentielles et Trigonométriques Régulières 

Le dernier chapitre est consacré à la présentation des solutions homogènes et non homogènes 

de l’équation d’état des systèmes linéaires fractionnaire d’ordre commensurable pour le cas 

des valeurs propres de la matrice d’état A réelles complexes. Les expressions des solutions 

sont obtenues  pour différents types de valeurs propres complexes de la matrice d’état A et de 

la plage du paramètre m. 

Conclusion 

La conclusion regroupe les contributions et les résultats obtenus et présente des 

perspectives pour des travaux futures.  
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Chapitre I 

Introduction aux Opérateurs et Systèmes d’Ordre Fractionnaire 
 

I.1. Introduction 

L’opérateur fondamental représentant la différentiation et l’intégration d’ordre fractionnaire est 

donné par m
ta D  ; où m ∈ R est l’ordre de la différentiation ou de l’intégration et les paramètres a 

et t sont les limites de l’opération. Cette opération est définie comme [8] : 

 





















 0m,d

0m,1

0m,
dt
d

D
t

a

m

m

m

m
ta                                                (I.1) 

Il existe diverses définitions des opérateurs d’ordre fractionnaire, mais les plus utilisées dans la 

littérature sont celles de Grünwald-Letnikov (GL), de Riemann-Liouville (RL) et de Caputo qui 

sont équivalentes sous certaines conditions pour une large classe de fonctions [8]. 

Ce chapitre introduit les idées de base du calcul fractionnaire aux chercheurs non-initiés. Les 

principales définitions, les propriétés ainsi que la transformée de Laplace de ces opérateurs sont 

discutées. Les fonctions importantes utilisées en calcul fractionnaire sont introduites ainsi que les 

systèmes d’ordre fractionnaire décrit par des équations différentielles d’ordre fractionnaire sont 

aussi brièvement examinés. 

I.2. Opérateurs d’ordre fractionnaire 

Il est connu que la formulation du concept des opérateurs d’ordre fractionnaires est une 

extension naturelle des opérateurs d’ordre entier qui pour les différentiations successives d’ordre 

entier n d’une fonction f on a : 

        jhtf
j
n

1
h
1limtftf

dt
d n

0j

j
n0h

n
n

n









 




                              (I.2) 

où 
 !jn!j

!n
j
n











. 

I.2.1. Définitions fondamentales des opérateurs d’ordre fractionnaire 

I.2.1.1. Définitions de Riemann-Liouville 

L’intégrale d’ordre fractionnaire m d’une fonction f(t) est définie par [10]: 

   
 

    


 
 dft

m
1tfDtfI

t

a

1mm
ta

m
ta                                   (I.3) 
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où a < t et m > 0 et dtte)x(
0

1xt



 est la fonction Gamma d’Euler. 

La dérivée d’ordre fractionnaire m d’une fonction f(t) est définie par [10] : 

            
 

    


 
 dft

dt
d

mn
1tfD

t

t

1mn
n

n
m
tRL

0

0
                        (I.4) 

où  t0 < t et le nombre entier n est tel que (n-1) < m < n. 

I.2.1.2. Définition de Grünwald-Letnikov 

L’extension de l’expression de l’équation (I.2) pour des ordres non entiers conduit à la définition 

de Grünwald-Letnikov. L’intégrale ou la dérivée d’ordre fractionnaire m d’une fonction f(t) est 

définie par [10]: 

     jhtf
j

m
1

h
1limtfD

0j

j
m0h

m
tGL 








 






                                      (I.5) 

où m ϵ R avec m < 0 pour la dérivée et m > 0 pour l’integrale et 
 

   1jm1j
1m

j
m













. 

Cette expression est largement utilisée dans la littérature pour le calcul numérique de la 

différentiation et l’intégration d’ordre fractionnaire. 

I.2.1.3. Définition de Caputo 

Caputo a introduit une autre formulation de la dérivée d’ordre fractionnaire définie par [10]: 

                       
 

     


 
 dft

mn
1tfD

t

t

n1mnm
tC

0

0
                                    (I.6) 

où  le nombre entier n est tel que (n-1) < m < n et f(n)(t) est la dérivée d’ordre entier n de la 

fonction f(t). Les définitions de Riemann-Liouville RLDt
mf(t) et de Caputo CDt

mf(t) sont 

équivalentes et sont reliées par la relation suivante [10] : 

   
  

 
  










 0f
1mk

ttfDtfD k
1n

0k

mk
m
tC

m
tRL                              (I.7) 

pour f (k) (a) = 0, où (k = 0, 1, ..., n-1). 

I.2.2. Quelques propriétés des opérateurs d’ordre fractionnaire 

Les propriétés les plus importantes de la différentiation et d’intégration fractionnaire sont 

données comme suit [10]:  

• Si la fonction f(t) est une fonction analytique de t, alors sa dérivée d’ordre  fractionnaires 

0Dmf(t) est une fonction analytique de t et m. 
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• Lorsque m = n, où n est un nombre entier, l’opérateur 0Dmf(t) donne le même résultat que 

la différentiation ou l’intégration d’ordre entier classique. 

• Lorsque m = 0, l’opération 0Dm f(t) est l’opérateur identité ; 0Dz
0 f(t) = f(t). 

• La différentiation et l’intégration d’ordre fractionnaire sont des opérations linéaires : 

Dm ( a f (t) + b g(t) ) = a Dm f(t) + b Dm g(t)                                 (I.8) 

• Si m et n sont des nombres réels positifs, la relation suivante appelée la loi additive :           

Dm Dn f (t) = Dm+n f (t)                                                (I.9) 

• Il y a d’autres propriétés des dérivées et d’intégrales d’ordre fractionnaire spécifiques aux 

différentes définitions [9, 12, 28-29]. 

L’interprétation géométrique et physique de l’intégration et de la différentiation d’ordre 

fractionnaire sont données dans le travail de Podlubny [29]. 

I.2.3. Transformée de Laplace des opérateurs d’ordre fractionnaire 

I.2.3.1. Transformée de Laplace des intégrales fractionnaires 

L’intégration fractionnaire d’ordre m > 0 de R-L peut être exprimée comme une convolution des 

deux fonctions g(t) = tm−1 et f (t) comme suit [10] : 

 
 

     tftdft
m
1tfD 1m

t

0

1mm
t0 


 


  
                         (I.10) 

La transformée de Laplace G(s), de la fonction g(t) = tm−1  est donnée par : 

      m1m smtLsG                                             (I.11) 

Donc, la transformée de Laplace de l’intégrale fractionnaire de R-L est donnée par [9, 12, 28] : 

    sFstfDL mm
t0

                                                  (I.12) 

I.2.3.2. Transformée de Laplace pour les dérivées d’ordre fractionnaires 

L’expression de la transformée de Laplace de la dérivée d’ordre fractionnaire m > 0 de R-L est 

donnée comme suit [9, 12, 28]: 

         






1n

0k
0t

1km
t0

kmm
t0 tfDssFstfDL                         (I.13) 

L’expression de la transformée de Laplace de la dérivée d’ordre fractionnaire m > 0 de Caputo 

est donnée comme suit [9, 12, 28]: 

      








 
1n

0k

k1kmmm
t0

0

ts 0fssFsdttfDe                     (I.14) 

où n −1 ≤ m < n. Lorsque toutes les conditions initiales sont nulles, l’expression de la 

transformée de Laplace de G-L, R-L et de Caputo sont égales et données comme suit [9, 12, 28]: 

    sFstfDL mm
t0                                         (I.15) 
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L’avantage principal de la définition de Caputo par rapport à celle de Riemann-Liouville est que 

celle de caputo permet de considérer des conditions initiales conventionnelles faciles à utiliser 

dans la résolution des équations différentielles linéaires d’ordre fractionnaires. De plus, la 

dérivée de Caputo d’une constante est bornée (égale à 0), alors que la dérivée de Riemann-

Liouville d’une constante n’est pas bornée à t = 0. Alors dans la suite de cette thèse, on utilise la 

définition de Caputo à cause des conditions initiales. 

I.2.4. Fonctions utilisées en calcul fractionnaire 

La compréhension des définitions et de l’utilisation du calcul fractionnaire sera plus claire en 

introduisant quelques fonctions particulières. La première fonction est la fonction Gamma qui 

généralise l’expression de la factorielle utilisée dans la différentiation multiple et les intégrations 

répétées dans le calcul d’ordre entier. La seconde est la fonction de Mittag- Leffler qui est une 

fonction de base dans le calcul fractionnaire et qui joue un rôle similaire à celui de la fonction 

exponentielle dans le calcul d’ordre entier. 

I.2.4.1. Fonction Gamma d’Euler 

La fonction Gamma d’Euler est définie par l’équation suivante [8] : 

   


 x,duuex
0

1xu                                            (I.16) 

Figure (I.1) montre le tracé de la fonction de gamma autour de zéro. On note que pour des 

valeurs entières négatives, la fonction gamma tend vers l’infini ; mais elle est définie pour des 

valeurs non entières. 
 

 
Figure (I.1) : Tracé de la fonction Gamma d’Euler 
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I.2.4.2. Fonction Mittag-Leffler 

La fonction Mittag-Leffler (ML) est souvent utilisée dans la solution des équations différentielles 

linéaires d’ordre fractionnaires similaires aux fonctions exponentielles pour la solution des 

équations différentielles linéaires ordinaires d’ordre entier. La fonction de Mittag-Leffler à un 

seul paramètre est définie comme suit [30] : 

 
 

0m,
1km

ttE
0k

k

m 







                                         (I.18) 

La fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres est définie par l’expression suivante [30]: 

 
 

0n,0m,
nkm

ttE
0k

k

n,m 







                                (I.19) 

La relation entre les fonctions de Mittag-Leffler à une et deux paramètres est donnée par [30]: 

 
 

 tE
1km

ttE m
0k

k

1,m 







                                    (I.20) 

Figure (I.2) montre le tracé d’une fonction de Mittag-Leffler à un seul paramètre et de quelques 

fonctions de Mittag-Leffler à deux paramètres. 

 

 
Figure (I.2) : Tracé de certaines fonctions de Mittag-Leffler 

 

I.2.5. Approximation des opérateurs d’ordre fractionnaire 

A cause de leur représentation par des fonctions de transfert irrationnelles, les opérateurs d’ordre 

fractionnaire ont été étudiés marginalement dans la théorie des systèmes. Dans cette section, on 



Chapitre I Introduction aux Opérateurs et Systèmes d’Ordre Fractionnaire 

 

9 
 

va utiliser la méthode de Charef [31-32] pour l’approximation de l’intégrateur s-m d’ordre 

fractionnaire et du différentiateur d’ordre fractionnaire sm, 0 < m < 1, par une fonction 

rationnelle dans une bande de fréquence donnée avec une précision désirée. 

I.2.5.1. Approximation de l’intégrateur d’ordre fractionnaire 

La fonction de transfert de l’intégrateur d’ordre fractionnaire est représentée dans le domaine 

fréquentiel par la fonction de transfert irrationnelle suivante : 

  mI s
1sG    ,   0 < m < 1                                                    (I.21) 

où s = jω est la fréquence complexe et m est un nombre réel positif tel que 0 < m < 1.  Dans une 

bande de fréquence donnée d’intérêt pratique [ωL, ωH], cet opérateur d’ordre fractionnaire peut 

être modélisé par un pôle à puissance fractionnaire (PPF) dont la fonction de transfert est donnée 

comme suit [32] : 

  m
c

I

))s(1(
KsG


                                                     (I.22) 

Si pour ω ϵ [ωL, ωH] on a ω >> ωc, on peut donc écrire que : 

   sG
s
1

s
K

)s(
K

sG Imm

m
cI

m
c

I 





                                   (I.23) 

avec KI = (1/ωc
m) et ωc est la fréquence à -3m dB du PPF qui est obtenue à partir de la basse 

fréquence ωL comme :   110 m10
Lc   , où ε est l’erreur maximale permise entre les 

pentes de l’intégrateur d’ordre fractionnaire de (I.21) et le PPF de (I.22) dans la bande de 

fréquence d’intérêt donnée [ωL, ωH].  

Afin de représenter la PPF de (I.22) et par conséquent l’intégrateur d’ordre fractionnaire par un 

système linéaire invariant dans le temps il est nécessaire d’approximer sa fonction de transfert 

irrationnelle par une fonction rationnelle. La méthode d’approximation consiste en une 

approximation de la pente de 20m dB/dec sur le diagramme de Bode du PPF par un certain 

nombre de pentes alternatives de 20 et 0 dB/dec correspondant aux pôles et aux zéros alternés 

sur l’axe réel négatif du plan s tel que p0 < z0 < p1 < z1 < . . . < zN-1 < pN [31]. Par conséquent, 

l’approximation est donnée par : 
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KsG                                      (I.24) 
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En utilisant une méthode graphique simple qui commence avec une erreur y spécifiée en décibels 

et la bande de fréquence ωmax, qui peut être 100ωH, les paramètres a, b, p0, z0 et N peuvent être 

calculées comme suit [31] : 

   
  















 



















 1
ablog

plog
IntegerNetpaz,bωp,10b,10a 0max

00c0
m10

y
m110

y

  (I.25) 

Les pôles pi et les zéros zi de (I.25) peuvent être calculés à partir des paramètres de (I.25) 

comme : i
0i (ab) p = p pour i = 0, 1, …, N et i

0i (ab) z = z  pour i = 0, 1, …, N-1. Par conséquent, 

l’intégrateur d’ordre fractionnaire peut être approximé par une fonction rationnelle dans une 

bande de fréquence donnée d’intérêt comme suit : 
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)ab(p
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)ab(z
s1

K
))s(1(

K
s
1sG                          (I.26) 

I.2.5.2. Approximation du différentiateur d’ordre fractionnaire 

La fonction de transfert du différentiateur d’ordre fractionnaire  est représentée dans le domaine 

fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante : 

  m
D ssG                                                             (I.27) 

où s = jω est la fréquence complexe et m est un nombre réel positif tel que 0 < m < 1.  Dans une 

bande de fréquence donnée d’intérêt pratique [ωL, ωH], cet opérateur d’ordre fractionnaire peut 

être modélisé par un zéro à puissance fractionnaire (ZPF) dont la fonction de transfert est donnée 

comme suit [32] : 

  m
cD ))s(1(KsG                                                   (I.28) 

Si pour ω ϵ [ωL, ωH] on a ω >> ωc, on peut donc écrire que : 

   sGssK)s(KsG D
mm

m
c

Dm
cD 


                                  (I.29) 

avec KD = ωc
m et ωc est la fréquence à 3m dB du ZPF qui est obtenue à partir de la basse 

fréquence ωL comme :   110 m10
Lc   , où ε est l’erreur maximale permise entre les pentes 

du différentiateur d’ordre fractionnaire de (I.27) et le ZPF de (I.28) dans la bande de fréquence 

d’intérêt donnée (ωL, ωH). 

Afin de représenter la ZPF de (I.28) et par conséquent le différentiateur d’ordre fractionnaire par 

un système linéaire invariant dans le temps il est nécessaire d’approximer sa fonction de transfert 

irrationnelle par une fonction rationnelle. La méthode d’approximation consiste en une 
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approximation de la pente de 20m dB/dec sur le diagramme de Bode du ZPF par un certain 

nombre de pentes alternatives de 20 et 0 dB/dec correspondant aux pôles et aux zéros alternés 

sur l’axe réel négatif du plan s tel que  z0 < p0 < z1 < p1 < . . . < zN < pN [32]. Par conséquent, 

l’approximation est donnée par : 
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0i
i

N
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i

D
m

cD

ps1

zs1
K))s(1(KsG                                     (I.30) 

En utilisant la même idée de la méthode utilisée pour l’approximation du PPF [32] qui 

commence avec une erreur y spécifiée en décibels et une bande de fréquence ωmax, qui peut être 

100ωH, les paramètres a, b, p0, z0 et N peuvent être calculées comme suit [32] : 
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   (I.31) 

Les zéros zi et les pôles pi de (I.30) peuvent alors être calculés à partir des paramètres de [32] 

comme : i
0i (ab) z = z  pour i = 0, 1, …, N et i

0i (ab) p = p pour i = 0, 1, …, N. Par conséquent, le 

dérivateur d’ordre fractionnaire peut être approximé par une fonction rationnelle dans une bande 

de fréquence donnée d’intérêt comme : 
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)ab(ps1

)ab(zs1
K))s(1(KssG                          (I.32) 

I.3. Systèmes linéaires d’ordre fractionnaire 

Dans les dernières décennies, le concept du calcul fractionnaire a été associé à des 

applications dans différents domaines de la science et de l’ingénierie ou plusieurs processus ont 

été trouvés qu’ils peuvent être décrits par des dérivées et intégrales d’ordre fractionnaire qui 

fournissent une excellente description de leurs propriétés conduisant à la formulation des 

équations différentielles d’ordre fractionnaire [1-3, 33-35]. Par conséquent, une attention 

considérable a été donnée aux systèmes d’ordre fractionnaire pour établir des techniques fiables 

et efficaces pour leur représentation, analyse et résolution. Cette section est consacrée à la 

représentation, à l’analyse de la stabilité, à la contrôlabilité et à l’observabilité ainsi que la 

solution des systèmes linéaires fractionnaire d’ordre commensurable [10], [9, 36-38]. 

I.3.1. Représentation des systèmes linéaires d’ordre fractionnaire 

Les systèmes linéaires invariants dans le temps (LIT) peuvent être classifiés comme suit [10]: 
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I.3.1.1. Equations différentielles linéaires d’ordre fractionnaire 

Les systèmes linéaires d’ordre fractionnaire sont des systèmes dynamiques linéaires représentés 

par des équations différentielles linéaires d’ordre fractionnaire ou par une représentation d’état 

d’ordre fractionnaire. L’équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire est définie par : 

           tuDbtuDbtuDbtyDatyDatyDa 01MM01NN
01MM01NN








       (I.33) 

 où ak (k = 0, ..., N), bk (k = 0, ..., M) sont des constantes, et αk (k = 0, ..., N) et βk (k = 0, ..., M) 

sont aussi des nombres réels tels que αN > αN−1 > ··· > α0, et βM > βM−1 > ··· > β0 et βM < αN.  

I.3.1.2. Fonction de transfert 

En prenant la transformée de Laplace de l’équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire de 

l’équation (I.33) avec des conditions  initiales nulles on obtient la fonction de transfert du 

système linéaire d’ordre fractionnaire comme suit [10] : 

 
 
  01NN

01MM

sasasa
sbsbsb

sU
sYsG

01NN

01MM






















                        (I.34) 

I.3.2. Systèmes linéaires fractionnaires d’ordre commensurable 

Une classe importante des systèmes fractionnaires LIT est l’ensemble des systèmes 

fractionnaires d’ordre commensurable.  

I.3.2.1. Equation différentielle fractionnaire d’ordre commensurable 

Un système fractionnaire LIT représenté par l’équation différentielle linéaire d’ordre 

fractionnaire de l’équation (I.33) est dit commensurable si tous les exposants sont des multiples 

entiers du même nombre réel m, c. a d αk = km et βk = km, avec 0 < m < 1. Alors l’équation 

différentielle linéaire fractionnaire d’ordre commensurable prend la forme suivante : 

   



M

0k

km
k

N

0k

km
k tuDbtyDa                                             (I.35) 

L’équation d’état d’ordre fractionnaire est aussi définie par :  

                                       
 

   

     tuDtxCty

1m0,tButAx
dt

txdtxD m

m
m
t



                          (I.36) 

où mest l’ordre fractionnaire, u(t) est le vecteur d’entrée, x(t) est le pseudo vecteur d’état, y(t) 

est le vecteur de la sortie, A est la matrice d’état, B est la matrice d’entrée, C est la matrice de la 

sortie et D est la matrice de transmission directe. 
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I.3.2.2. Fonction de transfert 

Pour les systèmes fractionnaires d’ordre commensurable la fonction de transfert prend la forme 

suivante [10] : 

 
 

  )s(P
)s(Q

sa

sb
sG m

m

km
N

0k
k

km
M

0k
k









                                          (I.37) 

avec M < N et Q(sm) et P(sm) sont deux polynômes en sm. Alors, la fonction de transfert G(s) 

devienne une fonction rationnelle de la variable complexe sm et peut être décomposée en 

fractions simples de la forme suivante : 

  









 



N

1i i
m

i

s
A

sG                                                    (I.38) 

où λi (i=1,2, . . ., N) sont les racines du pseudo polynôme P(sm).   

I.3.2.3. Relation entre la représentation d’état et la fonction de transfert 

Utilisation de la transformée de Laplace de l’équation d’état d’ordre fractionnaire de l’équation 

(I.36) avec des conditions initiales non nulles, en tenant compte de la définition de la 

différentiation utilisée dans ce cas est celle de Caputo, on obtient [10] : 

       
     sUDsXCsY

sUBsXA0xssXs 1mm



 

                              (I.39) 

Alors, on aura : 

         
     sUDsXCsY

0xAIsssUBAIssX
1m1m1m






                       (I.40) 

Dans le cas des conditions initiales nulles l’équation (I.40) devienne : 

     
     sUDsXCsY

sUBAIssX
1m






                                              (I.41) 

Donc la fonction de transfert G(s) est donnée comme suit : 

    DBAIsC
)s(U
)s(YsG

1m 


                                           (I.42) 

G(s) représente la fonction de transfert dont les polynômes de numérateur et de dénominateur 

sont exprimés en termes de puissance de nombre entier de sm. 

I.3.2.4. Passage de la fonction de transfert à l’équation d’état pour la représentation des 

systèmes linéaires fractionnaires d’ordre commensurable 
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Soit un système linéaire invariant dans le temps monovariable fractionnaire d’ordre 

commensurable représenté par sa fonction de transfert G(s) comme suit : 
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                                              (I.43)  

avec M et N des entiers tel que M ≤ N, 0 < m < 1, aN = 1 et ak et bk des réels. Pour dériver la 

représentation d’état correspondante à G(s), on procède en trois étapes [39]. 

Étape1 :  

A l’aide du changement de variable p = sm, 0 < m < 1, on transforme le modèle non entier G(s) 

en un modèle entier G(p) qui s’écrit sous la forme : 

       
k

N

0k
k

k
M

0k
k

pa
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)s(U
)s(YsG







                                             (I.44)  

Étape2 :  

Dériver la représentation d’état correspondante à G(p). On peut obtenir toutes les formes 

particulières utilisées dans la théorie des systèmes d’ordre entier (forme contrôlable, observable, 

···) sous la forme : 









DuCxy
BuAxx

                                                 (I.45)  

Étape3 : Remplacer la différentiation d’ordre un dans la représentation d’état de l’équation 

(I.45) par la différentiation fractionnaire d’ordre m, 0 < m < 1, pour obtenir la représentation 

d’état correspondante à la fonction de transfert G(s) du système LIT fractionnaire d’ordre 

commensurable comme suit : 

    








uBxCy
uBxAxD m

                                                      (I.46) 

Associée à cette fonction de transfert, trois représentations canoniques de l’équation d’état 

peuvent être proposées, qui sont similaires à celles classiques développés pour les systèmes 

d’équations différentielles d’ordre entier. 

I.3.2.4.1. Forme canonique contrôlable 

Définir le premier état en termes de sa transformée de Laplace comme suit [10] : 
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                                                 (I.47) 

puis les états restants sont définis de manière récursive à partir de celui-ci comme : xi + 1 = Dmxi, 

pour i=1, 2, …N-1. La représentation d’état, exprimée sous la forme canonique contrôlable, est 

donc donnée par les équations matricielles suivantes : 
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            (I.48) 
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                          (I.49) 

où bi = 0, pour M < i ≤ N 

I.3.2.4.2. Forme canonique observable 

De l’équation (I.43), en mettant dans le côté gauche de cette équation les termes qui contiennent 

les puissances de s et dans le côté droit le reste des termes, nous aurons alors [10] : 
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     (I.50) 

On défini le premier état x1 comme suit : 

         sUbsbsYasas)s(X 1
1Nm

N1
2Nm

1N
1Nm

1 




 





 






            (I.51)

 
De l’équation (I.50), on obtient : 

yaubxD 001
m                                                   (I.52)

 On met l’équation (I.51) sous la forme suivante : 

          )s(Ub)s(YasUbsbsYasass)s(X 112
2Nm

N2
3Nm

1N
2Nmm
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    (I.53) 

On défini le second état x2 comme suit : 

         sUbsbsYasas)s(X 2
2Nm

N2
3Nm

1N
2Nm

2 




 





 






        (I.54) 

De l’équation (I.53), on obtient : 

ubyaxxD 1112
m                                                   (I.55)
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On répète cette procédure jusqu’à ce qu’on arrive à l’expression suivante : 

     )s(Ub)s(YasUbsYs)s(X 1N1NN
m

1N                                    (I.56) 

On défini le dernier état xN comme suit : 

   sUbsY)s(X NN                                                (I.57) 
De l’équation (I.56), on obtient donc: 

ubyaxxD 1N1N1NN
m

                                        (I.58)

 La sortie y est obtenue de l’équation (I.56) comme suit : 

ubxy NN                                                      (I.59) 

En substituant la sortie y de l’équation (I.59) dans les équations de (I.52), (I.55), (I.58) et en 

réarrangeant les équations obtenues on obtient la représentation d’état sous la forme canonique 

observable par les équations matricielles comme suit : 
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           (I.61) 
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                                        (I.62) 

où bi = 0, pour M < i ≤ N. 

I.3.2.4.3. Forme canonique modale 

La fonction de transfert G(s) de l’équation (I.37) peut être décomposée en fractions simples de la 

forme suivante [10]: 
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sY)s(G      (I.63) 

où λi (i=1,2, . . ., N) sont les racines du pseudo polynôme P(sm) et i (i=1,2, . . ., N) sont les 

résidus.  On suppose que la première racine λ1 est réelle et multiple de multiplicité r, et les (N– r) 

racines restantes sont réelles, simples et distinctes. De l’équation (I.63), on peut écrire : 
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m
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    (I.64) 

Les variables d’état sont alors définies comme : 
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                (I.65) 

De l’équation (I.65), on obtient donc : 
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                                (I.66) 

En réarrangeant les équations du dessus, la représentation d’état sous la forme canonique modale 

est donnée par les équations matricielles comme suit : 
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                (I.67) 
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                                  (I.68) 

où bN = 0, si M < N. 
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I.3.3. Propriétés structurelles des systèmes d’ordre fractionnaire 

I.3.3.1. Stabilité des systèmes linéaires d’ordre fractionnaire 

Les méthodes algébriques conventionnelles pour l’analyse de la stabilité, comme les critères 

Routh Hurwitz, ne peuvent pas être utilisées directement pour le cas d’ordre fractionnaire, sauf 

sous certaines conditions spéciales [40]. Cela est dû au fait qu’il n’existe pas un polynôme 

caractéristique. Mais pour les systèmes fractionnaires d’ordre commensurable un théorème est 

établi pour l’état de leur stabilité [37].  

Théorème de stabilité 

Le système linéaire fractionnaire d’ordre commensurable de l’équation (I.35) est stable (dans le 

sens entrées bornées-sorties bornées) si et seulement si toutes les racines i de son dénominateur 

de l’équation (I.37) vérifient l’inégalité suivante [37] : 

  N,,1im
2

Arg i 


   et  0  m  2                    (I.69) 

La région de stabilité pour un système linéaire fractionnaire d’ordre commensurable est montrée 

sur la figure (I.3) pour différentes valeurs de m. Contrairement au cas d’ordre entier où pour tout 

pôle dans le demi plan droit implique un système instable, les systèmes linéaire fractionnaire 

d’ordre commensurable peuvent être stables même si certains de ses pôles sont dans le demi plan 

droit comme indiqué la figure (I.3). 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure (I.3) : Région de stabilité pour un système d’ordre fractionnaire 0 < m < 2 

I.3.3.2. Contrôlabilité 

Le système linéaire fractionnaire d’ordre commensurable représenté par l’équation d’état de 

l’équation (I.36) contrôlable si la matrice de contrôlabilité définie par [36] : 





  BABAABBC 1N2

a                                                        (I.70) 

est une matrice de rang N (N est le nombre des états). 

Région  
instable 

Re Re 

0 < m < 1 1 < m < 2 m = 1 

 

 

 

 
Région  
stable 

 

 

 

Zonestable 

 

Re 

Im 

Région 
instable 

 

Région 
stable 

stable 

 

 

I
m 

mπ /2 

Région 
stable 

Im 

Région 
instable 

π /2 mπ /2 



Chapitre I Introduction aux Opérateurs et Systèmes d’Ordre Fractionnaire 

 

19 
 

I.3.3.3. Observabilité 

Le système linéaire fractionnaire d’ordre commensurable représenté par l’équation d’état de 

l’équation (I.36) observable si la matrice de d’observabilité définie par [36]: 

























1N

2
a

CA

CA
CA
C

O


                                                              (I.71) 

est une matrice de rang N (N est le nombre des états). 

I.3.4. Solution des systèmes linéaires fractionnaires d’ordre commensurable [10, 41] 

Nous présenterons dans cette section la solution de l’équation d’état des systèmes linéaires 

fractionnaires d’ordre commensurables invariants dans le temps continus représenté par 

l’équation d’état suivante : 

    )t(BetxAtxDm                                                 (I.72) 

où mD est la dérivée d’ordre fractionnaire m de Caputo (pour 0 < m < 1), x(t) est le vecteur d’état 

de dimension N, e(t) est l’entrée et A(NxN) est la matrice d’état. En prenant la transformée de 

Laplace de l’équation (I.72) et en arrangeant les termes on obtient : 

         )s(EBAIs0xsAIssX
1m)1m(1m 

                           (I.73) 

où x(0) est l’état initial. L’expression du vecteur d’état x(t) est déterminée en prenant la 

transformée de Laplace inverse de l’équation (I.73) comme suit: 

             )t(eB*AIsL0xAIssLsXLtx
1m11m)1m(11              (I.74) 

On définit les matrices de dimension (NxN)  t̂ et  t  comme suit : 

          1m1m11m1 AIssLtetAIsLtˆ
                       (I.75) 

Alors le vecteur d’état x(t) est donnée par : 

           )t(eB*tˆ0xtsXLtx 1                                     (I.76) 

De l’équation (I.75), on peut écrire que       ttˆt 1m  ; où   t1m  est donnée par 

l’expression suivante : 

  
    

 

















1m,t

1m,
m1

t
sLt

m

1m1
1m                               (I.77) 

où δ(t) est la fonction delta de Dirac. L’application de la propriété de la transformée de Laplace 

lié au produit de convolution, l’expression suivante est obtenue : 
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                   duBtˆxttxtuBtˆxttx
t

000             (I.78) 

On  remarque que la solution x(t) de l’équation d’état (I.72) est formée de deux termes. Le 

premier terme représente la réponse libre et le second terme représente la réponse forcée. 

On peut facilement voir aussi que trouver les matrice ψ(t) et  t̂ , conduit à la solution de 

l’équation d’état du système linéaire d’ordre fractionnaire de l’équation (I.72). Alors, l’objectif 

de ce travail est de trouver une technique pour le calcul des expressions des matrices ψ(t) et  t̂  

données par les expressions suivantes : 

           1m1m11m1 AIssLtetAIsLtˆ
                        (I.79)  

I.3.4.1. Calcul des matrices  t  et  t̂   

Dans cette section trois méthodes sont proposées pour calculer les matrices ψ(t) et  t̂ . Ces 

méthodes sont des généralisations des méthodes bien connues utilisés pour les systèmes linéaires 

invariants dans le temps d’ordre entier. On suppose que la matrice A a N valeurs propres λi 1 ≤ i 

≤ N distinctes. 

I.3.4.1.1. Méthode de la transformée de Laplace inverse [10] 

La procédure de calcul est donnée comme suit : 

1- Calculer la matrice   1mm AIs)s(





 qui une matrice de fonctions rationnelles en sm 
comme suit: 

 
 

  Tm
m

1mm AIseintAdjo
)AIs(det
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                    (I.80) 

avec  



N

13i
3i

mm s)AIs(det  est le polynôme caractéristique du système. Donc, 

pour 1 ≤ i1, i2 ≤ N, chaque élément de la matrice )s( m


est donné par : 
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s


                                              (I.81) 

où les i1,i2(s) sont les cofacteurs des éléments de la matrice (smI−A).  

2- Par décomposition en éléments simples de l’équation (I.81) en termes de sm, on obtient : 
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                              (I.82) 

où les  321 i,i,ir , pour 1 ≤ i1, i2 ≤ N, sont les résidus. 
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i,i

1
i,i sLtˆ

2121
 


                                          (I.83) 
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3- Alors, pour 1 ≤ i1, i2 ≤ N, les éléments  t
21 i,i

 de la matrice     1m1 AIsLtˆ
   sont 

donnés par: 
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1i i
m

3211m
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1
i,i

3 3

2121 s
i,i,ir

L)]s([Lt                              (I.84) 

et, pour 1 ≤ i1, i2 ≤ N, les éléments  t
21 i,i de la matrice       1m1m1 AIssLt

   

sont aussi donnés par: 
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si,i,ir

L)]s(s[Lt                       (I.85) 

I.3.4.1.2. Méthode de la décomposition Modale [10] 

Soient λ1, λ2, … et λN les valeurs propres distinctes de la matrice A et v1, v2, … et vN les vecteurs 

propres de la matrice A correspondants à ces valeurs propres. Soient  N21 vvvV   la 

matrice des modes et  N21 ...,,,diagJ   avec J = V-1AV et A= VJV-1. Alors on a : 

      11m11m1mm VJIsV)VJV(IsAIs)s( 



                    (I.86) 

La matrice   1m JIs


  est donnée comme suit : 
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    (I.87) 

Donc,   1mm AIs)s(





 est donnée par l’expression suivante : 
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   (I.88) 

Alors,               1m1m1m11m1m1 AIssL)s(LtetAIsL)s(Ltˆ
 


 sont 

donnés comme suit : 
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       (I. 90) 

I.3.4.1.3. Méthode de Cayley-Hamilton [10] 

Soient λ1, λ2, … et λN les valeurs propres distinctes de la matrice A et soit () son polynôme 

caractéristique de degré N. Soit une fonction f() qu’on peut représenter par son développement 

en série comme suit:  

  





0k

k
kf                                                         (I.91) 

Il est possible de diviser f() par (), on obtient : 

   )(R)(f  
0k

k
k 








 





                                              (I.92) 

où 1N
1N10 ...)(R 
   est un polynôme de degré (N-1) parce que () est un 

polynôme de degré N. Pour i  (i=1,2, … , N) on a (i) = 0, alors on peut écrire que : 

  1N
i1Ni10ii ...)(Rf  

                                      (I.93) 

D’après le théorème de Cayley-Hamilton, on peut donc avoir [10] : 

  i
1N

0i
i

1N
1N10 AA...AIAf  







                                   (I.93) 

Alors, pour calculer f(A) il suffit de trouver les coefficients i (pour i = 1, 2, …, N-1). Dans le 

cas où les valeurs propres λ1, λ2, … et λN de la matrice A sont distinctes, les coefficients i (pour 

i = 1, 2, …, N-1) sont donnés par l’expression suivante [10]:  
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Pour   1ms)(f


 , on peut donc avoir : 
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                                      (I.95) 

où les coefficients i(sm) (pour i = 0, 1, …, N-1) sont donnés par : 
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                              (I.96) 

De l’équation (I.96), chaque coefficient   1
j

m
N

1j
j,i

m
i s)s(





   (pour i = 0, 1,…, N-1) est 

une combinaison linéaire des fonctions   1
j

ms


  (pour j = 1, 2, …, N-1). Alors, 

      1m1m1 AIsL)s(Ltˆ
 


  et        1m1m1m1 AIssL)s(Lt

   sont donnés 

comme suit : 
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                        (I.98) 

I.4 Conclusion  

Dans les dernières décennies, le concept des dérivées et intégrales d’ordre fractionnaire a été 

associé à des applications dans différents domaines de la science et de l’ingénierie conduisant à 

la formulation des équations différentielles d’ordre fractionnaire. Dans ce chapitre une 

introduction aux opérateurs et systèmes d’ordre fractionnaire a été faite. Les principales 

définitions, propriétés et les approximations analogiques de ces opérateurs sont présentées. Les 

différentes représentations des systèmes linéaires d’ordre factionnaire par équations 

différentielles, par fonction de transfert et par équation d’état ont été données. L’analyse des 

propriétés structurelles des systèmes fractionnaires d’ordre commensurable telles que la stabilité, 

la contrôlabilité et l’observabilité ont aussi été faites. Enfin, la solution de l’équation d’état des 

systèmes linéaires fractionnaire d’ordre commensurable a été présentée.  
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Chapitre II 
 

Fonctions fondamentales des systèmes linéaires  
fractionnaires d’ordre commensurable  

 
 
 
II. 1 Introduction 

Un système linéaire fractionnaire d’ordre commensurable monovariable est décrit par l’équation 

différentielle linéaire d’ordre fractionnaire suivante [10]: 

)t(uDb)t(yDa mj
N

0i

M

0j
j

mi
i 

 

                                                 (II.1)  

où u(t) est l’entrée, y(t) est la sortie, m est un nombre réel tel que 0 < m < 1, ai (1 ≤ i ≤ N) et bj (0 

≤ j ≤ M) sont des nombres réels constants avec M ≤ N. La fonction de transfert du système d’ordre 

fractionnaire est donnée comme [10]: 
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)s(U
)s(Y)s(G      ,     0 < m < 1                               (II.2) 

Cette fonction de transfert peut être décomposée en plusieurs fonctions fondamentales 

élémentaires qui correspondent aux différents types de pôles du système en sm. Ces soi-disant 

pôles sont les racines du polynôme Q(p) = 


N

0i

i
ipa  où p = sm. Donc,  on peut écrire : 





K

1k
k )s(H)s(G                                                      (II.3) 

où chaque fonction Hk(s) correspond à un type de pôles du système. Alors, ces fonctions 

fondamentales sont données comme suit : 

• Pour un pôle réel de multiplicité n : 

 nmk
s

1)s(H


                                                          (II.4) 

• Pour une paire de pôles complexes à parties réelles nulles : 
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)s(H 2
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                                                       (II.6) 

• Pour une paire de pôles complexes à parties réelles négatives : 
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                                                (II.7) 
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                                               (II.8) 

On note que toutes ces fonctions fondamentales sont des fonctions irrationnelles. Alors, pour 

étudier le comportement dynamique de ce type de système linéaire fractionnaire d’ordre 

commensurable représenté par l’équation (II.1), les fonctions irrationnelles Hk(s) doivent être 

approximées par des fonctions rationnelles. Dans [17, 32, 42-47], les fonctions fondamentales 

élémentaires définies dans les équations  (II.4), (II.5), (II.6), (II.7), et (II.8) ont été approximées 

par des fonctions rationnelles, dans une bande de fréquence d’intérêt pratique, afin de les 

représentées par des modèles de systèmes linéaires invariants dans le temps.  

Donc, ce chapitre sera consacré à l’approximation par des fonctions rationnelles ainsi qu’aux 

réponses impulsionnelles et indicielles des fonctions fondamentales des équations  (II.4), (II.5), 

(II.6), (II.7), et (II.8) correspondantes aux différents types de pôles en sm du système linéaire 

fractionnaire d’ordre commensurable.   

II.2.  Fonctions fondamentales pour le cas des pôles réels 

Dans ce contexte, les fonctions fondamentales sont définies par les fonctions de l’équation (II.4). 

Pour t ≥ 0, on défini gexpn(t, λ, m) la fonction exponentielle généralisée d’ordre n (n = 1, 2, …..), 

où sa transformée de Laplace est donnée par : 

 
 nmnn

λs

1(s)Gm)λ,(t,gexpL


                                         (II.9) 

avec λ et m deux nombres réels tels que λ < 0 et 0 < m < 1.  

Pour n = 1, l’approximation, dans une bande de fréquence d’intérêt [0 , ωH], de la fonction 

irrationnelle G1(s) de l’équation (II.9) par une fonction rationnelle est donnée comme suit [42] : 
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1(s)G                                                  (II.10) 

où les pôles pi (i = 1, 2, ..., 2N-1), les résidus ki (i = 1, 2, ..., 2N-1) et le nombre N de 

l’approximation sont donnés par [42] : 
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avec 























m
1

0
1 , ωmax = 1000ωH est la fréquence d’approximation maximale et β > 1 est le 

rapport d’un pôle à son précédent. En prenant la transformée de Laplace inverse de l’équation 

(II.10), la fonction gexp1(t, λ, m) est alors obtenu comme suit : 
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Une fois l’approximation par des fonctions rationnelles de la fonction fondamentale G1(s) est 

obtenue, toutes les approximations par des fonctions rationnelles des fonctions fondamentales 

Gn(s) (n = 2, 3, …) peuvent alors être facilement dérivées comme suit [17] : 
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où les zéros zi (i = 1, 2, ..., 2N-2) et K0 peuvent être facilement calculés à partir des pôles pi et des 

résidus ki (pour i = 1, 2, ..., 2N-1). Par décomposition en éléments simples des fonctions 

rationnelles Gn(s) (n = 2, 3, …), on obtient [17] : 
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où les résidus kij (i = 1, 2, ..., 2N-1 et j = 1, 2, ..., n) sont donnés comme suit : 
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En prenant la transformée de Laplace inverse de l’équation (II.15), la fonction gexpn(t, λ, m) est 

alors donnée par l’expression suivante [17]: 
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On va introduire une seconde fonction hexpn(t, λ, m) (n = 1, 2, …..) qui sera également utilisé 

dans la solution de l’équation différentielle des systèmes linéaires d’ordre fractionnaire de 

l’équation (II.1). La fonction hexpn(t, λ, m) est définie comme la convolution de la fonction 

exponentielle généralisée gexpn(t, λ, m) avec la fonction échelon unité u(t) comme suit [17] :  

  )t(um)λ,(t,gexpm)λ,(t,hexp nn                                              (II.18) 

En utilisant la transformée de Laplace, on aura : 
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de l’équation (II.15), on peut écrire que : 
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où les résidus rijq et rij (j = 1, 2, ..., n et q = 1, 2, …, j) sont donnés comme suit : 
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En prenant la transformée de Laplace inverse de l’équation (II.20), la fonction hexpn(t, λ, m) est 

alors obtenue par : 
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II.2.1. Exemple illustratif 

Pour le but d’illustration prenons deux exemples numériques simulés sur un PC en utilisant 

MATLAB pour les fonctions fondamentales suivantes : 
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II.2.1.1. Cas d’un pôle réel et simple 

Dans ce cas la valeur du pôle est = -3 avec m = 0.38 et à partir des équations (II.13) et (II.23), 

les fonctions gexp1(t, -3, 0.38) et hexp1(t, -3, 0.38) peuvent être calculées en utilisant les 

paramètres d’approximation β = 3, ωh = 100 rad/s et ωmax = 10000000ωh = 109 rad/s comme suit :  

   
 









 






















12N

1i

12N

1i i

i1
0.38

1
1 tipexpik

ps
k

L
3s

1L)(t,-3,0.38gexp  

   
 









 






















1N2

1i
ii

1N2

1i i

1
i0.38

1
1 )tpexp(1k

ps
1

s
1Lk

3ss
1L0.38) (t,-3,hexp  

avec 0.0551 m
1

0 






















et 
 

 
171

βlog
ωτlog

ntegerIN max0 







 . Alors, pour 0 ≤ i ≤ 33, on a : 

  )17(i
i 3*013.18p        ,      

 

   



















].62)0cos[(]3log38.0[cosh
].62)0sin[(

2
3*6k 17i

)17i(

i                    

Figures (II.1) et (II.2) montrent les tracés des fonctions gexp1(t, -3, 0.38) et hexp1(t, -3, 0.38). 
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Figure (II.1) : Tracé de la fonction gexp1(t, -3, 0.38) 

 

 

 
Figure (II.2) : Tracé de la fonction hexp1(t, -3, 0.38) 
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II.2.1.2. Cas d’un pôle réel et multiple 

Dans ce cas la valeur du pôle est λ = -5 de multiplicité m1 = 2 avec m = 0.72 et à partir des 

équations (II.17) et (II.23), les fonctions gexp2(t, -5, 0.72) et hexp2(t, -5, 0.72) peuvent être 

facilement calculées en utilisant les paramètres d’approximation β = 1.25, ωh = 100 rad/s et ωmax = 

107ωh = 109 rad/s comme suit: 
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Figures (II.3) et (II.4)  montrent les tracés des fonctions gexp2(t, -5, 0.72) et de hexp2(t, -5, 0.72). 
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Figure (II.3) : Tracé de la fonction gexp2(t, -5, 0.72) 

 

 

 
Figure (II.4) : Tracé de la fonction hexp2(t, -5, 0.72) 
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II.3. Fonctions fondamentales pour le cas des pôles complexes  

Les fonctions fondamentales considérées ont uniquement une paire de pôles complexes conjugués 

λ et λ*, en sm avec 0  m  1, donnée comme suit : 

2
nn 1j         ,       2

nn
* 1j                        (II.25) 

où n est un nombre réel positif et 0 ≤ ζ < 1. Donc, les fonctions fondamentales appropriées sont 

définies selon les plages des valeurs du paramètre  et de l’ordre de la dérivée fractionnaire m. 

II.3.1. Fonctions fondamentales pour une paire de pôles complexes conjugués avec parties 

réelles nulles [43] 

Dans ce cas ζ = 0, la paire de pôles complexes conjugués λ et λ* sont nj  et n
* j , avec 

||λ||2 = ωn
2. Les deux fonctions fondamentales correspondantes à ces pôles sont données comme : 
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                             (II.26) 

On défini la fonction sinus fractionnaire )mλ,fsin(t,  et la fonction cosinus fractionnaire 

)mλ,fcos(t,  en tant que la transformée de Laplace inverse des fonctions Ff1(s) et Ff2(s), 

respectivement. Alors, on peut écrire que : 
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On note que ces deux fonctions fondamentales sont appelées, respectivement, les fonctions sinus 

fractionnaire et cosinus fractionnaire parce que si m = 1, la transformée de Laplace inverse des 

fonctions Ff1(s) et Ff2(s) de (II.26) sont, respectivement, les fonctions sin(nt) et cos(nt). 

Nous allons aussi introduire deux autres fonctions )mλ,hfsin(t, et )mλ,hfcos(t,  qui seront 

utilisées dans la solution de l’équation différentielle des systèmes linéaires d’ordre fractionnaire de 

l’équation (II.1). Ces deux fonctions sont définies, respectivement, comme la convolution des 

fonctions sinus fractionnaire )mλ,fsin(t, et cosinus fractionnaire )mλ,fcos(t,  avec la fonction 

échelon unitaire u(t) comme suit [43]:  

  )t(um)λ,fsin(t,m)λ,hfsin(t,      ,       )t(um)λ,fcos(t,m)λ,hfcos(t,          (II.28) 

De l’équation (II.27), on peut alors écrire que : 
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Les fonctions Ff1(s) et Ff2(s) de (II.26) sont des fonctions irrationnelles. Pour être utilisés dans les 

solutions de l’équation différentielle des systèmes linéaires d’ordre fractionnaire de l’équation 
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(II.1), ils doivent être approximées par des fonctions rationnelles. L’approximation sera considérée 

selon le choix de l’ordre de la dérivée fractionnaire m. 

II.3.1.1. Cas 1 :  0 < m < 0.5 

Dans ce cas, 0 < 2m < 1, donc l’approximation de la fonction fondamentale Ff1(s) de (II.26) par 

une fonction rationnelle, dans une bande de fréquence intérêt [0, ωH], est donnée par [42] :  
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où les pôles p1i (i = 1, 2, ..., N1), les résidus k1i (i = 1, 2, ..., N1) et le nombre N1 de l’approximation 

sont donnés par : 

)N(i

0
1i

τ

)(p



     et    




















































m)π)2cos[(1
pτ

1log2mcosh

m)π)2sin[(1
2π
p

k

1i0

1i
1i               (II.31) 

 

N1=2N-1 sachant que 
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 , ωmax = 1000ωH est la fréquence d’approximation maximale et ρ > 1 est le 

rapport d’un pôle à son précédent. 

Alors, la fonction sinus fractionnaire )mλ,fsin(t,  est donnée par [43]: 
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L’approximation par une fonction rationnelle de la fonction Ff2(s) de (II.26), dans la bande de 

fréquence d’intérêt [ωL, ωH], est également donnée en [32, 44] : 
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avec le nombre N2 de l’approximation est donné par : N2=N21+N22 

Les pôles p2i et les résidus k2i (i = 1, 2, ..., N2) sont donnés comme suit [32, 44] : 
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où les résidus Aij et Bij (pour 0 ≤ i ≤ N21 et 1 ≤ j ≤ N22) sont donnés par : 
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Pour des valeurs réelles données de y (dB), et , les paramètres d’approximation a, b, p0 , z0, ωc, 

ωmax, N21, N22 , les pôles pi et les résidus ki peux être calculés comme : 

  m
cD00c0HmaxLc

m10
y

m110
y

)(K,zapetbωz,,,10b,10a 

















     (II.38) 

 
 

 
1

log
]log[

IntegerNavec1-2N=N

1
ablog

zlog
IntegerN

H0
22

0max
21






















 


                             (II.39) 

i
0i (ab) p = p , 

 

 

















21N

ji,0j

ji

21N

0j

ji

i
0

D
i

))ab(1(

))ab(a1(

)ab(p
Kk , pour i=0, 1, ..., N21                   (II.40)  

Les pôles jp  et les résidus jk   (pour 1 ≤ j ≤ N22), de l’approximation sont donnés par : 
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Alors, la fonction cosinus fractionnaire )mλ,fcos(t,  est donnée par [43] : 
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A partir des équations (II.28), (II.29), (II.31) et (II.42), les fonctions )mλ,hfsin(t,  et )mλ,hfcos(t,  

sont alors obtenues comme [43]: 
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II.3.1.2. Cas 2: m = 0.5 

Dans ce cas, la fonction fondamentale Ff1(s) de (II.26) est donnée par: 
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et la fonction sinus fractionnaire )λ,0.5fsin(t,  sera [43]: 
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L’approximation par une fonction rationnelle de la fonction Ff2(s) de (II.26), dans la bande de 

fréquence d’intérêt [ωL, ωH], est également donnée par [44] : 
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Des l’équations (II.38), (II.39) et (II.40), les résidus k2i et k20 sont donnés par (0 ≤ i ≤ N2=N21) : 
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et la fonction cosinus fractionnaire )0.5λ,fcos(t,  sera [43] : 
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                        (II.49) 

Donc, les fonctions )0.5λ,hfsin(t,  et )0.5λ,hfcos(t,  sont obtenues, respectivement, à partir de 

(II.28), (II.29), (II.45) et (II.47), comme [43]: 
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        (II.51) 

II.3.1.3. Cas 3: 0.5 < m < 1 

Dans ce cas 1 < 2m < 2, donc l’approximation par une fonction rationnelle de la fonction 

fondamentale Ff1(s) de (II.26), dans une bande de fréquence d’intérêt [0, ωH], est donnée par [42] :  
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où, k1i et p1i (i=0, 1,…, N1) sont les résidus et les pôles qui peuvent être calculés comme suit [42]: 
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Cette méthode d’approximation commence par une erreur d’approximation y en dB et une bande 

de fréquence d’approximation [ωB, ωH]. Les paramètres a, b, z0, p0, α et N1 de l’approximation 

peuvent être déterminés comme suit [42] : 
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Les constantes A1 et B1 sont données par : 
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Alors, la fonction sinus fractionnaire )mλ,fsin(t,  est donnée par [43]: 
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où les constantes C1 et Ф1 sont données par [42] : 
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L’approximation de la fonction fondamentale Ff2(s) de (II.26) par une fonction rationnelle, dans 

une bande de fréquence d’intérêt [ωL, ωH], est donnée par [45] : 
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La fonction rationnelle de l’équation (II.58) est obtenue comme suit [45] : 
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De [32], le différentiateur d’ordre fractionnaire sm est approximé par 
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  ; alors, on peut mettre Ff2(s) de l’équation 

(II.59) sous forme suivante : 
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Dans ce qui suit, on va utiliser une technique de normalisation de pôles des deux zéros à puissance 

fractionnaire, pour normaliser le dénominateur de la fonction Ff2(s). Donc, pour une erreur y1 en 

dB choisie, les pôles de l’approximation de   mc s1  de l’équation (II.60) sont donnés par [32]: 
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Les paramètres a1 et b1 en fonction de y1 et m sont donnés par : 
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Pour une erreur y2 en dB choisie,  les pôles de l’approximation de 
   1m2

0 s1
1




sont aussi 

donnés par [32] : 

  120
i

222i2 N,...,1,0i,pba)m(p  ,   1balog
z

logIntegerN 22
0

max
12 



























 
          (II.63) 

où a2 et b2 sont données par : 
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et p0 est le premier pôle d’approximation défini comme : 1c10 bap  . 

Pour garantir l’égalité des pôles des équations (II.61) et (II.63) des deux approximations quelque 

soit les ordres m ≠ m2 =(2m-1) on doit avoir pi(m2) = pi(m) (i=0,1,2,…, N11 +N12+1), c’est-à-dire : 
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Cela conduit à :                                    
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Donc les erreurs d’approximation y1 et y2 et les ordres m et m2 sont liés par la relation suivante :  
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L’approximation de la fonction Ff2(s) est donnée par [45]: 

 
  

   








 
























































112N11N

0i i2

12N

02i 11N2i

11N

01i 1i

0
2

0

0
D

m2
02

p
s1

z
s1

z
s1

1s2s
s1

KsFf                 (II.68) 

L’arrangement des singularités (pôles-zéros) est établi selon les progressions géométriques 

suivantes : 
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N11 est obtenu en utilisant y1 et ωmax1= ω0, ωmax2=100ωH pour calculer N12. Par décomposition en 

éléments simples de l’équation (II.68), il est possible de représenter la fonction de transfert Ff2(s) 

par une combinaison de fonctions élémentaires simples, comme suit [45]: 
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où, les k2i (i=0, 1, …, N2 = N11+N12+1) sont les résidus des pôles qui sont calculés par : 
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Les constants A2 et B2 sont données par : 
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La fonction )mλ,fcos(t, est alors donnée par l’expression suivante [43] : 
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où les constants C2 et  sont donnés par [42] : 
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Dans ce cas, les deux fonctions )mλ,hfsin(t,  et )mλ,hfcos(t, sont également données à partir des 

équations (II.28), (II.29), (II.56) et (II.75) comme suit [43]: 
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où les constantes C11 = (1/)(1/m)C1 et Ф11 sont données par [42] : 
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  (II.79) 

où les constants C21 = (1/)(1/m)C2 et  sont donnés par [42]:  
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II.3.2. Fonctions fondamentales pour une paire de pôles complexes conjugués avec partie 

réelle négative [43] 

Dans ce cas, 0 < ζ < 1, les pôles sont sous la forme de paires de pôles complexes 
2

nn 1j   et 2
nn

* 1j  . Les deux fonctions fondamentales 
correspondant à ces pôles sont données comme : 
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               (II.81) 

On définit la fonction sinus amorti fractionnaire )mλ,fdsin(t,  et la fonction cosinus amorti 

fractionnaire )mλ,fdcos(t,  en tant que la transformée de Laplace inverse de la fonction Ff3(s) et 

Ff4(s), respectivement, parce que, si m = 1, la transformée de Laplace inverse de la fonction Ff3(s) 

et Ff4(s) de (II.81) sont respectivement, la fonction sinus amorti )tsin()texp( nn  et la fonction 

cosinus amorti )tcos()texp( nn  . Alors, nous avons : 
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Pour 0 < m < 1, les fonctions rationnelles d’approximation des fonctions fondamentales Ff3(s) et 

Ff4(s) de (II.81), dans une bande de fréquence d’intérêt [0, ωH], sont donnés comme suit [46-47] : 
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pour
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arctg , les coefficients β, a3i, ωi et les 

résidus k3i, pour i = 1,2, . . . , N3=2N-1, sont donnés par [46]:  
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avec  > 1 est le rapport d’un pôle à son précédent et ωmax est une fréquence d’approximation qui 

est choisie comme un très grand multiple de ωH afin d’avoir une bonne approximation dans la 

bande de fréquence d’intérêt [0, ωH].  
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les coefficients a4i et les résidus k4i,  pour i = 1,2, . . . , N4 = N3= 2N-1, sont [47] : 
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Donc, les fonctions )mλ,fdsin(t, et )mλ,fdcos(t,  serons [43]: 

    














 
















































3
2

ii

N

1i
i3i

N

1i
2
ii

2

2
i3

i3
1

2mm2

2
1

m
1mt1sintexpk

s2s
1sa

kL
]s2s[

Lm)λ,fdsin(t,

3

3

             (II.91) 

    














 












































3
2

ii

N

1i
i4i

N

1i
2
ii

2
i4

i4
1

2mm2

m
1

m
1mt1costexpk

s2s
sakL

]s2s[

s
Lm)λ,fdcos(t,

3

4

           (II.92) 

Les fonctions )mλ,hfdsin(t,  et )mλ,hfdcos(t,  qui seront utilisés dans la solution de l’équation 

différentielle des systèmes linéaires d’ordre fractionnaire de l’équation (II.1) sont définies, 

respectivement, comme la convolution de la fonction sinus amortie fractionnaire )mλ,fdsin(t,  et la 

fonction cosinus amortie fractionnaire )mλ,fdcos(t,  avec la fonction de l’échelon unitaire u(t). Par 

conséquent, ils sont donnés par les expressions suivantes [43] : 

  )t(um)λ,fdsin(t,m)λ,hfdsin(t,      et       )t(um)λ,fdcos(t,m)λ,hfdcos(t,      (II.93) 

De (II.91) et (II.92), on peut alors écrire que [43]: 
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avec 2
3 11C  . 
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avec 1C4 . 

II.3.3. Exemples illustratifs 

Pour le but d’illustration considérons le calcul numérique des fonctions fondamentales des 

équations (II.27), (II.29), (II.82), (II.94) et (II.95) données comme suit: 
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Les exemples seront considérés selon le type des pôles complexes et de la plage de la dérivée 

fractionnaire m. Dans ce qui suit les pôles considérées sont données par : 

λ01 = (5j)  et  λ02 = (-5j)     ,     λ3 = (-1+2j)  et  λ4 = (-1-2j). 

II.3.3.1. Cas 1 : m = 0.23 (0 < m < 0.5) 

A partir des équations (II.33), (II.42), (II.43), (II.44), (II.91), (II.92), (II.94) et (II.95), les fonctions 

fondamentales ,0.23)λfsin(t, 01 , ,0.23)λhfsin(t, 01 , ,0.23)λfcos(t, 01 , ,0.23)λhfcos(t, 01 , 

,0.23)λfdsin(t, 3 , ,0.23)λhfdsin(t, 3 , ,0.23)λfdcos(t, 3  et ,0.23)λhfdcos(t, 3   peuvent être 

facilement obtenues comme suit : 

❖ ,0.23)λfsin(t, 01 et ,0.23)λhfsin(t, 01     
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avec 501  , N1 = 15, pour 1 ≤ i ≤ 29, les pôles 1ip et leurs résidus correspondants 1ik sont 

donnés comme : 
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avec 501  , N21 =37 et N22 = 29, les pôles 2ip  et leurs correspondants résidus 2ik sont donnés 

comme suit: 
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  )1(i--11

2i (3.67)*10*2.23 p      ,     

 

      

       

 

 





















































































29

1

)15(

38

ji,1j

jii11-)15(3

38

1j

ji)15(i

12-

i2

])54.0cos[()])3log((46.0cosh[
])54.0sin[(

))67.3(1(])67.3(10*2.23)3(10*1.09[

))67.3(35.11()3((3.67)

2
10*2.93k









 

• pour N21+2 = 39 ≤ i ≤ N21+ N22 +1 = 67 
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❖ ,0.23)λfdsin(t, 3  et ,0.23)λhfdsin(t, 3  

 

    3
2

ii

N

1i
i3i

N

1i
2
ii

2

2
i3

i3
1

23.046.0
1

3

)35.3(t1sintexpk

s2s
1sa

kL
]5s)47.4(s[

5L,0.23)λfdsin(t,

3

3









































 

    















































3
2

ii

N

1i
i33

N

1i
2
ii

2
i3

2

i3
1

23.046.0
1

3

t1sintexpkC1

s
1

s2s
sa1

kL
]5s)47.4(s[s

5L,0.23)λhfdsin(t,

3

3

 

 

❖ ,0.23)λfdcos(t, 3 et ,0.23)λhfdcos(t, 3  
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avec 24.23  , = 0.97, = 0.48, C3 = 4.11, C4 = 0.45,  = = 0.25, N3 = N4 = 821 et les 

paramètres i , 3ia , 4ia et 4i3i kk   sont donnés, pour 1 ≤ i ≤ 821, comme : 
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Figures (II.5) et (II.6) montrent les tracés des fonctions ,0.23)λfcos(t, 01 , ,0.23)λfsin(t, 01 , 

,0.23)λfdcos(t, 3 , ,0.23)λfdsin(t, 3 , ,0.23)λhfcos(t, 01 , ,0.23)λhfsin(t, 01 , ,0.23)λhfdcos(t, 3  et 

,0.23)λhfdsin(t, 3 . 
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        Figure (II.5) : Tracé des fonctions ,0.23)λfcos(t, 01 , ,0.23)λfsin(t, 01 ,  

  ,0.23)λfdcos(t, 3 et ,0.23)λfdsin(t, 3 . 

 
Figure (II.6) : Tracés des fonctions ,0.23)λhfcos(t, 01 , ,0.23)λhfsin(t, 01 ,  

         ,0.23)λhfdcos(t, 3  et ,0.23)λhfdsin(t, 3 . 
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II.3.3.2. Cas 2 : m = 0.5 

A partir des équations (II.46), (II.49), (II.50), (II.51), (II.91), (II.92), (II.94) et (II.95), les fonctions 

fondamentales ,0.5)λfsin(t, 01 , ,0.5)λhfsin(t, 01 , ,0.5)λfcos(t, 01 , ,0.5)λhfcos(t, 01  , ,0.5)λfdsin(t, 3 , 

,0.5)λhfdsin(t, 3 , ,0.5)λfdcos(t, 3 et ,0.5)λhfdcos(t, 3 sont données comme suit : 
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avec 501  , N2=41, 20.24k 20   et pour 1 < i < 41, les pôles 2ip  et leurs résidus 
correspondants 2ik sont donnés par :  
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avec 24.23  , = 0.91, = 0.66, C3 = 2.41, C4 = 0.45,  = = 0.43, N3 = N4 = 725 et pour 1 

≤ i ≤ 725, les paramètres i , 3ia , 4ia et 4i3i kk  sont donnés comme : 

    )i363(i 10.1*2.0
1


 ,     )i363(

i3 10.108.0a 
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1k )i363()i363(2i3  

Figure (II.7) et (II.8) montrent les tracés des fonctions ,0.5)λfcos(t, 01 , ,0.5)λfsin(t, 01 , 
,0.5)λfdcos(t, 3 , ,0.5)λfdsin(t, 3 , ,0.5)λhfcos(t, 01 , ,0.5)λhfsin(t, 01 , ,0.5)λhfdcos(t, 3  et 
,0.5)λhfdsin(t, 3 . 

 
Figure (II.7) : Tracés des fonctions ,0.5)λfcos(t, 01 , ,0.5)λfsin(t, 01 , 

,0.5)λfdcos(t, 3 et ,0.5)λfdsin(t, 3  
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Figure (II.8) : Tracés des fonctions ,0.5)λhfcos(t, 01 , ,0.5)λhfsin(t, 01 , 

    ,0.5)λhfdcos(t, 3  et ,0.5)λhfdsin(t, 3  

 

 

II.3.3.3. Cas 3 : m = 0.92 (0.5 < m < 1) 

Pour m = 0.92, à partir des équations (II.56), (II.58), (II.77), (II.79), (II.91), (II.92), (II.94) et 

(II.95), les fonctions fondamentales ,0.92)λfsin(t, 01 , ,0.92)λhfsin(t, 01 , ,0.92)λfcos(t, 01 , 

,0.92)λhfcos(t, 01 ,  ,0.92)λfdsin(t, 3  , ,0.92)λhfdsin(t, 3 ,  ,0.92)λfdcos(t, 3  et ,0.92)λhfdcos(t, 3  

peuvent être facilement obtenues  par les expressions suivantes: 
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avec 501  , 6C1  , 0.14 , 14.01  , 04.1C11  , 57.111  , 10=N1  et pour 1 ≤ i ≤ 10, 

les pôles 1ip  et les résidus k1i sont donnés comme : 
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avec 501  , -6
D 10*05.1K  , 5.6C2  , 16.02   , 0.14 , -0.23C21  , 015.021  , 

10=N2  et, pour 1 ≤ i ≤ 10, les pôles 2ip  et les résidus k2i sont donnés comme : 

  )1i(-6
i2 16.6*10*69.4p 
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avec 24.23  , 3.0 , 0.19 , 05.1C3  , 45.0C4  , 27.143  , 417=NN 43   et, 

pour 1 ≤ i ≤ 417, les paramètres i , 3ia , 4ia et 4i3i kk  sont donnés comme :  

  )209i(
i 10.1*)40.2( 
     ,    )i209(

i3 )10.1(*)05.0(a      ,      )i209(
i4 .101*)42.0(a 
  

 

 
 



















]08.0cos[)])10.1log((92.0cosh[
08.0sin10.1*)93.80(kk )i209(

)i209(2
i4i3  

Figure (II.9) et (II.10) montrent les tracés des fonctions ,0.92)λfcos(t, 01 , ,0.92)λfsin(t, 01 , 

,0.92)λfdcos(t, 3 , ,0.92)λfdsin(t, 3 , ,0.92)λhfcos(t, 01 , ,0.92)λhfsin(t, 01 , ,0.92)λhfdcos(t, 3  et 

,0.92)λhfdsin(t, 3 . 
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Figure (II.9) :  Tracés des fonctions ,0.92)λfcos(t, 01 , ,0.92)λfsin(t, 01 ,  

        ,0.92)λfdcos(t, 3 et ,0.92)λfdsin(t, 3 . 
 
 

 
Figure (II.10) : Tracés des fonctions ,0.92)λhfcos(t, 01 , ,0.92)λhfsin(t, 01 , 

             ,0.92)λhfdcos(t, 3  et ,0.92)λhfdsin(t, 3 . 
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II.4. Conclusion 

Dans ce chapitre, on a introduit des fonctions fondamentales fractionnaires qui sont des fonctions 

irrationnelles et qui seront utilisées dans la résolution de l’équation d’état d’ordre fractionnaire. 

Puis on a présenté des méthodes d’approximation par des fonctions rationnelles de ces fonctions 

irrationnelles obtenues à partir d’une fonction de transfert d’un système linéaire fractionnaire 

d’ordre commensurable pour différents pôles réels ou complexes et l’ordre commensurable.    

Ensuite, les réponses impulsionnelles et indicielles de ce type de fonctions fondamentales 

fractionnaires ont été obtenues à partir de fonctions rationnelles les approximant. Finalement, des 

exemples illustratifs ont été présentés pour montrer l’exactitude et l’utilité des fonctions 

fondamentales et des méthodes d’approximation. 
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Chapitre III 

Résolution de l’équation d’état linéaire fractionnaire  

d’ordre commensurable avec valeurs propres réelles  
 

III.1  Introduction 

Les systèmes linéaires d’ordre fractionnaire sont représentés par des équations différentielles 

linéaires d’ordre fractionnaires. La résolution de ces équations différentielles linéaires d’ordre 

fractionnaire a fait l’objet de nombreux travaux [15, 24, 42, 46, 48-49, 50-53]. En dépit de la 

recherche de leur solutions était beaucoup impliqué au cours des dernières décennies, les 

solutions exactes ne peuvent être trouvées. Ainsi, l’approximation et les techniques numériques 

ont été utilisées intensivement. En plus, certaines tentatives ont été faites pour créer un cadre 

formel pour leur étude, mais sans la généralité, la cohérence et l’utilité recherchées des résultats 

finaux.  

Une représentation utile des systèmes linéaires d’ordre fractionnaire est la représentation par 

l’équation d’état linéaire d’ordre fractionnaire [10]. Pour les systèmes linéaires fractionnaires 

d’ordre commensurable, la représentation d’état est définie comme suit [10] : 

    )t(eBtxAtxDm                                                   (III.1) 

où x(t) est le vecteur d’état d’ordre N,  txDm est la dérivée d’ordre fractionnaire m de Caputo 

tel que 0 < m < 1, e(t) est la variable d’entrée, la matrice A de dimension (NxN) est la matrice 

d’état et la matrice B de dimension (Nx1) est la matrice d’entrée 

Dans ce chapitre, nous présentons la solution analytique de l’équation d’état linéaire  

fractionnaire d’ordre commensurable de l’équation (III.1) pour le cas où les valeurs propres de la 

matrice  d’état A sont tous réelles simples et/ou multiples. La solution des cas homogène et non 

homogène est obtenue en utilisant une technique basée sur le théorème de Cayley-Hamilton. Les 

idées de base et les formulations mathématiques de la technique de résolution sont présentées où 

la solution générale est exprimée par la combinaison linéaire des fonctions fondamentales 

présentées dans le chapitre II. Les résultats présentés sont illustrés par quelques exemples pour 

démontrer l’efficacité de la technique de résolution présentée.  

III.2  Solution de l’équation d’état linéaire fractionnaire d’ordre commensurable 

III.2.1  Théorème de Cayley-Hamilton [54] 

Soit A une matrice de dimension (NxN) dont le polynôme caractéristique est donné comme suit: 
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  01
1N

1N
N aaaAI  

                                     (III. 2) 

Théorème : 

Chaque matrice satisfait sa propre équation caractéristique, c’est à dire que: 

  ]0[IaAaAaAA 01
1N

1N
N  

                                         (III. 3) 

III.2.2  Calcul de fonctions de matrices carrées [54]  

Soit P() une fonction et soit A une matrice de dimension (NxN) dont les valeurs propres i (i=1, 

2, …, N) sont des nombres réelles distinctes ou multiples. La représentation en série de 

puissance de P() est donnée par l’expression : 

  





0k

k
kP                                                          (III. 4) 

Si on divise la fonction P() par le polynôme caractéristiques () on aura : 

     







 





RP
0k

k
k                                            (III. 5) 

Comme le degré de () est N, la fonction reste R() a un degré ≤ (N-1), alors on aura: 

  1N
1N

2
210R 

                                      (III. 6) 

Pour λ = λi (i=1, 2, …, N), on a Δ(λi) = 0. Donc, à partir des équations (III. 5) et (III. 6), on aura : 

  1N
i1N

2
i2i10ii R)(P 

                              (III. 7) 

Du théorème de Cayley-Hamilton on a Δ(A) = 0, alors la fonction matricielle P(A) sera donnée à 

partir de l’équation (III.7) comme suit : 

  1N
1N

2
210 AAAIAR)A(P 

                             (III.8) 

Alors, pour calculer P(A) il faut avoir les coefficients αj(s) (j=0, 1, …, (N-1)).  

Si les N valeurs propres i (i=1, 2,…, N) de la matrice A sont distincts, les N coefficients αj(s) 

(j=0, 1, …, (N-1)) peuvent être calculés en utilisant les N équations suivants: 

    1N
i1N

2
i2i10ii RP 

     ,   (pour i = 1, 2, ..., N)               (III. 9) 

Quand une valeur propre i  est multiple, les équations R(λi) seront répétées, ainsi elles ne 

forment pas un ensemble de N équations linéairement indépendantes. Donc, pour une valeur 

propre i  avec une multiplicité algébrique mi, les premiers (mi-1) dérivés de P()R()de 

l’équation (III. 7) au point i données comme suit : 

       
λiλ1)i(m

1)i(m

λiλ1)i(m
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            (III. 10) 
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peuvent être utilisées pour former un ensemble de mi équations linéairement indépendantes.  

Donc, un ensemble complet de N équations est toujours disponible pour trouver les N 

coefficients αj(s) (j=0, 1,…, (N-1)) qui seront utilisés pour le calcul de la fonction P(A)=R(A). 

III.2.3 Solution 

Les systèmes linéaires fractionnaires d’ordre commensurable sont représentés par l’équation 

d’état suivante [10] : 

    )t(BetxAtxDm                                                (III. 11) 

où x(t) est le vecteur d’état d’ordre N,  txDm
est la dérivée d’ordre fractionnaire m de Caputo 

tel que 0 < m < 1, x(t), e(t) est la variable d’entrée, la matrice A de dimension (NxN) est la 

matrice d’état dont les valeurs propres λi (i=1, 2, …, N) sont réels distincts et/ou multiple et la 

matrice B de dimension (Nx1) est la matrice d’entrée. En prenant la transformée de Laplace de 

l’équation (III. 11), on obtient : 

         )s(BEAIs0xsAIssX
1m)1m(1m 

                                (III. 12) 

où x(0) est l’état initial. L’expression du vecteur d’état x(t) est déterminée en prenant la 

transformée de Laplace inverse de l’équation (III. 12) comme suit: 

             )t(Be*AIsL0xAIssLsXLtx
1m11m)1m(11              (III. 13) 

On peut facilement voir que trouver la fonction de matrice (smI-A)-1 de dimension (NxN) mène à 

la solution de l’équation d’état d’ordre fractionnaire de l’équation (III. 11).  

Dans ce cas, les valeurs propres i (i=1, 2, …, N) de la matrice d’état A sont considérés comme 

réelles distinctes et/ou multiples. De la section III.2.2, la fonction   1m AIs)A(P


 de la matrice 

carrée A est donnée comme suit: 
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p
p

1N
1N10

1m AsAsAsIsAIs)A(P                   (III. 14) 

Les N coefficients αj(s) (j=0, 1… N-1) peuvent être facilement calculés selon les valeurs propres 

de la matrice A. 

III.2.3.1 Cas des valeurs propres réelles et distinctes 

Si les valeurs propres i (i=1,2,…, N) de la matrice A sont tous réelles et distinctes, les fonctions 

αj(s) (j=0,1,…, (N-1)) peuvent être calculées en utilisant l’équation (III.7) comme suit :  

   
iii

)1N(

0j

j
j

1m ss)(P 






















  ,  pour i = 1, 2, ..., N                (III. 15) 

L’équation ci-dessus peut être réécrite sous forme matricielle suivante : 
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                  (III. 16) 

La matrice V1 est non singulière, par conséquent les N coefficients αj(s) (j=0, 1, …, (N-1)) sont 

obtenus à partir de l’équation (III. 16) comme suit : 
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               (III. 17) 
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                                              (III. 18) 

La fonction matricielle P(A) = (smI-A)-1 de dimension (NxN) de l’équation (III.14) est alors 

obtenue comme suit : 
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1m AsAsAIs                             (III. 19) 

Alors, la solution x(t) de l’équation d’état d’ordre fractionnaire de l’équation (III.13) est donnée 

par l’expression suivante: 
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La fonction   1
i

m1 sL
   est la fonction exponentielle généralisée m),λ(t,gexp i1 de l’équation 

(II.13). La fonction   1
i

m)1m( ss
   peut s’écrire sous la forme suivante : 
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          (III. 22) 

Alors, la fonction   1
i

m)1m(1 ssL
   est obtenue comme suit : 
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La fonction 
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écrire que : 
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Donc, de l’équation (III. 21), la solution x(t) est donnée par l’expression suivante : 
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Soit, pour i = 1, ..., N, 
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i)1p(i AW une matrice constante de dimension (NxN) dont les 

éléments wijq (1 ≤ j, q ≤ N) sont obtenus à partir des coefficients constants (p+1)i (1 ≤ (p+1) ≤ N) 

et des éléments des matrices Ap de dimension (NxN) (p = 0, 1, …, (N-1)). Donc, on aura : 
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Les composantes xi(t) (i = 1, …, N) du vecteur x(t) sont alors données par: 
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 (III. 28) 

III.2.3.2 Cas des valeurs propres réelles et multiples 

Si les valeurs propres i (i=1, 2,…, r) de la matrice A sont réelles et multiples chacune avec une 

multiplicité mi, respectivement, les coefficients αj(s) (j=0, 1, …, (N-1)) peuvent être calculés en 

utilisant les N équations obtenues à partir de l’équation (III. 15) comme suit : 
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pour i = 1, 2, ..., r et k = 0, 1, …, (mi-1) tel que 
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imN . Donc, on obtient : 
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 L’équation ci-dessus peut être réécrite sous la forme matricielle par l’expression suivante : 
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où la matrice V2 est donnée comme suit : 
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La matrice V2 est non singulière, par conséquent les N coefficients αj(s) (j=0, 1, …, (N-1)) sont 

obtenus à partir de l’équation (III. 31) comme suit : 
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Alors, la fonction matricielle P(A) = (smI-A)-1 de dimension (NxN) de l’équation (III.14) est 

obtenue comme suit : 
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Alors, dans ce cas aussi, la solution x(t) de l’équation d’état d’ordre fractionnaire de l’équation 

(III. 13) est donnée par l’expression suivante: 
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La fonction   k
i

m1 sL
   est la fonction exponentielle généralisée m),λ(t,gexp ik  de 

l’équation (II.17). La fonction   k
i

m)1m( ss
   peut aussi s’écrire sous la forme suivante : 
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Alors, la fonction   k
i

m)1m(1 ssL
   est obtenue comme suit : 

     

    






















































































k
i

m
i1

)1k(
i

m

1

k
i

m
i

)1k(
i

m

1
k

i
m

)1m(
1

ss
L

ss

1L

ssss

1L
s

sL

                            (III. 39) 

La fonction 
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peut écrire que : 
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où u(t) m),λ(t,hexp i0  = l’échelon unité. Donc, de l’équation (III.37), la solution x(t) est 

donnée par l’expression suivante : 
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Soit, pour k = [1,...,m1,(m1+1), ..., (m1+m2), ..., (m1+m2+...+mr) = N], 
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pkk AW  une 

matrice constante de dimension (NxN) dont les éléments wkjq (1 ≤ i, q ≤ N) sont obtenus à partir 

des coefficients constants  pk  (1 ≤ p ≤ N) et des éléments des matrices Ap de dimension (NxN) 

(p = 0, 1, …, (N-1)). Donc, l’équation (III.42) sera : 
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Les composantes xi(t) (i = 1, …, N) du vecteur x(t) de l’équation (III.43) sont alors données par : 
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    (III.44) 

III.3. Exemples illustratifs 

Dans cette section, nous allons présenter deux exemples simulés sur un PC en utilisant 

MATLAB pour démontrer l’efficacité et l’utilité de l’approche proposée pour la solution de 

l’équation d’état linéaire fractionnaire d’ordre commensurable. 

III.3.1. Exemple 1 : Cas des valeurs propres réelles et distinctes 

On considère l’équation d’état linéaire fractionnaire d’ordre commensurable suivante : 
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est le vecteur d’état, e(t) est l’entrée. Les valeurs propres de la matrice A sont  

λ1 = -1, λ2 = - 4 et λ3 = -7 et l’état initial est
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. Les composantes x1(t), x2(t) 

et x3(t) de la solution x(t) de ce système sont obtenues de l’équation (III. 28) comme suit : 
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Pour e(t) = u(t) = l’échelon unité, de l’équation (II.18) on a   m)λ,(t,hexp)t(um)λ,(t,gexp 11  ; 

alors, les équations ci-dessus seront : 
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Réarrangeant les équations ci-dessus et en utilisant les valeurs numériques des différents 

paramètres on obtient : 

)(t,-7,0.83hexp*1114.0)(t,-4,0.83hexp*4445.0)(t,-1,0.83hexp*5557.21)t(x 1111   
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)(t,-7,0.83hexp*6018.27)(t,-4,0.83hexp*5561.67)(t,-1,0.83hexp*9596.120104.0)t(x 1113   

A partir de l’équation (II.23), les fonctions hexp1(t, -1, 0.83), hexp1(t, -4, 0.83) et hexp1(t, -7, 

0.83) peuvent être obtenues en utilisant les paramètres d’approximation β = 2.0, ωh = 100 rad/s et 

ωmax = 1000ωh = 105 rad/s comme suit : 
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où, pour 0 ≤ i ≤ 33, les pôles p1i et les résidus k1i de l’approximation sont donnés par: 
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où, pour 0 ≤ i ≤ 29, les pôles p2i et les résidus k2i de l’approximation sont donnés par: 
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où, pour 0 ≤ i ≤ 27, les pôles p3i et les résidus k3i de l’approximation sont donnés par: 
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Figure (III.1) montre les tracés des fonctions hexp1(t, -1, 0.83), 5*hexp1(t, -4, 0.83) et 5*hexp1(t, 

-7, 0.83). Figure (III. 2) montre aussi les tracés des composantes x1(t), x2(t) et x1(t) de la solution 

x(t) du système linéaire fractionnaire d’ordre commensurable. 

 

 
Figure (III.1) : Tracés des fonctions hexp1(t, -1, 0.83), 5*hexp1(t, -4, 0.83) 
 et 5*hexp1(t, -7, 0.83) 
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Figure (III.2) : Tracés des composantes x1(t), x2(t) et x1(t) de la solution x(t) 

 

III.3.2. Exemple 2 : Cas des valeurs propres réelles et multiples 

Comme seconde exemple, on considère un système linéaire fractionnaire d’ordre commensurable 

représenté par l’équation d’état suivante : 
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est le vecteur d’état, e(t) est l’entrée. Les valeurs propres de la matrice A sont  

λ1 = λ2 = -1 et λ3 = -5 et l’état initial est
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. Les composantes x1(t), x2(t) et  

x3(t) de la solution x(t) de ce système sont obtenues de l’équation (III. 44) comme suit : 
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 Pour e(t) = u(t) = l’échelon unité, de l’équation (II.18) on a   m)λ,(t,hexp)t(um)λ,(t,gexp 11   
et   m)λ,(t,hexp)t(um)λ,(t,gexp 22  ; alors, les équations ci-dessus seront : 
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Réarrangeant les équations ci-dessus et en utilisant les valeurs numériques des différents 

paramètres on obtient : 

)(t,-5,0.36hexp*0.1875)(t,-1,0.36hexp*2.75)(t,-1,0.36hexp*0625.22)t(x 1211   

)(t,-5,0.36hexp*0.3125)(t,-1,0.36hexp*2.75)(t,-1,0.36hexp*9375.01)t(x 1212   

)(t,-5,0.36hexp*6875.4)(t,-1,0.36hexp*2.75)(t,-1,0.36hexp*6875.3)t(x 1213   

A partir de l’équation (II.23), les fonctions hexp1(t, -1, 0.36), hexp2(t, -1, 0.36) et hexp1(t, -5, 

0.36) peuvent être obtenues en utilisant les paramètres d’approximation β = 3.0, ωh = 100 rad/s et 

ωmax = 106ωh = 108 rad/s comme suit : 

Pour λ1 = -1 et m1 = 2: 
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où, pour 0 ≤ i ≤ 33, les pôles p1i et les résidus k1i de l’approximation sont donnés  par: 
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Pour λ3 = -5 et m2 = 1  
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où, pour 0 ≤ i ≤ 25, les pôles p2i et les résidus k2i de l’approximation sont donnés  par: 

   13i
i 341.87p2 
    ,    

   




























].64)0cos[()3(log36.0cosh
].64)0sin[(
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)3(48.17k2 i)-(13

13)(i
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Figure (III.3) montre les tracés des fonctions hexp1(t, -1, 0.36), hexp2(t, -1, 0.36) et 5*hexp1(t, -5, 

0.36). Figure (III. 4) montre aussi les tracés des composantes x1(t), x2(t) et x1(t) de la solution 

x(t) du système linéaire fractionnaire d’ordre commensurable. 

 

 
Figure (III.3) : Tracés des fonctions hexp1(t, -1, 0.36), hexp2(t, -1, 0.36) et 5hexp1(t, -5, 0.36) 
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Figure (III.4) : Tracés des composantes x1(t), x2(t) et x1(t) de la solution x(t) 

 

III.4. Conclusion 

Dans ce chapitre, on a développé une méthode pour résoudre l’équation d’état du système 

linéaire fractionnaire d’ordre commensurable comme il est fait avec les systèmes réguliers pour 

le cas où les valeurs propres de la matrice d’état sont tous réelles simples et/ou multiples. La 

méthode de la solution est basée sur les fonctions de matrices carrées et le théorème de Cayley-

Hamilton. Les solutions des cas homogènes et non-homogènes ont été dérivés, en utilisant la 

définition de dérivée du Caputo, en termes de fonctions fondamentales introduites, appelées 

fonctions exponentielles généralisées. La solution générale est exprimée sous forme d’une 

combinaison linéaire de ces fonctions fondamentales qui jouent le même rôle des fonctions 

exponentielles classiques. Des exemples illustratifs ont été présentés pour montrer l’efficacité et 

l’utilité de la technique de résolution proposée. 
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Chapitre IV : Solution de l’équation d’état d’un système linéaire fractionnaire 
d’ordre commensurable avec valeurs propres complexes en 
utilisant les fonctions exponentielles et trigonométriques 
régulières 

 
 

IV.1. Introduction 

Dans le chapitre précédent, on a obtenu la solution générale de l’équation d’état d’un système 

linéaire fractionnaire d’ordre commensurable donné comme suit : 

    )t(BetxAtxDm     ,   0 < m < 1                                     (IV.1)  

où x(t) est le vecteur d’état de dimension N,  txDm
est la dérivée de Caputo d’ordre 

fractionnaire m, e(t) est la variable d’entrée, A est la matrice d’état de dimension (NxN) et B est 

la matrice d’entrée de dimension (Nx1). Pour les valeurs propres réelles simples et multiples de 

la matrice d’état A, les solutions homogènes et non homogènes obtenues sont sous la forme 

d’une combinaison linéaire de fonctions fondamentales appropriées. Dans ce chapitre, on va 

aussi considérer  la résolution de l’équation d’état fractionnaire de l’équation (IV.1) pour des 

valeurs propres complexes de la matrice d’état A. Dans ce cas aussi, les expressions explicites 

des solutions homogènes et non homogènes vont être établies en termes de fonctions 

fondamentales appropriées correspondant aux différents types de valeurs propres complexes de 

la matrice d’état A et de la plage du paramètre m en utilisant la technique de la décomposition 

modale [55]. Vu que ces fonctions fondamentales appropriées sont des fonctions irrationnelles, 

alors elles doivent être approximées par des fonctions rationnelles pour que la solution générale 

soit sous la forme des fonctions exponentielle, sinus, cosinus, sinus amorti et cosinus amorti 

régulières. Des exemples illustratifs seront présentés pour démontrer la validité, l’applicabilité et 

l’efficacité de l’outil analytique proposé pour la solution de l’équation d’état du système linéaire 

fractionnaire d’ordre commensurable. 

 

IV.2. Solution de l’équation d’état du système linéaire d’ordre fractionnaire 

IV.2.1. Décomposition modale  

Considérons l’équation d’état du système linéaire régulier suivant [55]:  

    )t(BetxAtxD                                                         (IV.2) 

où x(t) est le vecteur d’état de dimension N, Dx(t) est la dérivée d’ordre 1, e(t) est l’entrée, A est 

la matrice d’état de dimension (NxN) et B est la matrice d’entrée de dimension (Nx1). 
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Il est bien connu que les modes d’un système donnent une description utile de son 

comportement. Ces modes sont déterminées à partir de ses valeurs propres λi (i=1, 2, …, N) qui 

sont les racines de l’équation caractéristique () = det (I - A) = 0. Pour simplicité de la 

décomposition modale, on suppose que toutes les valeurs propres sont distinctes [55]. 

Considérons maintenant l’équation d’état homogène du système linéaire de l’équation (IV.2) : 

   txAtxD  ,       x(0) = x0                                                   (IV.3) 

Prenant la transformée de Laplace de l’équation (IV.3), on obtient l’équation suivante : 

    0
1 xAsIsX 

                                                           (IV.4) 

Faisant la décomposition en éléments simples de l’équation (IV.4), on peut écrire : 

    0

N

1i i

i
0

1 x
s

RxAsIsX 





                                           (IV.5) 

où les résidus matrices Ri (i=1, 2, …, N) sont donnés par : 

Ri = pi qi                                                           (IV.6) 

avec les vecteurs pi et qi (i=1, 2, …, N) sont, respectivement, les vecteurs propres à droite 

(vecteurs colonnes) et les vecteurs propres à gauche (vecteurs lignes) de la matrice d’état A 

associés aux valeurs propres λi (i=1, 2, …, N). Ils sont obtenus comme suit :  

A pi = λi pi,   et    qi A= λi qi , avec  le produit scalaire qi pi = 1                    (IV.7) 

Alors, on a la décomposition suivante: 
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p
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xq
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                                           (IV.8) 

où le produit scalaire qi x0 = αi. En prenant la transformée de Laplace inverse de l’équation 

(IV.8), la réponse temporelle de l’équation d’état homogène du système linéaire de l’équation 

(IV.3) est donnée par : 

  i

N

1i

t
i petx i




                                                      (IV.9) 

où tie (i=1, 2, …, N) sont les modes du système. 

IV.2.2. Solution 

Considérons l’équation d’état du système linéaire d’ordre fractionnaire de l’équation (IV.1) : 

    )t(BetxAtxDm                                                  (IV.10) 

Dans ce travail, toutes les valeurs propres de la matrice d’état A ne sont que des nombres 

complexes avec une partie réelle nulle et/ou avec une partie réelle négative, d’où N est un 

nombre pair. Prenant la transformée de Laplace de l’équation (IV.10), on obtient [10]: 
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      )s(EBAIsxAIsssX
1m

0
1m)1m(                                    (IV.11) 

où )0(xx 0   est l’état initial. Ainsi, l’expression du vecteur d’état x(t) est déterminée en prenant 

la transformée de Laplace inverse de l’équation (IV.11) comme suit : 

           )t(Be*AIsLxAIssLsXLtx 1m1
0

1m)1m(11                   (IV.12) 

Soient k0k0 jb  )0b( k0   et *
k0)1k(0   , pour  1-N ,… impair,k  3, 1,=k 1  et N1 un nombre 

pair, les valeurs propres complexes de la matrice A avec une partie réelle nulle et soient 

kkk jba  )0bet0a( kk  et *
k)1k(   , pour    1-N ,… impair,k  3),(N ,1+N =k 11  , les 

valeurs propres complexes de la matrice A avec une partie réelle négatif.  

Pour    0
1m)1m(

1 xAIss)s(X
  , on peut donc écrire, à partir de l’équation (IV.5), que [43]: 
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             (IV.13) 

De l’équation (IV.6), on a kkk qpR  et de l’équation (IV.8) on a 0kk xq . Alors, on  aura : 
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             (IV.14) 

Donc, le ième élément X1i(s), Ni1  , du vecteur X1(s) de l’équation (IV.14) est donnée par : 
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L’équation (IV.15) peut être réécrite comme suit: 
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                  (IV.16) 

où les coefficients Aki, B1ki et B2ki sont donnés par les expressions suivantes [43]: 

]pRe[2A kikik    ,  ]pRe[21B kikk0ik     et  ]pRe[22B kikkik            (IV.17) 

En réarrangeant l’équation (IV.16), on aura:  
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                   (IV.18) 
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                     (IV.19) 

où les coefficients Fki, Cki, et Dki sont donnés comme suit : 
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 , l’équation (IV.19) sera alors : 
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  (IV.21) 

De la section (II.3), les transformées de Laplace inverse des quatre fonctions 
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1  sont données, 

respectivement, par les quatre expressions m),λhfcos(t, 0k , m),λhfsin(t, 0k , m),λhfdcos(t, k et 

m),λsin(t,dhf k . Donc,  tx i1 , pour Ni1  , la transformée de Laplace inverse de  sX i1 est 

donné par [43]: 
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               (IV.22) 

Maintenant, soit      )s(BEAIssX
1m

2


 . De l’équation (IV.5), on peut écrire que [43]: 
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de l’équation (IV.6), on a kkk qpR  et de l’équation (IV.8) on a Bqkk  . Alors, on  aura : 
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               (IV.24) 

Donc, pour Ni1  , le ième élément X2i(s) du vecteur X2(s) est donnée par : 
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    (IV.25) 

L’équation (IV.25) peut être réécrite comme suit: 
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           (IV.26) 

où les coefficients ikA , ik1B  et ik2B  sont donnés par les expression suivantes [43]: 

]pRe[2A kikik   , ]pRe[21B kikk0ik    et ]pRe[22B kikkik              (IV.27) 

Réarranger l’équation (IV.26) on aura: 
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où le coefficient ikD est donné comme suit : 

kkikikik A2BD                                                 (IV.29) 

De la section (II.3), les transformées de Laplace inverse des quatre fonctions 
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données par les quatre expressions m),λfcos(t, 0k , m),λfsin(t, 0k , m),λfdcos(t, k et 

m),λsin(t,df k . Donc,  tx i2 , pour Ni1  , la transformée de Laplace inverse de  sX i2 est 

donné par [43]: 
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De l’équation (IV.12) on a x(t) = x1(t) + x2(t) ; alors des équations (IV.22) et (IV.30) l’élément 

xi(t) = x1i(t) + x2i(t), pour Ni1  , est donné comme suit [43]: 
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            (IV.31) 

IV.3. Exemple illustratif 

Dans cette section, on va présenter un exemple avec trois domaines différents de l’ordre 

commensurable pour démontrer l’efficacité et l’utilité de l’approche proposée pour la solution de 

l’équation d’état du système linéaire fractionnaire d’ordre commensurable avec les valeurs 

propres complexes de la matrice d’état.  

Considérons l’équation d’état du système linéaire fractionnaire d’ordre commensurable suivant : 
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où         T
4321 txtxtxtx)t(x  est le vecteur d’état, e(t) est l’entré. Les valeurs propres 

de la matrice A sont λ01 = (2j), λ02 = (-2j), λ3 = (-1+j) et λ4 = (-1-j). le vecteur d’état initiale est
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1

. Les variables d’état xi(t), pour 4i1  , de la solution du système 

linéaire fractionnaire d’ordre commensurable de vecteur d’état x(t) ci-dessus sont obtenus à 

partir de l’équation (IV.31) comme suit: 
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                    (IV.33) 

Pour e(t) = u(t) l’échelon unité et à partir des équations (II.28) et (II.93), on a : 
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Alors, les variables d’état xi(t), pour 4i1  , de l’équation (IV.33) sont données par : 
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                    (IV.34) 

L’équation (IV.34) est réécrite comme suit: 
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  (IV.35) 

Une fois que toutes les valeurs numériques des coefficients seront été calculés, la solution de 

vecteur d’état x(t) du système linéaire fractionnaire d’ordre commensurable de l’équation 

(IV.32) est donnée par :  
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  (IV.36) 

IV.3.1. Cas 1 : 0 < m < 0.5 

Pour m = 0.3, la solution de vecteur d’état x(t) du système linéaire fractionnaire d’ordre 

commensurable de l’équation (IV.32) est donnée à partir de l’équation (IV.36) comme suit : 
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Des équations (II.43), (II.44), (II.94) et (II.95), les fonctions ,0.3)λhfsin(t, 01 , ,0.3)λhfcos(t, 01 , 

,0.3)λhfdsin(t, 3  et ,0.3)λhfdcos(t, 3  peuvent être facilement obtenues de la manière suivante : 
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avec N1 =23, pour 1 ≤ i ≤ 23 les pôles p2i et leurs résidus correspondants k2i sont donnés comme : 
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avec 201   et N2 =58, les pôles p2i et leurs résidus correspondants k2i sont donnés comme : 

• pour 1 ≤ i ≤ 35 
)1(i--8

2i (2.99)102.04 p      
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avec 41.13  , = 0.91, = 0.14,C3=2.41, C4=0.71,  = = 0.43 et N3 = N4 = 725 et les 

paramètres i , 3ia , 4ia et 4i3i kk   sont donnés, pour 1 ≤ i ≤ 725, comme : 
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Figure (IV.1) montre les tracés des fonctions ,0.3)hfcos(t, 01 , ,0.3)hfsin(t, 01 , 

,0.3)λhfdcos(t, 3 et ,0.3)λhfdsin(t, 3 . Figure (IV.2) montre aussi les tracés des composantes x1(t), 

x2(t), x3(t) et x4(t) de la solution x(t) du système linéaire fractionnaire d’ordre commensurable 

considéré. 

 

 
Figure (IV.1) : Tracés des fonctions ,0.3)hfcos(t, 01 , ,0.3)hfsin(t, 01  
  ,0.3)λhfdcos(t, 3 et ,0.3)λhfdsin(t, 3  

 

 
  Figure (IV.2) : Tracés des composantes x1(t), x2(t), x3(t) et x4(t) de la solution x(t) 
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IV.3.2. Cas 2 : m = 0.5  

Comme seconde cas, la solution x(t) est donnée aussi à partir de l’équation (IV.36) comme suit : 
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Des équations (II.50), (II.51), (II.94) et (II.95), les fonctions ,0.5)λhfsin(t, 01 , ,0.5)λhfcos(t, 01 , 

,0.5)λhfdsin(t, 3 et ,0.5)λhfdcos(t, 3 sont données comme suit :  
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avec 201  , N2=35, 07.2k 20   et pour 1< i < 35, les pôles p2i et leurs résidus 

correspondants k2i sont donnés par les expressions suivantes: 
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avec 41.13  , = 0.91, = 0.66, C3=2.41, C4=0.71,  = = 0.43 et N3 = N4 = 725 et pour 1 

≤ i ≤ 725, les paramètres i , 3ia , 4ia et 4i3i kk  sont donnés comme : 
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Figure (IV.3) montre les tracés des fonctions ,0.5)λhfcos(t, 01 , ,0.5)λhfsin(t, 01 , ,0.5)λhfdcos(t, 3  
et ,0.5)λhfdsin(t, 3 . Figure (IV.4) montre aussi les tracés des composantes x1(t), x2(t), x3(t) et 

x4(t) de la solution x(t) du système linéaire fractionnaire d’ordre commensurable considéré. 

 

 
Figure (IV.3) : Tracés des fonctions ,0.5)λhfcos(t, 01  , ,0.5)λhfsin(t, 01  

 ,0.5)λhfdcos(t, 3  et ,0.5)λhfdsin(t, 3  
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Figure (IV.4) : Tracés des composantes x1(t), x2(t), x3(t) et x4(t) de la solution x(t) 

 

IV.3.3. Cas 3 : 0.5 < m < 1 

Pour m = 0.87, la solution de vecteur d’état x(t) du système linéaire fractionnaire d’ordre 

commensurable de l’équation (IV.32) est donnée par : 
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Des équations (II.77), (II.79), (II.94) et (II.95), les fonctions ,0.87)λhfsin(t, 01 , ,0.87)λhfcos(t, 01 ,  

,0.87)λhfdsin(t, 3  et  ,0.87)λhfdcos(t, 3  peuvent être facilement obtenues comme : 
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avec 201  , 07.1C11  , 0.23 , 57.111  , 10=N1  et, pour 1 ≤ i ≤ 10, les pôles p1i et 

leurs résidus correspondants k1i sont donnés comme : 
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avec 201  , -5
D 10*72.1K  , -0.58C21  , 0.23 , 0011.021  , 11=N2  et les pôles 

p2i et leurs résidus correspondants k2i , pour 1 ≤ i ≤ 11, sont donnés comme : 
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avec 41.13  , 71.0 , 0.62 , 41.1C3  , 71.0C4  , 79.043  , 427=NN 43   et, 

pour 1 ≤ i ≤ 427, les paramètres i , 3ia , 4ia et 4i3i kk  sont donnés comme :  
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Figure (IV.5) montre les tracés des fonctions ,0.87)λhfcos(t, 01 , ,0.87)λhfsin(t, 01 , 

,0.87)λhfdcos(t, 3  et ,0.87)λhfdsin(t, 3 . Figure (IV.6) montre aussi les tracés des composantes 

x1(t), x2(t), x3(t) et x4(t) de la solution x(t) du système linéaire fractionnaire d’ordre 

commensurable du système fractionnaire considéré. 

 

 
Figure (IV.5) : Tracés des fonctions ,0.87)λhfcos(t, 01 , ,0.87)λhfsin(t, 01 ,  
 ,0.87)λhfdcos(t, 3 et ,0.87)λhfdsin(t, 3  
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Figure (IV.6) : Tracés des composantes x1(t), x2(t), x3(t) et x4(t) de la solution x(t) 

 

IV.4. Conclusion 

Dans ce chapitre, on a obtenu, par l’utilisation de la définition dérivée du Caputo, la solution de 

l’équation d’état du système linéaire fractionnaire d’ordre commensurable pour des valeurs 

propres complexes de la matrice d’état. Les solutions obtenues des cas homogènes et non 

homogènes ont été exprimées comme une combinaison linéaire de fonctions fondamentales 

appropriées introduites comme cela se fait avec l’équation d’état régulière des systèmes linéaires 

classiques en utilisant la technique de la décomposition modale. Des approximations en 

fonctions rationnelles des fondamentales appropriées irrationnelles sont faites pour que les 

solutions analytiques seront exprimées par les fonctions exponentielles, cosinus, sinus, cosinus 

amorties et sinus amorties selon l’ordre fractionnaire commensurable. Une utilisation importante 

des fonctions exponentielles et trigonométriques est la synthèse des systèmes linéaires 

fractionnaire d’ordre commensurables par des circuits RLC. Donc, la méthode présente un outil 

très prometteur pour la résolution, l’analyse et la synthèse des systèmes linéaires fractionnaires 

d’ordre commensurable. Des exemples illustratifs ont été présentés pour montrer la validité, 

l’applicabilité et l’efficacité de l’outil proposé pour la solution de l’équation d’état du système 

linéaire fractionnaire d’ordre commensurable dans le cas où les valeurs propres de la matrice 

d’équation d’état sont complexes. 
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Conclusion Générale 
 
 
Dans les dernières décennies, les systèmes d’ordre fractionnaire ont étés utilisées dans la 

modélisation des processus de diverses applications dans différents domaines de la science et 

de l’ingénierie. Les systèmes linéaires d’ordre fractionnaire sont des systèmes dynamiques 

linéaires représentés par des équations différentielles linéaires d’ordre fractionnaire, ou par une 

représentation d’état d’ordre fractionnaire dont les ordres de leurs dérivées sont des nombres 

réels. Pour les systèmes linéaires fractionnaires d’ordre commensurable, la représentation d’état 

est définie comme la représentation d’état régulière avec la différentiation d’ordre réel du 

vecteur d’état comme suit : 

     
     







tuDtxCty
tuBtxAtxDm

     ,     0 < m < 1 

Une attention considérable a été accordée à ces équations différentielles pour établir des 

techniques convenables et efficaces pour leurs solutions et analyses afin qu’ils puissent être 

accessibles à la communauté de l’ingénierie. Malgré leur résolution était beaucoup impliqué, 

des solutions exactes ne peuvent pas être trouvées. Donc les approximations et les techniques 

numériques doivent être utilisées intensivement. Une des approches utilisées dans la littérature 

pour faciliter la représentation par un système linéaire invariant dans le temps, l’étude, 

l’analyse et la synthèse par un circuit électrique analogique des systèmes d’ordre fractionnaire 

est l’approximation de leurs fonctions de transfert irrationnelles par des fonctions rationnelles. 

Alors, dans cette thèse, nous avons abordé le problème de la résolution de l’équation d’état 

fractionnaire )t(Be)t(Ax
dt

)t(xd
m

m
 , 0 < m < 1, pour tous les cas de figure des valeurs propres 

de la matrice d’état A en traitant les systèmes linéaires fractionnaires d’ordre commensurable 

comme les systèmes linéaires classiques afin d’établir les expressions explicites des solutions 

homogènes et non homogènes de l’équation d’état fractionnaire.  

La première contribution consiste à définir des fonctions fondamentales fractionnaires 

appropriées obtenues pour différentes valeurs propres de la matrice d’état A et l’ordre m. Ces 

fonctions fondamentales fractionnaires vont être utilisées dans l’élaboration des solutions de 

l’équation d’état fractionnaire. Comme leurs transformées de Laplace de ces fonctions 

fondamentales fractionnaires sont des fonctions irrationnelles, alors leurs approximations par 

des fonctions rationnelles ont été faites pour que ces fonctions deviennent des combinaisons 

linéaires de fonctions exponentielles, cosinus, sinus, cosinus amorti et sinus amorti classiques. 
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La seconde contribution de cette thèse consiste à résoudre l’équation d’état du système linéaire 

fractionnaire d’ordre commensurable )t(Be)t(Ax
dt

)t(xd
m

m
 , 0 < m < 1, pour le cas où les 

valeurs propres de la matrice d’état sont tous réelles simples et/ou multiples. La méthode 

développée pour obtenir la solution est basée sur les fonctions de matrices carrées et le 

théorème de Cayley-Hamilton. Les solutions des cas homogènes et non-homogènes ont été 

dérivées, en utilisant la définition de la dérivée du Caputo, en termes des fonctions 

fondamentales introduites, appelées fonctions exponentielles généralisées. La solution générale 

est exprimée sous forme d’une combinaison linéaire de ces fonctions exponentielles 

généralisées. En utilisant leurs approximations, la solution générale est donc exprimée sous 

forme d’une combinaison linéaire de fonctions exponentielles classiques.  

La troisième contribution est une extension de la seconde contribution aux valeurs propres 

complexes de la matrice d’état A. Dans ce cas, la méthode développée pour obtenir la solution 

est basée sur la technique de la décomposition modale. Les solutions obtenues sont aussi une 

combinaison linéaire de fonctions fondamentales fractionnaires appropriées correspondant aux 

différents types de valeurs propres complexes de la matrice d’état A et de la plage de l’ordre m. 

Ces fonctions sont définies comme des fonctions cosinus fractionnaire, sinus fractionnaire, 

cosinus amorti fractionnaire et sinus amorti fractionnaire dont les approximations sont des 

combinaisons linéaires de fonctions exponentielles, cosinus, sinus, cosinus amorti et sinus 

amorti classiques. Dans ce cas aussi, la solution générale est donc exprimée sous forme d’une 

combinaison linéaire de fonctions exponentielles, cosinus, sinus, cosinus amorti et sinus amorti 

classiques. 

 

Perspectives et suggestions : 
Dans ce travail on a considéré que les systèmes fractionnaires d’ordre commensurable ; alors 

comme perspectives, on peut envisager l’extension des travaux de recherche réalisés aux : 

 systèmes fractionnaires d’ordre non commensurable. 

 systèmes fractionnaires d’ordre complexe. 

 systèmes fractionnaires non linéaire. 
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Abstract 
 

In this work, the resolution of the fractional state space equation ),t(Be)t(Ax
dt

)t(xd
m

m
 0 < m < 1, 

representing the linear fractional systems of commensurate order, for all the eigenvalues types of 

the state matrix A and the order of differentiation m was proposed. The explicit expressions of the 

homogeneous and non-homogeneous solutions of this fractional state space equation were 

developed. For different values of the state-space matrix A eigenvalues and the order m, the 

obtained solutions are linear combinations of suitable fractional fundamental functions whose 

Laplace transforms are irrational functions. The approximations of these irrational functions by 

rational functions were obtained so that the solutions of the fractional state space equation are 

linear combinations of classical exponential, cosine, sine, damped cosine and damped sine 

functions. Illustrative examples for all the eigenvalues types of the state matrix A and the order m 

were presented and the results obtained were very satisfactory. 
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لخـــصم  
 

t(Be)t(Ax(الجزئي  الأس ذات فضاء الحالة ةلمعادل حل نقترح في هذا العمل،
dt

)t(xd
m

m
 ،0 < m < 1 ،

فضاء  القيم الذاتية لمصفوفةجميع حالات من أجل  ،المتعادل الجزئيذات الأس  والتي تمثل الأنظمة الخطية

متجانسة وغير المتجانسة الللحلول  ةمحددال صيغال عرضوقد تم . m يالجزئ التفاضلو درجة  A الحالة

درجة  و A فضاء الحالة لمصفوفة المختلفةالقيم الذاتية جل الجزئي هذه. لأ الأس ذات فضاء الحالة لمعادلة

 الأس ذات من دوال أساسية مناسبةخطية  تركيبة، الحلول التي تم الحصول عليها هي m الجزئي التفاضل

 هذه الدوالتقريبية ل كسرية دوال وقد تم الحصول على  .كسريةغير  دوال هي لها تحويل لابلاس حيثالجزئي 

 من الدوالتركيبة خطية عبارة على  الجزئي الأس ذات فضاء الحالة معادلةلكي تكون حلول  كسريةغيرال

 وضيحيةأمثلة توقد تم كذلك تقديم  .ةمخمدال يةجيبالو ةمخمدالجيبية تال، يةجيبال التجيبية، ،كالآسية التقليدية

التحصل كانت النتائج لقد و m الجزئي التفاضلو درجة  A فضاء الحالة للقيم الذاتية لمصفوفةحالات اللجميع 

 .مرضية للغايةعليها 

 

 

 كلمات المفاتيح

 الأس ذات فضاء الحالة لمعادلة حل تمثيل ،التحلل الشكلي ،المتعادل الجزئيذات الأس  الأنظمة الخطية

  Cayley Hamiltonنظرية  ،القيم الذاتية ،كسريةدالة  ،ريةكسدالة غير  ،الجزئي
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