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Résumé

: . : o dMx(t
Dans ce travail, la résolution de 1’équation d’état fractionnaire n? ) =AX(t)+Be(t),0<m
t

< 1, représentant les systémes linéaires fractionnaires d’ordre commensurable, pour tous les
cas de figure des valeurs propres de la matrice d’état A et I’ordre de différentiation m a été
proposé. Les expressions explicites des solutions homogenes et non homogenes de cette
équation d’état fractionnaire ont été¢ développées. Pour différentes valeurs propres de la
matrice d’état A et ’ordre m, les solutions obtenues sont des combinaisons linéaires de
fonctions fondamentales fractionnaires appropriées dont les transformées de Laplace sont des
fonctions irrationnelles. Les approximations de ces fonctions irrationnelles par des fonctions
rationnelles ont été obtenues pour que les solutions de 1’équation d’état fractionnaire soient
des combinaisons linéaires de fonctions exponentielles, cosinus, sinus, cosinus amorti et sinus
amorti classiques. Des exemples illustratifs pour tous les cas de figure des valeurs propres de
la matrice d’état A et Iordre m ont été¢ présentés et les résultats obtenus ont été tres

satisfaisants.

Mots Clés :
Décomposition modale ; Fonction irrationnelle ; Fonction rationnelle ; Représentation d’état
fractionnaire d’ordre commensurable ; Systéme fractionnaire d’ordre commensurable ;

Théoreme de Cayley-Hamilton ; Valeurs propres

vii



Introduction Générale




Introduction Générale |

Introduction Générale

Dans les dernieres décennies, les systemes d’ordre fractionnaire ont étés utilisées dans
la modélisation des processus de diverses applications dans différents domaines de la science
et de I’ingénierie [1-7]. lls ont recu une grande attention grace a leur plus large flexibilité par
rapport aux systemes entiers pour modeler plus correctement des systémes de plus en plus
complexes. A cause de leur représentation par des fonctions de transfert irrationnelles, les
opérateurs et les systéemes d’ordre fractionnaire ont été étudiés marginalement dans la théorie
et la pratiqgue des systemes. Seulement dans les dernieres années qu’on peut trouver un
progres signifiant de travaux théoriques qui peuvent servir comme fondation pour un nombre
d’applications dans la théorie des systemes et la théorie de la commande [8-11]. Donc, un
travail de recherche intensif est encore en cours pour développer et établir des outils
convenables pour I’étude, I’analyse et la synthése des systemes d’ordre fractionnaire.

Les systemes linéaires d’ordre fractionnaire sont des systéemes dynamiques linéaires
représentés par des équations différentielles linéaires dont les ordres de leurs dérivées sont des
nombres réels. Une représentation utile des systémes d’ordre fractionnaire est la
représentation d’état. Pour les systemes linéaires fractionnaires d’ordre commensurable, la
représentation d’état est définie comme la représentation d’état réguliere avec la
différentiation d’ordre réel du vecteur d’état comme [10]:

{Dm x(t)= Ax(t)+Bul(t)
y(t)=Cx(t)+Du(t)

Une attention considérable a été accordée a ces équations différentielles pour établir des

, 0<m<1

techniques convenables et efficaces pour leurs solutions et analyses afin qu’ils puissent étre
accessibles a la communauté de I’ingénierie. Malgré leur résolution était beaucoup implique,
des solutions exactes ne peuvent pas étre trouvees. Donc les approximations et les techniques
numériques doivent étre utilisées intensivement. Jusqu’ici, il y a eu quelques ouvrages
fondamentaux sur les équations différentielles fractionnaires qui fournissent une bonne
compréhension de leur analyse telle que [I’existence, I’unicité et quelques méthodes
numériques et analytiques pour leurs solutions [8-9], [12-13]. Mais, ces méthodes de
résolutions des systémes d’ordre fractionnaire sont généralement développées par des
mathématiciens qui s’intéressent qu’a I’aspect purement théoriques des solutions obtenues.
Plus récemment, il y a eu plusieurs travaux consacrés aux équations différentielles

fractionnaires, y compris le développement de méthodes et de techniques efficaces pour les
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résoudre en s’intéressent a I’aspect ingénierie des solutions obtenues. Les méthodes les plus
utilisées pour résoudre les équations différentielles d’ordre fractionnaire sont basées sur une
large variété de techniques telles que les transformées de Laplace et de Fourier, la méthode de
la transformation différentielle, les différentes méthodes itératives et de différences finis, la
méthode de la décomposition d’Adomian, la méthode de I’analyse d’homotopie, la méthode
de collocation, les différentes techniques des ondelettes, les méthodes des fonctions de
Legendre, de Chebychev et de Besse, ainsi que beaucoup d’autres méthodes dans la
littérature. Ces méthodes développées peuvent étre largement classifiées en deux classes,
analytique et numérique. L’objectif des méthodes analytiques est d’obtenir une expression
explicite de la solution générale des équations différentielles d’ordre fractionnaires [14-20].
Cependant, le but des techniques numériques est le développement de solutions

computationnelles efficaces des équations différentielles d’ordre fractionnaires [21-27].
Objectif de la these

L’ objectif principal de ce travail porte essentiellement sur la contribution au développement

de techniques de résolution des systéemes linéaires fractionnaire d’ordre commensurable en

d"x(t)
dt™

représentation d’etat

= AX(t) +Be(t), 0 < m < 1, pour tous les cas de figure des

valeurs propres de la matrice d’état A en les traitant comme les systemes linéaires classiques
afin d’établir des expressions explicites des solutions homogenes et non homogenes. Puisque
ces équations différentielles n’ont pas de solutions analytiques exactes, des techniques
d’approximations vont étre élaborées pour I’obtention de leurs solutions. Alors, I’approche
proposée dans cette these pour la résolution de cette équation d’état fractionnaire est basée sur
I’utilisation des fonctions fondamentales fractionnaires appropriées obtenues pour différentes
valeurs propres de la matrice d’état A et I’ordre m. Comme la transformée de Laplace de ces
fonctions fondamentales fractionnaires sont des fonctions irrationnelles, alors leurs
approximations par des fonctions rationnelles ont été faites pour que ces fonctions deviennent
des combinaisons linéaires de fonctions exponentielles, cosinus, sinus, cosinus amorti et sinus
amorti classiques. Les méthodes utilisées pour la dérivation des solutions sont la méthode de
Cayley-Hamilton et la méthode de la décomposition modale.

Organisation de la these

Les travaux réalisés et les résultats obtenus faisant I’objet de cette thése sont présentés
en quatre chapitres :

Chapitre | : Introduction aux Opérateurs et Systéemes d’Ordre Fractionnaire
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Ce chapitre présente les idées de base des opérateurs et systéemes d’ordre fractionnaire aux
chercheurs non-initiés. Premiérement, les principales définitions et propriétés de I’intégration
et de la différentiation d’ordre fractionnaire sont données. Puis, les systemes d’ordre
fractionnaire décrit par des équations différentielles d’ordre fractionnaire sont examineés. Les
différentes représentations des ces systemes telles que les équations différentielles linéaires
d’ordre fractionnaire, la fonction de transfert et I’équation d’état ont été présentees. L’analyse
des propriétés structurelles des systemes fractionnaires d’ordre commensurable telles que la
stabilité, la contrélabilité et I’observabilité ont aussi été présentées. Enfin, les expressions de
la solution de I’équation d’état des systemes linéaires fractionnaire d’ordre commensurable
ont été présentees.

Chapitre Il : Fonctions Fondamentales des Systemes Linéaires Fractionnaires
d’Ordre Commensurable

Ce chapitre est consacré a la présentation des fonctions fondamentales fractionnaires
correspondantes aux différents types de valeurs propres de la matrice d’état A. Ces fonctions
fondamentales sont définies dans ce contexte par I’exponentiel fractionnaire, le cosinus
fractionnaire, le sinus fractionnaire, le cosinus amorti fractionnaire et le sinus amorti
fractionnaire. Les approximations de ces fonctions fondamentales fractionnaires irrationnelles
par des fonctions rationnelles ont été faites. Leurs réponses impulsionnelles et indicielles
partir de leur approximations ont aussi €té obtenues.

Chapitre 111 : Résolution de I’Equation d’Etat Linéaire Fractionnaire d’Ordre
Commensurable avec Valeurs Propres Réelles

L’objectif de ce chapitre est de présenter les solutions homogénes et non homogénes de
I’équation d’état des systemes lineaires fractionnaire d’ordre commensurable pour le cas des
valeurs propres de la matrice d’état A réelles simples et/ou multiples.

Chapitre 1V : Solution de I’équation d’état d’un systeme linéaire fractionnaire d’ordre
Commensurable avec Valeurs Propres Complexes en Utilisant
les Fonctions Exponentielles et Trigonométriques Régulieres

Le dernier chapitre est consacré a la présentation des solutions homogénes et non homogenes
de I’équation d’état des systémes linéaires fractionnaire d’ordre commensurable pour le cas
des valeurs propres de la matrice d’état A réelles complexes. Les expressions des solutions
sont obtenues pour différents types de valeurs propres complexes de la matrice d’état A et de
la plage du parametre m.
Conclusion

La conclusion regroupe les contributions et les résultats obtenus et présente des

perspectives pour des travaux futures.
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Chapitre |

Introduction aux Opérateurs et Systémes d’Ordre Fractionnaire

1.1. Introduction

L’opérateur fondamental représentant la différentiation et I’intégration d’ordre fractionnaire est
donné par ,D{" ; oum € R est I’ordre de la différentiation ou de I’intégration et les paramétres a

et t sont les limites de 1’opération. Cette opération est définie comme [8] :

a

Il existe diverses définitions des opérateurs d’ordre fractionnaire, mais les plus utilisées dans la
littérature sont celles de Grinwald-Letnikov (GL), de Riemann-Liouville (RL) et de Caputo qui
sont équivalentes sous certaines conditions pour une large classe de fonctions [8].

Ce chapitre introduit les idées de base du calcul fractionnaire aux chercheurs non-initiés. Les
principales définitions, les propriétés ainsi que la transformée de Laplace de ces opérateurs sont
discutées. Les fonctions importantes utilisées en calcul fractionnaire sont introduites ainsi que les
systetmes d’ordre fractionnaire décrit par des équations différentielles d’ordre fractionnaire sont
aussi brievement examinés.

I.2. Opérateurs d’ordre fractionnaire

Il est connu que la formulation du concept des opérateurs d’ordre fractionnaires est une
extension naturelle des opérateurs d’ordre entier qui pour les différentiations successives d’ordre
entier n d’une fonction fon a :

d’ f(t)=f™(t) = lim ii(—l)"m f(t—jh) (1.2)

J

1.2.1. Définitions fondamentales des opérateurs d’ordre fractionnaire
1.2.1.1. Définitions de Riemann-Liouville
L’intégrale d’ordre fractionnaire m d’une fonction f(t) est définie par [10]:

7 10, 077 10 1= 0P (ke ®

a
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ola<tetm>0et I'(X) = J.efttxfldt est la fonction Gamma d’Euler.
0

La dérivée d’ordre fractionnaire m d’une fonction f(t) est définie par [10] :
m 1 dn ; n-m-1
L Df ()= ————= [(t=1)""f(t) dr (1.4)
ou to<t et le nombre entier n est tel que (n-1) <m <n.

1.2.1.2. Définition de Griinwald-Letnikov
L’extension de 1’expression de 1’équation (I.2) pour des ordres non entiers conduit a la définition
de Grinwald-Letnikov. L’intégrale ou la dérivée d’ordre fractionnaire m d’une fonction f(t) est

définie par [10]:

o DI £(t) m—w []tm) (1.5)

r(m+1)
I(j+1)T(m—-j+1)

Cette expression est largement utilisée dans la littérature pour le calcul numérique de la

N e ) m
ou m € R avec m < 0 pour la dérivée et m > 0 pour I’integrale et ( _]:
J

différentiation et I’intégration d’ordre fractionnaire.

1.2.1.3. Définition de Caputo
Caputo a introduit une autre formulation de la dérivée d’ordre fractionnaire définie par [10]:

m 1 0 n—m- n
CDto f(t):r(n—_m){[(t_r) 1f( )('C) d'C (|6)

ol le nombre entier n est tel que (n-1) < m < n et f(t) est la dérivée d’ordre entier n de la
fonction f(t). Les définitions de Riemann-Liouville r D{™f(t) et de Caputo cD:™f(t) sont
équivalentes et sont reliées par la relation suivante [10] :

n-1 (k m)

DM f(t)=. D™ f £ (o* 1.7
RLI()C +0ka+1) () (1.7)

pour f® (@) =0,00 (k=0, 1, ..., n-1).
1.2.2. Quelques propriétés des opérateurs d’ordre fractionnaire
Les proprietés les plus importantes de la différentiation et d’intégration fractionnaire sont
données comme suit [10]:
e Si la fonction f(t) est une fonction analytique de t, alors sa dérivée d’ordre fractionnaires

oD™f(t) est une fonction analytique de t et m.
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e Lorsque m = n, ou n est un nombre entier, 1’opérateur oD™f(t) donne le méme résultat que
la différentiation ou I’intégration d’ordre entier classique.
e Lorsque m = 0, ’opération oD™ f(t) est I’opérateur identité ; oD, f(t) = f(t).

e La différentiation et I’intégration d’ordre fractionnaire sont des opérations linéaires :

D™ (af(t)+bg(t))=aD™f(t)+b D™ g(t) (1.8)
e Sim et nsont des nombres réels positifs, la relation suivante appelée la loi additive :
D™ D" f () = D™ f (t) (1.9)

Il y a d’autres propriétés des dérivées et d’intégrales d’ordre fractionnaire spécifiques aux
differentes definitions [9, 12, 28-29].

L’interprétation géométrique et physique de I’intégration et de la différentiation d’ordre
fractionnaire sont données dans le travail de Podlubny [29].

1.2.3. Transformée de Laplace des opérateurs d’ordre fractionnaire

1.2.3.1. Transformée de Laplace des intégrales fractionnaires

L’intégration fractionnaire d’ordre m > 0 de R-L peut étre exprimée comme une convolution des
deux fonctions g(t) = t™ ! et f (t) comme suit [10] :

1 t

D,"f(t)=— [(t—1) ™" f(r)dr=t""=f(t 1.10
JDLH(0)= (9™ )=t +1() (.10

La transformée de Laplace G(s), de la fonction g(t) = t™! est donnée par :
G(s)=L{t™*}=T(m) s™ (1.11)

Donc, la transformée de Laplace de I’intégrale fractionnaire de R-L est donnée par [9, 12, 28] :
L{,D;"f(t)j=s" F(s) (1.12)
1.2.3.2. Transformée de Laplace pour les dérivées d’ordre fractionnaires

L’expression de la transformée de Laplace de la dérivée d’ordre fractionnaire m > 0 de R-L est

donnée comme suit [9, 12, 28]:

L{,DM f(t)}=s™ F(s)- :Z:(l)s" [,D™ 1 £(t)]., (1.13)

L’expression de la transformée de Laplace de la dérivée d’ordre fractionnaire m > 0 de Caputo

est donnée comme suit [9, 12, 28]:

je’“ ,DI"f(t) dt =s™ F(s)- 3 gmekd £19(0) (1.14)

0 0

LN

=~
1l

ou n -1 < m < n. Lorsque toutes les conditions initiales sont nulles, I’expression de la

transformée de Laplace de G-L, R-L et de Caputo sont égales et données comme suit [9, 12, 28]:
L{, D" f(t)}=s" F(s) (1.15)
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L’avantage principal de la définition de Caputo par rapport a celle de Riemann-Liouville est que
celle de caputo permet de considérer des conditions initiales conventionnelles faciles a utiliser
dans la résolution des équations différentielles linéaires d’ordre fractionnaires. De plus, la
dérivée de Caputo d’une constante est bornée (égale a 0), alors que la dérivée de Riemann-
Liouville d’une constante n’est pas bornée a t = 0. Alors dans la suite de cette these, on utilise la
définition de Caputo a cause des conditions initiales.

1.2.4. Fonctions utilisées en calcul fractionnaire

La compréhension des définitions et de ’utilisation du calcul fractionnaire sera plus claire en
introduisant quelques fonctions particulieres. La premiére fonction est la fonction Gamma qui
généralise I’expression de la factorielle utilisée dans la différentiation multiple et les intégrations
répétées dans le calcul d’ordre entier. La seconde est la fonction de Mittag- Leffler qui est une
fonction de base dans le calcul fractionnaire et qui joue un réle similaire a celui de la fonction
exponentielle dans le calcul d’ordre entier.

1.2.4.1. Fonction Gamma d’Euler

La fonction Gamma d’Euler est définie par I’équation suivante [8] :

r(x)=[e™ v du, VxeR (1.16)
0

Figure (1.1) montre le tracé de la fonction de gamma autour de zéro. On note que pour des
valeurs entiéres négatives, la fonction gamma tend vers ’infini ; mais elle est définie pour des

valeurs non entiéres.

Gamma (x)

4[\
5 i i ; a i i i ;

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Figure (1.1) : Tracé de la fonction Gamma d’Euler
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1.2.4.2. Fonction Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Leffler (ML) est souvent utilisée dans la solution des équations differentielles
linéaires d’ordre fractionnaires similaires aux fonctions exponenticlles pour la solution des
équations différentielles linéaires ordinaires d’ordre entier. La fonction de Mittag-Leffler a un
seul parametre est définie comme suit [30] :

D=1 m>o (1.18)

kol mk +1)
La fonction de Mittag-Leffler a deux paramétres est définie par I’expression suivante [30]:

, m>0, n>0 (1.19)
= mk+n)

La relation entre les fonctions de Mittag-Leffler a une et deux parametres est donnée par [30]:

,Z(; mk+1

Eon(t) (1.20)

Figure (I1.2) montre le tracé d’une fonction de Mittag-Leffler a un seul paramétre et de quelques

fonctions de Mittag-Leffler a deux paramétres.

12 T T \ T _-I | T [ T T
— : : I}
I}
7
10_ ........................... ’ ...................
’
!

I I ‘
5] !
g st g E1(t) 1
- : ,' | = == E1,2(1)
& 2 | ——— E2,1(t)
= ’ :
S 6f ‘" E1/3,522(0) |
%]
=
=
S
I
=
=]
=

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Temps (sec)

Figure (1.2) : Tracé de certaines fonctions de Mittag-Leffler

1.2.5. Approximation des opérateurs d’ordre fractionnaire
A cause de leur représentation par des fonctions de transfert irrationnelles, les opérateurs d’ordre

fractionnaire ont été étudiés marginalement dans la théorie des systémes. Dans cette section, on
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va utiliser la méthode de Charef [31-32] pour I’approximation de I’intégrateur s™ d’ordre
fractionnaire et du différentiateur d’ordre fractionnaire s™, 0 < m < 1, par une fonction

rationnelle dans une bande de fréquence donnée avec une précision désirée.

1.2.5.1. Approximation de I’intégrateur d’ordre fractionnaire
La fonction de transfert de 1’intégrateur d’ordre fractionnaire est représentée dans le domaine

fréquentiel par la fonction de transfert irrationnelle suivante :
G,(s):im , 0<m<1 (1.21)

ou s = jom est la fréquence complexe et m est un nombre réel positif tel que 0 <m < 1. Dans une
bande de fréquence donnée d’intérét pratique [®L, ®H], cet opérateur d’ordre fractionnaire peut
étre modélisé par un pdle a puissance fractionnaire (PPF) dont la fonction de transfert est donnée

comme suit [32] :
Gs)= 1 (1.22)
(1+(s/e,)
Si pour o € [oL, ®H] 0N a ® >> w¢, on peut donc écrire que :
K m

ey el a0

avec K; = (L/oc™) et wc est la fréquence a -3m dB du PPF qui est obtenue a partir de la basse
fréquence oL comme : o, =co|_\/10(8/10m)—1, ou € est ’erreur maximale permise entre les
pentes de I’intégrateur d’ordre fractionnaire de (1.21) et le PPF de (1.22) dans la bande de
fréquence d’intérét donnée [oL, WH].

Afin de représenter la PPF de (1.22) et par conséquent I’intégrateur d’ordre fractionnaire par un
systeme linéaire invariant dans le temps il est nécessaire d’approximer sa fonction de transfert
irrationnelle par une fonction rationnelle. La méthode d’approximation consiste en une
approximation de la pente de 20m dB/dec sur le diagramme de Bode du PPF par un certain
nombre de pentes alternatives de 20 et 0 dB/dec correspondant aux pdles et aux zéros alternés

sur I’axe réel négatif du plan s tel que po < Zo < p1 <z1<...<2zn1<pn [31]. Par conséquent,
I’approximation est donnée par :
Gls)=— =K, -

@ o))" ﬁ(u

(1.24)

S
z,
5
P;



Chapitre | Introduction aux Opérateurs et Systémes d’Ordre Fractionnaire

En utilisant une méthode graphique simple qui commence avec une erreur y spécifiée en décibels
et la bande de fréquence wmax, qui peut étre 100wH, les paramétres a, b, po, zo et N peuvent étre
calculées comme suit [31] :

y y

a :10[10(1”1)} b =1OL°’“} Po=w.b,z,=ap, et N= {Intege{w}+l} (1.25)

og(ab)
Les pbles pi et les zéros zi de (1.25) peuvent étre calculés a partir des paramétres de (1.25)
comme : p, =p, (@)’ pouri=0,1,...,Net z, =z, (ab)' pouri=0, 1, ..., N-1. Par conséquent,

I’intégrateur d’ordre fractionnaire peut étre approximé par une fonction rationnelle dans une
bande de fréquence donnée d’intérét comme suit :

N

e
Gys)p == S @ (1.26)

=— = =K,
s" @+ (/o))" lﬁ[(

i=0

H

Po (ab) ]

1.2.5.2. Approximation du différentiateur d’ordre fractionnaire
La fonction de transfert du différentiateur d’ordre fractionnaire est représentée dans le domaine

fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante :

Gp(s)=s" (1.27)
ou s = jom est la fréquence complexe et m est un nombre réel positif tel que 0 <m < 1. Dans une
bande de fréquence donnée d’intérét pratique [wL, ®H], cet opérateur d’ordre fractionnaire peut
étre modélisé par un zéro a puissance fractionnaire (ZPF) dont la fonction de transfert est donnée
comme suit [32] :

G(s)=Kp 1+ (s/, )" (1.28)

Si pour o € [oL, ®H] 0N a ® >> wc, on peut donc écrire que :

G(s)=Kp (/@)™ =K—rgsm =s" =Gp(s) (1.29)

c

avec Kp = o et wc est la fréquence a 3m dB du ZPF qui est obtenue a partir de la basse
fréquence oL comme : o, = ®, V10°™ —1 oil & est I’erreur maximale permise entre les pentes
du différentiateur d’ordre fractionnaire de (I1.27) et le ZPF de (1.28) dans la bande de fréquence
d’intérét donnée (mL, ®H).

Afin de représenter la ZPF de (1.28) et par conséquent le différentiateur d’ordre fractionnaire par
un systeme linéaire invariant dans le temps il est nécessaire d’approximer sa fonction de transfert

irrationnelle par une fonction rationnelle. La méthode d’approximation consiste en une

10
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approximation de la pente de 20m dB/dec sur le diagramme de Bode du ZPF par un certain
nombre de pentes alternatives de 20 et O dB/dec correspondant aux pdles et aux zéros alternés
sur I’axe réel négatif du plan s tel que zo <po<z1<p1<...<2zn <pn [32]. Par conséquent,
I’approximation est donnée par :

L+s/z;)

G(s) =Ky 1+ (s/o. )™ =K (1.30)

-

(1+5/p;)

Il
o

En utilisant la méme idée de la méthode utilisée pour 1’approximation du PPF [32] qui
commence avec une erreur y spécifiée en décibels et une bande de fréquence wmax, qui peut étre
100wH, les parametres a, b, po, Zo et N peuvent étre calculées comme suit [32] :

Yy y

Tom lo y
a :10[10(1‘”1)} b =10L°’“} .z, =0,b,p, =az, et N=1Integer M +1¢ (1.31)
log(ab)
Les zéros z; et les pbles pi de (1.30) peuvent alors étre calculés a partir des paramétres de [32]
comme : z, =z, (ab)' pouri=0,1,...,Netp, =p, (@)’ pouri=0, 1, ..., N. Par conséquent, le
dérivateur d’ordre fractionnaire peut étre approximé par une fonction rationnelle dans une bande
de fréquence donnée d’intérét comme :
N .
[10+s/z (@b)')
Gp(s)=s" =K, 1+ (/o )" =K 2 (1.32)
(l+s/p0(ab)')
=0

I.3. Systémes linéaires d’ordre fractionnaire

Dans les derniéres décennies, le concept du calcul fractionnaire a été associé a des
applications dans différents domaines de la science et de I’ingénierie ou plusieurs processus ont
été trouvés qu’ils peuvent étre décrits par des dérivées et intégrales d’ordre fractionnaire qui
fournissent une excellente description de leurs propriétés conduisant a la formulation des
équations différentielles d’ordre fractionnaire [1-3, 33-35]. Par conséquent, une attention
considérable a été¢ donnée aux systemes d’ordre fractionnaire pour établir des techniques fiables
et efficaces pour leur représentation, analyse et résolution. Cette section est consacrée a la
représentation, a I’analyse de la stabilité, a la contrélabilité et a 1’observabilité ainsi que la
solution des systémes linéaires fractionnaire d’ordre commensurable [10], [9, 36-38].
1.3.1. Représentation des systémes linéaires d’ordre fractionnaire

Les systemes linéaires invariants dans le temps (LIT) peuvent étre classifiés comme suit [10]:

11
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Rationnell e
Commensura ble

Fractionna ire Irrationne lle

Systemes LIT
Non — Commensura ble

Entier

1.3.1.1. Equations différentielles linéaires d’ordre fractionnaire
Les systemes linéaires d’ordre fractionnaire sont des systémes dynamiques lin€aires représentés
par des équations différentielles linéaires d’ordre fractionnaire ou par une représentation d’état
d’ordre fractionnaire. L’équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire est définie par :

anyD™ y(t)+ay D y(t)+---+a,D™ y(t)=byD™ u(t)+ by D u(t)+---+byDP u(t) (1.33)
ovak (k=0, ..., N), bk (k=0, ..., M) sont des constantes, et ok (K=0, ..., N) et Bk (k =0, ..., M)
sont aussi des nombres réels tels que an > on-1> -+ > oo, et v > Pm-1> -+ > Po et Pm < an.
1.3.1.2. Fonction de transfert
En prenant la transformée de Laplace de 1’équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire de
I’équation (I.33) avec des conditions initiales nulles on obtient la fonction de transfert du

systéme linéaire d’ordre fractionnaire comme suit [10] :

(S):Y(s): by SP™ + by, st 4.+ b, sPo (1.34)
U(S) apS™ +ay ™ +---+a,s™

1.3.2. Systemes linéaires fractionnaires d’ordre commensurable

Une classe importante des systéemes fractionnaires LIT est 1’ensemble des systémes

fractionnaires d’ordre commensurable.

1.3.2.1. Equation différentielle fractionnaire d’ordre commensurable

Un systéme fractionnaire LIT représenté par 1’équation différentielle linéaire d’ordre

fractionnaire de 1’équation (1.33) est dit commensurable si tous les exposants sont des multiples

entiers du méme nombre réel m, c. a d ok = km et Bk = km, avec 0 < m < 1. Alors 1’équation

différentielle linéaire fractionnaire d’ordre commensurable prend la forme suivante :
N M
> a,D"y(t)=> b, D Mu(t) (1.35)
k=0 k=0

L’équation d’état d’ordre fractionnaire est aussi définie par :

D;“x(t)=%>;(t):Ax(t)+Bu(t) , 0<m<1 (1.36)

y(t)  =Cx(t)+Du(t)
ou m est I’ordre fractionnaire, u(t) est le vecteur d’entrée, x(t) est le pseudo vecteur d’état, y(t)
est le vecteur de la sortie, A est la matrice d’état, B est la matrice d’entrée, C est la matrice de la

sortie et D est la matrice de transmission directe.

12
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1.3.2.2. Fonction de transfert
Pour les systémes fractionnaires d’ordre commensurable la fonction de transfert prend la forme
suivante [10] :

6(s) - 20:6") QM

M
Z;:ak(sm)k PE)
k=

0

(1.37)

avec M < N et Q(s™) et P(s™) sont deux polyndmes en s™. Alors, la fonction de transfert G(s)
devienne une fonction rationnelle de la variable complexe s™ et peut étre décomposée en

fractions simples de la forme suivante :

G(s)= (1.38)

s™ 4,

N Ai
2

ou Ai (i=1,2, .. ., N) sont les racines du pseudo polynéme P(s™).

1.3.2.3. Relation entre la représentation d’état et la fonction de transfert
Utilisation de la transformée de Laplace de 1’équation d’état d’ordre fractionnaire de 1’équation
(1.36) avec des conditions initiales non nulles, en tenant compte de la définition de la
différentiation utilisée dans ce cas est celle de Caputo, on obtient [10] :

s™ X(s)-s™*x(0)= AX(s)+BU(s) (1.39)
Y(s)=CX(s)+DU(s)

Alors, on aura :

X(s)=(s"1-A)'BU(s)+s™ (s 1-A) " x(0)

(1.40)
Y(s)=CX(s)+DU(s)

Dans le cas des conditions initiales nulles 1’équation (1.40) devienne :

X(s)=(s"1-A)'BU(s) (1.41)
Y(s)=CX(s)+DU(s)

Donc la fonction de transfert G(s) est donnée comme suit :
Y _
6ls)= Y _csm-A)'B+D (1.42)
U(s)
G(s) représente la fonction de transfert dont les polynémes de numérateur et de dénominateur
sont exprimés en termes de puissance de nombre entier de s™.

1.3.2.4. Passage de la fonction de transfert a I’équation d’état pour la représentation des

systemes linéaires fractionnaires d’ordre commensurable

13
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Soit un systéme linéaire invariant dans le temps monovariable fractionnaire d’ordre

commensurable représenté par sa fonction de transfert G(s) comme suit :

M
b (sm)k
G(s)= E(z) _ k0 k k (1.43)
(s) kZzéak(Sm)

avec M et N des entiers tel que M <N, 0 <m <1, ay =1 et a et bk des réels. Pour dériver la
représentation d’état correspondante a G(s), on procede en trois étapes [39].
Etapel :

A I’aide du changement de variable p = s™, 0 < m < 1, on transforme le modéle non entier G(s)
en un modele entier G(p) qui s’écrit sous la forme :

M k
b
v 2P
N

_k

G(s)=——=
U(s) k
éak p

(1.44)

Etape? :
Dériver la représentation d’état correspondante a G(p). On peut obtenir toutes les formes
particuliéres utilisées dans la théorie des systéemes d’ordre entier (forme contrélable, observable,
---) sous la forme :
X=Ax+Bu
(1.45)
y=Cx+Du

Etape3 : Remplacer la différentiation d’ordre un dans la représentation d’état de 1’équation
(1.45) par la différentiation fractionnaire d’ordre m, 0 < m < 1, pour obtenir la représentation
d’état correspondante a la fonction de transfert G(s) du systeme LIT fractionnaire d’ordre

commensurable comme suit :

my, _
{D X=AX+Bu (1.46)

y=Cx+Bu

Associée a cette fonction de transfert, trois représentations canoniques de 1’équation d’état
peuvent étre proposées, qui sont similaires a celles classiques développeés pour les systemes

d’équations différentielles d’ordre entier.

1.3.2.4.1. Forme canonique controlable

Définir le premier état en termes de sa transformée de Laplace comme suit [10] :

14
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Xy(s)=5———Uls) (1.47)

puis les états restants sont définis de maniére récursive a partir de celui-ci comme : X +1 = D™X;,
pour i=1, 2, ...N-1. La représentation d’état, exprimée sous la forme canonique controlable, est

donc donnée par les équations matricielles suivantes :

D"x, o 1 0 - 0 0 x, 1 [0
D"x, 0 0 1 - 0 0 X, 0
: _ : : : .. : : : N : U (|.48)
D"X,_, o 0 0 - 1 0 ||Xy,| |0
D™X ., 0 0 o - 0 1 XN
L D™x, | [@ —& —a&; -+ —ay, —aya][ Xy | 11
_Xl
X,
XN

oubi=0,pour M<i<N

1.3.2.4.2. Forme canonique observable

De I’équation (1.43), en mettant dans le c6té gauche de cette équation les termes qui contiennent
les puissances de s et dans le coté droit le reste des termes, nous aurons alors [10] :

sm[((sm)m +aN_1(sm)'\F2 TE—- al) Y(s)—(bN (sm)Nfl TR blj U(s)} —b,U(s)—a,Y(s) (1.50)
On déefini le premier état x, comme suit :
X,(s) = ((sm)N_l + a,\,_l(sm)N_2 +---+a1) Y(s)—(bN(sm)N_1 4ot bl) u(s) (1.51)
De I’équation (1.50), on obtient :

On met 1’équation (I.51) sous la forme suivante :
X1(s) =Sm[((s’“)N_2 +aN_1(sm)N_3 +---+a2] Y(s)—(b,\‘(s’“)N_2 +---+b2] U(s)}+a1Y(s)—b1U(s) (1.53)
On defini le second etat x. comme suit :
X, (8) =((sm)N2 jta,\,_l(sr“)N*3 +---+a2) Y(s)—(b,\,(sm)l\l2 +-~-+b2j UGs)  (1.54)

De I’équation (1.53), on obtient :

D™x, =x; —a,y +byu (1.55)
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On repeéte cette procédure jusqu’a ce qu’on arrive a I’expression suivante :
Xn-1(8) =8 Y(8)— by U(s)]+an1Y(8) ~ by, U(s) (1.56)
On défini le dernier état xy comme suit :
X (8) =Y(s)- by U(s) (1.57)
De I’équation (1.56), on obtient donc:
DXy =Xng —angY+bp U (1.58)
La sortie y est obtenue de 1’équation (I1.56) comme suit :
y=X,+byu (1.59)
En substituant la sortie y de 1’équation (I1.59) dans les équations de (1.52), (1.55), (1.58) et en
réarrangeant les équations obtenues on obtient la représentation d’état sous la forme canonique

observable par les équations matricielles comme suit :

D™x, 00 - 00 -a X, by, —bnag
D™x, 10 .- 00 -a X, b, —bya;
T T L | L R (1.61)
: XN-2 -
D™X 4 0 0 - 1 0 —apy,||Xng bnoy —bnans
| D™xy | [0 O 1 —apng || Xy | [Pna—bnang
X, |
y=[0 - 0 1| * |+byu (1.62)
XN-1
Xy |

ou bi =0, pour M <i1<N.

1.3.2.4.3. Forme canonique modale
La fonction de transfert G(s) de 1’équation (I1.37) peut étre décomposée en fractions simples de la
forme suivante [10]:

G(s)=Y(S)= bw%*‘* mpr_l - mpr N mpm s mpN (1.63)
u(s) (s™-2y) (s —-2y) SN ST =Xy ST —An

ou Ai (i=1,2, . . ., N) sont les racines du pseudo polynéme P(s™) et pi (i=1,2, . . ., N) sont les
résidus. On suppose que la premiére racine A1 est réelle et multiple de multiplicité r, et les (N-r)

racines restantes sont réelles, simples et distinctes. De 1’équation (1.63), on peut écrire :

Y(S):|:bN+ Pr .y P, Pr . P +-~-+p—N}U(S) (1.64)

(8™ =)’ " =) 8"y ST -y s™ =Ly

Les variables d’état sont alors définies comme :
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1 1
X,(s)= WU(S)_ Ny X,(s)
1 1
X,(s)= W.U(S)_ s X3(s)
1 : 1
X, 4(s)= WU(S)— Ny X, (s)
X,(8)= - U(s) (169
ST M
1
Xr+1(s)_ Sm _le U(S)

Xul)= U

Y(S) = bNU(S)+p1X1(S)+"'+prxr(s)+pr+1xr+1(5)+"'+pNXN(S)

De I’équation (1.65), on obtient donc :
D™X, = —A,X; + X,
DX, = —A,X, + X,

m
DX, =—AX,; +X,
m —_—
D"x, =—-A,X, +U
m
D"X,.,=-A\

(1.66)

X,,.,t+Uu

r+17% r+1
. :
D"Xy =—AyXy +U
Y=DyU+pXy 4o p X P X o Py Xy
En réarrangeant les équations du dessus, la représentation d’état sous la forme canonique modale

est donnée par les équations matricielles comme suit :

(D™, | [ 1 0 0 -« 07[x ] [0]
DmX2 0 &, - 0 o --- 0 X, 0
D", [=|0 0 - A 0 - O X, |[+[1|u (1.67)
Der+1 o 0 - 0 Ay - 0 X
_DmXN_ _0 O --- 0 o - }"N__XN_ 1
.
Yy =l P o b P ]| EDGU (1.68)
RaY

olUby=0,si M<N.
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1.3.3. Propriétés structurelles des systémes d’ordre fractionnaire

1.3.3.1. Stabilité des systemes linéaires d’ordre fractionnaire

Les méthodes algébriques conventionnelles pour I’analyse de la stabilité, comme les critéres
Routh Hurwitz, ne peuvent pas étre utilisées directement pour le cas d’ordre fractionnaire, sauf
sous certaines conditions spéciales [40]. Cela est di au fait qu’il n’existe pas un polyndéme
caractéristique. Mais pour les systemes fractionnaires d’ordre commensurable un théoréme est
¢tabli pour 1’état de leur stabilité [37].

Théoréme de stabilité

Le systéeme linéaire fractionnaire d’ordre commensurable de 1’équation (1.35) est stable (dans le

sens entrées bornees-sorties bornées) si et seulement si toutes les racines A ; de son dénominateur

de I’équation (1.37) vérifient I’inégalité suivante [37] :
Arg(ki)>gm Vi=1,-,N et 0<m<?2 (1.69)

La région de stabilité pour un systéme linéaire fractionnaire d’ordre commensurable est montrée
sur la figure (1.3) pour différentes valeurs de m. Contrairement au cas d’ordre entier ou pour tout
pble dans le demi plan droit implique un systéme instable, les systémes linéaire fractionnaire
d’ordre commensurable peuvent étre stables méme si certains de ses péles sont dans le demi plan

droit comme indiqué la figure (1.3).

4 Ima Im 4
mmn /2 /2 m /2
/ R / >
Re ion Re »  Re

» Région Région Re%'ct’: Région _Retglgln
Rl instable stable Instable stable instable
stable

0O<mx<1 m=1 L<m<2

Figure (1.3) : Région de stabilité pour un systéme d’ordre fractionnaire 0 < m < 2
1.3.3.2. Contrdlabilite
Le systeme linéaire fractionnaire d’ordre commensurable représenté par 1’équation d’état de

I’équation (1.36) contrblable si la matrice de contrdlabilité définie par [36] :
C, = [B‘AB‘AZB‘---‘A“B} (1.70)

est une matrice de rang N (N est le nombre des états).
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1.3.3.3. Observabilité
Le systéme linéaire fractionnaire d’ordre commensurable représenté par 1’équation d’état de

I’équation (1.36) observable si la matrice de d’observabilité définie par [36]:

C
CA
O, =| CA? (1.71)

CA N-1
est une matrice de rang N (N est le nombre des états).
1.3.4. Solution des systémes linéaires fractionnaires d’ordre commensurable [10, 41]
Nous présenterons dans cette section la solution de 1’équation d’état des systémes linéaires
fractionnaires d’ordre commensurables invariants dans le temps continus représenté par
I’équation d’état suivante :

D™x(t) = Ax(t)+ Be(t) (1.72)
ol D™Mest la dérivée d’ordre fractionnaire m de Caputo (pour 0 < m < 1), x(t) est le vecteur d’état
de dimension N, e(t) est I’entrée et A(nxn) est la matrice d’état. En prenant la transformée de

Laplace de I’équation (1.72) et en arrangeant les termes on obtient :
X(s)=(s™1-A) [ s™Dx(0)]+ (™1 - A) T BE(s) (1.73)
ou x(0) est I’état initial. L’expression du vecteur d’état x(t) est déterminée en prenant la

transformée de Laplace inverse de 1’équation (1.73) comme suit:

x(t) = LHXE) = L™ (571 - AT x(0)+ L {ls™1 - A P Be(t) (1.74)

On définit les matrices de dimension (NxN) s(t) ety (t) comme suit :

)= M- AT et ()= Lt s Usm - A) (1.75)
Alors le vecteur d’état x(t) est donnée par :
x(t)= L7 X(s) =w(t)x(0)+W(t)*B e(t) (1.76)

De I’équation (I.75), on peut écrire que  (t)=(t)* X(m_l)(t) ; ou x(m_l)(t) est donnée par

I’expression suivante :

t—m
x(m,l)(t)zrl(s(m‘l))z r-m) "’ m <l (1.77)
3(t) , m=1

ou d(t) est la fonction delta de Dirac. L’application de la propriété de la transformée de Laplace

lié au produit de convolution, 1’expression suivante est obtenue :
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xO)=y(t)x +F)*Bu®] = xO)=y{t)xo+[ilt-0)Buf)d  (178)
On remarque que la solution x(t) de I’équation d’état (I.72) est formée de deux termes. Le
premier terme représente la réponse libre et le second terme représente la réponse forcée.
On peut facilement voir aussi que trouver les matrice y(t) et \Tf(t), conduit a la solution de
I’équation d’état du systéme linéaire d’ordre fractionnaire de 1’équation (1.72). Alors, I’objectif
de ce travail est de trouver une technique pour le calcul des expressions des matrices y(t) etﬁ/(t)

données par les expressions suivantes :
Wt = 6 1-A et y(t)= L s mi-A) (1.79)

1.3.4.1. Calcul des matrices y(t) et y(t)
Dans cette section trois méthodes sont proposées pour calculer les matrices y(t) et \I;(t). Ces

méthodes sont des géneralisations des méthodes bien connues utilisés pour les systemes linéaires
invariants dans le temps d’ordre entier. On suppose que la matrice A a N valeurs propres Ai 1 <i
< N distinctes.

1.3.4.1.1. Méthode de la transformée de Laplace inverse [10]

La procédure de calcul est donnée comme suit :

1- Calculer la matrice ¥(s™) = (s”‘ I —A)_1 qui une matrice de fonctions rationnelles en s™

comme sulit:
Py =("1-A)" = m{Adjo inte(s™ 1-A) (1.80)

N
avec det(s" 1-A) =H(sm —kis) est le polyndéme caractéristique du systeme. Donc,
iz=1

pour 1 <1is, iz <N, chaque élément de la matrice W (s™) est donné par :

¥, (5 ):M (1.81)
1_[1(5”‘ —kis)

ou les ai1,i2(S) sont les cofacteurs des éléments de la matrice (s"I—A).

2- Par décomposition en éléments simples de 1’équation (1.81) en termes de s™, on obtient :

q’il,iz (s):'\lail'i - ir('nlw'—zk%) (1.82)
H(Sm _xia) A
i1

ot les r(iy,i,,i3), pour 1 <is, i2<N, sont les résidus.
i, (=L, (7)) (183)
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3- Alors, pour 1 <i, i2 <N, les éléments , ; (t)de la matrice ((t)= L’l{ (sml —A)_l} sont

donnés par:
_ A~ m iy g, ig)
Wi, (0= (LD, 6T =L 3 F s (1.84)
is=1 AT

et, pour 1 <iy, i2 <N, les éléments; ; (t)de la matrice y(t)= L‘l{ s(m‘l)(sml - A)_ljl

sont aussi donnés par:

v = {0, 6™ )= Ll{i (i ’Sinﬁ ! i3£S(ml)} (1.85)
iz=1 Mg

1.3.4.1.2. Méthode de la décomposition Modale [10]
Soient A1, A2, ... et An les valeurs propres distinctes de la matrice A et vy, Vo, ... et vn les vecteurs

propres de la matrice A correspondants a ces valeurs propres. Soient V =[v,: v,: --- v ]la

matrice des modes et J=diag {1, X,, .., Ay} avecJ=VIAV et A= VIV Alorsona:
M) =" 1-A) =[s"1-(vavH]T =v[sm -]t v (1.86)

) -1 , .
La matrice (sm |- J) est donnée comme suit :

- 1 0 0
m-a) 0 0 b
m —_— Y e
[sm1-9)" = ° b : ) . ° |0 "2, 0 (1.87)
0 0 m—
m-2y) . . 1
B Sm _7\.N
Donc, ¥(s™) z(sml —A)_l est donnée par 1’expression suivante :
S . B}
1
P(sm) =(s"1-A)" = v{ (™ —J)l}V‘l -v| % w7 Y vt oase
0 0 !
L $" =Ry |

Alors, (t) = L‘l{\?(sm)}= L‘1<(sml —A)_l} et y(t)= L‘l{‘P(sm)}: L {s(m‘l)(sml —A)_l}sont

donnés comme suit :
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e )
L 1{3”‘ - } 0 0
1
- _1 1 oo
P(t) = LH{ P ()= Vv 0 L {sm —7»2} 0 vl (1.89)
0 0 L‘l{ L }
S )
L‘l{ > } 0 0
s™ -2,
(m-1)
-1 S e _
y(t)=LH{wEm =V 0 L {Sm —kz} 0 v*h o (1.90)
)
0 0 L‘l{ > }
] s™ -y |

1.3.4.1.3. Méthode de Cayley-Hamilton [10]
Soient A1, A2, ... et An les valeurs propres distinctes de la matrice A et soit A(A) son polyndme
caractéristique de degré N. Soit une fonction f(A) qu’on peut représenter par son développement

en série comme suit:
~+00
f(L)=> 8,1 (1.92)
k=0
Il est possible de diviser f(A) par A(L), on obtient :

f(?»){A(x)kaxk}[R(x)] (1.92)
k=0

ol R(\) =0y + oA +...+ 0y AN est un polyndme de degré (N-1) parce que A(A) est un
polyndme de degré N. Pour A =2; (i=1,2, ..., N) on a A(Ai) = 0, alors on peut écrire que :
f(h,)=R(L) = 0tp + O .t oy gAY (1.93)
D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, on peut donc avoir [10] :
N-1 )
f(A)=a, l+o,A+. 4o AV =D "o, A’ (1.93)
i=0
Alors, pour calculer f(A) il suffit de trouver les coefficients ai (pour i =1, 2, ..., N-1). Dans le

cas ou les valeurs propres A1, A2, ... et An de la matrice A sont distinctes, les coefficients i (pour

i=1,2,...,N-1) sont donnés par I’expression suivante [10]:
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-1

ag | 1 oAy o AHTFOM)
L N S (1.94)
onal [t a ) L)
Pour f(L) = (sm —k)_l, on peut donc avoir :
f(A)=P(Em)=["1-A)" = NZ_:loci M)A (1.95)
i=0
ou les coefficients ai(s™) (pouri =0, 1, ..., N-1) sont donnés par :
ags™ | [1 a3t
(™) |1 R s W) (1.96)
aN—l.(Sm) 1 7\’.N 7“’?';1_1 _(Sm —'KN)_l_

N —
De I’équation (1.96), chaque coefficient o;(s™) =) 6;; (sm -\ )1 (pouri =0, 1,..., N-1) est

=1

i
une combinaison linéaire des fonctions (sm—kj)fl (pour j = 1, 2, ..., N-1). Alors,

W(t)= L‘l{‘i’(sm)}= L {(sml —A)_l} et y(t)= L‘l{‘P(sm)}: L {s(m‘l)(sml —A)_l} sont donnés

comme suit :
a) = {em-ay = Yrfaemia =Y S0, L6m - ) Al g
i=0 i=0 j=1
y(t)= L*l{s“"*l) (s™ —A)’l}: N_lie”. L’l{s(m’l) (sm-2,)" }A‘ (1.98)
i=0 j=1
1.4 Conclusion

Dans les dernieres décennies, le concept des dérivées et intégrales d’ordre fractionnaire a été
associé¢ a des applications dans différents domaines de la science et de 1’ingénierie conduisant a
la formulation des équations différentielles d’ordre fractionnaire. Dans ce chapitre une
introduction aux opérateurs et systémes d’ordre fractionnaire a ¢été faite. Les principales
définitions, propriétés et les approximations analogiques de ces opérateurs sont présentées. Les
différentes représentations des systemes linéaires d’ordre factionnaire par équations
différentielles, par fonction de transfert et par équation d’état ont été données. L’analyse des
propriétés structurelles des systémes fractionnaires d’ordre commensurable telles que la stabilité,
la controlabilité et I’observabilité ont aussi été faites. Enfin, la solution de I’équation d’état des

systémes linéaires fractionnaire d’ordre commensurable a été présentee.
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Chapitre 11

Fonctions fondamentales des systémes linéaires
fractionnaires d’ordre commensurable

I1. 1 Introduction
Un systeme linéaire fractionnaire d’ordre commensurable monovariable est décrit par 1’équation

différentielle linéaire d’ordre fractionnaire suivante [10]:
N _ M _
> a;D'My(t) => "b;DIM u(t) (11.2)
i=0 j=0

ou u(t) est I’entrée, y(t) est la sortie, m est un nombre réel tel que 0 <m <1, a (1 <i<N)etb; (0
<j <M) sont des nombres réels constants avec M < N. La fonction de transfert du systéme d’ordre

fractionnaire est donnée comme [10]:

ibj(sm)j

Y(s) o
ai(sm)i

G(s) = =
(s) 06)
Cette fonction de transfert peut étre décomposée en plusieurs fonctions fondamentales

, O0<m<l1 (1.2)

]

i=0

élémentaires qui correspondent aux différents types de pdles du systeme en s™. Ces soi-disant

N -
poles sont les racines du polynéme Q(p) = Zaip' ou p =s™ Donc, on peut écrire :
i=0

G(s):in(s) (11.3)

ou chaque fonction Hk(s) correspond & un type de poles du systeme. Alors, ces fonctions
fondamentales sont données comme suit :

e Pour un pole réel de multiplicité n :

Hk(s):—1 - (1.4)
(5" ~2)
e Pour une paire de p6les complexes a parties réelles nulles :
2
()
H()=—"—+— 1.5
k( ) [ng N (Drzl] ( )
®,S"
H (s)=—"——+ 11.6
k( ) [ng N (Drzl] ( )

e Pour une paire de p6les complexes a parties réelles négatives :
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2
®p

[s°™ +200,s™ + 03]
s+,

)= [s?™ +20w,5™ + 03] (11.8)

Hy (s) = (11.7)

On note que toutes ces fonctions fondamentales sont des fonctions irrationnelles. Alors, pour
étudier le comportement dynamique de ce type de systéme linéaire fractionnaire d’ordre
commensurable représenté par I’équation (I1.1), les fonctions irrationnelles Hk(s) doivent étre
approximées par des fonctions rationnelles. Dans [17, 32, 42-47], les fonctions fondamentales
élémentaires définies dans les équations (11.4), (11.5), (11.6), (11.7), et (11.8) ont été approximeées
par des fonctions rationnelles, dans une bande de fréquence d’intérét pratique, afin de les
représentées par des modeles de systemes linéaires invariants dans le temps.

Donc, ce chapitre sera consacré a 1’approximation par des fonctions rationnelles ainsi qu’aux
réponses impulsionnelles et indicielles des fonctions fondamentales des équations (11.4), (11.5),
(11.6), (11.7), et (11.8) correspondantes aux différents types de pdles en s™ du systeme linéaire
fractionnaire d’ordre commensurable.

11.2. Fonctions fondamentales pour le cas des poles réels

Dans ce contexte, les fonctions fondamentales sont définies par les fonctions de 1’équation (11.4).
Pour t > 0, on défini gexpn(t, A, m) la fonction exponentielle généralisée d’ordre n (n=1, 2, .....),

ou sa transformée de Laplace est donnée par :

Ligexp , (t. 2, m)} =G, (s) = (11.9)

s
avec A et m deux nombres réels telsque A<0et0<m<1.
Pour n = 1, I’approximation, dans une bande de fréquence d’intérét [0 , wn], de la fonction

irrationnelle G1(s) de I’équation (I1.9) par une fonction rationnelle est donnée comme suit [42] :

1 2N-1 k

G;(s) = = ' (11.10)
=) 6

ou les pbles pi (i = 1, 2, ..., 2N-1), les résidus ki (i = 1, 2, ..., 2N-1) et le nombre N de

I’approximation sont donnés par [42] :

N =@(i—N) etk =(-pi J sinf(1 — m)x) (11.11)
T 27\ 1
cosh {m log [ﬂ —cos[(1—m)n)
- TO I -
N = Integer {M} +1 (11.12)
log (B)
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-1\m o .
avec T, :(TJ( J omax = 1000wH est la fréquence d’approximation maximale et f > 1 est le

rapport d’un pole a son précédent. En prenant la transformée de Laplace inverse de 1’équation

(11.10), la fonction gexpu(t, A, m) est alors obtenu comme suit :

gexp, (t, A, m) = Ll{ Sml . }:Ll{zilk—} Zilk exp( p. t) (1.13)

~(s+p,)

Une fois I’approximation par des fonctions rationnelles de la fonction fondamentale Gi(s) est

obtenue, toutes les approximations par des fonctions rationnelles des fonctions fondamentales

Gn(s) (n=2, 3, ...) peuvent alors étre facilement dérivées comme suit [17] :

. na g T Kozf__f(s+zi) n 2llN_[_z(s+zi)n
G,() = n :|: I } =| =t =(K0)n = n (11.14)
(Sm —?») i-1 (S+pi) 1:1[(5+pi) 21_'\‘_[_1(S+pi)

ou les zéros zi (i = 1, 2, ..., 2N-2) et Ko peuvent étre facilement calculés a partir des p6les p; et des
résidus ki (pour i = 1, 2, ..., 2N-1). Par décomposition en éléments simples des fonctions
rationnelles Gn(s) (n=2, 3, ...), on obtient [17] :

2N-2

H(S+Zi)n 2N-1 n
G,(s) =(Ky)"| A2 | = ! 11.15
0= (o) 0 = 22 (11.15)
H(S+pi)
L =1 J
ou lesrésidus kij (i=1, 2, ..., 2N-1etj=1, 2, ..., n) sont donnés comme suit :
1 gD ]
Ky = 5 e {(S+p)G"(S)}‘s=—pi (11.16)

En prenant la transformée de Laplace inverse de 1’équation (11.15), la fonction gexpn(t, A, m) est

alors donnée par I’expression suivante [17]:

. 2N-1 n .
gexp , (LA, m) =L {(s )} 21:,21:(1 1)|t exp(—p;t) (11.17)

On va introduire une seconde fonction hexpn(t, A, m) (n = 1, 2, .....) qui sera ¢galement utilisé

dans la solution de I’équation différentielle des systémes linéaires d’ordre fractionnaire de
I’équation (11.1). La fonction hexpn(t, A, m) est définie comme la convolution de la fonction
exponentielle généralisee gexpn(t, A, m) avec la fonction échelon unité u(t) comme suit [17] :

hexp , (&, A, m) =[gexp .t 2,m) ]+ u(t) (11.18)

En utilisant la transformée de Laplace, on aura :
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Lihexp,, (& 2. m) } = L{{gexp , (& A, m) |« u(®) } = (11.19)

s(s™ - )

de I’équation (11.15), on peut écrire que :

s(s ) Zfi Zfiku{( ) ey q} (11.20)

i=1 1_155+p i=1 j=1 _1(S+pi)
ou les résidus rijgetrijG=1,2,..,netq=1,2, ..., j) sont donnés comme suit :
(J-a) i—al!
fyo = A" J1 R Ul ) O (11.21)
I dst |s(ls=-p, (pi)(lﬂ q) I (pi)J

En prenant la transformée de Laplace inverse de 1’équation (11.20), la fonction hexpa(t, A, m) est

alors obtenue par :

hexpn(t,x,m)Ll{s(s i )} z; ”{Llﬂ "}+ Ll{;m}} (11.22)

2N-1 n
o, 0 = 35 i + 3 L oot 129
=1 j=1
11.2.1. Exemple illustratif
Pour le but d’illustration prenons deux exemples numériques simulés sur un PC en utilisant

MATLAB pour les fonctions fondamentales suivantes :

oexp , (LA, m)=L" % et hexp, (tA,m) =L" ;n (11.24)
(sm k) s(s”‘ _x)

11.2.1.1. Cas d’un pole réel et simple
Dans ce cas la valeur du p6le est A = -3 avec m = 0.38 et a partir des équations (11.13) et (11.23),
les fonctions gexpa(t, -3, 0.38) et hexpi(t, -3, 0.38) peuvent étre calculées en utilisant les

paramétres d’approximation B = 3, on = 100 rad/s et omax = 10000000wn = 10° rad/s comme suit :

0exp, (t,-3,0.38) = L‘l{ﬁ} L‘l{il(st—p)} ilk exp( pt)
hexpl(t,-3,0.38):L‘1{T—)} Zk ‘1{ @%M}zzki[l—exp(—pit)]

~1\(m I
avect, = (le(m] =0.055et N = Integer {%@3}{“)} +1=17. Alors, pour 0<i<33,0na:
0g

p, =(18.013)*3¢1) | k. = 6*(3)"™ sinl( 0.62)r]
2n | cosh[0.38log (3)" "] - cos[(0.62)]

Figures (11.1) et (11.2) montrent les tracés des fonctions gexpi(t, -3, 0.38) et hexpa(t, -3, 0.38).
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06k
g ﬁ
= 0.4 |
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I .
B 3 ,
g 0.3 _
aD .
02 - -
0.1 :
0 1 1 1 1 1 l 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Temps(sec)
Figure (11.1) : Tracé de la fonction gexpa(t, -3, 0.38)
1 T T T

hexpl(t, -3, 0.38)

0.5

0.4} -

i i i i | i i i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Temps(sec)

Figure (11.2) : Tracé de la fonction hexpa(t, -3, 0.38)
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11.2.1.2. Cas d’un pole réel et multiple
Dans ce cas la valeur du podle est A = -5 de multiplicité m: = 2 avec m = 0.72 et a partir des
équations (11.17) et (11.23), les fonctions gexpa(t, -5, 0.72) et hexpa(t, -5, 0.72) peuvent étre
facilement calculées en utilisant les paramétres d’approximation p = 1.25, on = 100 rad/s et @max =

10”wh = 10° rad/s comme suit:

s°7 + =g CR J) ==l CER D ICER )

i#]

1 1 . 2N1( 2N-1 2N-1 kikj
gexp,(t-5,0.72)= L~ W =L Z 4+ Z Z

- Z( ) texp(—p, t)+z 2‘[ j[exp( p; t)—exp(—p; )]

i=1 i=1 =1

P =P

1
hexp , (t,-5,0.72)= L™ ——
i 5(s°”? +5)

o 2N—1& 2N-1 2N- k k 1 1
-t { Zssrrr T2 25 b |s6+p) 647

Iij

T on-1 on-] Kk, k- Kk
& Zﬂp iy Jim om0 o ot )]}

1#]

KD 1 eroro 0= € ool
Z{ pi)z [l p(—p; t)] 0 texp(—p; t)}

1
avect, = (_le(m] =0.107et N = Integer {M} +1=83. Alors, pour 0<i<165,0na

log (B)

B N (i-83) ((1.87)*(1.25)"* sin[( 0.28)7]
P = (03525, K _£ 2n cosh [0.72log (f.25)* )] - cos[(0.28) ]

Figures (11.3) et (11.4) montrent les tracés des fonctions gexpa(t, -5, 0.72) et de hexpa(t, -5, 0.72).
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gexp2(t, -5, 0.72)

. } ] ; i " i
3 4 5 6 7 8 9 10
Temps(sec)

Figure (11.3) : Tracé de la fonction gexpa(t, -5, 0.72)

0.7

0.6 -

0.5

hexp2(t, -5, 0.72)

0.2 ‘ : . : : P ‘ -

Temps(sec)

Figure (11.4) : Tracé de la fonction hexpa(t, -5, 0.72)
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11.3. Fonctions fondamentales pour le cas des pdles complexes
Les fonctions fondamentales considérées ont uniqguement une paire de péles complexes conjugués

LetA”, ens™avec 0 <m < 1, donnée comme suit :

A=—Co, +joJ1-C2 | K =—(o, - jo,/1-C? (11.25)
ou mn est un nombre réel positif et 0 < { < 1. Donc, les fonctions fondamentales appropriées sont
définies selon les plages des valeurs du paramétre ¢ et de I’ordre de la dérivée fractionnaire m.

11.3.1. Fonctions fondamentales pour une paire de podles complexes conjugués avec parties

réelles nulles [43]
Dans ce cas ¢ = 0, la paire de poles complexes conjugués A et A" sont A = jo, et X =—jo,, avec
IMIZ = on?. Les deux fonctions fondamentales correspondantes & ces pdles sont données comme :
P __ "
Ff,(s) = e +||k||2] : Ff,(s) = " +”x”2] (11.26)
On défini la fonction sinus fractionnaire fsin(t, A,m) et la fonction cosinus fractionnaire
fcos(t, A,m) en tant que la transformée de Laplace inverse des fonctions Ffi(s) et Ffa(s),
respectivement. Alors, on peut écrire que :
2
fsin(t, A, m) = Ll{w} , fcos(t, A, m) = Ll{L} (11.27)
[s*" + ] [s*" [

On note que ces deux fonctions fondamentales sont appelées, respectivement, les fonctions sinus
fractionnaire et cosinus fractionnaire parce que si m = 1, la transformée de Laplace inverse des
fonctions Ff1(s) et Ffx(s) de (11.26) sont, respectivement, les fonctions sin(wnt) et cos(mnt).

Nous allons aussi introduire deux autres fonctions hfsin(t, A,m) et hfcos(t, A,m) qui seront

utilisées dans la solution de I’équation différentielle des systémes linéaires d’ordre fractionnaire de
I’équation (11.1). Ces deux fonctions sont définies, respectivement, comme la convolution des

fonctions sinus fractionnaire fsin(t, A,m) et cosinus fractionnaire fcos(t, A,m) avec la fonction
échelon unitaire u(t) comme suit [43]:
hfsint, A, m) =[fint, A, m)]*u(t) , hfcost, A, m) =[fcos(t, A, m]xu(t)  (11.28)

De I’équation (11.27), on peut alors écrire que :

hfsin(t, A,m)=L" {LJGJ , hfcos(t, ,m)=L" [LZJ(EJ (11.29)
[s°" +[A"T s [s°" +[A"T s

Les fonctions Ffi(s) et Ffa(s) de (11.26) sont des fonctions irrationnelles. Pour étre utilisés dans les

solutions de 1’équation différentielle des systémes linéaires d’ordre fractionnaire de 1’équation
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(11.2), ils doivent étre approximées par des fonctions rationnelles. L’approximation sera considérée
selon le choix de I’ordre de la dérivée fractionnaire m.

11.3.1.1.Cas1l: 0<m<0.5

Dans ce cas, 0 < 2m < 1, donc I’approximation de la fonction fondamentale Ffi(s) de (11.26) par

une fonction rationnelle, dans une bande de fréquence intérét [0, wr], est donnée par [42] :

N

& S
FfL(5) = . §: 11.30

ou les pbles p1i (i =1, 2, ..., N1), les résidus ki (i = 1, 2, ..., N1) et le nombre N1 de I’approximation
sont donnés par :

Py = (p) = et kli _ (%) Sln[(l — Zm)n) (l |31)
o : cosh {Zm Iog( H —cos[(1-2m)x)
ToMii ]
N1=2N-1 sachant que N = Integer {%(w)m)} +1 (1.32)
p

(ym)
avec t, = {ﬁ} , ®max = 1000wH est la fréquence d’approximation maximale et p > 1 est le

rapport d’un pole a son précédent.

Alors, la fonction sinus fractionnaire fsin(t, A,m) est donnée par [43]:
fsin(t, A,m)=L" ” I {i } %kl-exp(— py;t) (11.33)
R I = pl.) = |

L’approximation par une fonction rationnelle de la fonction Ffx(s) de (11.26), dans la bande de

fréquence d’intérét [wL, wH], est également donnée en [32, 44] :

m

N2
Ff,(s) = = (11.34)
2™ 4] Zl 5+p2|)
avec le nombre N2 de I’approximation est donné par : N2=N21+N22
Les pbles pai et les résidus koi (i = 1, 2, ..., N2) sont donnés comme suit [32, 44] :
p, (ab)’ pour 1<i<N,, +1 8
o (i-N) S
Pz =1 () pour N, +2<i<N, +N, +1 V€ 0= (” ||] etp>1 (11.35)
To
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N22
DA pour 1<i< N, +1
K, = = (11.36)
(2K, )oK ] BJ pour N, +2<j<N, +N, +1
ou les résidus Ajj et Bij (pour 0 < i §N et 1 <j <Na) sont donnés par :
p.K; o" )(pik; BE
Aij=(T° )b, ) (0 )(_ )(J ’) (11.37)

P; —p. | P —Pi
Pour des valeurs réelles données de y (dB), & et B, les paramétres d’approximation a, b, po, Zo, ®c,

®max, N21, N22 , les poles pj et les résidus ki peux étre calculés comme :

y

y
a= 10{101 ol b= 10[“”"} L0, =80, ®, =By, 2, =0 Vb etp, =az,, Ky =(o,)"  (11.38)

N,, = Integer [w} +1

log(ab
g(ab) | (11.39)
N,, =2N-1avec N = Integer {M}rl
log(p)
N21
" []a- a(ab))
P, =p, (ab)", k; =——2— Jh?u ,pour i=0, 1, ..., N2t (11.40)
j=0,i#j
Les poles p; et les résidus K; (pour 1 <j<Ngz), de I"approximation sont donnés par :
_ N e
p =P oL S'n[il m)r] (11.41)
To 27| cosh[mlog(—=)] - cos[(L— m)x]
ToP;

Alors, la fonction cosinus fractionnaire fcos(t, A, m) est donnée par [43] :

fcos(t, A,m) = L _ s ~ L1 %2: Kai —%:k exp(—py;
A - = - 2i p p2|t) (“42)

[s2™ + (] S+pa) 4

A partir des équations (11.28), (11.29), (11.31) et (11.42), les fonctions hfsin(t, A,m) et hfcos(t, A, m)

sont alors obtenues comme [43]:

hfsin(t, x,m):Ll{%J[a}:Ll{i(;:—;ﬂ (3}:2 1 J[l exp( P t)] (11.43)

1i

st xm)L{[Sin@}L{Z(Sfp @}zZ %J[l-exp(—pgit)] (1.49)

2i

X

©
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11.3.1.2.Cas 2: m=0.5
Dans ce cas, la fonction fondamentale Ff1(s) de (11.26) est donnée par:

.= ML (11.45)
1 > .
[s+[2]"]

et la fonction sinus fractionnaire fsin(t, 1,0.5) sera [43]:

: 4] P } z
fsin(t, %,0.5)= L — [ exp(-[)t) (11.46)
{ +p]

L’approximation par une fonction rationnelle de la fonction Ff2(s) de (11.26), dans la bande de
fréquence d’intérét [wL, wH], est également donnée par [44] :
SO.S B k20 N> k2i

= 11.47
s+°1 s+ " 6+p2) (h4n

Ff,(s) =

Des I’équations (11.38), (11.39) et (11.40), les résidus ko et koo sont donnés par (0 <i < N2=Naz1) :

b2k ) K. [ (bk,) O
ky=—+ '/ o _|Ko |, Dy =i =p =Pl (.48
“ (to Pi —1) o {To }{Z):DI} (To2 —ToPi P =P To ( :

et la fonction cosinus fractionnaire fcos(t, A,0.5) sera [43] :

S0.5 k N, k..
fcos(t, 2,05) = Ly ————t= L7 20_ +z( 2i J
[s+[A]"] s+|P i1\ St Pai (11.49)

N,
= kzoeXp(— ||7¥||2t) + sziEXp(_ p2it)
i-1

Donc, les fonctions hfsin(t, A,0.5) et hfcos(t, A, 0.5) sont obtenues, respectivement, a partir de

(11.28), (11.29), (11.45) et (11.47), comme [43]:

B o

+r

TS e B Gt
[”‘;” Jb ol z( J[l.eXp( -

11.3.1.3.Cas 3: 0.5<m«<1

Dans ce cas 1 < 2m < 2, donc I’approximation par une fonction rationnelle de la fonction

(11.51)

fondamentale Ff1(s) de (11.26), dans une bande de fréquence d’intérét [0, wn], est donnee par [42] :
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i As+B N K,
2rr|1| ||k2 = 11 : 2 +{Zs+lp}
R R (L I

ou, ki et p1i (i=0, 1,..., N1) sont les résidus et les pdles qui peuvent étre calculés comme suit [42]:

Ffl (5) =

(11.52)

. 1_1[(1— a(ab)™)

Py =P, (8D)', ky; = — — (11.53)
(ToPo(@b)" )" —2a(topy(ab)') +1 1:0[(1—(ab)i_j)

Cette méthode d’approximation commence par une erreur d’approximation y en dB et une bande
de fréquence d’approximation [wg, ®H]. Les parameétres a, b, zo, po, o et N1 de ’approximation
peuvent étre déterminés comme suit [42] :

y

a=10 o) b 10/ 200-m)] 2, = ("7””{ }jlo[y/m(lm)]’po —az,,0= [1+ cos(mm)]

22m—1

(11.54)
1
N, = Integer[log(w”Bx ] /og (ab)J +lavect, = (J/||x||){a}
0
Les constantes A; et By sont données par :
N N _
B, =1—§1}<1i et A, = —rgjklipo(ab)' (11.55)
i=0 i=0

Alors, la fonction sinus fractionnaire fsin(t, A,m) est donnée par [43]:

N
fsin(t, %.,m) = Ll{%} — Lt Alsj B, |4 [Zlk_l}
[s" =+ [2]"] s+ 20c{||x||m}s + {||x||m} =13 F Py (11.56)

N
_¢, exp[— a{"xni}t]sin N {||x||$}t . @1] 3k exp (= pyt)
i=1

ou les constantes Cy et @1 sont données par [42] :

“en (Blto)z(l—ocz) T, — A (157

To
L’approximation de la fonction fondamentale Ff2(s) de (11.26) par une fonction rationnelle, dans

B \/Af _2AB,at, +(B,1, ) AN1-o? J

et @, = tanl(

une bande de fréquence d’intérét [wL, oH], est donnée par [45] :

Ffz (S) =

m N2
s - As+B, { Ky } (1158)

Tm iy
[s* —|—||}\,|| ] 2 4 20({”%”; }S+{||X||§1} i1 S+Py
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La fonction rationnelle de 1’équation (11.58) est obtenue comme suit [45] :

m n g™ [(1+ (t 3)) (Hm)j

___s . (11.59)

Ff,(s)= - ~
[s*™ + (2’1 ||x||(2—%) §2 4 2a{||x||;}s+{||x||:q}

m
De [32], le différentiateur d’ordre fractionnaire s™ est approximé par K{H—j , ou
()

c

T, = m—,ro = (1/%)(Vm)= (Di 0, << 0y, Kp = (o)™ ; alors, on peut mettre Ffy(s) de I’équation
c 0

(11.59) sous forme suivante :

Ff,(s)="5" KD[ ( (L+(zo 9) ] (L (z, o) (11.60)

P +28 (g s)+1 | 1+ (tq 5)2™Y
Dans ce qui suit, on va utiliser une technique de normalisation de p6les des deux zéros a puissance

fractionnaire, pour normaliser le dénominateur de la fonction Ffx(s). Donc, pour une erreur y1 en

dB choisie, les poles de I’approximation de (1+ (rc S))m de I’équation (I1.60) sont donnés par [32]:

p,; (M) = (ab)i p, .pouri=01..,N,,N, = Integer(log((ﬂmx J/bg(albl)] +1 (11.61)
0
Les paramétres a; et by en fonction de y; et m sont donnés par :

Yi

Yi
a, :10[10(1‘”‘)j , b, = 10(10rnj avec: z, =, /b, etp,=2a,z, (11.62)

sont aussi

1
Pour une erreur y> en dB choisie, les pdles de ’approximation de )
1+(% 5)

donnés par [32] :

P, (m,)=(a,b,) p,, i=01...N, N, = Integer[log(mz’"%1X J/Iog(azbz)J+1 (11.63)

0

ou az et by sont données par :

a, :10[10(1y‘2”‘2)J b, :10[10y”2“zJ (11.64)

et po est le premier pole d’approximation défini comme : p, =a,; ®, \/b_l .
Pour garantir 1’égalité des poles des équations (11.61) et (11.63) des deux approximations quelque

soit les ordres m # mz =(2m-1) on doit avoir pi(mz) = pi(m) (i=0,1,2,..., N11 +N12+1), c’est-a-dire :
P, (M,) =py (M) = (albl)i Po =(@,b,)'py = ab, =a,b, =ab (11.65)

Cela conduit a :
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10{“’(1{2'"2)} xloLg”iJ zloLOJim)} x1o[1m (11.66)

Donc les erreurs d’approximation y1 et y- et les ordres m et m sont liés par la relation suivante :

m,(1-m,)

= 11.67
Yo=Y1 m(L—m) ( )
L’approximation de la fonction Ff2(s) est donnée par [45]:
N1g S N12 S
H[1+J [T 1+
FF(s) = 12" K 1+ (749)) im0\ Zin ) i2s0\ Zizengn (11.68)
Y P () 28 (tys)+1

N11+N12+1
il (“Sj
i=0 Py

L arrangement des singularités (pdles-zéros) est établi selon les progressions géométriques

suivantes :

Py =P, (@b), 0<i<N;;+N;,+1

z. =(ab)*Pe o<il<N
a = (ab) a, 1 (11.69)

. i2+N,;+1  Po .
Zi2+ Ny +1 =(ab)*™n . 0<I2< Ny,
2

N11 est obtenu en utilisant y1 et ®max1= o, ®max2=100wH pour calculer N12. Par décomposition en
¢léments simples de 1’équation (11.68), il est possible de représenter la fonction de transfert Ffx(s)

par une combinaison de fonctions élémentaires simples, comme suit [45]:

m N2 )
Ff ()= — = L Azsf B, |+ {Zk—z} (11.70)
[s7" + ||7n|| ] s? 4 ZQ{HXHm }S + {Hknm} i1 S+ Py
ou, les kai (i=0, 1, ..., N2 = N11+N12+1) sont les résidus des pdles qui sont calculés par :
) ) lN_li (1 —a (ab) (i—il))ﬁ (1 —a (ab) (i—i2+N11+1))
g [ (- (5 poab)')) (po(ab)) ] o 0o (1.71)
2 ~ o D iy2 i N2 -
(TOpO (ab) ) 2§(T0p0 (ab) ) +1 H (1_ (ab)(l—J))
j=0

i#]

Les constants A et B2 sont données par :

N2 k.. 2 N2 k.
s=0=Ff,(0)=1)" Ky =—2++> %= B, :{||x||m} ot Ky - & (11.72)
{”X”m} i-1 Py i1 Py
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N11 1 N12 1
1 'Eo(?)'go(z ) N2
lim sFf,(s)= t2"K,, ot oA Sk, = (11.73)
S§—w (To) 2 1 i=1
[1¢5)
i=0 Pa
N2
( | HpZi N2
2m-1 i=
A, =1 Kol s —ZkZi (11.74)
_Hzil_H Zi2+N11+l =
i1=0 i2=0

La fonction fcos(t, A, m) est alors donnée par I’expression suivante [43] :

m A B 2k,
fcos(t, A, m) = Ll{—s } =L" 22+ 5 a

e O
[ + ] s? + 2oc{||k||m}s 4 {”x”m} =15+ P2 (11.75)
_c, exp(_ a{||x||i}t}os N {||x||fn}t + cpz] + 3k (- pa)

ou les constants C; et @2 sont donnes par [42] :

2 2 —
C, =, Bz\/(AZ) 2ABy0ty +(Byo)” o @, =tan{—A2V(1 o )J (11.76)

(Bzro)z(l_az) 2To — A0
Dans ce cas, les deux fonctions hfsin(t, A,m) et hfcos(t, A, m)sont également données a partir des

équations (11.28), (11.29), (11.56) et (11.75) comme suit [43]:

[s°" +[p] "I s

t Alsl+ R ’ (1) {Z( s j[lﬂ (11.77)
52+2a{||l||m}s+{||k||m} s)| [f7s+pu ks

_14c, exp(— a{nxnfﬂ} t]sin(ﬁ {||x||é} t+q>nj_§ %j[exp(— )

i=1 .
! 1i

hsin(t, A,m) =L

f—_j;\

ou les constantes C11 = (1/A)#™Cy et ®11 sont données par [42] :

A [1_ 2 [ 2
@, =tan™* ANIZaT ] | Y1z (11.78)
B;t, —A0 -

38



Chapitre 11 | Fonctions Fondamentales des Systémes Linéaires Fractionnaires d’Ordre Commensurable

hfcos(t, .. m) = Ll{ [Sz%nm}@}
O ) N
o +C21exp( {||x||é} jsm(\/— {||x|| }t+CI>21J z[ J p,t)

ol les constants Cz1 = (1/A)Y™C; et 21 sont donnés par [42]:

®,, - tan {MJ—W (_\/(1—“2) ] (11.80)

B,t, —A,a -

11.3.2. Fonctions fondamentales pour une paire de pbles complexes conjugués avec partie
réelle négative [43]
Dans ce cas, 0 < { < 1, les poles sont sous la forme de paires de pdles complexes
A=—Co, +jo,1-C* et A =-Co,—jo,J1-¢°. Les deux fonctions fondamentales
correspondant a ces poles sont données comme :
2
A s™ + (A
Ffs(s) = - Q - - et Ff(s)=—0r | !LC 5 (11.81)
[s*" +2¢fs™ + ] [s°" +2¢as" + [ ]

On définit la fonction sinus amorti fractionnaire fdsin(t, A,m) et la fonction cosinus amorti

fractionnaire fdcos(t, A,m) en tant que la transformée de Laplace inverse de la fonction Ff3(s) et
Ffa(s), respectivement, parce que, si m = 1, la transformée de Laplace inverse de la fonction Ff3(s)
et Ff4(s) de (11.81) sont respectivement, la fonction sinus amorti exp(—Co, t)sin( o, t) et la fonction
cosinus amorti exp(—Cw, t) cos(w,t) . Alors, nous avons :

P s™ + ¢
fd sin( t,A, m) = L‘l{ . - } et fd cos(t, A, m)=L‘l{ . - } (11.82)
[s°" +2¢|ifs™ + [ [s°" + 2¢pfs™ +[A] ]

Pour 0 < m < 1, les fonctions rationnelles d’approximation des fonctions fondamentales Ffs(s) et

Ffa(s) de (11.81), dans une bande de fréquence d’intérét [0, wn], sont donnés comme suit [46-47] :

2 N, T
Ffy(s) = P [Z AL } (11.83)

B2 T[S ST s o]

fym) 2
Pour e {Iog[(m”)( )mm]}rl et o, =arct9[\/1?
p

I J les coefficients B, asi, wi et les
0g

résidus kai, pour i =1,2, ..., N3=2N-1, sont donnés par [46]:
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B= COS{&) (11.84)
m

a, :(mn){%}p('\'_i)(ﬁw/l— 2 —&1/1—[32) (11.85)
1

2 .
K, = (0;) sm[(N 1-m)n] (11.87)
2n | cosh[mlog ((p) - ) ]—cos[(1—m)x]
avec p > 1 est le rapport d’un pole a son précédent et mmax est une fréquence d’approximation qui
est choisie comme un tres grand multiple de wn afin d’avoir une bonne approximation dans la

bande de fréquence d’intérét [0, oH].

s™ +[A¢ {N‘* a,S+¢ }
Ff, (s) = Dy p— : 11.88
©) [s*™ +2¢|As™ + 1] ] .Z=1: 5° +2Bw;s + o; (1189
les coefficients asi et les résidus ks, pouri=1,2,..., Ns=Nz=2N-1, sont [47] :
2 = (0, )l p®9 (ep+ g7 J1-p?) (11.89)
o) sinf(1-—-m)r] (11.90)
* 2r | cosh[mlog((p)"")1- cos[(1— m)n] '

Donc, les fonctions fdsin(t, A, m) et fdcos(t, A, m) serons [43]:

fdsin(t, A,m) = Ll{ I }_ Ll{ 3 Kk ays++1-¢? }

[5°" + 2] Js™ + A" TS e Postof (11.91)
= 2mik3i exp(—Baw,t)sin [(oi (Jl—ﬁz )t +(mr;1j(p3j
fdcos(t, A,m) = Ll{ - s +||XL[C - }_ Ll{ik4i 5 8yS*G 2}
[s°™ +2¢As™ +[A| ] i1 ST +2Pos+o; (11.92)

Somaost patef ol Th(%2

Les fonctions hfdsin(t, A,m) et hfdcos(t, A,m) qui seront utilisés dans la solution de 1’équation

différentielle des systémes linéaires d’ordre fractionnaire de 1’équation (I11.1) sont définies,

respectivement, comme la convolution de la fonction sinus amortie fractionnaire fdsin(t, A, m) et la
fonction cosinus amortie fractionnaire fdcos(t, A,m) avec la fonction de 1’échelon unitaire u(t). Par
conséquent, ils sont donnés par les expressions suivantes [43] :

hfdsin(t, A, m) =[fdsin(t, A, m)]*u(t) et hfdcos(t, A, m)=[fdcos(t, A, m)]*u(t) (11.93)
De (11.91) et (11.92), on peut alors écrire que [43]:
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hfdsin(t, x’m)Ll{ +26;|:|7;»|:|zs P J( j} {[Nj N ?TZLE }@} (11.94)
:{1_(:{2 k, exp(—Po,t)sin (wi(w)H%ﬂ}

avec C,=1/\1-¢?.
AT
4 2¢|A[s™ +||x|| = + Bcos+co S

firlarombisho]

]

(11.95)

avec C,=1/|p|.

11.3.3. Exemples illustratifs
Pour le but d’illustration considérons le calcul numérique des fonctions fondamentales des

équations (11.27), (11.29), (11.82), (11.94) et (11.95) données comme suit:

- 3 J G s”
fsin(t, A,m)=L"q| ————- |, fcos(t, A, m) =L —_— 7,
{[Szm [ [s°™ + ("]
hfsin(t, A,m) = L [ﬂ}m hfcos(t, ,m) =L LZ (1) ,
Is*" =+ (] [s%" + "1 8

A m
fdsin(t, A, m)=L" M > | fdeos(t, A, m) = L) — s™+ e :
s+ 20" + P s+ 2" + |2

2 m
hidsin(t, A, m) =L il > 1) et hfdcos(t, A,m) = L™ "+ . (1] _
ST ¢ 2l < )

Les exemples seront considérés selon le type des pbles complexes et de la plage de la dérivée

fractionnaire m. Dans ce qui suit les pbles considérées sont données par :
h1=(5)) et Ao2=(-5)) , Az=(-1+2)) et A= (-1-2j).

11.3.3.1.Cas1: m=0.23(0<m<0.5)
A partir des équations (11.33), (11.42), (11.43), (11.44), (11.91), (11.92), (11.94) et (11.95), les fonctions

fondamentales  fsin(t, 1,,,0.23),  hfsin(t, A,,,0.23),  fcos(t, A,,,0.23),  hfcos(t, A,,0.23),
fdsin(t, 1,,0.23), hfdsin(t, 1,,0.23), fdcos(t, 1,,0.23) et hfdcos(t, 1,,0.23) peuvent étre

facilement obtenues comme suit :
% fsin(t, A,;,0.23)et hfsin(t, A,,,0.23)
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[s°*° +25]

hfsin(t, A,,,0.23)= Ll{[ﬁﬁj} = L-l{il ((Sf—lpl)j@j} = ik“ [L-exp(=p,t)]

avec |[Lo,|=5, N1 = 15, pour 1 < i <29, les pdles p, et leurs résidus correspondants k,;sont

N1 N1
fsin(t, 1,,,0.23)= Ll{i} = Ll{ Ky _ } = Zkliexp(— p.it)

donnés comme :

o, = (L00%10°)s (@) Kk, - £09710°)@ " sin[ 0.547]
s o 2n cosh[0.46 log((3) ** )] ~ cos[0.547]

s feos(t, A,;,0.23) et hfcos(t, A,,,0.23)

a 50'23 4 i k2i _ N _
foos(t, Ay;,0.23)= L {Mj} =L {2(—5 o J} = ;km exp(-p,t)

1 s0% 1 4 - k2i 1 _N2 _ _
s )] 2] b

avec |[Lo,| =5, N21 =37 et N2z = 29, les pdles p,; et leurs correspondants résidus k,; sont donnés

comme suit:

e pour 1 <i<Np+1=38
D, = (2.23%101 )+ (3.67)™

(3.67) (3™ )ﬁ (1-(1.35)3.67)0)

X

K, = (”Llo”)i [(1.09%10°)3)* —(2.23*10%)3.67) "] 13‘8[(1_(3.67)04))
| 2n =1 j=1i%]
sin[( 0.54)x]
cosh[(0.46)log((3)“*")] - cos[(0.54)n]

e pour N21+2 =39 <1< Noi+ Npo +1 = 67
P, = (1.09%10° )+ (3)¢*,

. - (0.13)(3)4*¥ sin[( 0.54)7] .
an 2m cosh[(0.46) log((3)®*")] - cos[(0.54)x]

_ —(141.22)(3)%0* f‘g[(l— (1.35)(3.67))
i 27](1.09%10°)(3) - — (2.23*10-“)(3.67)5-1]_ﬁ_(1— (3.67)()
r sin[( 0.54)xt]
| cosh[(0.46) log((3)®*")] - cos[(0.54)x]
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% fdsin(t, A,,0.23) et hfdsin(t, A,,0.23)

fdsin(t, A;,0.23)= L‘l{ 5 }: Ll{ S K agS+41-C¢? }

[s%4° + (4.47) €% + 5] =% 52 4 2Bws + 0

- _Nzg(‘)iksi EXD(— B(Dit)Sin ((Di (\/1—[32 )t —(3.35) (pg)
hfdsin(, k3,0.23):L1{ 5 } Ll{ikm J1-C7 +ays 1}

[s*° + (4.47)(s** +5] s’ +2Bw,S+ S

= {1— C3§k3i exp(— B, t)sin (wi (M)t + (PS)}

% fdcos(t, 1;,0.23) et hfdcos(t, 1,,0.23)

fdcos(t, k3,0.23)=L‘1{ — 0'23+(224?)2§3 } _1{2 .o a,5+C }
[s°% +(4.47)Cs™* + 5] = 1?4 2Bos + o

= iNZ:wi Ky exp(- B‘”it)cos(@’i (M)t B (3'35)(P3)

hfdcos(t, xg,o.zs):Ll{ - +(224)0C23 }Ll{Nka4. _ Crags 1}
S[s™® +(4.47) s + 5]

i=1 +2Bws+ o] s
={L_ Z k,; exp(-Bo,t) cos(oa (ﬂ)“%)}

224 &

avec [Ay|=2.24, {=0.97, p=048, C3=4.11, C4= 045, ¢3= ¢gs4=0.25, N3 = N4 = 821 et les

parametres ;, as;, a4 €t K5 = K,; sont donnés, pour 1 <i< 821, comme :

1
(0.03)*(1.10)“*

a a, =(-0.02)*(1.10)“*"  a, =(0.021)*(1.10)“",
= 1 sin[0.77 7]
4 (0.002) *(1.10Y** | cosh[(0.23) log((L.10)“** )] - cos[0.77 ]

Figures (I1.5) et (11.6) montrent les tracés des fonctions fcos(t, A,,,0.23), fsin(t, A,,,0.23),
fdcos(t, 1,,0.23), fdsin(t, A,,0.23), hfcos(t, A,,0.23), hfsin(t, A,,,0.23), hfdcos(t, 1,,0.23) et
hfdsin(t, 1,,0.23).
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fcos
fsin
fdcos :

dein ............. -

o
[+}]
T

Amplitude
e o o
w i [$)

o
[N

01 -\

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Temps(sec)

Figure (11.5) : Trace des fonctions fcos(t, 1,,,0.23), fsin(t, A,;,0.23),
fdcos(t, 1,,0.23) et fdsin(t, 1,,0.23).

o
-..I

e
)

Amplitude

e
o

o
F

0.2 i i i i

] 1 2 3 4 5
Temps(sec)

Figure (11.6) : Tracés des fonctions hfcos(t, A,,,0.23), hfsint, A,,,0.23),

hfdcos(t, 1,,0.23) et hfdsin(t, A,,0.23).
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11.3.3.2.Cas2: m=0.5
A partir des équations (11.46), (11.49), (11.50), (11.51), (11.91), (11.92), (11.94) et (11.95), les fonctions
fondamentales fsin(t, A,,,0.5), hfsin(t, A,,,0.5),fcos(t, A,,,0.5), hfcos(t, A,,,0.5) , fdsin(t, 1,,0.5),
hfdsin(t, A,,0.5), fdcos(t, 1,,0.5) et hfdcos(t, 1,,0.5) sont données comme suit :
% fsin(t, 1,,,0.5) et hfsin(t, 1,,,0.5)
ol

foin(t, Xy, 0.5)= Ll{m} - ||7»01||2eX|0(— IIMIIZI)
01

hfsint, 2.,,0.5) = L{Mj@} =[1-e(- )

s+ oo

% feos(t, A,,,0.5) et hfcos(t, A,,,0.5)

s0° Kk Nk,
fcos(t, Ay, 0.5) =L ——— L~ | A {—Zj
o {[s+||k01||2]} {{H”xm”z Z S+,

N,
= kzoexp(_ ”7‘01”2t) + ZkZiEXp(— p2it)
i=1

o e e A

{&J[l-exp( ot + 3ok o0 (-p.0)]

2
[os]
avec Ay =5, N2=41, k,, =-24.20 et pour 1 < i < 41, les pdles p, et leurs résidus
correspondants k., sont donnés par :

- (19.80 %1070 )(2.52)2071) 1;[ (1-(1.58) (2_52)071))

[(1.99%10%)(2.52) — 25] 1“—1 (- (252))

J=1,i#]

D, =(1.99%10°)(252)"Y | k, =

% fdsin(t, 1,,0.5) et hfdsin(t, 1,,0.5)

? N3 2
fdsin(t, k3,0.5)—L1{ ”M” }_Ll{ Ky ?Sis"‘\/l G }

[s + 20 ns s + 5] ] T 7"+ 2Boys+of

= f:mik3i exp(—B o t)sin (ooi (M)t —(Ps)
e’ }Ll {Zk -G +ags 1}

s[5 + 20|14 [s°% + 14 ] T s+ 2Bos+o] s

{Lc:giszsi exo(-potsinfo, (157 )t”’sﬂ

hfdsin(t, A,,0.5)= Ll{
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% fdcos(t, A,,0.5) et hfdcos(t, 1,,0.5)

a,S+C }

5% + [
fdcos(t, 1,,0.5) = L =L ka 7
[s+ 2¢[A4[s™ +||X|| ] T s’ +2Bos+o;

N3
= Zmikm eXp(_BOJit)COS((”i (\/1_[32 )t _(P4)
i=1
0.5
hfdcos(t, 2.,,0.5) = L STepsle =Ll{§k4i _ GFaS 21}
S[s+ 28| [s™ +|1s] ] i s+ 2Bws+ o S

hf ] -C 2 k., exp(- Bcot)cos( (wll—Bz )t+(p4):|
3
avec A, =2.24,£=0.91, B = 0.66, C3=2.41, C4=0.45, @3= @a=0.43, N3 = Na=725 et pour 1

<1<725, les parametres o;, a4, a,4;€t K, =k, sont donnés comme
1 i i
O g =009+ @10) Y 2, 018410/
K = 1
*(0.56)* (L.10)2%%
fsin(t, 1,,,0.5),

Figure (11.7) et (11.8) montrent les tracés des fonctions fcos(t, A,,,0.5)
fdsin(t, »;,0.5), hfcos(t, A,,,0.5), hfsin(t, A,,,0.5), hfdcos(t, ,,0.5) et

sin[0.57]
cosh[0.5log((1.10)®**"Y] - cos[0.5 ]

fdcos(t, 1,,0.5),

hfdsin(t, 1,,0.5).
1.2 T T T T
1 e e e e e e e e e e e fcos -
fsin
0.8 .................................... fdcos ................

Amplitude

-0.2 i 3 :
0 1 2 3 4 5
Temps(sec)
Figure (11.7) :Tracés des fonctions fcos(t, A,,,0.5), fsin(t, A,,,0.5)

fdcos(t, 1,,0.5) et fdsin(t, A,,0.5)
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1 .
09l
0-8 Ll . . e T e e e e e
o/ hfsin | |
' —— hfdcos
06 —— hfdsin |

Amplitude
o
(4]

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45 5
Temps(sec)

Figure (11.8) : Tracés des fonctions hfcos(t, A,,,0.5), hfsin(t, 1,,,0.5),

hfdcos(t, A,,0.5) et hfdsin(t, A,,0.5)

11.33.3.Cas3: m=0.92 (0.5<m<1)
Pour m = 0.92, & partir des équations (11.56), (11.58), (11.77), (11.79), (11.91), (11.92), (11.94) et
(1.95), les fonctions fondamentales fsin(t, A,,,0.92), hfsin(t, A,,,0.92), fcos(t, A,,,0.92),

hfcos(t, A,,,0.92), fdsin(t, A,,0.92) , hfdsin(t, A,,0.92), fdcos(t, 1,,0.92) et hfdcos(t, 1,,0.92)

peuvent étre facilement obtenues par les expressions suivantes:

% fsin(t, X,,,0.92) et hfsint, A,,,0.92)

N, _
foin(t, 1.,,,0.92) = Ll{mz—5} L AstB, {Z k_l}
[s**" +25] 52 + za{nx m}s ' {||x } TS+ Py

1 1 Nl
_c, exp(— a{||k01||w }tjsin (\/1_ o {||k01||‘m}t N cplj +3 Kk exp(- put)
i=1l
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hsint, 7.,,,0.92) = Ll{[#)(}j}
[s7" +25] \'s
0 (e )
=3 : —[3)]+ Z ky )2
SZ =+ 2(1{”7\,01"092}5 + {”7\(01”0_92} S i-1 S+ pli S

Ny S . 1
1= Yk, exp(—pyt)+ Co, exp(— oc{||k01||°v92}t]sm (Jl—az{||k01||°-92}t+d>11)
1

avec [Ay =5, C,=6, 0.=0.14, ®, =0.14,C, =1.04, ®,, =1.57, N, =10 et pour 1 <i < 10,

les poles p,; et les residus kii sont donnés comme :

p, =(14.04)* ((4.66)"™)

10

(14.04) % ( (4.66) ) ) } 1:1[ (- (1.28)4.66)" ")

K = {(5.96)* ((4.66))? —((0.68)* (4.66)"

10

[]0-(466))

=1,i%j

% fecos(t, 1,,,0.92) et hfcos(t, 1,,,0.92)

0.92

foos(t, 1o,,0.92) = L‘l{ : > As+B,

N, k )
— L—l 1 - + |:Z 2i :|
st 4 25]} s? + 2&{”7\,01”0'92}3 - {”km”f’f’?} i-1 S+ Py

1 N,
_c, exp(— a{nxmnw} )cos(\/ {||x01||oez }t LD ) >k exp (= pt)
i=1

0.92 1
hfcos(t, . 0.92) =L —> [ =
0s( 01 ) {( [81‘84 +25]J(3j}
B0 [N Y
s° +2a{"7‘01"°'92}S+{"7L01"°-92} S i\ S+ P2 AS

Z[ ]exp pZit)+C21exp(—oc{||7»01||°192})sm(\/—{"x l||°92}t+<l)21j

IIMII

avec |y =5, Ky =1.05*10°, C,=65, ®,=0.16 , o =0.14, C, =-0.23, ®,, =0.015,

N, =10 et, pour 1 <i< 10, les poles p,, et les résidus ki sont donnés comme :

P, =4.69*10° *(16.6)" ™"
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(0.8*10% *(16.6)” *(1- (B.16*107)*(16.6) ")) | _
| ((8.16*107 )*(16.6)" ) — ((2.28*107 )*(16.6) ¥) +1

ﬁ(1_13-26*(16-6)“41))11[(1—1.25*(16.6)(”2*7))

i1=1 i2=1

ﬁ (1-(16.6)")

j=L, ji

% fdsin(t, A,,0.92) et hfdsin(t, 1,,0.92)

2 N 5
fdsin(t, x3,0.92)—|_1{ ”7”3” }_ Ll{ 3 K a,S++/1-C }

[81'84+2C||X3||SO'92+||7L3”2] = 3 g2 +2B(DS+(0

= iwiksi eXp(_BOJit)Sin ((Di (\/1—62 )t +(mn:1j(p3j
hfdsin(t, x3,0.92)=|_1{ o ”7“3” } 1{2 ) J1-C% +a,s 1}

2+ ) "+ 2Pos ol s

- {1— c%: Ky eXp(~Bo;t)sin (coi(x/l—? )t + @3)}

% fdcos(t, 1,,0.92) et hfdcos(t, 1,,0.92)

0.92 N,
fdcos(t, x3,o.92)=|_1{ S+l > }=L1{Zk4. 2 245+G }

[s28 + 2C||7\,3||SO'92 + ”7%” ] = +2Bw;s+ 0)

= imi k, exp(- Bmit)cos(mi (ﬂ)t + ( mn: 1)%)

0.92
hidcos(t, 5,0.92) = Ll{ ™ + sl } L {Nz Crags 1}

S5 + 2], [s°% +[u, ] s+ Paystof s

hf ] -C z k., exp(— Bwt)cos( (wll—BZ)t+(p4)}
avec [A,|=2.24, (=03, p=0.19,C, =1.05,C, =045, ¢, =, =1.27, N, =N, = 417 et,

pour 1 <i<417, les paramétres o,, a,, a, et k; =k, sont donnés comme :

o =(240)*(1.10)" ™ | a, =(-0.05)*(L.10)®*" , a, =(0.42)*(L.10)*""

Ky =K, =(80.93)*(L. 1o)2<2°f“>{ sin[0.08 7] }

cosh[0.92 log((1.10)***")] - cos[0.08 7]

Figure (11.9) et (11.10) montrent les tracés des fonctions fcos(t, 1,,,0.92), fsin(t, A,,,0.92),
fdcos(t, 1,,0.92), fdsin(t, A,,0.92), hfcos(t, A,,,0.92), hfsin(t, A,,,0.92), hfdcos(t, 1,,0.92) et
hfdsin(t, 1,,0.92).
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Amplitude

Temps(sec)
Figure (11.9) : Traceés des fonctions fcos(t, 1,,,0.92), fsin(t, A,,,0.92),
fdcos(t, 1,,0.92) et fdsin(t, 1,,0.92).

1.2 T T

Amplitude

Temps(sec)
: Tracés des fonctions hfcos(t, A,,,0.92), hfsin(t, A,,,0.92),

hfdcos(t, 1,,0.92) et hfdsin(t, A,,0.92).

Figure (11.10)
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I1.4. Conclusion

Dans ce chapitre, on a introduit des fonctions fondamentales fractionnaires qui sont des fonctions
irrationnelles et qui seront utilisées dans la résolution de 1’équation d’état d’ordre fractionnaire.
Puis on a présenté des méthodes d’approximation par des fonctions rationnelles de ces fonctions
irrationnelles obtenues a partir d’une fonction de transfert d’un systéme linéaire fractionnaire
d’ordre commensurable pour différents poles réels ou complexes et 1’ordre commensurable.
Ensuite, les réponses impulsionnelles et indicielles de ce type de fonctions fondamentales
fractionnaires ont été obtenues a partir de fonctions rationnelles les approximant. Finalement, des
exemples illustratifs ont été présentés pour montrer I’exactitude et 1’utilit¢é des fonctions

fondamentales et des méthodes d’approximation.
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Chapitre 111
Résolution de I’équation d’état linéaire fractionnaire

d’ordre commensurable avec valeurs propres reelles

I11.1 Introduction

Les systéemes lineaires d’ordre fractionnaire sont représentés par des équations différentielles
linéaires d’ordre fractionnaires. La résolution de ces équations différentielles linéaires d’ordre
fractionnaire a fait 1’objet de nombreux travaux [15, 24, 42, 46, 48-49, 50-53]. En dépit de la
recherche de leur solutions était beaucoup impliqué au cours des dernieres décennies, les
solutions exactes ne peuvent étre trouvées. Ainsi, I’approximation et les techniques numériques
ont été utilisées intensivement. En plus, certaines tentatives ont été faites pour créer un cadre
formel pour leur étude, mais sans la généralité, la cohérence et I’utilité recherchées des résultats
finaux.

Une représentation utile des systemes linéaires d’ordre fractionnaire est la représentation par
I’équation d’état linéaire d’ordre fractionnaire [10]. Pour les systémes linéaires fractionnaires

d’ordre commensurable, la représentation d’état est définie comme suit [10] :
D™x(t)= Ax(t)+ B e(t) (11.2)
ou x(t) est le vecteur d’état d’ordre N, Dmx(t)est la dérivée d’ordre fractionnaire m de Caputo

tel que 0 <m < 1, e(t) est la variable d’entrée, la matrice A de dimension (NxN) est la matrice
d’état et la matrice B de dimension (Nx1) est la matrice d’entrée

Dans ce chapitre, nous présentons la solution analytique de 1’équation d’état linéaire
fractionnaire d’ordre commensurable de 1’équation (II1.1) pour le cas ou les valeurs propres de la
matrice d’état A sont tous réelles simples et/ou multiples. La solution des cas homogéne et non
homogene est obtenue en utilisant une technique basée sur le théoréme de Cayley-Hamilton. Les
idées de base et les formulations mathématiques de la technique de résolution sont présentées ou
la solution générale est exprimée par la combinaison linéaire des fonctions fondamentales
présentées dans le chapitre I1. Les résultats présentés sont illustrés par quelques exemples pour

démontrer I’efficacité de la technique de résolution présentée.

I11.2 Solution de I’équation d’état linéaire fractionnaire d’ordre commensurable
111.2.1 Théoréme de Cayley-Hamilton [54]

Soit A une matrice de dimension (NxN) dont le polyndme caractéristique est donné comme suit:
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AR)=n1-A =" +a AN+ +a; d+ag (1. 2)
Théoréme :
Chaque matrice satisfait sa propre équation caractéristique, c’est a dire que:
AA)=AN +a, AN+ ra, Avayl =[0] (1. 3)
111.2.2 Calcul de fonctions de matrices carrées [54]
Soit P(A) une fonction et soit A une matrice de dimension (NxN) dont les valeurs propres Ai (i=1,
2, ..., N) sont des nombres réelles distinctes ou multiples. La représentation en série de

puissance de P() est donnée par I’expression :
+00
=3 7 A (111. 4)
k=0

Si on divise la fonction P() par le polyndéme caractéristiques A(A) on aura :

) [gﬁkxk} R()) (111.5)

Comme le degré de A(A) est N, la fonction reste R(A) a un degré < (N-1), alors on aura:
R(M) =0ty + oy A+0, A 24+ og AN (111. 6)

Pour A =i (i=1, 2, ..., N), on a A(Ai) = 0. Donc, a partir des équations (I11. 5) et (I1I. 6), on aura :

POL)=R(A) =0 + 0y Ay 400, A%+ oy g AN T (1. 7)
Du théoréeme de Cayley-Hamilton on a A(A) = 0, alors la fonction matricielle P(A) sera donnée a
partir de 1’équation (III.7) comme suit :

P(A) =R(A)=ag I+ 0y A+o, A% -+ oy AN? (111.8)
Alors, pour calculer P(A) il faut avoir les coefficients aj(s) (j=0, 1, ..., (N-1)).
Si les N valeurs propres Ai (i=1, 2,..., N) de la matrice A sont distincts, les N coefficients a;(S)
(=0, 1, ..., (N-1)) peuvent étre calculés en utilisant les N équations suivants:

P(L ) =R ) =0 +ouy Ay +0u, A +-+ oy M7, (pouri=1,2, ..., N) (111.9)
Quand une valeur propre A; est multiple, les équations R(Ai) seront répétées, ainsi elles ne
forment pas un ensemble de N équations linéairement independantes. Donc, pour une valeur
propre A;i avec une multiplicité algébrique m;, les premiers (mi-1) derivés de P(L)=R(A) de
I’équation (I11. 7) au point A; données comme sulit :

_dR(0) d™p(r) d™ R

P(Li) =R(4;), —(|x AT |x Ao (m;-1) |x AT Wh:xi
di dA

(I11. 10)
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peuvent étre utilisées pour former un ensemble de m; équations linéairement indépendantes.
Donc, un ensemble complet de N équations est toujours disponible pour trouver les N
coefficients oj(s) (j=0, 1,..., (N-1)) qui seront utilisés pour le calcul de la fonction P(A)=R(A).
111.2.3 Solution

Les systemes linéaires fractionnaires d’ordre commensurable sont représentés par 1’équation
d’état suivante [10] :

D™x(t)= Ax(t)+ Be(t) (111. 11)
ou x(t) est le vecteur d’état d’ordre N, Dmx(t)est la dérivée d’ordre fractionnaire m de Caputo
tel que 0 < m < 1, Xx(t), e(t) est la variable d’entrée, la matrice A de dimension (NxN) est la
matrice d’état dont les valeurs propres Ai (i=1, 2, ..., N) sont réels distincts et/ou multiple et la

matrice B de dimension (Nx1) est la matrice d’entrée. En prenant la transformée de Laplace de

I’équation (I11. 11), on obtient :
X(s)= (™1 - A) s x(0)]+ ™1 - A) " BE(s) (Ill. 12)
ou X(0) est I’état initial. L’expression du vecteur d’état x(t) est déterminée en prenant la

transformée de Laplace inverse de 1’équation (I11. 12) comme suit:

x(t)= LX) = L {s(m’l) mi-a) >><(0)+ Lt {(sm| Al }* Be(t) (I11. 13)
On peut facilement voir que trouver la fonction de matrice (s™I-A)* de dimension (NXN) méne a
la solution de I’équation d’état d’ordre fractionnaire de 1’équation (I11. 11).

Dans ce cas, les valeurs propres Ai (i=1, 2, ..., N) de la matrice d’état A sont considérés comme

réelles distinctes et/ou multiples. De la section 111.2.2, la fonction P(A) = (sml —A)_lde la matrice

carrée A est donnée comme suit:

N-1
P(A) = (™1 = A = ag ()l + oy () A+ + a5 (S)AN = Yo, (5)AP (111, 14)

p=0

Les N coefficients oj(s) (j=0, 1... N-1) peuvent étre facilement calculés selon les valeurs propres

de la matrice A.

111.2.3.1 Cas des valeurs propres réelles et distinctes

Si les valeurs propres Ai (i=1,2,..., N) de la matrice A sont tous réelles et distinctes, les fonctions

aj(s) (j=0,1,..., (N-1)) peuvent étre calculées en utilisant I’équation (I111.7) comme sulit :

4 (N-D) _
P(x)\Hi =(Sm—%) \Hi ={Z oc,-(S)l‘}\Mi ,pouri=1,2, ...,N (I11. 15)

=0

L’équation ci-dessus peut étre réécrite sous forme matricielle suivante :
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-1
(5™ —2.1) 1 a2 e AN [ag(s) ao(s)
S I LR I N =V, 1) (I11. 16)
(Sm_KN)_l 1 ay A3 o AN oy () oty ()

La matrice V1 est non singuliére, par conséquent les N coefficients aj(s) (=0, 1, ..., (N-1)) sont

obtenus a partir de 1’équation (I11. 16) comme suit :

ao(s) _(sm _7‘1)_1 | Yiu Y2 0 YiIN (Sm _}”1)_1
alﬁs) =V1_1. (Sm —kz)_l _ Y?l Y?z YZ'N . (Sm —7»2)_1 (111 17)
Ol (N-1) (s) (sm ;7\‘N )—1 YNt VN2 0 VNN (Sm ;7"N )‘1
i}’n (Sm —Xi)il
ato(s) ? .
- ~
a1§S) _ Zl:VZi(S = (Il1. 18)

O (N-1) (S)

_iZ::YNi(Sm - )71

La fonction matricielle P(A) = (s™I-A)? de dimension (NxN) de 1’équation (II1.14) est alors

obtenue comme suit :

m-A)' = Nfocp(s)Ap - Nzl{iy(p+l)i(sm "y )1}Ap (111 19)

p=0 p=0 Li=1

Alors, la solution x(t) de I’équation d’état d’ordre fractionnaire de 1’équation (I11.13) est donnée

par I’expression suivante:

x(t) = L‘l{ s(m) Nz_l{iy(pﬂ)i (sm — A )_1}Ap}x(0)+

p=0 (i=1

(I11. 20)
N-1( N B
L_l{zt:){EY(p+l)i(Sm_7‘i) }Ap}*Be(t)
p=0 (i=
N-1( N _
x(t)= Z;‘){Zl:y(pJ’l)iL_l{S(m_l) (sm - xi) 1}}Ap x(0)+
p=0 (i=
> (111 21)

3 { > Yol {(sm —xi)l}}Ap*Be(t)
p=0 Li=

o
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La fonction L‘li(sm - )_1} est la fonction exponentielle géneralisée gexp, (t, A, m) de 1’équation

) _ -1 . )
(11.13). La fonction s(™™ (sm - xi) peut s’écrire sous la forme suivante :

(m-1) m m_ 4. . . .
S S et T T DU P SR Y IS (1. 22)
o) ) s B | s e

|
Alors, la fonction L™ < (M=) (sm - )_1} est obtenue comme suit :

L—l{s(m—l)(sm—xi)‘l}: R =L—1{1}+xirl L (111, 23)
s sls™ -2, s sfs™ — A,

La fonction L‘l{

Ty } est la fonction hexp, (t, A;,m) de I’équation (11.22). Alors, on peut
sis™ — A

écrire que :

Ll{s(m1)(sm—ki)1}:Ll{%}+kiLl{ mlx }:u(t)+ki{hexp1(t,ki,m)} (111. 24)
SIS

— A
Donc, de I’équation (I11. 21), la solution X(t) est donnée par 1’expression suivante :

”zl{zy(,,m. (1) + 1y [rexp x.,mu}}Ap «(0)+

=0

i n (111. 25)
{ Y(p+1)| geXpl(t k,,m)}}Ap*Be(t)
p=0 Li=1
N N-1
X(t)= 2 [u(t) + 2 {hexp, (t.2;, m) | { YA } +
= i (I11. 26)

N N-1
Z[{gexpl(t >“|7m) *E(t) {ZY(pﬂ), }B

i=1 p=0

Soit, pouri=1, .., N, W, = {Zy(pﬂ)iAp}une matrice constante de dimension (NxN) dont les

éléments wijg (1 <j, q < N) sont obtenus a partir des coefficients constants yp+1)i (1 < (p+t1) < N)

et des éléments des matrices AP de dimension (NxN) (p =0, 1, ..., (N-1)). Donc, on aura :

N N

X(t)= > [u() + 2 {hexp o (t 2, m) W, x(0)+ " [{gexp (& A m) fxe()]WiB- (111, 27)

i=1 i=1

Les composantes xi(t) (i=1, ..., N) du vecteur x(t) sont alors données par:
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0] i{[U(t)JrK e, 4.2, m)}{ixqw)wim }&{[{gexp (02, m)}*e(t){ibqwuq}}
X, | i{[u(t)m{hexpl(t,xi,m)}{ixq(mw.m }&{[{gexpl(tx m)}*e(t){ibqwmq } (1l1. 28)

+

{[{gexpl(t A m)}*e(t){ibqwmq_}

a1

™M=

H_/

[ Xn (D)

I
AN

I
AN

I M S

{[u(t)m [ m)}{zx O

111.2.3.2 Cas des valeurs propres reéelles et multiples
Si les valeurs propres Ai (i=1, 2,..., r) de la matrice A sont réelles et multiples chacune avec une
multiplicité mi, respectivement, les coefficients aj(s) (=0, 1, ..., (N-1)) peuvent étre calculés en

utilisant les N équations obtenues a partir de 1’équation (I11. 15) comme suit :

d*P(n) i-0

Lk ‘x:xi = K ‘)‘*)‘i o (111.29)

A=A,

(N-1) .
o dk{z ocj(s)kl}‘

r
pouri=1,2,..,retk=0,1, ..., (mi-1) tel que N = Zmi . Donc, on obtient :
i=1

dkP(x)‘H {kl( )‘k”’}\ﬁi:{(Nz‘l).(’iaj(s)%“‘”}\m (111.30)

dr S (-Kk)!

L’¢équation ci-dessus peut étre réécrite sous la forme matricielle par I’expression suivante :

(s'“ —kl)_l
-2, )” Cag(s) |
(Sm _xl)iml a,(s)
: =V, (1. 31)
(Sm _Kr>7l .
(Sm ._}\r)z Ol (N-1) (S)
ler-a)m).

ou la matrice V- est donnée comme suit :
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1Ay M2 o WN-2)
01 2 - (N-2{N-3)
o (N-2)!  ,(N-m)
000 (mg-2)! (N-ml)!k1
(N-2)! (N-m -1)
000 (my-1)! (N-ml-l)!)Ll
V,= .
1 a A2 - AN-2)
01 20 - (N—2)k$N -3)
o (N-2)!  ,(N-m)
000 (mr-2)!(N-mr)!kr
(N-2)! (N-m -1)
000 (mr-1)!(N-mr-1)!7Lr

7\’](-N -1)
N-2
(N-1)a{N-2)

(N-1)! . (N-m, +1)

(my-2)1(N-my+1)I'?

(my-1)H(N-my)!'™

7»$N -1)
(N-1)AN-2)

(N-1)! (- +1)

(m-2)Y(N-m+1)"""

(N-)!,(N-m))

(m-L)Y(N-m )"

(mlxN)

(mrxN)_

(111.32)

La matrice V2 est non singuliére, par conséquent les N coefficients aj(s) (j=0, 1, ..., (N-1)) sont

obtenus a partir de 1’équation (I11. 31) comme suit :

I (sm—}ul)fl ]
_oco(s) ] (Sm_.kl)_z
w9 | [lerong] [ o
=V2_1 : _ 5.21 6.22
(Sm_k’)_lz Ony Onz
m_;\‘ B
_a‘(N—l)(s)_ (S : r)
i (sm—kr)fmr |

Mr

k=1 k=1

mr

k=1 k=1
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O i (Sm _7‘1)7 +'"+ZSN(m1+-~+m(r-1)+k)(Sm —Xr)

—k

m(r_1)+K) <5m —A )k}

)

|

(111. 33)

(1. 34)
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Alors, la fonction matricielle P(A) = (s™I-A)? de dimension (NxN) de 1’équation (111.14) est

obtenue comme suit :

DXICEENARS

1A =30, Gac -3 ABD(1.35)
" " + kZ:;SP(mlJr"‘*m(r—l)Jrk) (Sm - Xr )7k

Alors, dans ce cas aussi, la solution x(t) de 1’équation d’état d’ordre fractionnaire de 1’équation

(111, 13) est donnée par 1’expression suivante:

) ) S ( m_ )"‘ R ( m_ )‘k (1)
()= L7383 8pls™ Ry )t D Sy my e8] (A x(0)
k=1

p=1 | k=1

(111. 36)
N [m m,
+L 18 (Sm—k )_k+--~+ ) (sm—k )‘k AP LxBact
Z pk 1 Z p(ml+~~~+m(r,1)+k) r ( )
p=1 (k=1 k=1
x(t)—i{%s Llé(m”( m_ )_k }+-'-+§:8 Ll{s(”‘l) (sm —\ )_k }}A(”l)x(o)
- pk 1 p(My+-+m, gy +K) r
p=t (k=L ket (111. 37)
g, | -1f.m -k < -1f.m -k (p-1) %
p=1 (k=1 k=1

La fonction Lfl{(sm—ki)_k; est la fonction exponentielle généralisée gexp, (t,A;,m) de

. . _ —K S, . .
I’équation (11.17). La fonction s(™™ (sm - ki) peut aussi s’écrire sous la forme suivante :

sMY 8™ 1 s" |1 1 LM
(sm—ki)k s(sm—ki)k S (sm—xi)k S (s”‘—xi)(k_l) (sm—ki)k
_ 1 LM
s(sm —A, )(k_l) s(sm —A, )k

. k .
Alors, la fonction Lfl{s(m*” (sm —xi) } est obtenue comme suit :

e e e
g e

] (111. 38)

(I11. 39)

La fonction L™ ;k est la fonction hexp, (t, A;,m) de I’équation (I1.22). Alors, on
s(sm - )
peut écrire que :
o stmD
L 1{@ =hexp .y (t A, m) + 4, {hexp  (t, A, m) (111.40)
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ol hexp,(t,A;,m) =u(t) = I’échelon unité. Donc, de 1’équation (111.37), la solution Xx(t) est
donnée par I’expression suivante :

my
Z Opk {hexp kn) (A, m) + A, {hexp | (t, Ay, M) }}+ et
n APD%(0)+

x(t)=3"

i Z O (my---tmyy gy +K ){heXp weny (A, m) + 2, {hexp  (t 4, m) }} (111. 41)
k=1
N my m;
Z{Zspk {gexp k (t’ 7\'11 m) } +e-t z 6p(r’r’11+~--+m(r,1)+k) {geXp k (t, }‘r ' m) }}A(pl) * Be(t)
p=1 (k=1 k=1
m; N
3 {hexp geay (t Ay, M) + 24y fhexp & Ay, MR S5 AP (x(0) +--+
k=1 p=1
x(0)=" N .
{hexp (k-1) (t' 7“r ! m) + 7“r {heXp k (t, 7Lr ! m) }}{Zsp(ml+m+m(,1)+k)A(p_1) }X(O)
- i (111, 42)

E

[{gexp (& Ay, m) }*e(t)]{ispkA(PD }B s

p=1

M1

=~
Il

1

3

N
[{gexp k (t, )"r ' m) }*e(t)]{z 8P(f"11+---+n’l(r—1)*l‘)p\('rl) }B

p=1

=~
Il

1

N
Soit, pour k = [1,...,mz,(m1+1), ..., (M+my), ..., (My+mz+...+m;) = N], W, ={zypkA(p—1)} une
p=1

matrice constante de dimension (NxN) dont les éléments wijq (1 <i, g < N) sont obtenus a partir

des coefficients constants ypk (1 < p < N) et des éléments des matrices AP de dimension (NxN)

(p=0,1, ..., (N-1)). Donc, I’équation (I11.42) sera :

3

fhexp e (t 2, ) + 2y fhex (8 4, M) W, X(0) + -+
+

I

x(t)=

3

{hexp kA, M)+, {hexp , (t, %, m) }}W(m1+~~-+m(r,1)+k)x(0)
(111. 43)

~

HM

1

[{gexp K (A, m) }*e(t)]Wk B+---

3

~

=1
m

+ [{gexp k (ta Xr ) m) }* e(t)]W(ml+---+m(H)+k)B
k=1

Les composantes xi(t) (i=1, ..., N) du vecteur x(t) de 1’équation (II1.43) sont alors données par :
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m

=

q=1

~

HM

1

N
{[hexp ety (b A, ) + 2 hexp (&2, m) }{Z X, (0)wkiq} Foeet

3

=1 g=1

X

Xi(t):
N
{[hexp deny (& 2o M) 1 {hexp | &2 r,m)}[ZXq(O)W(ml+,,,+m(r1)+k)iq ]}
(111.44)

El

[ N
{[{gexp (& Ay, m) f*e(t)] D bWy }}4_
K=

~

HM

1

3

Y
{[{QGXP k (t’ rs } e(t)] Z qu (m1+---+m(r_1)+k)iq :l}

La=1

~

HM

1
111.3. Exemples illustratifs

Dans cette section, nous allons présenter deux exemples simulés sur un PC en utilisant
MATLAB pour démontrer 1’efficacité¢ et 1’utilité de 1’approche proposée pour la solution de
I’équation d’état linéaire fractionnaire d’ordre commensurable.

111.3.1. Exemple 1 : Cas des valeurs propres réelles et distinctes

On considere 1’équation d’état linéaire fractionnaire d’ordre commensurable suivante :

0 1 0 1
d®®x(t)
W = O O 1 X(t) + O E(t)
-28 -39 -12 1

X,(t)

ou x(t) = xz(t) est le vecteur d’état, e(t) est I’entrée. Les valeurs propres de la matrice A sont

X(t)

x,(0)] [-1
A = -1, k2 = - 4 et k3 = -7 et I"état initial estX(0) =| X,(0)|=| 1 |. Les composantes x1(t), X2(t)
x3(0)] |0

et x3(t) de la solution x(t) de ce systéme sont obtenues de 1’équation (I11. 28) comme suit :

X i{[u(t)% hexp , (t, 1,,0.83) {Zx O)W g }+Zsj{[gexp1(t,7».,083) *e(t){ibqw }}

=1 gq=1 i q=1

X, () | = i{[u(thk {hexp , (t, 1,,0.83) {ixq(O)w }Jrzsl{ gexp, (t, 1,,0.83) *e(t){ibqw }
%. (1) i{[u(tﬂk hexp, (t, ,,0.83) {Zx OW 5 }+i{ gexpl(t,xi,o.ss)}*e(t){ibqwisq}}

Pour e(t) = u(t) = I’échelon unité, de 1’équation (11.18) on a gexp, (L, A, m)]* u(t) =hexp,(t,A,m);

alors, les équations ci-dessus seront :
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X, (1) = {[1 {hexp 1(8-1,0. 83)}][_ Wit Wllz]} {[1_ 4{hexp 1(t,-4,0.83)}][— Wi+ W212]}Jr
{[ {hEXp (t-7,0. 83)}][ Wisgp t+ W312]}+ {[heXpl(t"l’O-83)][W111 + W113]}+
{[hEXp 1(t-4,0. 83)][W211 + W213]} {[hexp 1(t,-7,0.83)][W311 + W313]}

X, () = L — {hexp ; (t-1,0.83) - Wiy + Wy |+ L 4ihexp , (t,-4,0.83) [T W 51 + Wy, [} +
- 7{hexp (£-7,0.83) [T W51 + W, )+ {[hexp  (t,-1,0.83) [wy 5y + W5 ]f +
{lnexp (t.-4.0.83) [w 1 +W 55§ + {exp (t-7.0.83) [wap, +ways

X3(t) = {1 — {hexp, (t-1,0.83) ]~ Wyg; + Wy, |i + {1 - 4{hexp , (t,-4,0.83) - W pg; + W, |} +
{lL-7{hexp (t-7,0.83) - Wy, + Wg, |1+ {[exp , (t-1,0.83) Jwy g + Wya5]} +
{hexp , (t-4.0.83) [w 531 + W35 ]+ {hexp ; (£-7,0.83) [w 51 + W35}

Réarrangeant les équations ci-dessus et en utilisant les valeurs numériques des différents
parametres on obtient :
X, (t) =—1+ 2.5557* hexp , (t,-1,0.83) — 0.4445 *hexp , (t,-4,0.83) — 0.1114* hexp , (t,-7,0.83)

X, (t)=0.9961-18.1109 *hexp , (t,-1,0.83 ) +88.8915* hexp, (t,-4,0.83 )— 42.7716 *hexp, (,-7,0.83 )
X4(t)=0.0104 +12.9596 *hexp, (t-1,0.83 ) —67.5561* hexp, (t,-4,0.83 ) + 27.6018 * hexp, (t,-7,0.83)
A partir de I’équation (11.23), les fonctions hexpa(t, -1, 0.83), hexpu(t, -4, 0.83) et hexpa(t, -7,
0.83) peuvent étre obtenues en utilisant les paramétres d’approximation f = 2.0, wn = 100 rad/s et

®max = 1000wn = 10° rad/s comme suit :

Pour A =-1:
1 2tk 41 1 2k,
hexp, (t-1,0.83) = L =) = L‘l{— - —} =) Ll-exp(-plt)
' sls®® +1 Z=1: pl; s (s+pl) |Z=1: 1i[ gl
1 (OEJ log (100000)
10_( j =1 , Nl=lInteger | ——=—|+1=17
-1 log(2)
ou, pour 0 <i <33, les pdles pli et les résidus k1; de I’approximation sont donnés par:
_ (i-17) .
pli _ 2(|,17) , kll _ 2 SII’][(S»l?)TC]
21 )| cosh|0.83log (24" )|~ cos[(0.17)x]
Pour A = -4:
1 etk 41 1 2k,
hexp, (t-4,0.83) = L™ =y —LNc = 1-e 2;t
P ) {550'83+4} ,2:1: p2, {s (s+p2i)} le P2, oz L-en(-p2H)}
-1 [é] log (18820)
12, :(—j =0.1882 , N2=Integer| ———=|+1=15
—4 log(2)

ou, pour 0 <i<29, les poles p2i et les résidus k2; de I’approximation sont donnés par:
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5.3134(2)“—15)]{ sinf( 0.17)x] }

o (i-15) o .
p2; =5.3134(2) k2 [ 2m cosh|0.83log ((2) *V )|~ cos[(0.17)x]

Pour A =-7:

1 Ns L3 1 1 2Ns 13,
hexp, (t-7,0.83) = L =Y s = oS - exp(—p3;t
Pl ) {5(50'83+7)} Z‘ p3; {S (S+p3i)} Z‘ p3i[ (53]

1
13, = (_—1)[0'83’J 00959 . N3=lnteger | ©9O590)| 14y
7 log(2)

ou, pour 0 <i<27, les poles p3i et les résidus k3; de I’approximation sont donnés par:

10.4275(2)“—1“}{ sinf( 0.17)] }

_10. (-14) |3 — r :
P3; =104275(2)7 , k3, [ 2n cosh [0.83l0g ((2) )|~ cos[(0.17)]

Figure (111.1) montre les tracés des fonctions hexpa(t, -1, 0.83), 5*hexpu(t, -4, 0.83) et 5*hexpa(t,
-7, 0.83). Figure (111. 2) montre aussi les tracés des composantes xi(t), X2(t) et x1(t) de la solution

X(t) du systéeme linéaire fractionnaire d’ordre commensurable.

1.4 T
/—

@ 0.8 e iih -
=
£
=
g
s -

hexpl(t, -1, 0.83)

5*hexpl(t, -4, 0.83) | .

5*hexpl(t, -7, 0.83)

1 | 1 \
4 5 6 7 8 9 10

Temps (sec)

Figure (111.1) : Traces des fonctions hexpa(t, -1, 0.83), 5*hexpa(t, -4, 0.83)
et 5*hexpa(t, -7, 0.83)
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X (1)

-6
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4

5 6 7 8
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10

Figure (111.2) : Tracés des composantes xu(t), x2(t) et x1(t) de la solution x(t)
111.3.2. Exemple 2 : Cas des valeurs propres réelles et multiples
Comme seconde exemple, on considere un systéme linéaire fractionnaire d’ordre commensurable
représenté par 1’équation d’état suivante :

0 1 0
d0'36X(t)

1
g 0 0 1 |x(t)+|0|e(t)
-5 -11 -7 2

X,(t)

ol X(t) =| X, (t)| est le vecteur d’état, e(t) est I’entrée. Les valeurs propres de la matrice A sont
X3(t)

Xl(o) -2
A =2 =-1et)s = -5 et Iétat initial estx(0) =| x,(0)|=| 1 |. Les composantes xu(t), x2(t) et
x,(0)| | 0

x3(t) de la solution x(t) de ce systéme sont obtenues de 1’équation (III. 44) comme suit :
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m1=2

{[hexp o (t.1,,0.36) + 1, {hexp , (t, 1,,0.36) ][qu O)W g }
Xl(t): . (j
+ {[hexp 2 (6.4,,0.36) + 1, {hexp  (t, 4, ,O.36)}]{qu O)Wy, }

q=1

mp=2

{ gexp . (t, 1,,0.36) }*e(t) [Zb Wqu}}

k=1 q=1

+
{[ gexp, (t, x3,0.36)}*e(t)]{2_ bWy, }}
my=2 N=3
{[hexp ety (t1,0.36) + 2, {hexp , (t, 1,,0.36) ]{ X4 (0)Wyesg }}
k=1 g=1
Xz(t) = B
{[hexpo(t A3,0.36) + A5 {hexp (t, A5,0. 36)}][ Xq (0)W 3, }}
g=1
my=2 N=3
{[{gexp k (tAq,0. 36) *e(t) {Zb Wioq }}
N k=1 g=1
N=3
+ {[{gexp  (t,25,0.36) > e(t)] [Z bWy }}
g=1
ml:z{[hexp wn (t1,,0.36) + 1, thexp (t,1,,0.36) Pfxq )Wy, }}
x,(t)={ -
+{[hexp0(t, %5,0.36) + &, {hexp , (t, A.5,0.36)) [qu(O)w%q }}
ml_z{[{gexpka, x1,0.36)}*e(t>]PZ_3bqwk3q }}
N =1 q=1

+ {[{gexpl(t, k3,0-36)}*e(t)]r2_3bqwsaq }

Pour e(t) = u(t) = I’échelon unité, de 1’équation (11.18) on a [gexpl(t, A, m)]* u(t) = hexp, (t, A,m)
et [gexp , (t, A, m) | = u(t) = hexp , (t, A, m) ; alors, les équations ci-dessus seront :

%{[1 {hexp 1('[1'110-36)}][_ 2Wqpq + Wllz]}Jr {[1_ 5{hexp 1(t"510-36)}][_ 2Wgy, + Wslz]}}
{

+{[hexp , (t,-1,0.36) — {hexp , (t,-1,0.36) |- 2w 1, + W 5, |}

|{[hexp 1 (4-1,0.36) [y g5 + 2wy 5 ]f+ {hexp , (£-1,0.36) [w,, + 2W213]}}
+
+ {[hexp 1(t,'5,0-36)][W311 + 2W313]}
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{[1_ {hexp 1(t,-1,0.36)}][— 2Wyp + W122]}Jr {[1_ 5{hexp 1(t,'510-36)}][_ 2W3p + Wszz]}

+{[hexp , (t,-1,0.36) — {hexp , (t,-1,0.36) [ 2w 551 + W 5, |}

X,(t)=
- {[hexp , (t,-1,0.36) Jwy o1 + 2wy 5]+ {hexp , (6.-1,0.36) [ pp; + 2W 505 ]}
) +{[hexp ; (t,-5,0.36) [W 31 + 2W 35 ]}
{1 - {hexp , (t,-1,0.36)} ]~ 2w, 3, + Wy, |} + {1 — 5{hexp , (t,-5,0.36) } [~ 2W 5, + W, |
0 +{[hexp , (t,-1,0.36) — {hexp , (t,-1,0.36) []— 2W »5; + W 53, |}
X5(t)=

{[hEXp 1(t,-1,0.36)][W131 + 2W133]}+ {[hexp 2 (t|‘1a0-36)][W231 + 2W233]}
+

+ {[hexp ; (t,-5,0.36) [W 5, + 2W g}

Réarrangeant les équations ci-dessus et en utilisant les valeurs numériques des différents
parametres on obtient :
X, (t) =—2 + 2.0625*hexp, (t,-1,0.36 ) + 2.75*hexp , (t,-1,0.36 ) + 0.1875 *hexp, (t,-5,0.36 )
X, (t) =1+ 0.9375* hexp, (t,-1,0.36 ) — 2.75*hexp , (t,-1,0.36 ) — 0.3125*hexp, (t,-5,0.36 )
X, (t) =—3.6875* hexp, (t,-1,0.36 ) + 2.75*hexp , (t,-1,0.36 ) + 4.6875*hexp , (t,-5,0.36 )
A partir de I’équation (11.23), les fonctions hexpu(t, -1, 0.36), hexpa(t, -1, 0.36) et hexpa(t, -5,
0.36) peuvent étre obtenues en utilisant les paramétres d’approximation B = 3.0, on = 100 rad/s et

®max = 10%wn = 108 rad/s comme suit :

Pour M =-1letmi=2:

1 &KL 41 1 2& KL,
he t-1,0.36) = L™ T_) = b N [ o —1—exp(—pl:t

1
hexp , (t-1,036)= L™ ——
’ s(so'36 +1)2

1
— 8
= (‘_1](0'3*‘) =1 , N1=Integer {'Og 10 }1:17

log(3)
ou, pour 0 <i< 33, les poles pli et les résidus k1; de I’approximation sont donnés par:
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(i-17) .
_ a(i-17) KL = 3 _ Sln[( 064_)7'5]
Phi=3 B ( 2n jLosh[0.36Iog(3(17"))J—cos[(0.64)n]

Pour a3 =-5etmy=1

1 Rtk 1 1 2 to.
hexp,(t-1,0.36) = L* =y o= A=Y i —exp(—p2;t
P ) {3(50'364‘5)} |Z=1: p2; {5 (5+p2i)} |Z=1: p2i[ PP )]

1
12, = (Llj(o‘%j ~0.0114 , N1=Integer log(L143975) |, _ 14
-5 log(3)
ou, pour 0 <i <25, les poles p2; et les résidus k2; de I’approximation sont donnés par:
_ (i-13) -
02, (7403 | ke, = (17.48)(3) _ sin[( 01.5_4)_71]
2n cosh [0.36 log ((3)( ) )J— cos[(0.64)n]

Figure (111.3) montre les tracés des fonctions hexpa(t, -1, 0.36), hexpa(t, -1, 0.36) et 5*hexpa(t, -5,
0.36). Figure (I11. 4) montre aussi les tracés des composantes Xi(t), x2(t) et xi(t) de la solution

X(t) du systéme linéaire fractionnaire d’ordre commensurable.

1 T T T T T T
09| e
0.8 [/
07 e
o O i T
=
£
S 0S5 - e e
g
O T e R R EEEEE
osll o hexpl (t,-1,0.36) | .
: : E 5*hexpl(t, -5, 0.36) :
o2N /- ....... ....... ..... h expz (t, -1, 0_36) - .......
ol - SRR SRR SRR SRR SRR SRRRRR SRR o
0 i i i i i i i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Temps (sec)

Figure (I111.3) : Tracés des fonctions hexpa(t, -1, 0.36), hexpa(t, -1, 0.36) et 5hexpa(t, -5, 0.36)
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1.5 T T T T T T T T T

x(t)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Temps(sec)

Figure (111.4) : Tracés des composantes Xxu(t), x2(t) et x1(t) de la solution x(t)

111.4. Conclusion

Dans ce chapitre, on a développé une méthode pour résoudre 1’équation d’état du systéme
linéaire fractionnaire d’ordre commensurable comme il est fait avec les systemes réguliers pour
le cas ou les valeurs propres de la matrice d’état sont tous réelles simples et/ou multiples. La
méthode de la solution est basée sur les fonctions de matrices carrées et le théoréme de Cayley-
Hamilton. Les solutions des cas homogénes et non-homogénes ont été derives, en utilisant la
définition de dérivée du Caputo, en termes de fonctions fondamentales introduites, appelées
fonctions exponentielles généralisées. La solution générale est exprimée sous forme d’une
combinaison linéaire de ces fonctions fondamentales qui jouent le méme réle des fonctions
exponentielles classiques. Des exemples illustratifs ont été présentés pour montrer 1’efficacité et

I’utilité de la technique de résolution proposée.
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Chapitre 1V : Solution de I’équation d’état d’un systéme linéaire fractionnaire
d’ordre commensurable avec valeurs propres complexes en
utilisant les fonctions exponentielles et trigonométriques
régulieres

IV.1. Introduction
Dans le chapitre précédent, on a obtenu la solution générale de 1’équation d’état d’un systeme

linéaire fractionnaire d’ordre commensurable donné comme suit :
D™x(t)=Ax(t)+Be(t) , 0<m<1 (IV.1)
oi x(t) est le vecteur d’état de dimension N, D™X(t)est la dérivée de Caputo d’ordre

fractionnaire m, e(t) est la variable d’entrée, A est la matrice d’état de dimension (NxN) et B est
la matrice d’entrée de dimension (Nx1). Pour les valeurs propres réelles simples et multiples de
la matrice d’état A, les solutions homogénes et non homogénes obtenues sont sous la forme
d’une combinaison linéaire de fonctions fondamentales appropriées. Dans ce chapitre, on va
aussi considérer la résolution de 1’équation d’état fractionnaire de 1’équation (IV.1) pour des
valeurs propres complexes de la matrice d’état A. Dans ce cas aussi, les expressions explicites
des solutions homogenes et non homogénes vont étre établies en termes de fonctions
fondamentales appropriées correspondant aux différents types de valeurs propres complexes de
la matrice d’état A et de la plage du parameétre m en utilisant la technique de la décomposition
modale [55]. Vu que ces fonctions fondamentales appropriées sont des fonctions irrationnelles,
alors elles doivent étre approximeées par des fonctions rationnelles pour que la solution générale
soit sous la forme des fonctions exponentielle, sinus, cosinus, sinus amorti et cosinus amorti
régulieres. Des exemples illustratifs seront présentés pour démontrer la validité, I’applicabilité et
I’efficacité de I’outil analytique proposé pour la solution de 1’équation d’état du systéme linéaire

fractionnaire d’ordre commensurable.

IV.2. Solution de I’équation d’état du systéme linéaire d’ordre fractionnaire
IV.2.1. Décomposition modale
Considérons 1I’équation d’état du systéme linéaire régulier suivant [55]:
Dx(t) = Ax(t)+ Be(t) (IV.2)
ou x(t) est le vecteur d’état de dimension N, Dx(t) est la dérivée d’ordre 1, e(t) est I’entrée, A est

la matrice d’état de dimension (NXN) et B est la matrice d’entrée de dimension (Nx1).
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Il est bien connu que les modes d’un systeme donnent une description utile de son
comportement. Ces modes sont déterminées a partir de ses valeurs propres Ai (i=1, 2, ..., N) qui
sont les racines de 1’équation caractéristique A(L) = det (Al - A) = 0. Pour simplicité de la
décomposition modale, on suppose que toutes les valeurs propres sont distinctes [55].

Considérons maintenant I’équation d’état homogeéne du systeme linéaire de 1’¢quation (1V.2) :

Dx(t)=Ax(t),  x(0) = xo (1V.3)
Prenant la transformée de Laplace de 1’équation (IV.3), on obtient I’équation suivante :
X(s)=(sl—A)™"x, (IV.4)
Faisant la décomposition en éléments simples de 1’équation (1V.4), on peut écrire :
1 & R,
X(s)=(sI-A)"x, =" x X, (IV.5)
i1 S A

ou les résidus matrices Ri (i=1, 2, ..., N) sont donnés par :

Ri=pigi (1V.6)
avec les vecteurs pi et gi (i=1, 2, ..., N) sont, respectivement, les vecteurs propres a droite
(vecteurs colonnes) et les vecteurs propres a gauche (vecteurs lignes) de la matrice d’état A

associes aux valeurs propres Ai (i=1, 2, ..., N). Ils sont obtenus comme suit :

Api=Lipi, et giA=Aiqgi,avec le produit scalaire gi pi= 1 (IV.7)
Alors, on a la décomposition suivante:
- (@i%e) S
X(s)= 1" 07p, = " p. V.8
(s) ;S_ki P %’,S_ki P, (IV.8)

ou le produit scalaire gi Xo = ai. En prenant la transformée de Laplace inverse de 1’équation
(IV.8), la réponse temporelle de I’équation d’état homogéne du systéme linéaire de 1’équation

(IV.3) est donnée par :
N
i=1
ou ek‘t(i=1, 2, ..., N) sont les modes du systeme.

IV.2.2. Solution

Considérons 1’équation d’état du systéme linéaire d’ordre fractionnaire de I’équation (IV.1) :
D"x(t)= Ax(t)+ Be(t) (1IV.10)

Dans ce travail, toutes les valeurs propres de la matrice d’état A ne sont que des nombres

complexes avec une partie réelle nulle et/ou avec une partie réelle négative, d’ou N est un

nombre pair. Prenant la transformée de Laplace de 1’équation (1V.10), on obtient [10]:
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X(s)=sMD(s™ - A) ' x, + ("1 - A ' BE(s) (IV.11)
ou X, = X(0) est I’état initial. Ainsi, I’expression du vecteur d’état x(t) est déterminée en prenant
la transformée de Laplace inverse de I’équation (IV.11) comme suit :

x(t)= L {X(s)}=L* {s‘m-” (s™1 —A)’l}x0 +L {(sml - A)’l}* Be(t) (IV.12)
Soient Ay, = jbg, (b >0) €t A,y =g, pour k=1,3, kimpair, ..., (N, -1) et N1 un nombre
pair, les valeurs propres complexes de la matrice A avec une partie réelle nulle et soient
M =ay + by (@, <Oetb, >0)eth,, =A,, pour k=(N,+1), (N, +3),kimpair, ..., (N-1), les
valeurs propres complexes de la matrice A avec une partie réelle négatif.
Pour X, (s) = {s(m‘l) (s'“l - A)_l}xo, on peut donc écrire, a partir de 1’équation (IV.5), que [43]:

Ny -1 x
-1 1 R R
Xl(s):s(m‘l)(sml—A) Xo= . s K ki,
m m *
k=L Kk impair ST Aok S Aok

N-1 R R*
+ > s(ml){ Kk }xo
S

m *
k=N;+1,k impair _kk S _7\'k

(IV.13)

De I’équation (IV.6), on a R, = p, q, et de I’équation (IV.8) ona a, =q, X,. Alors, on aura:

N;-1 #*
X,(s)=sm V(s - A) x, = 2 s(m‘l){ Tk p+—k p’;}

k=1,k impair Sm _7\'ok Sm _7"*0k (|V 14)
N-1 * '
m-1 Oy oy *
T R
k=N;+1,k impair S _7\'k S _7\'k

Donc, le i¥™ élément X1i(s), 1<i < N, du vecteur Xi(s) de I’équation (IV.14) est donnée par :

X;6)= Y s(””){ < Pei %P }+ D s<m1>{ < Pi mkpk*}(IViS)

m m * m
k=1kimpair S _7“Ok S _KOK k=N+1,kimpair S _kk S —7\,k

L’équation (IV.15) peut étre réécrite comme suit:

(AkiSrn + Blki) (Akism + szi)

" - (m1)
o= s 5

(IV.16)
k=1,kimpair SZm + b(ZJk k=N, +1,kimpair (Sm —ak)2 + bi

ou les coefficients Axi, B1ki et B2« sont donnés par les expressions suivantes [43]:

Aki = ZRe[OLkpik ] y Blki = —2 RE[K*OKOLkpik] et szi = —2 Re[;n*kakpik] (|V17)

En réarrangeant 1’équation (IV.16), on aura:
% 5)- Nfs*l (A" + Blkism)+ fs*l (As2" +B2,,s")

2 2 2
k=1 kimpair S " + b()k k=N1+1,kimpair (Sm _ak) + bi

(IV.18)
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N BL,,s" Fei
X;(8)= — A+ +
1|() Z { ki SZm +b§k Szm+b§k}

k=1,kimpair
( ) (IV.19)
N-1 Culs"—a D,
+ Z 1 Aki + ki ~ k . + k|2 .
k:N1+l,kirrpairs (Sm —ak) + bk (Sm —ak) +bk
ou les coefficients Fki, Cki, et Dki sont donnés comme suit :
Fai = _b(z)kAki Cyi = (Zak A+ szi) Dyi = Aki(ai - bi)‘“ a,B2,; (IV.20)
On a|hge|=box . 2] =+ai +bi etpour &, =—”;—k”, I’équation (IV.19) sera alors :
k
UL} 1 s™ Fo 1[  [Pod’
Xy (8)= z _Aki+Blki_( - 2J+ : 2 _( o ol ZJ
k=L kimpair | S SUS™ + e ) [hoel” SUS™™ +]Au] (Iv.21)
N-1 ™A D,. A
. lAkiﬂLCkiE[ : S +H kHCk 2}“ k|2 1[ 2 H kH Zj
KNy STRimpair | S SUS™+20 A s™ +[ne]” ) [he]” SUSP™ +28 R |s™ +] 2|

m
De la section (I1.3), les transformées de Laplace inverse des quatre fonctions —[WJ
SLS™ 4| Aok

2
E(MJ 1[ Sm+”7“k”Ck J et 1[ ”kknz } sont données,

S5 [l ) sl + 20 s + Ml ) T SU S+ 20 s +
respectivement, par les quatre expressions hfcos(t, Aq,,m), hfsint, Ay, m), hfdcos(t, &, ., m) et

hfdsin(t, A,,m) . Donc, x;;(t), pourl<i<N, la transformée de Laplace inverse de X,(s)est

donné par [43]:

Np-1 =
X, (t)= 12 {Ak,u(t)+ BL,; hfcos(t, Ag, m) + —— hfsin(t, xOK,m)}
k=L Kimpair A
" o (IV.22)
N-1 Dy
+ > A,u(t)+C,; hfdcos(t, A, m) + — hfdsin(t, %, m)
k=N1+1kimpair ||7\‘k||
Maintenant, soit X, (s)= {(sml —A)_l}BE(s). De 1’équation (IV.5), on peut écrire que [43]:
N, -1 *
X,(s)=(s"-A)'BEE)= Y { R, R }BE(S)
k=1,kimpair S _7"0k S _}\'ok (|V.23)

B R R e

m m *
k=N, +1kimpair | S _}\'k S _}‘k

de I’équation (IV.6), ona R, = p, q, et de I’équation (IV.8) ona o, =q, B. Alors, on aura:
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N1-1 i~ —*
m 1 o o .
X,(s)=("1-A)"BE(®) = Y {m—kpwm—k*pk}as)
k=1,k impair S _7"Ok S _7"0k

N o O
+ Z { X pk+sm : " pk}E(S)

m
k=N1+1k impair S —7\,k

(IV.24)

Donc, pourl<i <N, le i™ élément Xai(s) du vecteur Xz(s) est donnée par :

m m
k=L,kimpair S _}Vok S _xok k=N;+1,kimpair S _Kk S _}Vk

Nl—l — ) — % *_ N—1 — ) —% *_
X2i(5)= Z { Ol P N ::k pk*| }E(S)+ Z {ock Pi N (r:k pkl }E(S) (IV.25)

L’équation (1V.25) peut étre réécrite comme suit:

X,i(8)= bl ME@H Nzl (Augs™ + B2, E(s) (IV.26)
| k=1,kimpair SZm +||7L0k||2 k=N, +1,kimpair S2m + ch”Xk”Sm +||7\,k||2

ou les coefficients A, , Bl,; et B2,; sont donnés par les expression suivantes [43]:

Ay =2Re[oypic 1, Bl = —2Re[Ly oy P ] et B2, = —2Re[X}atpix] (Iv.27)

Réarranger I’équation (IV.26) on aura:

~ m B”1 2
Xaf)= 3 {T\ O - E(s)}

e 2™+ e o[ 52 +[hou

(IVv.28)
AES ™+ Dy, b
. {Ak. _ 6"+ knmck) s Do Pl 25(3)}
k=Ny+Lkimpair S+ 26 A [s™ + |2 o]l 85 + 28, [ Ricfs™ + |||
ot le coefficient D, ;est donné comme suit :
Dui =B2,; — A L[S (IV.29)

m
De la section (11.3), les transformées de Laplace inverse des quatre fonctions [WJ ;
ST Aok

2 m 2
[ 2m||k°k” 2], [ — > +”}L"”f" ZJ et[ . %] ZJ sont, respectivement,
S o) AT+ 28, A [s™ [ S+ 20, [ A [[s™ + [

données par les quatre expressions fcos(t, Aq,m), in(t, Aq,m), fdcos(t, A, ,m) et
fdsin(t, A,,m) . Donc, X, (t), pourl<i<N, la transformée de Laplace inverse de X, (s)est

donné par [43]:
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RS - Bl .
Xp(t)= D0 1A eos(t, Ao, m) *e(t) + - fsin(t, Agy, M) *e(t)
k=1,kimpair ok

N-1

3

Dki

(IV.30)

{Kki fdcos(t, &, m) *e(t) + — > fdsin(t, &, ., m) *e(t)}

k=N;+1,kimpair Kk
De I’équation (IV.12) on a x(t) = x1(t) + x2(t) ; alors des équations (IV.22) et (IV.30) I’¢1ément

Xi(t) = X1i(t) + x2i(t), pourl<i< N, est donné comme suit [43]:

2

F .
{Akiu(t)+ B1, hfcos(t, Ay, , M) + —— hfsin(t, xOK,m)}+

N1-1

Xi(t):

k=1,kimpair

0k

_ Bl
{Aki fCoS(t, Ao, M) *e(t) + ——— fin(t, Aoy, m) *e(t)}
Aok

(IV.31)

2
k

D..
{Akiu(t)+Cki hfdcos(t, X, ., m) + k| hfdsin(t, xk,m)}+

N-1 A
+

k=N1+1kimpair

{Kk, fdcos(t, 1., m) *e(t) + ”5“ fdsin(t, A, , m) *e(t)}

2
k

IV.3. Exemple illustratif

Dans cette section, on va présenter un exemple avec trois domaines différents de 1’ordre
commensurable pour démontrer 1’efficacité et 1’utilité¢ de 1’approche proposée pour la solution de
I’équation d’état du systéme linéaire fractionnaire d’ordre commensurable avec les valeurs
propres complexes de la matrice d’état.

Considérons 1’équation d’état du systéme linéaire fractionnaire d’ordre commensurable suivant :

-2 1 0O 1
d™x(t) |-6 0 1 0 0
= xX(t)+|  |e(t V.32
dt™ -8 0 01 ®) 1 ®) ( )
-8 0 0O 0

oux(t) =[x, (t) x,(t) x4(t) x,(t)]" est le vecteur d’état, e(t) est I’entré. Les valeurs propres

de la matrice A sont Ao1 = (2)), Aoz = (-2j), Az = (-1+j) et A4 = (-1-)). le vecteur d’état initiale est

x,(0)] [-1
X, (0
x(0) = :(0) = . Les variables d’état x(t), pourl<i<4, de la solution du systeme
X,(0) 0
x,(0) 1

linéaire fractionnaire d’ordre commensurable de vecteur d’état x(t) ci-dessus sont obtenus a

partir de 1’équation (1V.31) comme suit:

74



Chapitre IV |

Solution de I’Equation d’Etat du Systéme Linéaire Fractionnaire d’Ordre Commensurable avec les Valeurs

Propres Complexes en Utilisant les Fonctions Exponentielles et Trigonométriques Régulieres

{Aliu( )+ BL,, hfcos(t, Aq,, M) +——

01

5 hfsin(t, A, m)}

X;(t)
11i

|2 fsin(t, Ay, M) *e(t)}

{Kli fcos(t, Ao, M) *e(t) +

01

(IV.33)

3

D
{A3iu(t)+ C,; hfdcos(t, A5, m) + —— hfdsin(t, k3,m)}+

D
{Am fdcos(t, A, m) *e(t) + " -

3

fdsin(t, A5, m) *e(t)}

Pour e(t) = u(t) I’échelon unité et a partir des équations (11.28) et (11.93), on a :
fcos(t, Ay, M) *u(t) = hfcos(t, 1y, M)
fsin(t, Aq;, M) *u(t) = hfsin(t, Aq;, M)
fdcos(t, 14, m) *u(t) = hfdcos(t, A5, m)
fdsin(t, A5, m) *u(t) = hfdsin(t, A5, m)

Alors, les variables d’état x;(t), pour 1<i <4, de I’équation (1V.33) sont données par :

01

{Al, u(t)+ BL,; hfcos(t, %oy, M) +—— hfsin(t, Ay, m)} +

|

_ hfdsin(t, A, m)}+

X (t)

B 1i
> hfsin(t, A, m)

01

{All hfcos(t, Ly, M) + ——
(1V.34)

D3
A, u(t)+C,, hidcos(t, A,,m) +
3

_ D,
A, hfdcos(t, ,,m) + %

3

hfdsin(t, A, m)}

L’équation (1V.34) est reécrite comme suit:

Bl
[

} hfsin(t, A,,, m)

(Al. N As,)u(t)+(|311- +A, )hfcos(t Ao, M) + ("; ”
01

J hfsint, Ao, m)
(IV.35)

X;(t)

D,;
ol el

(C3I + A3I )hfdcos(t Aop, M) +[

Une fois que toutes les valeurs numeriques des coefficients seront été calculés, la solution de
vecteur d’état x(t) du systeme lin€aire fractionnaire d’ordre commensurable de 1’équation

(1V.32) est donnée par :
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—1+2.2hfcos(t, Ly, m) - 0.2 hfsin(t, A,,, M) +1.8hfdcos(t, 15, m) + 0.3hfdsin(t, A5, m)

1+ 3.6 hfcos(t, Ay,, M) - 2.6 hfsin(t, Ly, m) + 2.4hfdcos(t, A5, m) — 0.6 hfdsin(t, A5, m)
x(t)= (IVv.36)

2.8 hfcos(t, Ag;, m) —4.8hfsin(t, Ay;, m) + 7.2hfdcos(t, A5, m) +1.2hfdsin(t, A5, m)

1-1.6 hfcos(t, Ag;, m) — 4.4 hfsin(t, Aoy, m) + 9.6 hfdcos(t, %5, m) — 2.4 hfdsin(t, A5, m)

IV31. Casl:0<m<0.5
Pour m = 0.3, la solution de vecteur d’état x(t) du systéme linéaire fractionnaire d’ordre

commensurable de 1’équation (1V.32) est donnée a partir de 1’équation (1VV.36) comme suit :
—1+ 2.2hfcos(t, 1,,,0.3) - 0.2 hfsin(t, A,,;,0.3) +1.8hfdcos(t, 1,,0.3) + 0.3hfdsin(t, A,,0.3)
1+ 3.6 hfcos(t, 1,,,0.3) - 2.6 hfsin(t, A,,,0.3) + 2.4 hfdcos(t, A,,0.3) — 0.6 hfdsin(t, 2,,0.3)

2.8hfcos(t, 1,,,0.3) —4.8hfsin(t, A,,,0.3) + 7.2hfdcos(t, A,,0.3)+1.2 hfdsin(t, 1,,0.3)

1-1.6hfcos(t, A,,,0.3) —4.4hfsin(t, 1,,,0.3)+9.6hfdcos(t, A,,0.3)— 2.4 hfdsin(t, A,,0.3)

Des équations (11.43), (11.44), (11.94) et (11.95), les fonctions hfsin(t, A,,,0.3), hfcos(t, A,,,0.3),

hfdsin(t, A,,0.3) et hfdcos(t, 1,,0.3) peuvent étre facilement obtenues de la maniere suivante :

< hisint, Ao;,0.3)

hfsin(t, %q,,0.3)= Lﬁ(ﬁ}@} = L—l{i [ﬁj@} = .i:i;_i:[l exp(—py;t)]

avec N1 =23, pour 1 <i <23 les poles poi et leurs résidus correspondants kzj sont donnés comme :

_ 5.04(4)(2 sin[ 0.47]
- cosh[ 0.6 log(( 4) “> )] — cos[0.4n]

p;; =10.08* (4)(i_12) S

T

% hfcos(t, Ay;,0.3)

hfcos(t, A4,0.3)= “{m}@} = Ll{ij (Si(—zp'mj@]} = i)[g—:}h exp(—pait)]

avec [y =2 et N2 =58, les pdles pai et leurs résidus correspondants ki sont donnés comme :

e pour 1 <i1<35

P, = 2.04%107® x(2.99) )
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(4)(“2)(2.99)“‘”13‘5[(1—1.39(2.99)(‘-J’>)
=L 5
Ky, 10° [2.04*10'8(2.99)("1)—10*(4)“12)]13‘5[(1_(2,99)0—1))
= L]
sin[( 0.4)n]
cosh[0.6og(4*")] - cos[(0.4)x]

e pour36<i<58
Py =10*(4)0*

— %102 % (1) (i-47) sin[(0.4)x]
Koi { (0.16 107 *(4) |:C05h[0.6 log((4)“7 )] - cos[(0.4)7] D}+

_ (15)*10°2 * (404 [ (1-1.39(2.99) )
35 . = 35 ' X
D [10*(4)('—47> —2.04*1078 (2.99)“—1)] [Ta- (2.99)1-1)y
=1 j=1, 0%
sin[( 0.4)x]
cosh[0.6log((4)“"~")] - cos[(0.4)n]

% hfdsin(t, 15,0.3)

b I
s% 208 +|ns || ] =]

{1“332% e(-potsinfo (-7 o,

. JI=% +ays 1}

hfdsin(t, A,,0.3)=L"
'’ +2Bos+ o S

% hfdcos(t, ,,0.3)
e | {
S[s™® +2C|n4[s™ + ||x3||2] i1

[|C -C z k,; exp(- Bmt)cos( (M)t+(p4):|

C+ays 1}

hfdcos(t, A,,0.3) = L™ .
(5 25,03) { s 4 2Bos+ o S

sl
avec [Aq|=1.41, = 0.91, p=0.14,Cs=2.41, C4=0.71, ¢3= @4= 0.43 et N3 = Na = 725 et les

parametres o;, as;, a4et Ks; = K, sont donnés, pour 1 <i<725, comme :

1 a5 =(—0.26)*(1.10)®%" |

— (363-i)
(0.31)*(1.10)* a, =0.17*(L.10)

(’Oi:

k= 1 sin[0.7 ]
¥ (0.60)* (1,103 | cosh[0.3log((1.10) %] - cos[0.7 7]
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Figure (IV.1) montre les tracés des fonctions hfcos(t, A,,,0.3), hfsin(t, A,,,0.3),
hfdcos(t, A;,0.3) et hfdsin(t, A;,0.3). Figure (IVV.2) montre aussi les tracés des composantes xu(t),

Xa(t), X3(t) et xa(t) de la solution x(t) du systéme linéaire fractionnaire d’ordre commensurable

considéré.

1.2

= .
=
=
g
S oal/ m
hfsin [ ... .. R _
hfdcos : :
hfdsin
0 .................................................... —
~0.2 L 1 i 1 I | | L |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Temps (sec)
Figure (IV.1) : Traceés des fonctions hfcos(t, A,,,0.3), hfsin(t, »,,,0.3)
hfdcos(t, A;,0.3) et hfdsin(t, A;,0.3)
6 T T T T T T T T T
.= :
2 .
;%“5 !
1 x 1 | -
x 2
OF -~ x 3 .
x4
1t -
-2 i i i | | | i i i
] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Temps (sec)

Figure (IV.2) : Traces des composantes xi(t), X2(t), x3(t) et xa(t) de la solution x(t)
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IV32 Cas2:m=05
Comme seconde cas, la solution x(t) est donnée aussi a partir de 1’équation (IV.36) comme suit :

—1+ 2.2 hfcos(t, A,,,0.5) - 0.2 hfsin(t, A,,,0.5)+1.8hfdcos(t, 1,,0.5) + 0.3hfdsin(t, 1,,0.5)
1+ 3.6 hfcos(t, A,,,0.5) - 2.6 hfsin(t, ,,,0.5) + 2.4 hfdcos(t, 1,,0.5) — 0.6 hfdsin(t, 1,,0.5)

2.8 hfcos(t, A,,,0.5) —4.8hfsin(t, ,,,0.5) + 7.2 hfdcos(t, A,,0.5)+1.2hfdsin(t, 1;,0.5)

1—1.6 hfcos(t, Ao,,0.5) — 4.4 hfsin(t, A,,,0.5) + 9.6 hfdcos(t, A,,0.5)— 2.4 hfdsin(t, .,0.5)

Des équations (11.50), (11.51), (11.94) et (11.95), les fonctions hfsin(t, A,,,0.5), hfcos(t, A,,,0.5),

hfdsin(t, A,,0.5)et hfdcos(t, A,,0.5) sont données comme suit :

< hfsin(t, A,,,0.5)

hfsin(t, x01,o.5)—L1{i”ﬂj” J( j} [1-expl- ot

% hfcos(t, 1y,,0.5)

hfcos(t, x01,0.5)=L1{[%]@}=L1{[ ﬁ J@+ i ( Sl:—zpz J @}
[ st §5 s

avec [Aq | =2, N2=35, k, =-2.07 et pour 1< i < 35, les poles pz et leurs résidus

correspondants koi sont donnés par les expressions suivantes:

I 35 .
. (1-1.59(2.52) 1)
oy =(1.99+10%)250)® |k, = ~10"%*(6.31) ™ H
i . . ) i (i-1) -8 % (i-1) —
o0 llo (@50 2J H (1-(2.51) )
- =1 i#) 1

% hfdsin(t, A,,,0.5)

2 Ny [ 2
hfdsin(t, x3,0.5)—|_{ 4] } Ll{Zk 1-C" +ays 1}

s[s+2¢|n4 s + |15 ] 7 s+ 2Bos+of S

:{1—c3§k3i exp(—Bwit)Si”(@i( 1-p* )”%ﬂ
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% hfdcos(t, 1,,,0.5)

SO.S }\‘ .
hdeOS(t, )\’3’05) — Ll{ + || 3”C } :Ll{’\f k4i , C+ a.4|S > 1}

s[s + 26|14 s° +[Rs] ] 7 s+ 2Bws+ o) S

{ S ¢ Z K, exp(- Bcot)cos( (M)H%)}

[l

avec [A4]|=1.41,£=0.91, B = 0.66, C3=2.41, C4=0.71, ¢3=@4=0.43 et N3=Ns= 725 et pour 1

<1<725, les paramétres ;, as;, a,;et K3 =k,; sont donnés comme :

_ 1 _ (363-i) _ (363-i)
o; = 057105 ag =(-0.21)*(1.10) , 4, =0.46%(1.10)

. — 1 sin[0.57]
¥ (L57)*(1.10)%%* Y | cosh[0.5log((1.10) )] - cos[0.57]

Figure (IV.3) montre les tracés des fonctions hfcos(t, A,,,0.5), hfsin(t, 1,,,0.5), hfdcos(t, A,,0.5)
et hfdsin(t, 1,,0.5). Figure (IV.4) montre aussi les tracés des composantes Xu(t), Xz(t), Xa(t) et

X4(t) de la solution x(t) du systéme linéaire fractionnaire d’ordre commensurable consideré.

1.2 ! T T T T T T T T

hfcos
hfsin
hfdcos B
hfdsin

Amplitude

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Temps (sec)

Figure (IV.3) : Tracés des fonctions hfcos(t, 1,,,0.5) , hfsin(t, A,,,0.5)
hfdcos(t, 1,,0.5) et hfdsin(t, 1,,0.5)
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5 T T T T T T T T T
-5}
=
=
=
(=5
=
<t
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Temps (sec)

Figure (IV.4) : Tracés des composantes xu(t), X2(t), x3(t) et xa(t) de la solution x(t)

IV.33.Cas3:05<mx<1
Pour m = 0.87, la solution de vecteur d’état x(t) du systeme linéaire fractionnaire d’ordre

commensurable de 1’équation (1V.32) est donnée par :
1+ 2.2 hfcos(t, Ag,,0.87)-0.2 hisin(t, ,,0.87)+1.8 hfdcos(t, A,,0.87) + 0.3hfdsin(t, 2,,0.87)

1+3.6 hfcos(t, A,,,0.87) - 2.6 hfsin(t, X,,,0.87)+ 2.4 hfdcos(t, A,,0.87) —0.6 hfdsin(t, A,,0.87)

2.8 hfcos(t, A,,,0.87) —4.8hfsin(t, A,,,0.87)+ 7.2 hfdcos(t, A,,0.87)+1.2 hfdsin(t, A,,0.87)

1-1.6 hfcos(t, A,,,0.87) — 4.4 hfsint, A,,,0.87)+9.6hfdcos(t, 1,,0.87) — 2.4 hfdsin(t, 1,,0.87)
Des équations (11.77), (11.79), (11.94) et (11.95), les fonctions hfsin(t, A,,0.87), hfcos(t, ,,,0.87),

hfdsin(t, 1,,0.87) et hfdcos(t, 1,,0.87) peuvent étre facilement obtenues comme :

hisin(t, X,,,0.87)

7
A X4

. - 4 1
hfsin(t, %4,,0.87) =L 1{ MJ(EJ}
A;s+B; > L (EJ
S+Py AS

=Lt .
§2 4 za{uxm”w }s v

i=1

{iol (O
o (i)
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i=1
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avec |Ay,|=2, C,, =1.07, @ =0.23, d,, =1.57, N, =10 et, pour 1 <i < 10, les podles pu; et

leurs résidus correspondants kii sont donnés comme :

p, =5.12%(3.78'")

] 11_0[(1— (1.41)3.78)")

[10-(78))

j=1i#]j

k, = 5.12 % (3.78')
lss36s T - (106679 )i

% hfcos(t, A,,,0.87)

0.87 1
hfcos(t, ko, 0.87) =L —> [_j
(& Aoy ) { [Sl'74+4]J S
Azl
5%+ 20f oo s+ ffo | || L3Pt

Ko <3| Ka ERRY E
- Z[lJ exp(- pit) + Coy exp[— af ol }tjs.n (w/l_ ol i @21j

_H>“01H2 i=1 pzi

avec [hy| =2, Kp =1.72*10°, C,; =-0.58, a=0.23, ®,, =0.0011, N, =11 et les poles
p2i et leurs résidus correspondants kzi , pour 1 <i< 11, sont donnés comme :

p, = 2.75*10° *(9.58)" "

| 12.80*10% *(0.58)" Y *1- 1.24*10° +(9.58) ™)) |
| @24*10°*(958)"Y)? - (0.57%10° *(0.58) ) +1

f[ (1-7.14*(9.58) (i_il))ﬁ (1-1.34*(9.58) (i7i2+6))

i1=1 i2=1
11 o
[Ta-©58)")
=1, i

% hfdsin(t, 2;,0.87)

2 N, — |
hfdsin(t, x3,0.87)L1{ [l }Ll{z‘k V1-C" +ays }}

S[s™™ + 2615 [s°%7 + ] ] % L 2Bays+ ol S

={1‘Cs§kzi exp(-Bon ) o (15 )”%ﬂ
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Chapitre IV |

87
hfdcos(t, .,,0.87) = L 1 - :
S[s™"* + 24| s + |5 ] S*+2Bos+o; S

-C Z K, exp(— Bwt)cos( (W)tﬂm)}

% hfdcos(t, 1,,0.87)
} 1{'\'4 C+a,s 1}
=1

[IIf ||

avec [A | =141, =071, B=0.62,C, =1.41,C, =0.71, ¢, =¢, =0.79, N, = N, = 427 et

pour 1 <i<427, les paramétres ,, a4, a,et K; =k, sont donnés comme
= (0.67)*(1.10)**"

L ay = (-0.08)*(1.10)***" |

“i s (0.67)*(1.10))
K, =k, = 1 | [ sin [0.137;] }
2.83*(1.10)***” | cosh[0.87 log((1.10)***)] - cos[0.137]
Figure (IV.5) montre les tracés des fonctions hfcos(t, A,,,0.87), hfsin(t, 1,,,0.87),
hfdcos(t, 1,,0.87) et hfdsin(t, 1,,0.87). Figure (IV.6) montre aussi les traces des composantes

X1(t), Xo(t), xa(t) et xa(t) de la solution x(f) du systéme linéaire fractionnaire d’ordre

commensurable du systéme fractionnaire considéré

1.2
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2 4 6 8
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Figure (IV.5) : Tracés des fonctions hfcos(t, A,,,0.87), hfsin(t, A,,,0.87)
hfdcos(t, A,,0.87) et hfdsin(t, 1,,0.87)
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Figure (IV.6) : Tracés des composantes xu(t), x2(t), x3(t) et xa(t) de la solution x(t)

IV.4. Conclusion

Dans ce chapitre, on a obtenu, par I’utilisation de la définition dérivée du Caputo, la solution de
I’équation d’état du systéme linéaire fractionnaire d’ordre commensurable pour des valeurs
propres complexes de la matrice d’état. Les solutions obtenues des cas homogenes et non
homogeénes ont été exprimées comme une combinaison linéaire de fonctions fondamentales
appropriées introduites comme cela se fait avec 1’équation d’état réguliére des systemes linéaires
classiques en utilisant la technique de la décomposition modale. Des approximations en
fonctions rationnelles des fondamentales appropriées irrationnelles sont faites pour que les
solutions analytiques seront exprimées par les fonctions exponentielles, cosinus, sinus, cosinus
amorties et sinus amorties selon 1’ordre fractionnaire commensurable. Une utilisation importante
des fonctions exponentielles et trigonométriques est la synthése des systémes linéaires
fractionnaire d’ordre commensurables par des circuits RLC. Donc, la méthode présente un outil
trés prometteur pour la résolution, I’analyse et la synthése des systémes linéaires fractionnaires
d’ordre commensurable. Des exemples illustratifs ont été présentés pour montrer la validité,
I’applicabilité et 1’efficacité de 1’outil proposé pour la solution de I’équation d’état du systeme
linéaire fractionnaire d’ordre commensurable dans le cas ou les valeurs propres de la matrice

d’équation d’état sont complexes.
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Dans les derni¢éres décennies, les systemes d’ordre fractionnaire ont étés utilisées dans la
modélisation des processus de diverses applications dans différents domaines de la science et
de I’ingénierie. Les systémes lin€aires d’ordre fractionnaire sont des systémes dynamiques
linéaires représentés par des équations différentielles linéaires d’ordre fractionnaire, ou par une
représentation d’état d’ordre fractionnaire dont les ordres de leurs dérivées sont des nombres
réels. Pour les systémes linéaires fractionnaires d’ordre commensurable, la représentation d’état
est définie comme la représentation d’état réguliere avec la différentiation d’ordre réel du
vecteur d’état comme suit :

D™ x(t)z Ax(t)+Bu(t)

y(t)z Cx(t)+Du(t)

Une attention considérable a été accordée a ces équations différentielles pour établir des

, 0<m<l1

techniques convenables et efficaces pour leurs solutions et analyses afin qu’ils puissent étre
accessibles a la communauté de I’ingénierie. Malgré leur résolution était beaucoup implique,
des solutions exactes ne peuvent pas €tre trouvées. Donc les approximations et les techniques
numériques doivent €tre utilisées intensivement. Une des approches utilisées dans la littérature
pour faciliter la représentation par un systeme lin€aire invariant dans le temps, 1’¢tude,
I’analyse et la synthése par un circuit €lectrique analogique des systémes d’ordre fractionnaire
est 'approximation de leurs fonctions de transfert irrationnelles par des fonctions rationnelles.

Alors, dans cette theése, nous avons abordé le probleme de la résolution de 1’équation d’état

fractionnaire% = Ax(t) +Be(t), 0 <m < 1, pour tous les cas de figure des valeurs propres
t

de la matrice d’état A en traitant les systemes linéaires fractionnaires d’ordre commensurable
comme les systemes linéaires classiques afin d’établir les expressions explicites des solutions
homogenes et non homogenes de 1’équation d’état fractionnaire.

La premicére contribution consiste a définir des fonctions fondamentales fractionnaires
appropriées obtenues pour différentes valeurs propres de la matrice d’état A et ’ordre m. Ces
fonctions fondamentales fractionnaires vont étre utilisées dans I’élaboration des solutions de
I’équation d’état fractionnaire. Comme leurs transformées de Laplace de ces fonctions
fondamentales fractionnaires sont des fonctions irrationnelles, alors leurs approximations par
des fonctions rationnelles ont été faites pour que ces fonctions deviennent des combinaisons

lin€aires de fonctions exponentielles, cosinus, sinus, cosinus amorti et sinus amorti classiques.
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La seconde contribution de cette thése consiste a résoudre ’équation d’état du systeme linéaire

fractionnaire d’ordre commensurable % = Ax(t)+Be(t), 0 < m < 1, pour le cas ou les
t

valeurs propres de la matrice d’état sont tous réelles simples et/ou multiples. La méthode
développée pour obtenir la solution est basée sur les fonctions de matrices carrées et le
théoréme de Cayley-Hamilton. Les solutions des cas homogenes et non-homogeénes ont été
dérivées, en utilisant la définition de la dérivée du Caputo, en termes des fonctions
fondamentales introduites, appelées fonctions exponentielles généralisées. La solution générale
est exprimée sous forme d’une combinaison linéaire de ces fonctions exponentielles
généralisées. En utilisant leurs approximations, la solution générale est donc exprimée sous
forme d’une combinaison linéaire de fonctions exponentielles classiques.

La troisiéme contribution est une extension de la seconde contribution aux valeurs propres
complexes de la matrice d’état A. Dans ce cas, la méthode développée pour obtenir la solution
est basée sur la technique de la décomposition modale. Les solutions obtenues sont aussi une
combinaison linéaire de fonctions fondamentales fractionnaires appropriées correspondant aux
différents types de valeurs propres complexes de la matrice d’état A et de la plage de ’ordre m.
Ces fonctions sont définies comme des fonctions cosinus fractionnaire, sinus fractionnaire,
cosinus amorti fractionnaire et sinus amorti fractionnaire dont les approximations sont des
combinaisons linéaires de fonctions exponentielles, cosinus, sinus, cosinus amorti et sinus
amorti classiques. Dans ce cas aussi, la solution générale est donc exprimée sous forme d’une
combinaison lin€éaire de fonctions exponentielles, cosinus, sinus, cosinus amorti et sinus amorti

classiques.

Perspectives et suggestions :
Dans ce travail on a considéré que les systemes fractionnaires d’ordre commensurable ; alors
comme perspectives, on peut envisager 1’extension des travaux de recherche réalisés aux :

e systemes fractionnaires d’ordre non commensurable.

e systémes fractionnaires d’ordre complexe.

e systémes fractionnaires non lin€aire.
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Abstract

In this work, the resolution of the fractional state space equation

m
%zAx(t)+Be(t),0 <m<1,

representing the linear fractional systems of commensurate order, for all the eigenvalues types of
the state matrix A and the order of differentiation m was proposed. The explicit expressions of the
homogeneous and non-homogeneous solutions of this fractional state space equation were
developed. For different values of the state-space matrix A eigenvalues and the order m, the
obtained solutions are linear combinations of suitable fractional fundamental functions whose
Laplace transforms are irrational functions. The approximations of these irrational functions by
rational functions were obtained so that the solutions of the fractional state space equation are
linear combinations of classical exponential, cosine, sine, damped cosine and damped sine
functions. lllustrative examples for all the eigenvalues types of the state matrix A and the order m

were presented and the results obtained were very satisfactory.

Key words:
Cayley-Hamilton theorem; Eigenvalues; Fractional state space equation of commensurate order
representation; Fractional system of commensurate order; Irrational function; Modal

decomposition; Rational function;
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