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Résumé

Il a été observé que beaucoup de systeémes physiques sont bien caractérisés par des modeles
linéaires d’ordre fractionnaire. Donc, leur identification attire de plus en plus I’intérét de la
communauté scientifique. Cependant, ils constituent un probleme d’identification plus difficile
que les systemes d’ordre entier parce qu’on n’exige pas uniquement ’estimation des
coefficients du modele mais aussi la détermination des ordres fractionnaires avec 1’ennuyeux
calcul numérique des dérivées d’ordre fractionnaire. Cette theése porte sur 1’identification dans
le domaine temporel des systemes dynamiques d’ordre fractionnaire décrits par des équations
différentielles linéaires d’ordre fractionnaire. La méthode d’identification proposée est basée
sur I’algorithme des moindres carrées récursif appliqué a une structure ARX obtenue de
I’équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire lorsqu’on utilise un différentiateur
numérique fractionnaire d’ordre ajustable. En premier lieu, cette méthode d’identification a été
utilisée pour estimer les parametres avec la connaissance a priori des ordres fractionnaires de
différentiation de 1I’équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire représentant le systeme
linéaire d’ordre fractionnaire étudié. Ensuit, elle a été utilisée pour estimer les parametres d’un
systetme linéaire fractionnaire d’ordre commensurable sans connaissance a priori de I’ordre
commensurable qui est obtenu parmi plusieurs valeurs comme celui quand I’erreur quadratique
entre les données mesurées et model estimé est la plus petite. Finalement, une extension de la
méthode d’identification proposée a €té faite pour estimer les parametres et I’ordre en méme
temps du systéme linéaire d’ordre fractionnaire fondamental. Des exemples illustratifs ont été

présentés pour valider 1’utilité de la méthode d’identification proposée.

Mots Clés :
Différentiateur d’ordre ajustable, Equation différentielle linéaire fractionnaire, Identification

Méthodes des moindres carrées récursif.



Introduction Générale

Introduction Générale

Le monde industriel connait actuellement un énorme développement technologique, sous
l'effet de la concurrence et des besoins de plus en plus exigeants du point de vue qualité et
performances. Ce progres technologique et industriel est di pour beaucoup au grand saut
qualitatif qu'a connu I'outil informatique logiciel et matériel, notamment depuis 1'apparition des
microprocesseurs, ce qui a permis de rendre possible 1'application de méthodes et de techniques
considérées jusqu’a présent comme purement théoriques ; ainsi qu’au développement qu'a
connu la recherche fondamentale dans divers domaines tels que la théorie des systemes. Tout
ceci a permis de mettre en ceuvre des méthodes et des approches tres complexes pour 1’analyse,
I’identification et la commande des systemes.

L'une de ces théories, pouvant étre considérée aussi bien ancienne que nouvelle et qui
connait actuellement une grande popularité parmi les chercheurs est le calcul fractionnaire.
Dans les dernieres décennies, un nombre tres important de travaux de recherche a été associé a
l'application de la théorie du calcul d’ordre fractionnaire dans différents domaines de la science
et de l'ingénierie [1-4]. Beaucoup de systemes physiques ont affiché un comportement
dynamique utilisant des dérivées et des intégrales d’ordre fractionnaire dans leur modélisation
tels que les systemes viscoélastiques, la polarisation d’électrode électrolyte, la polarisation
d’interfaces, le comportement cardiaque [5]. Ces systemes fractionnaires sont généralement
régi par des équations différentielles d’ordre fractionnaire. Récemment, beaucoup de
contributions autant théoriques que pratiques ont montré l'importance de ces systeémes d'ordre
fractionnaire dans différentes domaines scientifiques [6-14]. En plus, le développement récent
des moyens informatiques a considérablement amplifié [’application de ces systemes
fractionnaires dans tous les domaines de la recherche scientifique.

L’identification de systémes consiste a rechercher un modele mathématique d’un systéme
dynamique a partir de données expérimentales et de connaissances disponibles a priori. Ce
modele est caractérisé par une structure et par des parametres qu’il convient de choisir et
d’ajuster, afin de reproduire au mieux le comportement entrée-sortie du systeme, pour cela le
choix de la structure et des parametres de ce modele est évidemment primordial.
L'identification peut se faire soit dans le domaine temporel ou soit dans le domaine
fréquentielle.

L’une des applications de la théorie du calcul fractionnaire qui a connu un grand intérét au
cours de ces deux dernieres décennies est I’identification des systeémes dynamiques par modeles

d’équations différentielles d’ordre fractionnaire. Bien que ce type de modeles pose un probleme
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d'identification difficile exigeant non seulement l'estimation des parametres du modele mais
également la détermination des ordres fractionnaires avec le calcul numérique fastidieux des
dérivés d'ordre fractionnaire, l'identification des systemes d'ordre fractionnaire est devenue un
theme de recherche tres actif. A partir des années 1990, des travaux sur 'identification par
modeles fractionnaires, tant dans le domaine temporel que fréquentiel, ont été proposés [15-
23]. Beaucoup de ces techniques d’identification ont été des extensions de méthodes
d'identification classiques des systemes d'ordre entier ; mais quelques méthodes ont été
développées pour I’identifier directement les systemes d'ordre fractionnaire. La majorité des
techniques proposées exigent la connaissance a priori des ordres fractionnaires des dérivées et
estiment seulement les parametres du modele a identifier. Cependant quelques techniques
estiment, en méme temps, les parametres ainsi que les ordres fractionnaires des dérivées du
modele a identifier.

Malgré toutes les méthodes introduites pour I’identification des systemes d’ordre
fractionnaire, un travail de recherche continu et intensif pour le développement de nouvelles
techniques d’identification pour ce type de systémes est toujours en cours pour améliorer les

performances de I’identification.

Objectif de la these

Il a été observé que beaucoup de systemes physiques sont bien caractérisés par des modeles
linéaires d’ordre fractionnaire. Donc, leur identification attire de plus en plus I’intérét de la
communauté scientifique. Cependant, ils constituent un probleéme d’identification plus difficile
que les systemes d’ordre entier parce qu’on n’exige pas I’estimation des coefficients du modele
mais aussi la détermination des ordres fractionnaires avec ’ennuyeux calcul numériques des
dérivées d’ordre fractionnaire. Ce travail porte essentiellement sur le développement de
techniques d’identification dans le domaine temporel des systeémes dynamiques d’ordre
fractionnaire décrits par des équations différentielles linéaires d’ordre fractionnaire en
exploitant le concept de la différentiation numérique fractionnaire d’ordre ajustable dans les
algorithmes d’identification. La premiere technique d’identification proposée est basée sur
I’algorithme des moindres carrées récursif appliqué a une structure ARX obtenue de 1’équation
différentielle linéaire d’ordre fractionnaire lorsqu’on utilise le différentiateur numérique
fractionnaire d’ordre ajustable pour estimer les parametres avec la connaissance a priori des
ordres fractionnaires de différentiation de 1’équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire
représentant le systeéme linéaire d’ordre fractionnaire étudié. Une seconde technique

d’identification proposée est une extension de la premiere méthode d’identification proposée
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pour estimer les parametres et 1’ordre en méme temps de 1’équation différentielle linéaire

d’ordre fractionnaire représentant le systeme linéaire d’ordre fractionnaire fondamental étudié.

Organisation de la these

Cette these est organisée de la maniere suivante :

Le 1% Chapitre fournit quelques définitions de base et quelques propriétés potentiellement
utiles de la dérivée et l'intégrale d’ordre fractionnaires. Puis I’approximation des operateurs
d’ordre fractionnaire par des modeles rationnels de dimension finie présentant les mémes
caractéristiques fréquentielles dans une bande de fréquence limitée. Ce chapitre contient
également les diverses méthodes de représentation des systémes fractionnaires. On y présente
la définition de I’équation différentielle d’ordre fractionnaire, qui modélise les systemes
fractionnaire aussi bien dans I’approche transfert que dans I’approche d’état. Enfin la stabilité
des systemes commensurables est abordée avec la présentation des propriétés structurelles des
systemes d’ordre fractionnaire. Ce chapitre, est destiné a préparer le lecteur a la compréhension
des différents outils mathématiques et des techniques qui sont nécessaires a la compréhension
des notions présentées dans les autres chapitres.

Le Chapitre 2 vise a présenter I’état de 1’art de I’identification par modele linéaire d’ordre
fractionnaire. Ce chapitre se décompose en deux parties ; la premiere présente les diverses
méthodes d’identification fréquentielle des systemes d’ordre fractionnaire. La seconde partie
présente 1’identification temporelle ot les méthodes d’identification développées jusqu’a
présent peuvent étre classifiées en deux catégories selon qu’elles soient basées sur la
minimisation de I’erreur de sortie ou de I’erreur d’équation.

Le Chapitre 3 est consacré a I’'implémentation analogique des operateurs d'ordre fractionnaire
ajustable on y présente une nouvelle méthode de simulation et d’implémentation de
I'intégrateur s™ et du différentiateur s™ (0 < m < 1) d’ordre fractionnaire par une structure
ajustable, en utilisant une structure dite structure de Farrow en se basant sur la fonction
rationnelle d’approximation de la méthode de Charef. Puis on y développe un différentiateur
numérique RIF d’ordre fractionnaire ajustable équivalant au différentiateur analogique s™ (0 <
m < 1) en se basant sur la méthode d’implémentation analogique de I’intégrateur s™ et du
différentiateur s” (0 < m < 1) d’ordre fractionnaire par une structure ajustable. Cette
implémentation va étre utilisée dans le développement de 1’algorithme d’identification des
systemes linéaires d’ordre fractionnaire.

Le Chapitre 4 présente les techniques d'identification proposées pour les systemes dynamiques

décrits par des équations différentielles linéaires d'ordre fractionnaires en utilisant des données
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temporelles. On y montre que le probleme d'identification peut étre résolu par 1'algorithme des
moindres carrés récursif appliqué a une structure ARX obtenue de 1'équation différentielle
linéaire d’ordre fractionnaire a 1'aide d’un différentiateur d’ordre fractionnaire ajustable. Un
premier algorithme est élaboré ou la connaissance a priori des ordres de différenciation de
I'équation différentielle linéaire d'ordre fractionnaire est nécessaire pour l’identification des
parametres du modele fractionnaire. Ce méme algorithme est utilisé pour 1’'identification des
systemes fractionnaires lin€aires d'ordre commensurable sans connaissance préalable de 1'ordre
fractionnaire commensurable de 1'équation différentielle linéaire. Dans cette partie on a essayé
plusieurs valeurs de 1’ordre commensurable autour de sa valeur la plus probable pour estimer
les parametres du modele fractionnaire et 1’estimée de la valeur de I’ordre fractionnaire
commensurable est alors celle dont l'erreur quadratique entre les données mesurées et le modele
estimé est la plus petite. Un second algorithme est élaboré pour l'identification du systeme
linéaire d’ordre fractionnaire fondamental qui est une extension du premier algorithme proposé
pour inclure l'estimation directe de l'ordre commensurable en plus de I'estimation des

parametres du modele. Des exemples illustratifs sont également présentés pour valider

I'approche d'identification proposée pour les différents systemes linéaires d'ordre fractionnaires.
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I. Opérateurs et Systemes d’Ordre Fractionnaire

I.1 Introduction

Bien que le calcul d'ordre fractionnaire soit un sujet ancien qui a apparu il y a trois siecles, le
concept des opérateurs d’ordre fractionnaire a été développé principalement au 19¢me siecle
par Riemann et Liouville dont le but était d’étendre la dérivation et I’intégration classique en
employant non seulement des ordres entiers mais également des ordres non entiers.

L’analyse d’une large catégorie de processus physiques tels que le bruit électronique [24], les
réseaux de télécommunication [25], I’hydraulique [26], la mécanique des fluides [27], la
polarisation électrode-électrolyte [28], a montré que les tracés de Bode du contenu fréquentiel
de ces processus sont caractérisés par une pente d’ordre fractionnaire et par un comportement
temporel régi par des équations différentielles d’ordre fractionnaire. Ce type de processus est
connu comme systéeme d’ordre fractionnaire. Beaucoup de travaux de recherche scientifique ont
montré l'importance de ces systtmes d'ordre fractionnaire et leur intérét dans différent
domaines scientifiques. Les applications concernent des domaines tres variés des sciences
physiques, tels que la mécanique, I'électricité, la chimie, la biologie, I'économie, la
modélisation, 1'identification aussi bien dans le domaine temporel que fréquentiel et notamment

la commande des processus, la mécatronique et la robotique [1], [4] ,[7], [13], [18], [29].

1.2 Les Opérateurs d'Ordre Fractionnaire

Le calcul fractionnaire est une généralisation de l'intégration et de la différentiation a

l'opérateur fondamental d'ordre non entier, Df ; ou fp et t sont des limites de l'opération.

L'opérateur intégro-différentiel continu est défini comme [30]:

da
o >0,
dt?
D% = 1 o =0, (L1)

j.(dr)“” o <0,

ot aeR est lordre de l'opération. Il existe plusieurs définitions mathématiques pour
l'intégration et la dérivation d'ordre fractionnaire. Ces définitions ne meénent pas toujours a des

résultats identiques mais sont équivalentes pour un large panel de fonctions.
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1.2.1 Définition de Riemann-Liouville (R-L)
Définition 1 : Soientae R*, 1, € Ret f une fonction localement intégrable définie sur [to +o0)
L'intégrale d'ordre a de f de borne inférieure 7y est définie par [30]:

“pef () = %a) [t-0* foar (1.2)

avec t > tget I'(.)est la fonction gamma d'Euler définie par :

()= j y*ledy,a >0 1.3)
0

Définition 2 : Soientae ‘.W,to € Ret f une fonction localement intégrable définie sur [t0,+oo).
La dérivée d'ordre o de f de borne inférieur #, est définie par [30]:
L 4 [t—0" fo)de (L4)

Ty

RL Da — )
WD S0 I'h—a) dt"

ou le nombre entier n est tel que (n-1) < o < n.

Cette définition peut aussi étre définie a partir de I'équation (I.2) comme suit [30]:

Dl fy="—{1""r1n)} (L5)

d n
dt"

1.2.2 Définition de Grundwald-Leitnikov (G-L)

La dérivée d'ordre fractionnaire & > 0 de G-L est donnée par [30] :

_T,O
LD =l > D! (5) fr= k) (L6)

- k=0
ou [.] dénote la partie entiere d’'un nombre réel, h est la période d’échantillonnage et les

o
coefficients (k] sont donnés par :

a)_ C(a+1) @)
k) Tk+DI(a—k+1) '

La définition de Griindwald-Leitnikov de 1’intégration d’ordre fractionnaire est formulée

]

I FO=Df @) =limh* Y (D! (¢)f— k) (I1.8)

comme suit [30] :
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1.2.3 Définition de Caputo

Caputo a introduit une autre formulation de la dérivée d'ordre fractionnaire définie par [30]

p et oy 1 ¢ "
‘D =1"*D = L.
DS f () 0= | et (L9)

avec n est un entier positif vérifiant 1'inégalité (n-1) < a < n. Cette définition peut étre formulée

Ty

également en fonction de la définition de Riemann-Liouville comme suit :

n—1 tk—(l
EDYf(t)y="D*ft)+Y —— f“ (0" L10
f(@) f(@) Z;F(n—a)f 07) (1.10)
Ce qui peut étre écrit autrement par :
n—1 k
CD“f(t)=RLD“(f(t) > m%] (L11)
k=0 .

1.3 Quelque Propriétés de la Dérivée d’Ordre Fractionnaire

Les principales propriétés des opérateurs d'ordre fractionnaire sont les suivantes [30]:
1. Si f{z) est une fonction analytique de z, alors sa dérivée d'ordre fractionnaire D’f(z) est
une fonction analytique de z et a.
2. Pour a = n, un entier, 1'opération D’f(z) donne le méme résultat que la différentiation
classique d'ordre entier n.

3. Pour a = 01'opération D’f(z) est l'opérateur identité :

D’f(2)=f(z) (L12)
4. La différentiation et l'intégration d'ordres fractionnaire sont des opérations linéaires
D"{af(2)+bg(z)}=aD"{f(2)}+bD"{g(2)} (1.13)

I.4 Transformée de Laplace des Opérateurs d’Ordre Fractionnaire
L.4.1 Transformée de Laplace de 1'Intégrale d'Ordre Fractionnaire
Nous commencerons par la transformée de Laplace de l'intégrale d'ordre fractionnaire de

Riemann-Liouville d'ordre a > 0 définie par (1.2) qui peut étre écrite comme une convolution

des fonctions g(z) = Lt”‘_l et f(t) [30] :

I'(a)
o —-a 1 t a-1 1 a-1
If0)=Df)=——|(t-7)"" f(O)dT=——1"" % f (1) (I.14)
I'(a) s, I'(@)

La transformée de Laplace de la fonction “! est donnée comme [30]:

G(s)= L™ }=T(@)s™ (L15)
donc la transformée de Laplace de l'intégrale d’ordre fractionnaire de Riemann-Liouville est :

L1e(r)}=sF(s) (116)

De la méme facon la transformée de Laplace de I’'intégrale d’ordre fractionnaire défini par

Griindwald-Leitnikov ou par Caputo est aussi donnée par 1’équation (1.16).
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1.4.2 Transformée de Laplace de la Dérivée d'Ordre Fractionnaire

1.4.2.1 Définition de Riemann-Liouville
n—1
e fi}=sF(s)- > s [D r], (L17)
k=0

avec (n-1) < a < n ; mais I’applicabilité pratique de la transformée de Laplace de la dérivée de
Riemann-Liouville est limitée a cause de 1'absence d'interprétation physique des valeurs limites
des dérivées d'ordre fractionnaire pour ¢ = 0 [30].

1.4.2.2 Définition de Caputo
n—1
LD ()} =s"F(5)= Y s** 5 (0) (L18)
k=0

avec @ > 0 [30]. L'avantage principal de la définition de Caputo par rapport a celle de
Riemann-Liouville est qu'elle permet de considérer des conditions initiales conventionnelles
faciles a interpréter. En plus, la dérivée de Caputo d'une constante est zéro, alors que la dérivée
de Riemann-Liouville d'une constante est une fonction non bornée a t = 0.

1.4.2.3 Définition de Griindwald-Leitnikov [30]
LD f}=s"F(s) avec a>0 (L19)

1.5 Méthodes d’Approximation des Opérateurs d’Ordre Fractionnaire

A cause de sa représentation irrationnelle, 1’utilisation des méthodes ordinaires pour la
simulation et I’identification d’un systeéme d’ordre fractionnaire est dans la plus part des cas
tres compliquée. Pour résoudre ce probleme, plusieurs méthodes d’approximation par fonction
rationnelle de I’opérateur d’ordre fractionnaire ont ét€ développées durant les dernicres

décennies [31]. En général, une approximation rationnelle de 1’opérateur d’ordre fractionnaire

H(s) =s” peut étre obtenue en utilisant différentes méthodes [31].

1.5.1 Méthode de Carlson

Cette méthode se base sur I'hypothese suivante :
(H(s))"'* = (1.20)
La méthode itérative de Newfon menera a une séquence d'approximations H,(s)qui

commence par la valeur initiale H (s)=1[31]. La fonction rationnelle approximant

H(s)=s” est obtenue sous la forme suivante:

[ 1 1)( i—l(s))y ( 1 I)S

a a

( 1 IJ( ,'_1(5))% ( 1 IJS
a a

H.(s)=H,_(s) 1.21)
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1.5.2Méthode de Matsuda

La méthode proposée est basée sur I'approximation d'une fonction irrationnelle par une fonction
rationnelle obtenue par la technique de I’Expansion par Fractions Continue (EFC) et
I'ajustement de la fonction originale dans un ensemble de points espacés par une échelle
logarithmique [31] .

En supposant que les points choisis sont s; (i = 0,1,2,.....) I'approximation prend la forme :

§—8, S—S S—,

H(s)=a,(s)+ 1.22
BT T e+ e 2
ol a, =v,(s,), vy(s)=H(s), v, =—i
v.(s)—a,
1.5.3 Méthode d’Oustaloup
La méthode d’approximation d’Qustaloup est donnée par [31] :
Nl+s/@
H(s)=C HS—/’j (1.23)
eyl + s/,
avec :
o=y, ; 0, =y"w,
a)k:rlzwk+1=m>l; wk+1=77>0; wlj:7>0
a)k a)k a)k wk
N = log(a)zv/wo) ) _ logy
=— 2 - o=
log(y7) log(y7)

ou @,la fréquence du gain unité est tel que, ®, =\ @,®, , w,et o, ont les fréquences

transitoires hautes, et basse respectivement.
1.5.4 Méthode de Charef
Cette méthode proposée est basée sur 1’approximation d’une fonction de la forme [31] :

H(s)= . 1.24)

Pr

avec 0 < a < I, on peut réécrire la fonction de 1’équation (1.24) comme suit:
(1.25)

ol N+1 est le nombre total des singularités qui peut €tre déterminé par la bande fréquentielle
d’approximation. L'équation (1.25) peut €tre tronquée a un nombre fini N, et I'approximation

devient :
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1+

1 5 Z;
(“SJ (1+SJ
Pr i P

Les pdles et les zéros de la fonction de singularités peuvent étre obtenus comme suit :

=

H(s) = (1.26)

—- |1

Il
(=]

p(]:pT\/E pl:po(a.b)l Zi:a'po(a.b)i
Avec
a =100l _1oby/10al 4 =1/ 10et-al

)
l max
og( Ao)

N =integer| —————— | +1
log(a.b)

ou y est I’erreur d’approximation et @, est la bande de fréquence d’approximation.

1.6 Représentation des Systemes d’Ordre Fractionnaire
Le diagramme de classification des systemes Linéaires Invariants dans le Temps (LIT) est

donné dans la figure (I.1) :

Systeme (LIT)

|
I
I
I
I
|
i
|
i
|
/

fractionnaire Entier

Non

Commensurable
commensurable

Rationnelle Irrationnelle

Figure (1.1) : Classification des systemes Linéaires Invariants dans le Temps

Plusieurs modes de représentation de systemes fractionnaire existent tels que 1’équation
différentielle, fonction de transfert, équation récurrente et représentation d’état. Le
comportement d’un systeme d’ordre fractionnaire est le plus souvent décrit par des équations

différentielles ou des fonctions de transfert contenants des opérateurs d’ordre fractionnaire.

10



Chapitre I : Opérateur et Systemes d’Ordre Fractionnaire

Dans cette section, les systemes sont considérés a temps continus, Linéaires et Invariants dans
le Temps (LIT).

1.6.1 Equation Différentielle Généralisée

Dans le cas monovariable, un modele mathématique est généralement représenté par une

équation différentielle d’ordre fractionnaire :

)+ Y a.D% y(t)=> b, D" ur) (1.27)
i=1 =0

ol u(t) et y(t) désignent respectiverr;ent I’entrée et la sortie du systeme, les coefficients a; et b;
sont des réels , les ordres de dérivation sont ordonnés pour des raisons d’identifiabilité : 0 <
o< o< ...<opet 0<fy<pf;<...<pnetnetmsontdesnombres entiers. Comme dans le
cas d’une équation différentielle a dérivées entieres, les ordres de dérivation doivent vérifier la
contrainte a,, > f3,, pour que le systéme soit strictement propre [32].
Un systeme d’ordre fractionnaire est dit d’ordre commensurable lorsque tous les ordres de
dérivation a;, o, ..., a, et by, b, ..., B sont multiples du méme nombre non entier a tel que 0 <
o < 1. Alors I’équation (1.27) peut se mettre sous la forme [4] :

y(t)+zn:aiDi“y(t) =ibjD"”u(t) (1.28)

j=0
Dans ce cas pour vérifier la contrainte a,, > f5,, on doit avoir n > m.

1.6.2 Fonction de Transfert d’Ordre Fractionnaire
La transformée de Laplace de 1’équation différentielle de 1’équation (I.27) permet de
déterminer la fonction de transfert du systeme d’ordre fractionnaire comme suit [4] :
Zm: b js’B /
_Y@s) _ =
U(s) 1+ Zn:a.s“’

i
i=1

Dans le cas des systemes fractionnaires d’ordre commensurable a de I’équation (I.28), cette

F(s) 1.29)

fonction de transfert s’écrit sous la forme :

m

ijsj“

F(s)=—""—— (1.30)

1+ Zaisi“

i=1
Si I’ordre commensurable a est I'inverse d'un nombre entier Q, F(s) de I’équation (1.30) s’écrit

comme suit :

F(s)=—"2"> (L31)

11
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1.7 Représentation d’Etat d’un Systeme d’Ordre Fractionnaire
La représentation d’état d’un systeme d’ordre fractionnaire continu invariant dans le temps

comporte deux équations [4] :
* une équation d’état d’ordre fractionnaire dans laquelle le vecteur d’état ne fait plus
I’objet d’une dérivation unitaire mais d’une dérivation d’ordre fractionnaire réel

* une équation d’observation identique a celle du cas entier

{D"’x(t) = Ax(t) + Bu(r) (1.32)

y(t) = Cx(t) + Du(t)
ou u(t) est le vecteur d’entrée, y(t) est le vecteur de sortie, x(t) est le vecteur d’état et a est

I’ordre de dérivation (0 < a < I). Les matrices A, B, C et D sont de dimension appropriée et a
coefficients constants appelées respectivement matrice d’évolution, matrice de commande,
matrice d’observation et matrice d’action directe.

1.7.1 Représentations d’Espace d’Etat Canoniques

On considere un systeme fractionnaire d’ordre commensurable monovariable dont la fonction
de transfert est représentée sous la forme :

ibk (sa)k

_ Y(s) _ k=0

S UGs) ¥ k
(s) S, (s2)

k=0
Trois représentations d’espace d'état canoniques peuvent étre proposées similaires a celles des

G(s) ,a,=1, m<n et(0<a<l) (1.33)

cas classiques développés pour les systemes d'équations différentielles d'ordre entier.
1.7.1.1 Forme Canonique Controlable
Dans cette représentation, le premier état est défini comme :

X, (s)== H;U(s) 1.34)

k
z a (s “ )
k=0
et les variables d’état restantes du vecteur d'état sont définis d’une maniere récursive comme:

Xiy; = D%, pouri=1,2, -, n-1,
La représentation d'état sous la forme canonique contrdlable est exprimée par les équations

matricielles suivantes :

[ DYy ] 0 1 0 0 01X
[ ' N>r1 10
Dx; 0 0 1.. 0 O||x2||[0]|
D%, L[| 0 0 0. 1 0 ||x,_,|T]ol* (135)
x| [0 0 0 0 1 |[xn, loJ
| Dx, | l—@1i—ax=az""—ap_1—ap il x, 1
X1
X
¥ = [bo = bno, by — bp@y, ., b1 — bnay_1] |7 | + byu (1.36)
Xn

12
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1.7.1.2 Forme Canonique Observable
De I’équation (I.33), on peut écrire I’expression suivante:

SO+ ap-a ($D2 + -+ a)Y(s) = (bp(sH)" ™ + -+ + bU(s)]

= boU(s) — ayY(s) (1.37)
S%X1(s) = boU(s) — apY(s)
X1(s) = (M) 1+ +a¥(s) = (bp(s)" ™+ + b)U(s) (1.38)

Dans cette représentation, le premier état est défini comme :
D%, = bou — ayy
De la seconde partie de équation (I.38) on peut aussi écrire que:

S+ apoa (SO + -+ @)V (s) — (bp(s9)" 72 + -+ + b)) U(s)]

=X,(s) + byU(s) — a,Y(s) (1.39)
sUX3(s) = X1(s) + by U(s) — a1 Y (s)
X3(8) = ()2 + 4+ a)Y(s) — (bp(sH)"72 + -+ + by)U(5) (1.40)

Donc, on a: D%x, = x; + bju — a;y
En répétant cette procédure jusqu'a Xn, on obtient:

baxn = xn—l + bn—lu - an—ly (1.41)
y =x, +byu

La derniere expression de (1.41) est I'équation de sortie.
En substituant y de 1'équation de sortie dans les premieres expressions des équations de (1.38),

(I.40), (I1.41), la forme canonique observable est donnée par les équations matricielles

suivantes :
[ D1 ] 1000.-0 —% qp ¥1 7 [ bo— bado
Dx; [100---0 —a; ” X2 ] by — bpay
D%y - |000:::O—an_2 Xn_2 | + b,_3 — bya,_3 u (1.42)
Dax, [ooo o—an_lnxn_lJ b — b
| D%, 1 100071 —dy L xn b1 — bpGy—1
X1
X2
y=10,0,..,1]| ;" | + bnu, (1.43)
xn

1.7.1.3 Forme Canonique Modal
On considere que le premier pdle 4; de la fonction de transfert G(s) de I’équation (1.33) est

de multiplicité r et les (n — r) pOles restant sont de multiplicité 1. On peut donc écrire que :

Y(s)z[bn+ Py P2 P Pru +--'+S;’+M]U(S) (1.44)

(s*-27)" (s*-21)2 s¥-11 5¥=Ar41

Alors, dans cette représentation, les variables d'état sont définies comme :
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1 1

Xy(5) = =5 U() = - Ko (9)
1 1
X(s) = WU(S) = sa—/11X3(s)
1 : 1
Xr—l(s) = (Sa—ll)z U(S) = Sa—/ll XT(S)
) (1.45)
Xo() = = U(s)
Xr1a(8) = o= UG)
Xn(8) = - UCS)

Des (r-1) premieres expressions de 1’équation (I.45), on peut obtenir les (r-1) premieres
équations d’états comme : D“x; = A;x; + xi+, (I < i < r) et des (n-r+1) expressions restantes on
peut obtenir les autres équations d’états comme : Dx; = A; x; + u, (r < i < n) (avec 4,= 4;).

Alors, la représentation canonique modal est donnée par les équations matricielles suivantes :

[ D% ] 2,1...0 0 .07 x1 7 07
an‘Z 0/110 0 ...0 Xy 0
D%p—z|=100-A 0 =0 x |+[1ju (L46)
D %1 00 0’1r+1._9 Xr+1 1
| D%, 1| L0070 0 At X 4 11
X1
X2
Y = [p1, P2 s Prs Pra1s e P : + bpu (L47)
xn

1.8 Réponse Temporelle des Systemes Fractionnaires :

Un systeme fractionnaire d’ordre commensurable o < [ est représenté par le modele d’état

suivant
D“x(t) = Ax(t) + Bu(t
x(1) = Ax(t) + Bu(r) (148)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
En utilisant la transformée de Laplace de cette équation on obtient [4]:
X(s)=(s*T-=A)"BU(s)+(s“I - A)'x, (1.49)

ou x(z =0) = x,. Donc I’expression temporelle du vecteur d’état x(t) peut étre déterminé par :
x(t)= L' [X(s)]= L|(s“T = &) BU (s) + (s“1 - A) ' x, | (1.50)
Comme dans le cas entier, la matrice de transition est représentée par :

w(t)=L"|s“1-A)"] pour >0 (151)
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Donc x(t) = w(t)x, + W (1) * [Bu()] (1.52)
X() = Y (0)x, + [t - 0)Bu(v)de (L53)

avec W(t) est donnée par [4] :
) k ka

Y()=E, (At") =) ———— T kD) (L54)

ou Ea étant la fonction de Mittag-Leffler qui est la généralisation de la fonction exponentielle ;
en effet, lorsque a = 1 I’équation (I.54) donne M 4] .
Une autre technique pour avoir une solution est obtenue en utilisant la définition de Griinwald-
Letnikov de 1’équation (1.6) des dérivés ordre fractionnaire. Donc la réponse temporelle du
systtme d’ordre fractionnaire de 1’équation (I.27) est obtenue en utilisant 1'équation
suivante [4] :
sl 2]
¥ = s Z o 2 (k=3 S (Dve—km | a59)
h*

i=0

1.9 Propriétés Structurelles des Systemes d’Ordre Fractionnaire

1.9.1 Controlabilité et Observabilité

Théoreme 1:

Le systeme fractionnaire d’ordre commensurable de 1’équation (I.48) est contrdlable si et

seulement si la matrice de contrdlabilité donnée par :

M, =|B AB .. A"'B| (156)
est inversible ; avec L est le nombre de variable d’état [4].

Théoreme 2:

Le systeme fractionnaire d’ordre commensurable de 1’équation (I.48) est observable si et

seulement si la matrice d’observabilité donnée par :

M, = : (1.57)
est inversible ; avec L est le nombre de variable d’état [4].

Les conditions d’observabilité et de contrdlabilité des systemes d’ordre fractionnaires sont alors

les mémes que pour les systemes entiers.
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1.9.2 Stabilité des Systemes d’Ordre Fractionnaire
On considere un systeme fractionnaire d’ordre commensurable multi-variable dont la
représentation d'état est donnée comme :
D = Ax + Bu (1.58)
y=Cx+Du (1.59)
ouaestl’ordretelque 0 <a<l,u € R' est le vecteur d'entrée, x € R" est le vecteur d'état, y €

nxl

R’ est le vecteur de sortie. A €R" ™" est la matrice d’état, B €R est la matrice d'entrée, C €
R’ *"est la matrice de sortie, et D € R’ * ' est la matrice de transmission directe.
La transformée de Laplace des équations (1.58) et (1.59) donne :

s*X(s) — s% 1x(0) = AX(s) + BU(s)
X(s) = (s — A BU(s)+(s*I — A)~1s* 1x(0)

Y(s) =CX(s) + DU(s) (L61)

(1.60)

Les conditions initiales expriment directement les valeurs des états a ¢ = 0. Dans le cas ou ces
conditions initiales sont nulles (x (0) = 0), (1.60) devient :

X(s) = (s%I — A)~1BU(s) (1.62)
La combinaison des équations (I1.61) et (I.62) nous donne :

Y(s) =G(s)U(s)
G(s) = C(s“I—A)'B+D

ou / est la matrice d’identité de dimension (n X n), et la matrice G (s) de dimension ( px[)

(1.63)

représente une matrice de transfert dont les polyndmes de numérateur et dénominateur sont
exprimés en termes de la puissances de s”. Chaque élément de la matrice G(s) est une fonction
de transfert avec un dénominateur commun donnée par :

p(s%) = det(s*I — A)~! (1.64)
Les racines de ¢(s”) = 0 de I’équation (I1.64) sont définis par les termes p; et sont données par :

=) (L65)
ou 4; (I < i <n) sont les valeurs propres de la matrice A.
En général, pour un systeme ordre fractionnaire commensurable ou 1’ordre de dérivation est un
nombre réel la condition de stabilité se ramene a une condition sur les valeurs propres sous la
forme:[33] :

larg(1)| > ag, 1<i<n (1.66)
Pour a= 1, ceci est le théoreme classique de I'emplacement du pdle dans le plan complexe: pas

de pdle dans le plan droit de Riemann
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I1. Identification des Systéemes Linéaires d’Ordre

Fractionnaire

I1.1 Introduction

Plusieurs processus physiques sont connus pour afficher une dynamique d’ordre fractionnaire ;
par conséquent ils ont un comportement temporel régi par des équations différentielles d’ordre
fractionnaire [1-2], [7], [18], [34]. Alors, un modele entier n’est pas convenable pour
I’identification de ce type de systeme. Dans les dernieres décennies, l'identification des
systemes d'ordre fractionnaire a gagné beaucoup d’intéréts de la communauté scientifique.
Malgré que ce type de modele pose un probleme d'identification plus difficile exigeant non
seulement l'estimation des parametres du modele mais également la détermination de ses ordres
fractionnaires, l'identification des systeémes d'ordre fractionnaire est devenue un theme de
recherche tres actif. En plus, 1’évaluation numérique de la dérivation d’ordre fractionnaire est la
manipulation des matrices de données de dimension élevée conduit aux problemes des
singularités matricielles et par conséquent au biais d’estimation dii aux erreurs de calcul.

Deux classes d'identification des systemes d'ordre fractionnaire ont été développées; la
premiere exige la connaissance a priori des ordres fractionnaires et estime seulement les
parametres du modele mais la seconde estime les parametres ainsi que les ordres fractionnaires
des dérivés du modele a identifier en méme temps. Les premieres techniques proposées étaient
des extensions de certaines méthodes classiques d'identification dans le domaine fréquentiel des
systtmes d'ordre entier [15],[17],[35-36]. Depuis, de nouvelles méthodes temporelles et
fréquentielles ont été développées pour l'identification des systemes d'ordre fractionnaire [5],
[19-22], [37-38]. Dans [37], la méthode d’identification proposée est basée sur la technique des
variables instrumentales pour les systemes d’ordre fractionnaire continus. Dans [19], en
utilisant la technique d’optimisation d’essaim particulaire, 1’interpolation vectorielle a été
proposée comme méthode d’identification des systemes d’ordre fractionnaire. La méthode de
[21] est une prolongation de la technique d'identification basée sur le concept de distribution
continue de [17] pour inclure les systemes d'ordre fractionnaire avec pdles et zéros
simultanément. Une technique basée sur 1’algorithme des moindres carrées récursive a été
proposé dans [22] pour I’estimation des parametres du model d’ordre fractionnaire avec
connaissance a priori des ordres fractionnaires. Ainsi, ce chapitre est consacré a la recherche
des méthodes d'identification pour les modeles d’ordre fractionnaire dans le domaine

fréquentiel et temporel
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I1.2 Identification Fréquentielle des Systémes d’Ordre Fractionnaire

Le principe de base de I’ensemble des algorithmes d’identification fréquentielle consiste a
estimer le vecteur des parametres 8 composé par les coefficients des polyndomes A(s) et B(s) en
minimisant la norme ¢, de ’écart £ entre le modele G et le systeme 2 identifier G sur un
ensemble de N fréquences de mesure. Plusieurs méthodes d'identification sont établies pour
des modeles d'ordre fractionnaire a partir des données de la réponse fréquentielle (fréquence,
amplitude et phase) sont résumées ci-dessous.

I1.2.1 Méthode de Levy pour les Modeles d’Ordres Fractionnaires [38]

Avec un comportement en fréquences connu, la méthode de Levy est bien établie pour trouver
les coefficients d'une fonction de transfert d’ordre entier avec la connaissance a priori des
ordres m et n. L’extension de cette méthode pour les modeles d'ordre fractionnaires nécessite
également la connaissance a priori de I’ordre commensurable a.

Supposons que nous avons un processus G avec un comportement en fréquence connu et nous
voulons le modéliser par un modele fractionnaire d’ordre commensurable dont la fonction de
transfert est donnée par 1’équation (II.1):

by + bys® + bys?® 4 -+ byps™* TRl bys™

G(s) = = II.1
() 14+ a;5% 4+ a,s2 4 -+ a,s™ 14+ Y}, apske (L1
La réponse fréquentielle de 1’équation (II.1) est donnée par
. o b(w)ke N(w w) + jé(w
CGiw) Y=o b (@) N(w) _ y(w) +j8(w) a1.2)

1ty a (o) D) o)+ jr(w)

ou N et D sont des nombres complexes et y, d, o et 7, sont les nombres réelles. L’erreur entre le

model et le processus G pour une fréquence w donnée sera égale a :

. N(w)
e(w) =G6(w ~ D) (IL. 3)

Dans cet algorithme, les parametres de 1’équation (II.1) sont calculés pour minimiser le carré de

cette erreur. De 1’équation (I1.3), on peut écrire que :

e(w)D(w) = G(jw)D(w) — N(w) (IL. 4)

Pour E(w) = e(w)D(w) (I.5)
E(w)=GD - N

alors, = {[Re(G) + jIm(G)](o + jT)} — (¥ +jI5) (I1.6)

= [Re(G)o — Im(G)t — y] + j[Re(G)T + Im(G)o — 5]

Le carré de I’erreur E est donc donné par I’expression suivante :

|E|? = [Re(G)o — Im(G)T — ¥]? + [Re(G)T + Im(G)o — §]? (11.7)
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De (I.2), nous avons :

Si nous dérivons

y(@) = ) beRel(j)*] (11.8)
k=0

5(w) = ) b dm[(jw)k*] (11.9)
,Z:o "

olw)=1+ arRe[(jw)*¥] (I1.10)

kzzl "

(w) = ) apIm[(jw)k*] (11.11)

kZl .

| E par rapport aux coefficients by (0 <k <m) et a; (I <k <m), nous aurons

dIEI® B B  ka
b, 2[Re(G)o — Im(G)t — y]|Re[(Jw)"*] (11.12)

—2[Re(G)T + Im(G)o — 8]Im[(jw)*¥]

d |E|2 i )ka
o 2[Re(G)o — Im(G)T — y]Re(G)Re[(jw)¥k*]
+2[Re(G)7 + Im(G)o — §1Im(G)Im[(jw)**] (11.13)

—2[Re(G)o — Im(G)t — y]Im(G)Im[(jw)**]
+2[Re(G)T + Im(G)o — §]Re(G)Im[(jw)*¥]

Mettons les expressions des équations (I1.12) et (I1.13) égales a zéro, nous obtiendrons :

a |E|?  \ka

b 0 © [Re(G)o — Im(G)T — y]Re[(jw)k¥] (1. 14)
+[Re(G)T + Im(G)o — SlIm[(jw)**] = 0

0 |E|2 _ 2 2 : ka

b, 0 © o{[Im(G)]* + [Re(G)]*}Re[(jw)" ]

+1{[Im(G)]? + [Re(G))*}m[(jw)*¥] (I1.15)
+y{Im(G)Im[(jw)**] — Re(G)Re[(jw)**]}
+8{—Im(G)Re[(jw)**] — Re(G)Im[(jw)**]} = 0

Les (m +1) équations données par (I[.14) et les n équations données par (II.15) forment un

systeme linéaire qui peut étre résolu de maniere a trouver les coefficients by (0 <k <m) et a; ({

<k <n), de I’équation (II.1). Habituellement, le comportement en fréquence du processus est

connu dans plus d'une fréquence. Alors, le systeme a résoudre des équations (I.14) et (II.15)

peut étre écrit sous la forme matricielle comme suit :

[g g] [Z] - [;] (11.16)
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avece

Ay, = Z {Re[(jw0p) | Re[(j0p)“] = 1m [ (jeop) "] 1m[ o) ““]} (I.17)

l=0---metc=0--m
P

Bue = ) {Re[(iwp) | Re[wp) “IRe[G(jwp)]

iyl Gry) [ )] L=0mmete=0-n (I.18)
~Re(jep)'“| Re[ o) “Jim{G )]
+1m [ (joop)“] 1m[ Geop)“IRe[G o)1)

P

Cue = ) {~Re[(wp) | Re[(jop) “IRe[G(jeop)]

p=1
+1m [ (jop) | Re[ o)™ J1m[G )] [=0-netc=0-m (119

—Re [(ieap) ] tm i) J1m[G o)
~tm ()] [ ) TRe[ )]}

o ; ({RelGGen)l}" + {im{aGie)])') l=0-mnetc=0-n (IL.20)
{Re[(jeop)"“| Re[(jewp) “] + Im [(jeop) ] 1m[ o) ]}
b, a
b=[s]; a=’a] (11.21)

Z Re[(]wp) Re[G(]oop) Im[(jwp)la]lm[G(jwp)]} [=0-m (I1I.22)

P

g1 = ) —Re[(jeop)"“| ({Re[G(wop)]}* + {im[Gjeop)]}") 1= 0-n (I1.23)

p=1

I1.2.2 Approche de Vinagre [39]

L’approche de l'identification dans le domaine fréquentiel proposée par Vinagre est une
amélioration de la méthode de Levy. La méthode est obtenue en introduisant une fonction poids
dans I’erreur de la maniere suivante :

E=W.C(w)|a,Go)™+ -+ a,jw)** + a,(w)* + 1]
—[bn )™ + -+ by (jw)?* + by (jw)® + by

ou les poids W sont en fonction de la fréquence w,, pour p = I ... P. Alors, W sera donnée par :

(I1.24)
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( Wy — Wy
. =1
2w? P
Wp+1 — Wp-1
w = Jngiﬂ 1<p<P (1L 25)
Wp — Wp—q
—_— =P
\ 2w} P

Tout comme la méthode de Levy minimise Z§=1|E (oup)|2 au lieu de Z§=1|£(a)p) |2
2
] = Z§=1|E(wp)| w, avec wy, = (w 2

Les poids sont destinés a2 améliorer la qualité de I'approximation aux basses fréquences. Etant
donné que le poids ne dépend pas de coefficients ag; et b;, il ne changera pas les valeurs des
dérivés (I1.12) et (I1.13). La seule différence réside dans la méthode et dans le fait que les

matrices et les vecteurs (II.16) vont maintenant étre donnés par

A = Z {—Re [(joop)ka] Re [(joop)la] —Im [(jwp)ka] Im [(joop)la]}wp (1. 26)
e k=0--ml=0:--m

By, = Z (Re [(jop)“| Re [ ()" | Re[G(op)]

+Im [(jmp)ka] Re [(jmp)la] Im[G(joop)] k=0-ml=0-n (11.27)

-ne[() ] m o))
1 [y) ] [0 Rl T},

Cer = ) ({im] Geop) | 1m[Gieop)] — Re [ (1) “| Re[GGeop)]} Re [ ieop) ]
p=1 (11.28)
+ {—Re [(j(‘)p)ka] Im[G(jwp)] — Im [(j“’p)ka] Re[G(j(‘)p)]} Im [(j(‘)p)la]) Wp
k=0-nl=0:-m
Dt = ) ({Re[6joop) )" + {1m[Gjeop)]})

p=1

{Re [(j(op)ka] Re [(j(op)la] + Im [(jmp)ka] Im [(j(op)la]} Wp

k=0-nl=0-n (IL29)

Z Re ]u)p) ]Re[G(]wp) Im[(jwp)ka]lm[G(jwp)]}wp k=0--m(Il30)

g1 = Y {~Re[0,)"]| (RelGGwp)]Y” + (im[GGo ) )} wy k=0 (13D

p:
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I1.2.3 La Méthode Itérative de Sanathanan et Korner [38]:
Une autre méthode d'améliorer la méthode de Levy a été proposée par Sanathanan et Korner.

Dans ce cas la variable E de I’équation (I1.6) est remplacée par la variable itérative suivante:

E (o) = w,(jor)[6(wr)D(wr) — N(jwg)] (1. 32)
Ou le poids w;, est dépendant de la fréquence et de I’itération :
1siL=1
1D1—1 (i) |?

ou L est le nombre d'itérations, D ;) est le dénominateur trouvé dans l'itération précédente
(avec D;= 1) est calculé a partir des parametres a; estimés a I’itération (L-1).

EL = wi{[Re(G) + jIm(G)](o + jT) — (v +j6)}
=w,(Jwr){[Re(G)o — Im(G)t —y] + j[Re(G)T + Im(G)o — &]

Pour ce type d’approches, il convient de définir un critere d’erreur unifié, soit :

UED

P
Ju = ) IEG@RIw, e (11.35)
p=1
Cette méthode est similaire a celle de Levy, sauf en mettant en ceuvre des itérations avec
a i la . ca . la . ca .
A= Z {—Re [(]wp) ]Re[(]wp) |—1m [(]wp) ]Im[(]wp) ]}WL(]wk) (IL. 36)
p=1
l = Om etc = Om
P
. l . .
Bie = ) {Re[(wp)"| Re[(je2,)“|Re[G(jesp)]
p'=1 la ) ca B
+Im [(]a)p) ]Im[(]a)p) ]Im[G(]a)p)] [=0,-,metc=0,-,n (1.37)

—Re [(jap) | Re[(jeop) “T1m[6 (jep)]
+im [(j“)p)la] Im[(ja)p)ca]Re[G(jwp)]} wy (jwp)

Cue = ) {=Re[Gn) ] Rel ) “IRel6 )]
+im [ (jw,)' | Re[(jap)““im[6 (je, )] [ =0-netc=0~m  (IL38)

—Re [(j“)p)la] Im[(ja)p)w]lm[G(ja)p)]
i [(je)] [ Rl o), iy

P

D= ) ({Re[6Gwp)lY” + {im[G(jw,)]})

= (11. 39)

{Re [(j“)p)la] Re [(j“)p)w] +Im [(j“)p)la] Im[(j“)p)ca]} wy (jwp)

l=0--netc=0-n
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IIM"U

Re (]wp) ]Re[G(]wp)]—Im [(]wp) ]Im G(]wp)]}WL(]wk) (I1.40)

[=0-m
P

g1 Z ke [(jwp)la] ({Re[G(ij)]}z + {Im[G(jwp)]}z) w (o) (I1.41)

p=1
[=0--n
Si les itérations convergent, D; = Dy;.;) et E converge vers ¢. Cette méthode compense

également le faible effet des données de basse fréquence dans le modele final identifié.
I1.2.4 La Méthode Itérative de Lawrence et Rogers [5]
Pour des nouvelles données, des nouvelles fréquences apparaissent, le systeme devra alors €tre
résolu a nouveau. Laurent et Rogers (1979) [45] ont développé une méthode itérative pour
éviter la résolution du systeme si les nouvelles données sont obtenues. Cette méthode traite
chaque fréquence a la fois sous la forme suivante:

wy(jwg) =1

[ Gwi)Dy(wi) — N (wy)] (11.42)

EL(jwk) Dy k=13 1(]w )

k=1 est calculé a

Wy (jwr ) est une fonction de pondération et L un nombre d’itération. Ou D
partir des parametres a; estimés avec (k-1) a I'itération L. Cette technique consiste a mettre a
jour le vecteur des parametres € a I’itération L apres chaque prise en compte d’une nouvelle
donnée fréquentielle. Cependant cette technique nécessite un trés grand nombre de données
pour assurer la convergence de 1’algorithme.

I1.2.5 La Méthode Itérative de Hartley et Lorenzo [39]

La méthode proposée par Hartley et Lorenzo permet d'obtenir un modele d’ordre fractionnaire

sous la forme :

G(S) = cpS™* + -+ ,5%% + ¢;5% + ¢ (I1.43)
ou bien
G(s) . (11. 44)
s) = i
CpS™¥+ -+ + €52% + ¢15% + ¢
ou n est l'ordre du polyndme et o est I’ordre commensurable et tous deux doivent €tre choisis

par l'utilisateur. Les coefficients ¢y, ¢y, ...., ¢, du modele de I’équation (I1.43) sont obtenus par

la résolution de 1'équation suivante:

G(jwy) [1 (w)* (w)*® o (o)™ ]
o) | o[t ot Qo Ge flal g
G(j“;n+1) 1 (]"Un+1)a. Gwn+1)2a (]w +1) *

@] ... wyy7. sont les fréquences d'échantillonnage. Pour le cas du modele de 1’équation

(I1.44) le coté gauche de 1I’équation (I1.45) sera l'inverse du comportement fréquentielle.
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I1.3 Identification Temporelle des Systemes d’Ordre Fractionnaire
L'objectif de 1'identification dans le domaine temporel est d'obtenir les parametres d’un modele
donné a partir des données temporelles. En général, pour I’identification des systemes d’ordre

fractionnaire le modele utilisé est de la forme [4] :

> a,D%y(t)=Y b,D" () (1L46)
i=0 j=0
ol e(t) est I’entrée, y(t) est la sortie et les ordres de différentiation &; (0 <i<n)et £, (0<j<m)
sont des nombres réels positives tels que <o;<....<0y; Bo<fe<....<Bu et By < oy; et les
parametres du modele a; (0 <i <n) and b; (0 <j < m) sont des nombres réels. La fonction de
transfert de ce modele est donnée comme [4] :

b Sﬁm + b _ Sﬁm_l + e + b SﬁO
G(s) = = m-l 0 (11 47)
ansa’n + an—lsan_l P aos"‘o

Plusieurs méthodes d'identification sont disponibles, notamment les méthodes de l'erreur de

sortie et de l'erreur d'équation.

I1.3.1 Méthodes a Erreur de Sortie

Dans la littérature, il existe trois approches d’identification par modele non entier a erreur de
sortie dont le principe est illustré dans la figure (II.1). Ces méthodes se différent par le mode
d’utilisation du modele a identifier. La premiere approche utilise la forme développée d’une
fonction de transfert non enticre [35] . La seconde est basée sur une décomposition modale [36]
et enfin, la dernieére approche repose sur une décomposition en fonctions orthogonales non

entieres [40]

\ 4

System

u(o Critére J(0)

A 4

AN
M\%Qle

\ Algorithme d’Optimisation

Figure (11.1) : Principe de la méthode a erreur de sortie

Apres discrétisation des données d’entrée/sortie, la norme ¢/, de 1’erreur de sortie 2 minimiser

est donnée par :

K-1

1
J(0) = Ez &% (ty, 0) (11. 48)

k=0
avec &(ty,0) = y*(t;) — y(ty, 0).
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I1.3.1.1 Méthode Basée sur la Forme Développée du Modele
Cette approche consiste a estimer les parametres du modele d’ordre fractionnaire dont la
fonction de transfert est donnée par [41] :

m .
Lo bisPi

G(s) =

(1. 49)

Alors, le vecteur des paramétres a estimer est 8 = [ay -+ @y, bg *** by, @1 *** A, Bo =+ B ]T - Les
ordres de dérivation sont ordonnés pour satisfaire la contrainte d'identifiabilité suivante :

O0<oy <ap = <ap,0<By<pPi <Pm (I1.50)
Comme la sortie estimée y(ty, ) est non linéaire par rapport a 6, la technique d’optimisation

de I’erreur de sortie est donc basée sur un algorithme de programmation non linéaire, tel que

I’algorithme de Marquardt qui est utilisé pour déterminer itérativement éopt, soit :

A~ ~ N -1 iy
Oun= 0= {f+er] I} (1L.51)
( K-1
J==-2 Z e(t,)S(ty, 0): gradient
K-
4 Z S(ty, 0)ST(ty,0): Hessien (11.52)
tr)
S(t,,0) = Y(ag ) : fonction de sensibilité de la sortie
\ &:parameétre de Marquardt

ou les fonctions de sensibilité de la sortie sont obtenues comme suit :

2y(¢t, 0 Bi a9(t, 0 — Y™ b sBita;
ya(b ) > —u(t); ya( ) = 2i=0 su(t) (I1.53)
i 1+Z] L ajsi a; (1+Zj=A1ajSaj)
ay(t,0 b;l Bi 9(t,0) —ajln(s) T bsPite
Y; ) n(s)s ) ya( ) ;In(s) X2 T (s
Bi 1 + Z] 1S % a;j (1 + ijAl ajs“f)

Les deux premieres fonctions de sensibilité peuvent étre calculées facilement. Par contre, les
deux autres sont plus problématiques en raison de la présence du terme [n(s) ; alors elles sont
calculées numériquement plutdt qu’analytiquement.

11.3.1.2 Méthode de la Décomposition Modale d’une Fonction de Transfert [42]

L’idée d’estimer 1’ordre commensurable a été introduite dans [36] en se basant sur la
décomposition modale de la fonction de transfert du modele a identifier. Cette décomposition

modale de la fonction de transfert est donnée comme suit :

Alq
G(s) = z Z T (I1. 55)

=1q=1
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ou s; (pour [ = I, -, L) représentent les pdles en s” de multiplicité o;. Quand ces pdles en s“

sont distincts la décomposition modale de la fonction de transfert sera :

L
Gs)= ; (s*—sp)

Dans ce cas, figure (I1.2) illustre cette décomposition modale.

Ay
S* — s,

A 4

u(t) Az R y(t)

\ 4
A
v

\ 4

a __
s% — s

Figure (11.2) : Décomposition modale d’une fonction de transfert

0T =[Aq,s1,-, AL, 5., a]T est le vecteur de paramétres qui sera estimé par minimisation de la

norme quadratique de I’erreur de sortie £(ty, 8) = y*(t;) — y(tx, 6). Dans ce cas, ’approche

d’optimisation utilisée est la méthode de Marquadt. Alors les fonctions de sensibilité sont

données par :

a9(t, 0 1
ya(zl ) _ Gy (I1.57)
99(t, 6 A

y;; ) _ & _lSl)zu(t) (IL58)
09(t,0) ~o Aisin(s)

0a _;_@“—sm“(t) 1:59)

11.3.1.3 Méthode des Fonctions Orthogonales

Dans la littérature, quelques auteurs ont utilis€és des fonctions orthogonales pour la

représentation des systemes d’ordre fractionnaire [40] [43-44]. Cette méthode a aussi été

utilisée dans I’identification des systeémes d’ordre fractionnaire. Dans ce cas, le systeme d’ordre

fractionnaire a identifier est représenté par une fonction de transfert formée d’une combinaison

linéaire de fonctions orthogonales comme suit [38] :

M
)= ) B Gm(S) (IL.60)

m=mg
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oufd=/[gn ... gM]T est le vecteur de parametres et les fonctions Gy(s), pour m = my, . .., M,
désignent les fonctions orthogonales. Il existe trois types de fonctions orthogonales pour la
représentation des systemes d’ordre fractionnaire données comme suit :
e fonctions de Laguerre d’ordre fractionnaire caractérisées par la présence d’un pdle en s“
unique et formées a partir des fonctions génératrices suivantes [40] :

a €10,2]
1 1€R*
m; avec [ 1 ] (H 61)
m 2 mo =|—+ 1
2v
e fonctions de Kautz d’ordre fractionnaire caractérisées par la présence de deux podles en

G (s) =

s* complexes conjugués et formées a partir des fonctions génératrices définies par G',, et

G'",, comme suit [44]

1
{Gmo(s) - (s« _1/1)mo [ac 1021, mo = [ﬁ] t
. 1 ; avec le C > gr (I1.62)
leo(S) =—73 | arg(—4) 2
(sv=1) A est le conjugué de A

e fonctions issues de la Base Orthogonale Généralisée (BOG) d’ordre fractionnaire
caractérisées par des poles en s“ réels ou complexes conjuguées [43]. Cette base est
formée de la combinaison des fonctions des équations (I1.61) et (I1.62).

Pour un systeme stable représenté par la fonction de transfert de 1’équation (I1.60), les fonctions
orthogonales G (s) (m = my, ..., M) sont des fonctions connues ; alors seuls les coefficients g,
seront estimés par minimisation de 1’erreur quadratique de sortie £(ty, 8) = y*(t;) — y(tx, 6).

Donc selon I’estimateur des moindres carrés on a les équations d’estimation suivantes:

0= (@ TP 1o Ty" (1. 63)
ou Y*est le vecteur de sortie et ®@* est la matrice de régression:
v*=[y"(to) y* () -y te]I” (1. 64)
®* = [pg(to) a(t) -+ @(ty-]”
P6(61) = [Veg t1) Vomg s () Yoy, ()] (11.65)

Yo () = L7H{Gm(p)} * u(®)
I1.3.2 Méthodes a Erreur d’Equation

Soit un modele d’ordre fractionnaire défini par I’équation différentielle suivante [5] :

> a,D%y(t) =Y. b, D" u(t) +e(t) (IL.66)
i=0 j=0
ou u(t) est 'entrée, y(t) est la sortie, e(t) représente un bruit stochastique ; les ordres de
différentiation ¢« (0 < i < n) et f (0 <j < m) sont des nombres réels positifs tels que

< <....<; ; Po<fo<....<fn et By < O;,; le parametre ap = Iet les autres parametres du
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modele a; (I <i <n)et b; (0 <j<m) sont des nombres réels. L'objectif de l'identification est
I’estimation paramétrique des coefficients a; a, - a,; by by - b, en se basant sur des
méthodes a erreur d’équation avec une connaissance a priori des ordres de différentiation ¢; (/
<i<n)et 5 (0 <j<m).

Une fois les ordres de dérivation fixés, 1’objectif principal consiste a estimer le vecteur des
parametres 8 = [by by - by, a; @ -+ a,]T A temps continu a partir de K couples d’échantillons

des signaux d’entrée/sortie

e(t)
+
(o) - y(t) y*(t)
» Systeme > —
\4
B(s) A(s)
n ;
&(t)

Figure (11.3) : Modeéle a erreur d’équation

La minimisation de I’erreur d’ “equation ¢ est donnée par:

e(t,0) =y*(t) — o*(t)TO (11.67)
avec P ()7 = [u(ﬁo)(t), ...’u(ﬁm)(t)’_y*(al)(t)’..., _y*(an)(t)] (11. 68)
A(s) =1+ ) a;s% (11.69)
2
B(s) = ) b;sPi (11. 70)

Dans ce type de probleme d’identification, I’estimation paramétrique des coefficients du
modele se décompose en trois phases bien distinctes. La premiere consiste a discrétiser le
modele d’ordre fractionnaire puis mettre le modele discret ainsi obtenu sous une forme linéaire
avec de nouveaux parametres par un changement de variables. La deuxieme phase consiste a
estimer les nouveaux parametres (parametres du modele discrétisé) par une méthode a erreur de
prédiction en utilisant une de deux techniques d’optimisation des moindres carrées linéaires :
la technique non récursive ou récursive. Enfin, dans la troisieme phase, les parametres du
modeles originales a temps continu (coefficients a;et b;) seront calculés a partir des parametres

estimés dans la deuxieme phase.
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I1.3.2.1 Modele Discret de Dimension Infini
Par la discrétisation de 1’équation (I1.66) en utilisant 1I’approximation numérique de Griinwald

de I’opérateur d’ordre fractionnaire dérivé, on obtient I’expression suivante [5] :

K

E%Z(—nk (5 — 1) = 2%2(—1)" () ut =0+ e a7

i=0 k=0
ou h est le pas d’échantillonnage et K = entier (t/h).

Pour utiliser la méthode d’estimation a erreur d’équation, on exprime la sortie du modele a

I’instant K en fonction des entrées et sorties passées comme suit :

a; a;
o 2o (DR () vk — k)

=0 hai
5oL sk (—1* (B uck — k) 72
J'=0hﬁj k=0 k e(K)
+ n 4 + n 4
i=0 i i=0 i

Cette relation est non linéaire par rapport aux parameétres (ay a, -+ a,; by by *** b,,). Donc
I’utilisation de la méthode des moindres carrés linéaires n’est pas convenable. Une technique
qui permet alors a exprimer y(K) par une relation lin€aire par rapport a un nouveau ensemble de

parametre (C_LO a, -+ ap; by by - bm)s est donnée comme suit :

n m

y(K) = — z a;Y;(K) + Z b;U;(K) + E(K) (11.73)
i=0 j=0
a; n K
avec @ =—1"—; Z =1 Y(K) = Z(—nk (v —k); 0<i<n (L74)
i=0ha; =0 k=1
L
b =17 0 =Z(—1)"(ij>u(1(—k); 0<j<m (IL75)
i=0 i k=0
e(K)
i=0 hai

Le modele obtenu est linéaire par rapport aux nouveaux paramétres (@o@; * @n; boby ** by ),
alors la méthode des moindres carrés linéaires peut maintenant étre applicable.

L’estimation paramétrique se fait maintenant par la recherche d’un vecteur de parametres
optimale 6,,,, minimisant le critére quadratique des moindres carrés /() basé sur I’erreur de

prédiction £(t,0) = y*(t) — @*(t)T0 . Ce critere est donc donné par :

k-1
1
J©) = 2 >t 6) (11.77)
k=0
La solution de ce probleme au sens des moindres carrés non récursifs est donnée par [45] :
Oopr = (@ TD*) 1 TY™ (11.78)
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ou Y*est le vecteur colonne de sortie et @™ est la matrice de régression dont les colonnes sont

les dérivées non entieres des signaux d’entrée et de sortie :

= [y*(to) y"(t) -y (tgx-1)]" (11.79)
@* = [p"(to) ¢"(t) " (txk-1]" (11.80)
Dans le cas de I’estimation paramétrique par la méthode des moindres carrés récursifs, la

procédure est présentée dans la figure (IL.4) [45]. Le retard classique z’ est remplacé par un

élément de retard d’ordre fractionnaire défini par 1’approximation de Griinwald donné par :

K
1 a
~ k Kk
k,DK = e Z (-1 (k) Z
k=k0

Bruit

u(t) v

CAN —ﬂ Procédé —_—J
¢ (k)

i ai
oD K" D7k

/

prédicteur
ajustable

A~

6®

Figure (11.4) : Principe de [’identification récursive d’un systéme fractionnaire
L’estimation paramétrique se fait par la recherche d’un vecteur de parametres 6,,, qui

minimise le critere quadratique donné par 1’équation suivante

k-1
1
J©) =2 > ¥ (t) = 9 OOF (11.81)

Ce vecteur de parametres s’obtient alors par I’expression suivante [45] :

(11.82)

La version récursive de I’ algorlthme des moindres carrés est donnee sous la forme suivante:

(. - F(ti-)o(t) 5
|00 = 8(t) + T e e a0 ~ 0t-0(@)

4{ F(tx-) 9t e" (6 F (tr-1)

(11.83)

F(ty) = F(ty—1) —
k et — QT (t)F (te—1) o (ty)
ou a I’'instant initial ¢y, F = %I avec 0 < § K 1. Les parametres a; (I = 1, 2, ... n) peuvent donc

étre calculés par la résolution du systeme linéaire d'équations suivant (ap = 1) :

(dl - 1)h_a1 dlh_az b alh an _alh_ao
C_lzh:_a& (ﬁz B })h_“z Clzh an ] l ] _ l_dzﬁ_ao (11.84)
a,h- a,h=2 o (@ — DR — &, h~%
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Les coefficients b; (j = 0, 1, ..., m) peuvent €tre obtenus par 1’expression suivante:
n

b] = E] Z aihﬁf_“i (II 85)

11.3.2.2 Méthode des Variables Instrumentales Récursives

Le principe général des variables instrumentales consiste a introduire un nouveau vecteur y
dont les composantes sont appelées instruments ou variables instrumentales. Les composantes
de y doivent étre suffisamment corrélées avec le vecteur de régression et non corrélées avec la
perturbation [5], [42].

{E[l[)(t)(p*(t)T] est non singuliére
E[y(@®)e®)] =0

ou E/.] représentant 1’espérance mathématique. Le vecteur des parametres 8 vérifie 1’équation
suivant :

(11.86)

KZMW@FKZ¢®ﬂOJﬁ@Lﬂ (11.87)

Sidim(y) = dlm(H) alors I estlmatlon peut étre donnée par :

K
1 1
E;MWMWF—&;MHMM

Par analogie a la méthode des moindres carrés récursifs, 1’algorithme d’optimisation des

0 = argmin (I1.88)

variables instrumentales s’énonce alors sous la forme :

(o F(k — D (k) 3
000 =80 = 1) + 1o (00 = 00k = Do (k)

l _Fk =Dy (F(k — 1)

(11.89)

F(k) =F(k—-1)
) o (OF (k — Dp(J)
0 est le vecteur des parametres estimés a I'instant, k et le vecteur de régression des variables

instrumentales est donné comme suit :

)" = [~V (k) + Y5 (), oo, =Y (k) + Y5 (K), Ug (KD, ..., Upy ()]
avec

K
= Z(—l)k (0;;) yY (K —k)pouri=1,..,n
X

De la méme fagon que la section précédente, les parametres a,(l = 1, 2, ... n) peuvent aussi étre

calculés par la résolution du systeme linéaire d'équations suivant (ap = 1) :
(dl - 1)h_a1 C_llh_az b alh n _alh %o
dzh_al (az - 1)h_a2 azh dn ] l ] l_azh %o

a,h™% (an —1)h™%n —a,h™%
.., m) peuvent €tre obtenus par I’expression suivante:

(11.90)

a,
Les coefficients b

b; =b; » ahPimu (I11.91)

‘M=Q 1

,..
1]
o
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I11. Implémentation Analogique des Opérateurs

d'Ordre Fractionnaire A justable

I11.1 Introduction

Au cours des dernieres décennies, les opérateurs d’ordre fractionnaire ont été utilisés dans
plusieurs domaines de la physique et de I’ingénierie [1] et particuliecrement dans les domaines
de la commande et du traitement du signal [46-51]. Leur implémentation analogique et
numérique est un theme de recherche trés important parce qu’ils ne peuvent étre implémentés
exactement, seule une implémentation limitée peut étre obtenue, dans une bande fréquentielle
donnée, par une approximation analogique ou numérique. Dans [31], on trouve la plupart de
leurs méthodes d’implémentation analogique. Les méthodes d’implémentation numériques RII
et RIF peuvent étre trouvées dans [52- 54]. Plus récemment I'idée des opérateurs d’ordre
fractionnaire ajustable a été introduite, c'est-a-dire que lorsqu’on varie 1’ordre m
I’implémentation de I’opérateur reste toujours valide. C’est uniquement dans le domaine
numérique que peu de travaux d’implémentation des opérateurs d’ordre fractionnaire ajustable
ont été faits [55- 57].
Le probleme qui nous intéresse est celui de I’'implémentation analogique des opérateurs d’ordre
fractionnaire par des implémentations d’ordre ajustable. L’objectif de ce Chapitre est
I’'implémentation analogique de I’intégrateur s™ et du différentiateur s™ (0 < m < 1) d’ordre
fractionnaire par une structure ajustable dans une bande fréquentielle donnée. L’approche
proposée est basée sur 1’interpolation polynomiale en fonction de 1’ordre m des coefficients de
I’approximation par des fonctions rationnelles analogiques de 1’intégrateur et du différentiateur
d’ordre fractionnaire en utilisant la méthode d’approximation de Charef [49]. Cette nouvelle
implémentation est inspirée de la structure d’implémentation de Farrow [58] des filtres

numériques.

I11.2 Approximation de I’'Intégrateur et du Différentiateur d’Ordre Fractionnaire
L'intégrateur et le différentiateur d’ordre fractionnaire analogique sont représentés,

respectivement, par les fonctions de transfert irrationnelles suivantes:

1
G,(s) = S pour 0 <m<1 (II1. 1)
Gp(s) =s™, pour 0 <m<1 (I11. 2)
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avec s=jo est la fréquence complexe et m est un nombre positif tel que 0 < m < 1. Dans une
bande de fréquence donnée [w;, @], les équations (II1.1) et (II1.2) peuvent étre approximées par

des fonctions rationnelles comme suit [49] :

— 1 =~ k”
Gi(s) = o = ; T (IIL. 3)
kp;
Gp(s) =s™ =K, + Z e +’?5/S (111 4)
le

Les poles (py, ppi) et les résidus (kj;, kp;) des fonctions de singularités peuvent étre obtenus
comme suit [49] :

pouri=0, I, ..., N
Pri = Pro(ab)’ (111 5)

ey (1- “22)

ki =K, (-1
1,21 — (ab)i=D)

(111.6)

pouri=0, I, .., Np
Ppi = Ppo(ab)’ (111 7)
Ky ND (1 - a(ab)(i_j))

Kot = @ T (1 (b))

(11.8)

] Oj;tl
Pour w, et @, telles que w, << @p et Wpa >> @, et y une erreur d'approximation en dB
choisie, les parametres d’approximation (a, b, py, ppo, N, Np) peuvent étre calculés comme suit

[59]:

teen) [z (tomtr=mm)

a = 10010a-m)|  p = 10lToml, qgh = 10\10m(1-m) (1I1. 9)
Pro = w.10120ml, Ppo = aw.10120m (1I1.10)

_1 — (,m
K; = /(a);")’ Ky = (o) (1. 11)
log w};nax) log a;max)

N, = Int —— 0 41, Ny = Int —— D0 41 (1L 12

I nteger log(ab) D nteger log(ab) ( )

A partir des équations ci-dessus, nous pouvons facilement voir que les pdles et les résidus de la
fonction rationnelle d’approximation des opérateurs d'ordre fractionnaire dépendent de 1'ordre

fractionnaire m; donc leurs implémentations sont fixées. Cela signifie que lorsque 1'ordre
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fractionnaire m change d'une valeur m; a une autre m; les implémentations des opérateurs
d'ordre fractionnaire correspondant a m; ne sont pas valables pour m;.

La question qui nous intéresse est celui de I’'implémentation analogique de I’intégrateur et du
différentiateur d’ordre fractionnaire par une implémentation d’ordre ajustable, c'est-a-dire

lorsqu’on varie 1’ordre m I’implémentation analogique reste toujours valide.

I11.3 Implémentation Numérique en Structure de Farrow

Soit H(z) la fonction de transfert d’un filtre numérique RIF qui est donné par :
H(z) = E(— Z hy (k)2 (II.13)

ou hy(k), 0 <k <L, sont les coefficients de la réponse impulsionnelle de H(z) et qui sont tous
fonction d’un certain parametre p. Farrow a proposé d'exprimer chaque coefficient 4,(k) du

filtre RIF sous la forme d'un polyndme en p d'ordre M comme suit [58] :
M

hy (k) = Z ejp’ (1. 14)

j=0
ou tous coefficients a;; du polynome sont indépendants du parametre p. La fonction de transfert

H(z) peut donc étre réécrite comme suit :

L (M M M
H(2) =Z Zak]-pj z~ Z{Z Ay Z }pj =ZGj(z)pj (I11.15)
k=0 \ j=0 j=0 \k=0 j=0
ol
L
Gi(z) = Z ag;z7" (111.16)
k=0

sont des fonctions de transfert de filtres numériques RIF a coefficients constants et
indépendants du parametre p. A partir de 1’équation (III.15), la fonction H(z) est mise sous la

forme suivante :

H(z) = % = Go(2) + p[G1 (D +p[G2(2) + -+ + p[Gy—1(2) + PGy (D]] .11 (IL.17)

La fonction de transfert H(z) du filtre numérique peut maintenant étre implémentée par une

structure dite structure de Farrow de la figure (III.1) comme suit :
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E(z)
[GM‘Ez)] [GM.T@ ] @Ez) @(@
:CD N T ’63 <> Y&
P

Figure (111.1) : Implémentation en structure de Farrow du filtre numérique RIF

Avec cette structure on peut dire que le filtre H(z) a une implémentation ajustable en parametre
p, c'est-a-dire qu’avec la méme implémentation on peut avoir H (z) pour différente valeur du
parametre p. Alors, en s’inspirant de cette structure de Farrow dans le domaine numérique nous
allons dériver une structure similaire pour les opérateurs d’ordre fractionnaire dans le domaine

analogique.

I11.4 Intégrateur et Différentiateur Analogiques d’Ordre Fractionnaire Ajustable

Dans cette section, nous allons examiner la conception de l'intégrateur et du différentiateur
analogiques d'ordre fractionnaire ajustable qui peuvent étre implémentés par des structures
analogiques comme la structure numérique de Farrow [58] . La principale caractéristique de
ces opérateurs analogiques d'ordre fractionnaire ajustable est que les structures de leurs
implémentations sont valables pour toute la gamme de 1'ordre fractionnaire m.

Nous avons vu que les pdles py;, les résidus de ky, pour i = 0, 1, ..., Nj, le coefficient Kp, les
poles pp;, les résidus kp;, pour i = 0, 1, ..., Np, des fonctions rationnelles des approximations de
l'intégrateur et du différentiateur analogiques d’ordre fractionnaire des équations (IIL.3) et

(IIL.4), respectivement, dépendent de 1'ordre fractionnaires m. Donc, on peut écrire que:

Ny
1 _ k;i(m)
Gi(s) = — = (II1. 18)
’ Zo (1 )
Np
Gp(s) = s™ = Kp(m) + Z k’;"(m)s (1. 19)
i=0 (1 * /PDi(m))
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En s’inspirant de la structure de Farrow pour les filtres numériques ajustables, on fait une
interpolation polynomiale du coefficient Kp et de tous les résidus k; (0 <i < Nj) et kp; (0 <i <

Np) avec un polyndme en m d'ordre M comme: suit :
M

kii(m) = Z agm" (111. 20)

n=0

{( o ’Z:bnmn (1. 21)
I
\

M

kpi(m) = Z bjm™"
n=0

oua, (O<i<Net0O<n<M),b, O<i<NpetO<n<M)etb, (0<n<M)sont les
coefficients polynomiaux des résidus kj, kp;, et Kp, respectivement ; ils sont indépendants du
parametre m.

I11.4.1 Calcul des Coefficients de I’Interpolation Polynomiale

Pour déterminer les coefficients a;,, b,, b, des interpolations polynomiales en m du coefficient
Kp(m) et des résidus kj(m) et kp(m) des équations (II1.20) et (II1.21) on doit résoudre le
systeme d’équations linéaires a (M+1) inconnus obtenu en choisissant (N+1/) points différents
de 'ordre m (N=N; ou Np). On cherche donc I’unique polyndme de degré M passant par les
points {m;, kj(m;)}, {m;, Kp(mj)}, {m;, kpi(m;)}. Les points m; (j= 0,1,...,N) étant tous distincts.

Donc pour i=0,1,...,N, on aura :

M
ki(m;) = Z Am]! (1. 22)
n=0

M
(ko) =
n=0

Iy (IIL. 23)
Ikkm(mj) = Z binmj’

n=0
Soit sous forme matricielle:
kio(mo) — kjp(mg) - kIN(mo)] 1 mg m§ - my (Ao Q10 " Ano
| kio(ma)  kp(my) - kv | _ |11 my mi o m |[@0n  ans an1
o) slm) - tonlon)] [}ty it loon an o 24
kpo(mo)  kpi(mo) - kDN(mo)] 1 mg m§ - mg |rbyy by - buo .
| kpo(my)  kpi(my) - kDN(m1)|= 1 m m? - mM |[boy bi1 - b
kno(mzvl) le(le) kDN(le) [1 my, my, - my | boy bim - byum

On peut écrire le systeme d'équations sous la forme :
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K[[ = UA
(II1.25)
Kpi=UB
Comme la matrice U n’est pas en général une matrice carrée, alors on a :
A=(U'U)"UKy
(I11.26)

B=(U'U)"U"Kp,

La matrice U est une matrice de Vandermonde alors la matrice carrée (U’ U) est inversible tant
que les points m; (j= 0, 1, ...,N;) sont distincts. Vu la complexité du calcul des matrices A et B
de I’équation (II1.26), la méthode utilisée pour résoudre ce probleme d’interpolation est la
technique d’ajustement de la courbe dans le but d’obtenir un polynome de degré M qui
approxime kj;, Kp, kp; dans le sens des moindres carrées. Pour ce but, on a utilisé la routine de
Matlab dénommée ‘Polyfit’ pour obtenir le polyndme en m de degré M qui correspond aux
données du coefficient Kp et chaque élément des résidus kj; ( 0 <i < Nj), kp; (0 <i <Np). Par
conséquent, les fonctions rationnelles Gi(s) et Gp(s) des équations (IIL.18) et (III.19),

respectivement, seront:

Np
1 ~ Z%:O ainmn
T 0 )
= pri(m)
u N, (II1. 27)
2.2,
= &0 /pn(m))
M Np
~ (Z%=0 binmn)S
Gp(s) =s™m= n 4+
= S+ om)
M D )
_ z z binS
S
n=0 = (1)
Donc, on peut réécrire les équations ci-dessus comme suit:
G,(s) = Zm G (s) (II1. 29)
M
Gp(s) =s™m = Z m"Gp,(s) (111. 30)
n=0

ou les sous-fonctions Gy, (s) et Gp, (s), pour O<n <M, sont données par:
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Ny
@
Grn(s) = L (111.31)
2 (1 * pmy)
2 bins
Gpn(s) = b, + (111. 32)

(1 m)

Comme on peut le remarquer les fonctions Gy, (s) et Gp,(s), pour 0 < n < M, sont toutes
dépendantes de 1’ordre fractionnaire m parce que les pdles p;(m), ppi(m) dépendent de m. Alors
pour que toutes les fonctions Gy,(s) et Gp,(s) soient indépendantes de 1’ordre m il faut que tous
les poles pji(m), ppi(m) soient fixes, c'est-a-dire lorsqu’on fait varier I’ordre m on garde toujours
les mé&mes pdles de 1I’approximation de I’intégrateur et du différentiateur d’ordre fractionnaire
par une fonction rationnelle.

Une fois les poles d’approximation fixés, les fonctions Gy,(s) et Gp,(s) deviennent toutes
indépendantes de m, donc les équations (II1.29) et (IIL.30) peuvent étre implémentées sous la
forme de la structure de Farrow. Alors, nous dirons que nous avons réalisé un intégrateur et un
différentiateur analogique d’ordre fractionnaire ajustable.

Une facon de fixer tous les podles p; (m) (0 <i < Nj) et pp; (m) (0 <i < Np) pour différentes
valeurs de l'ordre fractionnaire m (0 < m <I) est de forcer le premier pdle pj et le rapport (ab)
de I’équation (IIL.5) et le premier pdle ppy et le rapport (ab) de équation (II.7) d’étre des
constantes.

Pour un ordre fractionnaire m donné et pour une erreur d'approximation choisie y, les poles p;
(m) (0 <i < NI et pp; (m) (0 <i < Np) des approximations de l'intégrateur s et du
différentiateur s™ d'ordre fractionnaires par des fonctions rationnelles des équations (IIL5) et

équation (I11.7), sont donnés respectivement, comme suit:

p1i(m) = pyo(ab)’ (111. 33)
Ppi(m) = ppo(ab)’ (111. 34)

ou les premiers poles pj et ppy sont calculés et sont fixés pour toute la gamme des valeurs de

l'ordre fractionnaires 0 < m <1 et le rapport (ab) est également calculé par 1I’expression

ab = 10(10m(3;—m)) .

Pour un autre ordre fractionnaire donné m;#m (0 < m; <I), et une autre erreur d'approximation
choisie y;#y et les mémes pdles pj et ppp comme ci-dessus, les poles py; (m;) (0 <i < Nj) et ppi

(m;) (0 <i <Np) sont donnés comme:

pri(my) = proayby)’ (I1I. 35)
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Ppi(my) = ppo(aby)’ (111. 36)

ou le rapport a;b; est aussi donné par l'expression : a;b; = 10(m).

Maintenant, pour garantir que les pdles p;; (m;) = pi (m) (0 <i < Nj) et les pdles pp; (m;) = ppi
(m) (0 <i < Np), pour les fonctions rationnelles d’approximation d’intégrateur s™ et de
différentiateur s™ d'ordre fractionnaires, respectivement, sont égaux nous devrons avoir:
(a;b,)" = (ab)’

Ce qui mene a :

i) < o)
10\10my(1-my)) = 1(Q\10m(1-m) (1. 37)
Y1 ) ( y )
I11.38
<1Om1(1 my) 10m(1 —m) ( )

Parce que les ordres fractionnaires m et m; sont donnés et I’erreur d’approximation y est
choisie, l'erreur d'approximation y; est le seul parametre a calculer pour garantir que les pdles
pii (mp)=pr (m) (0 <i <Nj) et pp; (m;)= pp; (m) (0 <i <Np). Donc, y; est donnée comme suit:

mq (1 — ml))

(=) (111.39)

}’1:}’(

Comme nous pouvons le voir de I'équation (II1.39) I'erreur d'approximation y; qui est fonction
de l'ordre fractionnaire m est minimum pour m = 0,5. Alors, 'ordre fractionnaire m utilisé pour
calculer les poles pj(m) (0 <i <Nj) et ppi(m) (0 <i<Np), est m = 0,5. Dans ce cas, l'erreur
d'approximation y; de 1'équation (II1.39) sera:

y1 = 4ym;(1 —m,) (I11. 40)

Une fois que les pdles p;i(m)(0 <i < Ny et ppi(m)(0 <i < Np) sont calculés pour m = 0,5 et
pour une erreur d'approximation y donnée, les équations (II1.27) et (II.28) peuvent Etre

réécrites comme suit :

M Ny M
Ain _ n
G(s) = ;m ; - /p“(o 5)) = ;m G (s) (111.41)
M Np boS M
Gp(s) = s™ = ;m" b, + Z @ S/;‘ . 5)) _ Z MG, (s) (I 42)
= pilV. n=0
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Les sous-fonctions Gy, et Gp, (0 < n < M) deviennent donc totalement indépendant de 1'ordre

fractionnaires m. Par conséquent, les implémentations analogiques ajustables de 1'intégrateur s™

et du différentiateur s™ des équations (II1.41) et (II1.42) par des structures de Farrow sont

données, respectivement, dans les figures (II1.2) et (II1.3).

() (eo]  [o0]
Q-D D
:

Figure (IIL.2) : Implémentations analogique ajustable de l'intégrateur s™ en structure de

Farrow

x(t)
() (ome) (=)
,,
----- <D
m

{ d"x(t)/dt™

Figure (II1.3) : Implémentation analogique ajustable du différentiateur s en structure de

Farrow

40



Chapitre III : Implémentation Analogique des Opérateurs d'Ordre Fractionnaire Ajustable

I11.4.2 Exemples Illustratifs
Pour démontrer [Defficacité de la méthode de conception proposée, on considere
I’implémentation d’un intégrateur fractionnaire ajustable dans la bande fréquentielle
[wp, wr]=[0. I rad/s, 100rad/s].

L’approximation de I’intégrateur fractionnaire est donnée sous la forme suivante :

Np

1
Gi(s) =—%=

Sm

kyi(m)
S+ pym)

Pour réaliser I’intégrateur d’ordre fractionnaire ajustable, il faut en premier lieu calculer les

(111. 43)

poles d’approximation pj;(m) pour m=0.5 puis calculer les coefficients a;,. Donc, pour une
erreur y = IdB, les parametres d'approximation de la fonction rationnelle ., Wmay, a, b, et Nj
sont donnés par :

we = 0.0001w, = 10~>rad/s
Wmax = 1000wy = 100000rad/s
a =1.5849, b = 1.5849
Pro = 1.2589 * 107°
N; =25
Alors les poles py; (i=0,1,.....,25) de I’approximation sont donnés par :
pr = (1.2589 * 1075)(2.5119)! (111. 44)
De I’équation (I11.6) les résidus kj; (0 <i<25) sont donnés par:
iz (1 - 25535

kj;(m = 0.5) = '.
=09 (10729) [122, (1 — (2.5119)G-D)

(111 45)

Pour la conception d’un autre intégrateur d’ordre fractionnaire d’ordre donné m # 0.5 (0 < m <
1) et une erreur d'approximation y # /dB avec les mémes poles d’approximation pj; (i=0,1, ...,
25) quelque soit la valeur de I’ordre m, les parametres a et @, de 1I’approximation sont donnés

par :

o=l = 10/
a = 101000-m)] = 1051 = 10l04m = (2.5119)™ (111. 46)

[L] [—_y] (m-1)
Pio = (UC].O 20m = W, = p1010 20ml = p10(1584‘9) (11147)
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alors, les résidus kj; (0 <i <25) sont donnés par I’expression suivante :

(111. 48)

)

(2.5119)0=D
(2.5119)™

2o (1 -
25 w1 — (2.5119)(=D)

((1.2589 * 10-5)™(1.5849)m(m-D) [T

ITj

kyi(m)

La figure (II.4) montre les résidus kj, ks, ki;2 et kj;s en fonction de m variant de 0,1 a 0,95

té utilisée pour obtenir le polyndme en m

é

0,01. La routine 'polyfit' de Matlab a

avec un pas de

< 25). Le degré M du

idu k[i (0 < I

ési

de degré M qui correspond aux données de chaque r

d'interpolation est inférieur a une valeur donnée pour une bonne approximation (dans ce cas M

polyndme d'interpolation a été choisi de telle sorte que, pour tous les résidus, l'erreur
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Figure (111.4) : Tracé des coefficients ky, kis, k112 et kijs ainsi que leurs interpolations

polynomiales
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Le tableau (III.1) montre également les coefficients a;, de l'interpolation polynomiale des

résidus ko, krs, kiio et kizs.

Tableau (I11.1) : Coefficients a;, de l'interpolation polynomiale des résidus ky, kis, k12 et kijs

Ko (m) ks (m) Ky, (m) ks (m)
aio 291.9848 0.0146 -0.0000 0.0000
ai -9971.9 0.4334 0.9210 0.9211
a2 143150 12.9745 0.2120 -2.3329
ais -1141300 -33.4732 -1.4901 1.4372
aiy 5632000 283.1535 -0.3499 1.3567
ais -18080000 -701.1917 0.7179 -2.5805
ais 38519000 1476.0 0.1445 1.5198
aiz -54148000 -1743.7 -0.1163 -0.2099
ais 48471000 1165.0 -0.0823 -0.2107
aio -25168000 -329.9377 0.0498 0.1201
aino 5861200 -129.1872 -0.0067 -0.0210

Une fois que tous les résidus k; (0 < i < 25) sont

interpolées, on obtient alors tous les

coefficients a;, (0 <n < 10 et 0 <i < 25); donc I'intégrateur analogique d’ordre fractionnaire

ajustable s™(0 < m <I) dans la bande de fréquence [0.1 rad/s, 100 rad/s] est donné comme

suit:

Ain

S

i=0 (1 +

(1.2589 * 10-5)(2.5119)¢ )

(111. 49)

Figures (IIL.5) et (III.6) montrent les tracés de Bode (amplitude et phase) des intégrateur

fractionnaires analogiques s

0.3

et s

ajustables correspondantes données par 1'équation (I11.49) comme suit:

Gi(s) =

Gi(s) =

10
1 ~ n
n=0

10

n=0

SO].~86 - 2(0'86)n Z

25

, respectivement, ainsi que leurs approximations

Z ai"S (1. 50)
=0 (1 T (12589« 10-5)(25119)! )
25 @
”‘S (111.51)

(1.2589 * 10-5)(2.5119)!

)
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Intégrateur fractionnaire analogique idéal
— Intégrateur fractionnaire analogique ajustable
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Figure (111.6) : Amplitude et Phase de s*%° et de son implémentation ajustable

On note que les tracés de Bode des fonction de transfert des intégrateurs s et s ainsi que

leurs approximations ajustables en structure de Farrow correspondantes sont superposées dans

oré =[0.1rad/s,100rad/s].

la plage de fréquence d'intérét [, w]
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Dans le second exemple, nous considérons la conception d’un différentiateur analogique
d’ordre fractionnaire ajustable dans la bande de fréquence [w,, wp]=[1 rad/s, 1000 rad/s]. De
I’équation (II1.28), la fonction d’approximation d’un différentiateur analogique d’ordre

fractionnaire ajustable est donnée par:

M Np b S
Gp(s) = s™ = Z m" | b, + z - (IIL.52)
n=0 5 (1+ gy m)

Les pdles de cette équation sont calculés en choisissant 1'ordre fractionnel

m=0.5 w.=0.0lw,=0.0lrad/s,
Omax = 100wy, = 100000rad/s et y = 1dB.

Les parametres a, b, ppo et Np sont :

a=15849, b = 1.5849,
ppo= 0.0200, et Np = 18.

Ainsi, les poles pp; (i = 0,1, ..., 18) sont donnés comme:

ppi = 0.0200(2.5119)! (1. 53)

De I’équation (I11.8) les résidus kp; (0 <i<I8) sont donnés par:

0.01)°%  TI}5(1 - a(2.5119)07)

kDi = - i N .
0.020025119) ]2, (1 — (25119)()

(111. 54)

Pour la conception d’un autre différentiateur d’ordre fractionnaire d’ordre donné m # 0.5 (0 <
m < 1) et une erreur d'approximation y # I/dB avec les mémes poles d’approximation pp;
(i=0,1, ..., 18) quelque soit la valeur de I’ordre m, les parametres a et w. de 1’approximation

sont donnés par :

[roct=ml = 10/
a = 10000-m)] = 105 = 10l04m = (2.5119)™ (111. 55)

Yy
Ppo = aw,100z0ml = o, = P20 10[20 | = (1.5849)(™~1 (111 56)

(2. 5119)"‘

= (w)™ = ppo(1.5849)mm-1) (111.57)

p1o(1.5849)m(m=D 112 (1 — (2.5119)™(2.5119)¢~D)

kp; = — .
b 0.0200(2.5119): 1-[] b w1 = (2.5119)-D)

(111. 58)

En faisant varier I'ordre fractionnaire m de 0.1 a 0.95 avec un pas de 0.01, on obtient K et tous

les résidus kp; (0 <i < 18) en fonction du m.
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a 0,95 avec un pas de 0,01. La routine 'polyfit' de Matlab a été utilisée pour obtenir le polyndme
en m de degré M qui correspond aux données de chaque résidu kp; (0 <i < 18). Le degré M du
d'interpolation est inférieur a une valeur donnée pour une bonne approximation (dans ce cas M

Figure (III.7) montre le parametre Kp et résidus kpg, kpy et kp;s en fonction de m variant de 0,/
polyndme d'interpolation a été choisi de telle sorte que, pour tous les résidus, l'erreur
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polynomiales

m
Figure (111.7) : Tracé des coefficients Kp, kpo, kpe et kp;s ainsi que leurs interpolations

kpo, kpy et kp;sLes figures (II1.8) et (II1.9) montrent le diagramme de Bode des différentiateurs
analogiques d'ordre fractionnaire s**” et s¥, respectivement, ainsi que leurs approximations

Le tableau (I11.2) montre les coefficients b, et b;, de l'interpolation polynomiale des résidus K,

ajustables correspondantes données par les équations (II1.59) et(II1.60) comme suit:



Gp(s) = 5027

Gp(s) = 5083

bins
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S

(1 + 0.0200(2.5119)i>_

bins

S

= (1 + 0.0200(2.5119)i>_

Tableau (111.2): Coefficients b, et b;, de l'interpolation polynomiale des résidus Kp, kpo, kpo et kp;s

n by, bon bon bisn

0 1.0000 -0.0000 0.0000 -0.0008
1 -4.3749 46.1614 0.0114 0.0271
2 9.1095 -221.4960 0.0535 -0.3866
3 -11.9416 483.6451 0.0694 3.0817
4 10.9655 -638.8310 0.1922 -15.1728
5 -7.4023 568.7528 -0.3754 48.8079
6 3.7318 -357.3389 0.7787 - 104.3066
7 -1.3875 159.6562 -1.3658 147.6700
8 0.3622 -49.1555 1.1883 -133.3581
9 -0.0591 9.4740 -0.7660 70.1908
10 0.0045 -0.8681 0.2137 -16.5523

(111 59)

(111. 60)
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[ rad/s, 1000 rad/s].

10°

Fréquence(rad/s)

10°
sont superposées dans la plage de fréquence d'intérét [w;, w;]

10'
ainsi que leurs approximations ajustables en structure de Farrow correspondantes

Figure (111.9) : Amplitude et Phase de 5”33 et de son implémentation ajustable

Dans ce cas aussi, on note que les tracés de Bode des fonction de transfert des différentiateurs
ot 083

0.27
S
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I11.5 Différentiateur Numérique d'Ordre Fractionnaire Ajustable

Plus récemment, les opérateurs numériques d'ordre fractionnaire ajustables ont été développés
[55],[57],[60], car ils peuvent étre particuliecrement utiles dans certaines applications en temps
réel telles que le traitement du signal, l'identification des systemes linéaires d’ordre
fractionnaire représentées par des équations différentielles linéaires d'ordre fractionnaire et le
réglage des correcteurs PI'D" d’ordre fractionnaire. Dans cette section on va introduire un
différentiateur numérique RIF d’ordre fractionnaire ajustable équivalant au différentiateur
analogique s™ (0 < m < I). Tout d'abord, un différentiateur numérique RII d’ordre fractionnaire
ajustable est obtenu en se basant sur le différentiateur analogique ordre fractionnaire développé
dans la section (II1.4). Ensuite, le différentiateur numérique RIF d’ordre fractionnaire ajustable
est obtenu a partir de différentiateur numérique fractionnaire RII. Pour les deux structures
numériques RII et RIF, le différentiateur numérique est implémenté par la structure numérique
Farrow.

II1.5.1 Conception

La fonction de transfert de 1’opérateur différentiateur d’ordre fractionnaire est donnée par la

fonction irrationnelle suivante :

Gp(s) = s™ (1. 61)

avec s=jo la fréquence complexe et m est un nombre positif tel que 0 < m < I. Dans une
bande de fréquences donnée [wp, ®}], le différentiateur fractionnaire de 1'équation (II1.61) peut
étre approximée par un différentiateur d'ordre fractionnaire ajustable de 1’équation (I11.30)

comme suit :
M
Gp(s) =s™m= Z m"Gp,(s) (I11. 62)
n=0

ou les sous-fonctions Gp,(s), pour 0 < n < M, completement indépendantes de 1’ordre de

différentiation m sont données dans 1’équation (II1.32) par I’expression suivante:

Np
bins

5 (14 gy m)

L’implémentation numérique du différentiateur d’ordre fractionnaire de I’équation (II1.61) est

GDn(s) =b, +

(111. 63)

obtenue par la discrétisation de la fonction rationnelle Gp(s) de I’équation (II1.62). Cette
discrétisation est faite en utilisant la transformation d’Euler s=(1 ! YT [61] , ou T est la

N

période d’échantillonnage. Alors, le filtre a Réponse Impulsionnelle Infinie (RII) du
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différentiateur d'ordre fractionnaire ajustable approximant le différentiateur d’ordre

fractionnaire ainsi obtenu est donné par la fonction suivante :

Sm = GD(Z) = GDS
S =

1-771 Z MGy, (2) (I11. 64)

ou les fonctions Gp,(z) correspondantes aux fonctions Gpy(s) de 1I’équation (I11.63), pour 0 <n

R
o by (L50)
1—-z1'=b, + -
S = —- I
! = (1 +(*e ))
Di

Donc, la réponse impulsionnelle de ce différentiateur d’ordre fractionnaire ajustable numérique

<M, sont données par:

Gpn(2z) = Gpr(s) (111. 65)

obtenue en utilisant la transformée inverse de Z de I’équation (II1.65) est donnée, pour 0 < k <

+ o0, comme Ssuit:
M
gp(k) = Z m"gpy, (k) (111. 66)
n=0

ou les séquences ggu(k), pour 0 <n <M et 0 <k < + o, correspondantes aux fonctions Gp,(z)

sont données par:

Np

gpn(k) = b, 6(k) + z (Tfji;pii1> {[TPD; 1]k u(k) — [Wil]k_l u(k — 1)} (111.67)

La troncation de la séquence gp(k), pour O <k < (L-1), conduit a la réponse impulsionnelle finie

(RIF) du différentiateur numérique d’ordre fractionnaire ajustable de longueur L :

g =10 Mo, 0<k<@L-1) (IIL 68)

0, ailleurs

Donc, la fonction de transfert correspondante au différentiateur numérique d’ordre

fractionnaire ajustable RIF est donnée comme suit :

L-1 L-1 (Mp Mp L—1
Gp(2) = Z gp(kK)z™* = Z Z mgpn(k) (27¢ = Z m" {Z gon (k) z-k} (111 69)
k=0 k=0 \ n=0 n=0 k=0

Maintenant, on va considérer la conception d’un différentiateur numérique d’ordre

fractionnaire ajustable équivalent au différentiateur d’ordre fractionnaire analogique Hp(s)=s",
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ou m; <u<(m;+1) avec m; un nombre entier. La fonction de transfert du différentiateur d’ordre
fractionnaire analogique Hp(s) = s peut étre réécrite sous la forme suivante : Hp(s) = s

Hp(s) = st = stmtm) = gmi gm — MG () (111. 70)

ot 0 <m < [I. Ainsi, le différentiateur numérique RIF d’ordre fractionnaire ajustable Hp(z) est

obtenu comme suit :

-1

1—-z71\™
Hp(2) = Hp()| _1-z=1 = s™Gp(s)| 151 = < TZ > Gp(z) (IIL71)
T - T

Gp(z) est la fonction de transfert du différentiateur numérique RIF d’ordre fractionnaire

1-z71

mq
ajustable de I’équation (I11.69). La fonction ( ) peut étre développée comme:

mq

1—z"1\™
( . > _ Z Ay (111 72)
p=0
R _ 1 __ (p—my—1 _
ol AO_TTlet,lp_( pl )Ap_l,pourp—l,Z,---,mz.

Donc, I’équation(I11.71) devienne:

Hy(2) = Z 1,{z7PGp(2)} (II1.73)
p=0

En utilisant la transformée en Z inverse, la réponse impulsionnelle numérique RIF du

différentiateur d’ordre fractionnaire ajustable de longueur L est donnée par 1’expression

suivante:

(M

o0 = { 2, 00k =P} 0k (11.74)
p=0
\ 0, ailleurs
(MD mq \

n — —

hp (k) = 12’" Z’lp{g’)"(k i, 0sks( U} (II1. 75)

n=0 p=0
0, ailleurs

Donc le calcul numérique de la dérivée d'ordre fractionnaire u, pour m; < u<(m;+1), est donné
par:

L-1[Mp

L-1 m 1
Dry(t = KT) = > hp(@y(k =)= Y| > m™ > 2,g0n(a = p) {¥(k = 9)| (1L76)
q=0 q=0|n=0 p=0 ]

L-1 Mp L-1 ((my
DHy(t = KT) = ) hp(@yle =) = > m"| > 3> Augonla = p) {ye = )| (1.77)
q=0 n=0 q=0 \ p=0
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II1.5.2 Exemple Illustratif

Considérons la conception d’un différentiateur numérique RIF d’ordre fractionnaire ajustable,
dans la bande de fréquence [w;, wp] =[0.01rad/s, 10rad/s], 1'équivalent au différentiateur
d'ordre fractionnaire analogique s”, pour 0 < m < [. L’approximation rationnelle de

différentiateur d'ordre fractionnaire analogique est donnée comme :

Go(s) = 5™ KD(m)+Z(1 f”l/(m)s )
1=0 le(m)

les poles pp; (i = 0,1, ..., Np) sont calculés pour m=0.5. Pour wc=0.01wb=0.0001rad/s et

(111.78)

wmax=1000wh= 10000rad/s et y=1dB, dans ce cas, les parametres d'approximation a, b, ppo et
Np sont a=1.585, b=1.585, ppo = 0.002, et N= 20. ainsi, les poles pp; (i = 0,1, ..., 20) sont
donnés comme:

pp; = 0.002(2.512)¢ (111. 79)
Pour un ordre fractionnaire m (0 < m < 1), le coefficient Kp(m) et les résidus kp;(m) (pour 0 <i

< 20) sont données par:

Kp(m) = [m] (1.585)m(m-1) (111. 80)
0.002 m(m-1 ..
. .(m):[(2.512)m] (1.585)™" V0 11 — (2.512)m(2.512) 1] (8D
bl 0.002(2.512)! 20 il = (2.512)@FD] '

La routine Polyfit de Matlab a été utilisée pour calculer les coefficients du polyndme en m de
degré M =10 qui correspond aux données du coefficient Kp(m) et de chaque résidu kp,(m) (0 <i
< 20). Une fois que tous les coefficients d, et d;, (0 <n < 10 et 0 <i < 20) sont obtenus, le
différentiateur d’ordre fractionnaire ajustable analogique s™ (0 < m < I) dans la bande de

fréquence [0,01rad/s, 10rad/s], est donné comme suit:

~ Gp(s) = Z m" | b, + Z< bin’ (111.82)

T 000202 512)1)

La fonction de transfert du différentiateur numérique d'ordre fractionnaire ajustable Gp (z) est

alors donnée par:

. b;0.002(2.512)* (z—1)
GD(Z)‘Z"‘ | b +z<(1+T*0002(2512))><Z_< 1 )>

1+T *0.002(2.512)!

| (111.83)
|
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La réponse impulsionnelle gp,(k) de ce différentiateur numérique RII d’ordre fractionnaire
ajustable obtenue en utilisant la transformée en Z inverse de 1’équation (I11.83) est donnée, pour

0 <k <+ oo, comme:

10 20 .
_ . b;n0.002(2.512)!
goi(k) = nzzom [bn5(k) + z <(1 T 0.002(2'512)1,))

i=0

. (111. 84)

1 k-1
{[1 +T* 0-002(2-512)i] u(k) - [1 + T+ 0.002(2.512)1’] uk = 1)}l

La réponse impulsionnelle gpr(k) du différentiateur numérique RIF d’ordre fractionnaire

ajustable de longueur L=200 est donnée, pour 0 <k < (L-1), par :

10 20 .
N i b,0.002(2.512)!
gpr (k) = ; m [bn5(k) + Z ( T 0.002(2'512)9

i=0

(111 85)

1 k 1 k-1
{[1 +T 0.002(2.512)i] uk) - [1 +T 0.002(2.512)i] ulk— ”}l

La fonction de transfert du différentiateur numérique RIF d'ordre fractionnaire ajustable Gpg(z)

est alors donnée par:

199

Gor(@ = ) Lgpp(0] 27 (11.86)
k=0

Donc le calcul numérique de la dérivée d'ordre fractionnaire m, pour 0 <m < [, est donné par:

199 10 199
D™y( = kT) = ) gop(y(k =D = ) m" {Z Iorn(Dy (e - l)} (11.87)
k=0 n=0 k=0

ou, pour 0 <n <10.

B < [ b;,0.002(2.512)
Iprn(k) = [bnS(k) + ; <(1 . 0.002(2.512)i)>

1 k 1 k-1
{ 14T+ 0-002(2-512)"] u(k) = [1 T T 0.002(2.512)i] ulk = DH

(111.88)

La figure (III.10) montre le diagramme de Bode du différentiateur analogique d'ordre
fractionnaire s*%, du différentiateur analogique d'ordre fractionnaire ajustable ainsi que du
différentiateur numérique RIF d'ordre fractionnaire ajustable pour une période

d'échantillonnage 7=0.Is et une longueur L=200.
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Figure (I11.10) : Tracé de Bode du différentiateur fractionnaire s%, analogique d'ordre

fractionnaire ajustable et numérique RIF d'ordre fractionnaire ajustable

La figure (III.11) montre le signal échelon unité ainsi que ses dérivées d’ordre fractionnaire m=
0.27, m=0.48 et m = 0.82 en utilisant le différentiateur numérique RIF d'ordre fractionnaire
ajustable proposé (pour une période d'échantillonnage 7=0.1s et une longueur L=200) et le

différentiateur numérique RIF d'ordre fractionnaire de Grunwald-Letnikov.

Entrée
différentiateur numérique RIF ajustable
—— — différentiateur numérique RIF de Grunwald-Letnikov ||
| | | |
1 1 1 1
| | | |
777777777 e |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
******************* e e
| | | |
1 1 1 1
| | | |
,,,,,,,,, - - - - — Il Il Il
| | | |
1 1 1 1
- | | | |
Ef’ifi ********* = mmm - e mm—m - —
5 S | .
\jh_l_ | | |
| | : e
10 15 20 25 30
temps(s)

Figure (II1.11) : Echelon unité et ses dérivées d’ordre fractionnaire m= 0.27, m=0.48 et m

= 0.82 en utilisant le différentiateur numérique RIF ajustable et de Grunwald-Letnikov

La figure (III.12) montre le signal rampe unité ainsi que ses dérivées d’ordre fractionnaire m=

0.27, m=0.48 et m = 0.82 en utilisant le différentiateur numérique RIF d'ordre fractionnaire
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ajustable proposé (pour une période d'échantillonnage 7=0.1s et une longueur L=200) et le

différentiateur numérique RIF d'ordre fractionnaire de Grunwald-Letnikov.

30
Entrée
différentiateur numérique RIF ajustable
o5 || —— — différentiateur numérique RIF de Grunwald-Letnikov | ~— _ _ ____ |

temps(s)
Figure (1I1.12) : Rampe unité et ses dérivées d’ordre fractionnaire m= 0.27, m=0.48 et m

= 0.82 en utilisant le différentiateur numérique RIF ajustable et de Grunwald-Letnikov

La figure (II1.13) montre le signal sin(0.5¢) ainsi que ses dérivées d’ordre fractionnaire m=
0.27, m=0.48 et m = 0.82 en utilisant le différentiateur numérique RIF d'ordre fractionnaire
ajustable proposé (pour une période d'échantillonnage 7=0.1s et une longueur L=200) et le

différentiateur numérique RIF d'ordre fractionnaire de Grunwald-Letnikov.

Entrée
-0.8F----- différentiateur numérique RIF ajustable -
—— — différentiateur numérique RIF de Grunwald-Letnikov
_1 T T T T T
(o] 5 10 15 20 25 30

temps(s)

Figure (111.13) : Signal sin(0.5t) et ses dérivées d’ordre fractionnaire m= 0.27, m=0.48 et

m = 0.82 en utilisant le différentiateur numérique RIF ajustable et de Grunwald-Letnikov
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I11.6 Conclusion

Les techniques d’implémentation analogique des opérateurs d’ordre fractionnaire existantes
dans la littérature sont des techniques fixes. Leurs implémentations analogiques ajustables
n’existent pas encore. Alors, nous avons présenté une nouvelle méthode de simulation et
d’implémentation de I’intégrateur s™ et du différentiateur s” (0 < m < 1) d’ordre fractionnaire
par une structure ajustable, dans une bande fréquentielle donnée, en utilisant une structure dite
structure de Farrow en se basant sur la fonction rationnelle d’approximation de la méthode de
Charef. L’ approche proposée est basée sur I’interpolation polynomiale en fonction de 1’ordre m
des coefficients de 1I’approximation par des fonctions rationnelles analogiques de 1’intégrateur
et du différentiateur d’ordre fractionnaire. Des exemples illustratifs ont été présentés pour
montrer 1’exactitude et 1’efficacité de la technique d’implémentation proposée.

En se basant sur la méthode d’implémentation analogique de I’intégrateur s™ et du
différentiateur s" (0 < m < I) d’ordre fractionnaire par une structure ajustable, un
différentiateur numérique RIF d’ordre fractionnaire ajustable équivalant au différentiateur
analogique s” (0 < m < 1) a été développé. Tout d'abord, un différentiateur numérique RII
d’ordre fractionnaire ajustable est obtenu, ensuite, le différentiateur numérique RIF d’ordre
fractionnaire ajustable est obtenu a partir de différentiateur numérique fractionnaire RII. Pour
les deux structures numériques RII et RIF, le différentiateur numérique est implémenté par la
structure numérique Farrow. En raison de sa structure, le différentiateur numérique d'ordre
fractionnaire ajustable jouera un role important dans les domaines 1'identification, le traitement
du signal et la commande des systemes d'ordre fractionnaire.

Un exemple illustratif a été aussi présenté pour montrer 1’exactitude et 1’efficacité de la
technique d’implémentation du différentiateur numérique RIF d’ordre fractionnaire ajustable
proposée. Les dérivées d’ordre fractionnaire de quelques signaux usuels ont été obtenues et
comparées a celles obtenues par le différentiateur numérique RIF d'ordre fractionnaire de

Grunwald-Letnikov. Les résultats obtenus ont été tres satisfaisants.
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IV. Identification des Systemes Linéaires
Fractionnaire Utilisant le Différentiateur d’Ordre

Fractionnaire Ajustable

IV.1 Introduction

Dans les dernieres décennies, il a été observé que plusieurs systemes physiques sont bien
décrits par des équations différentielles d'ordre fractionnaires plutot que par des équations
différentielles classiques d’ordre entier [7], [62-63] ; donc, les systemes d’ordre fractionnaire
sont devenus un outil de plus en plus populaire pour la modélisation du comportement de
nombreux systemes physiques.

L'identification de ces systemes d'ordre fractionnaire a de plus en plus d'intérét de la
communauté scientifique. Cependant, ces types de modeles posent un probleme d'identification
plus difficile parce que ¢a nécessite non seulement l'estimation des parametres du modele, mais
également la détermination des ordres fractionnaires ainsi que le calcul numérique fastidieux
des dérivés d'ordre fractionnaire. Quelques techniques d'identification des systemes d'ordre
fractionnaire ont été proposées dans la littérature, ou la plupart d'entre eux sont des extensions
des méthodes d'identification pour les systemes réguliers d'ordre entier et nécessitent une
connaissance a priori des ordres des dérivées fractionnaires pour estimer que les parametres du
modele [22-23] [64-66] .

Ce chapitre est divisé€ en trois parties pour identification des systemes dynamiques décrits par
différentes équations différentielles linéaires d'ordre fractionnaires en utilisant des données
temporelles. Dans la premiere partie on propose l'identification des systemes linéaires d’ordre
fractionnaire représentés par des équation différentielles d’ordre fractionnaire en se basant sur
l'algorithme des moindres carrés récursif appliqué a une structure ARX obtenue de 1'équation
différentielle linéaire d’ordre fractionnaire a l'aide d’un différentiateur d’ordre fractionnaire
ajustable. Dans cette partie la connaissance a priori des ordres de différenciation de 1'équation
différentielle linéaire d'ordre fractionnaire est nécessaire pour I’identification des parametres du
modele fractionnaire. Comme la structure ARX est obtenue de 1'équation différentielle linéaire
d’ordre fractionnaire a l'aide d’un différentiateur d’ordre fractionnaire ajustable, nous avons
constaté que les calculs fastidieux des dérivés d'ordre fractionnaire peuvent étre évités a chaque
itération de 1'algorithme des moindres carrés récursif. Donc dans la seconde partie on propose

I'identification des systemes fractionnaires linéaires d'ordre commensurable sans connaissance
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préalable de I'ordre fractionnaire commensurable de I'équation différentielle linéaire. Dans cette
partie on peut essayer plusieurs valeurs de I’ordre commensurable autour de sa valeur la plus
probable pour estimer les parametres du modele fractionnaire et 1’estimée de la valeur de
I’ordre fractionnaire commensurable est alors celle dont l'erreur quadratique entre les données
mesurées et le modele estimé est la plus petite. La troisieme partie traite l'identification du
systeme linéaire d’ordre fractionnaire fondamental. La méthode d'identification proposée est
une extension du travail de la premiere pour inclure Il'estimation directe de 1'ordre
commensurable en plus de l'estimation des parametres du modele. Les idées de base et les
formulations du schéma d'identification sont présentées. Des exemples illustratifs sont
également présentés pour valider l'approche d'identification proposée pour les différents

systemes linéaires d'ordre fractionnaires.

IV.2 Identification des Parametres des Systemes Linéaires d’Ordre Fractionnaire
Un systeme linéaire d’ordre fractionnaire monovariable est décrit par 1'équation différentielle
linéaire d'ordre fractionnaire suivante [4]:

n m

Yor z a;D%y(t) = z b;DPiu(t) (IV. 1)

i=1 j=0
ou u(t) est 'entrée, y(t) est la sortie, les parametres du modele a; (1 <i <n et b; (0 <j <m) sont
des nombres réels constants, les ordres ¢ (I <i <n)et £;(0<j<m) sont des nombres réels de
telle sorte que (< B < ... < &, fo< Bi < ... < P, et Bu< @&,. Avec des conditions initiales
nulles, la fonction de transfert du systéme linéaire fractionnaire est donnée comme suit [4]:
Y(s) 2itobjs P
U(s) 1+ i, a;s%

G(s) = (IV.2)

Quand les ordres de dérivation ¢ (I <i <n) et f (0 <j < m) sont des multiples du méme
nombre réel & (0 < < 1), telleque & =i.a(I <i<n)etf =ja(0<j<m)avec m<n,le
systeme est un systeéme d’ordre fractionnaire commensurable. Donc la fonction de transfert
sera [4]:

R bi(s):
CO) =Ty asoy

(IV.3)

L'objectif d'un algorithme d'identification est le développement d'une technique d'estimation
des parametres d'un modele mathématique qui sera capable de reproduire le comportement

dynamique d'un systeme physique.
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IV.2.1 Formulation de I’Identification

Dans ce contexte, nous allons considérer les systtmes dynamiques linéaires d’ordre
fractionnaire de I’équation (IV.1) ou les ordres des dérivés sont connus a priori. Par
conséquent, seuls les coefficients a; (0 <i <n) et b; (0 <j < m) du modele fractionnaires sont
alors soumis a l'estimation paramétrique. En général, les équations différentielles d'ordre
fractionnaire n’ont pas de solutions analytiques et pour leurs solutions numériques la
discrétisation des dérivées fractionnaires sont alors nécessaires.

Dans la suite, nous allons utiliser le différentiateur ordre fractionnaire ajustable numérique RIF
développé dans le chapitre III. En utilisant la définition en temps discret du différentiateur
d’ordre fractionnaire de 1’équation (II1.77), 1'équation différentielle fractionnaire de 1’équation

(VL.1), considérée initialement au repos, est convertie en une forme discréte comme suit [66]:

n L-1 m L-1

y(k) + Z a Z hoa @y(k =) = ) by Z hogi(@utk—q) (V. 4)
j=0
(k)+zal Z(maml Z Zmapgm(q p) {¥(k = q)
e (1V.5)
Z Z(m[;])"l Z Zapgnng,(q p) (ulk - )
ni=o0

ou, pour / <i <n, my, est un nombre entler tel que myq <o <mygi+1 et my; =(a; - my,;) €t, pour
0 <j <m, mg est aussi un nombre entier tel que m;g < fj <myp +1 et mg=(fj - myg).

En Réorganisant 1'équation (IV.5) pour g = 0 et 1< g <(L-1), on obtient I’expression suivante:

y( |1+ Zal Z (Ma)™ Gonai(0)

n1=0
n Mp [L-1 (Miai
+Z“" Z (mai)"™* Z Z ApGpnai(q —p) ¢ y(k —q) (IV.6)
i=1 n1=0 q= p=0
m Mp —1 (Magi
B Z bj Z (mg )™ Z z ApGonpj(a —p) pulk — q)
j=0 n1=0 _q=0 p=0

Par conséquent, la solution y(k) de 1'équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire de

I’équation (IV.1) est donnée comme suit:
P @t (me)™ [ZaZH{Z 028 Ay gonai (g — P}y (k — @)])
[1 +30,a (znl o(Ma)™ i (0))]
ity (2 o(mp))" |2 {Z028 A G (a — ) }ule — @)])
|1+ 2, a; (02 (ma)™ gonai(0))]

y(k) = —
(IV.7)
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Une forme simplifiée de I’équation (IV.7) est donnée par l'expression suivante [66]:
n m
y(k) = — Z aly, (k) + z biU; (k) (IV.8)
i=1 =
oua’;, Yi(k),pour I <i<n,et b’;, Uj(k), et 0 <j <m, sont donnés respectivement par:

a.
- (1V.9)
[1 + Zl 1 a; (an o(mal) gDnaz(o))]
b:
bj —— (IV. 10)
[1 + Zl 14 (anD o(mai)nl gDnai(O))]
L-1 (Miqi
Yik) = Z ()™ Z Z I Gonai (@ = ) { ¥k = ) av.11)
nil=0
L-1 mlﬁt
1
U; (k) = Z (mg)" Z Z hodongi(a—p) puk— )| | (v.12)
ni=o0
Donc la sortie du systéme y(k) peut étre exprlmee sous la forme d’une régression comme suit:
y(k) = ¢p(k)o (IV.13)
ou les parametres du vecteur 6 et le vecteur de régression @(k) sont donnés par:
0 = [a,l’ a/2’ sy a;l’ bb, b’]’ ey b;ﬂ]T (IV 14)

@ (k) = ['Y](k)’ 'YZ(k)’ eeey 'Yn(k), UO(k)’ U](k)’ ceey Um(k)]
L’expression de 1'équation (IV.13) est une structure qui est linéaire par rapport aux parametres

inconnus du vecteur @; par conséquent, il peut étre résolu en utilisant 1'approche classique des
moindres carrés.

1V.2.2 Algorithme d’Estimation des Parametres

Dans le probleme des moindres carrés classique, on suppose que la variable estimée y(k) est

donnée par le modele de régression:

y(k) = ¢p(k)o (IV.15)
ou le vecteur @ (k) de I’équation (IV.14) est connu et le vecteur des parametres 6 est inconnu.

Dans ce contexte, le vecteur @ (k) est calculé, en utilisant les deux équations (IV.11) et (IV.12),
a partir des observations données y (k) et u(k) qui sont obtenus a partir d'une expérience. On

note que les termes des équations (IV.11) et (IV.12) {Zm”“ ApGpnei(q — p)}y(k —q) et

) {Z;nzlgilp Ionpi(q — p)}u(k — q) des équations (IV.11) et (IV.12) sont, respectivement,
indépendantes des ordres des dérivés fractionnaires o; (I < i < n) et p; (0 < j < m). Par
conséquent, ils sont calculés qu'une seule fois pour des observations expérimentales données
y(k) et u(k). Cependant, plusieurs ensembles de valeurs Yi(k)(/ < i < n) et Ui(k)(0 <j < m)
peuvent étre facilement calculés pour différentes combinaisons autour des valeurs les plus

probables des ordre de dérivés fractionnaires a; (I <i < n) et f; (0 <j < m) sans répéter les

calculs fastidieux des dérivés d'ordre fractionnaire a chaque essai. Donc, plusieurs ensembles
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de valeurs du parametre de vecteur 6 peuvent étre obtenus et le meilleur peut étre choisi, par

rapport a un critere de minimisation donné. Le principe de la méthode des moindres carrés
indique que le vecteur estimé O est choisi de telle sorte que le critere quadratique des moindres

carrés suivant :

Km
1
1©) == | > k) — 9k, O V. 16)
k=1

est minimal [45][67] . Dans ce cas, le vecteur des parametres estimé est donné par:

_ 1|
6 = argming {1(0) = ¢ Z[y(k) — 5k, 0)]2 (IV.17)
k=1

-1
Si la matrice [Zl,f’;‘l [ng(k)qb(k)]] est inversible, le critere quadratique des moindres carrés

J(6) a un minimum unique et le vecteur des parametres estimés 0 est donné par [45] [67] :

Km “lrg,
0= 0" Wew1| | e Wyl (1v.18)
k=1 k=1

La version récursive de 1’équation (IV.18) est donnée par les expressions suivantes [45] :

(y(k + 1) = 87 (k) ke + 1))
A+ ¢ (k+ DFR)pk + 1)
F() gk + 1) ¢ (k + DF (k)
1+ ¢ (k+ 1DF(k) gk + 1)
ou le paramétre A est tel que 0 < A< [ et la valeur initiale F(0) de la matrice du gain

Ok +1)=0k) +F(k)g(k + 1)
(IV.19)

Flk+1) = %lF(k) -

d'adaptation F(k) est choisie comme:

1
F(0) = EI, avec 0<6 K1 (Iv.20)
Une fois que le vecteur des parameétres O=[a’;,a’s,....a’ wb’0,b’;,....b"m]" est calculé, les
coefficients a;(0 <i < n) et b0 <j < m) de 1'équation différentielle d’ordre fractionnaire de

I’équation (IV.1) sont ensuite obtenus a partir des deux équations (IV.9), (IV.10) comme suit:

a, (1+a,W) a W, Wy s
a.z — del (1 + dez) cee den dz (IV_ 21)
an dnwl dTLWZ cee (1 + dTan) dTl
n
i=1
Mp
ol W, =— Z M) 9pnai(0) | pour 1 <i <n

nil=0
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1V.2.3 Exemples Illustratifs
Nous allons présenter deux exemples de simulation sur PC en utilisant MATLAB pour valider

l'efficacité de 1'approche d'identification proposée des systemes linéaires d'ordre fractionnaire.
1V.2.3.1 Exemple 1
L'exemple considéré est un systéme linéaire fractionnaire d’ordre commensurable stable

représenté par 1'équation différentielle d’ordre fractionnaire suivante:

d2'61y(t) d1.74-y(t) d0'87y(t)
Sa fonction de transfert est donnée par:
Y(s) 25
H(s) = (Iv.24)

T U(s)  (s261+ 6517% + 305°97 + 25)
Le modele fractionnaire a identifier proposé a la méme structure que le systéme fractionnaire
d'ordre commensurable de 1’équation (IV.23). Par conséquent, il est représenté par 1'équation
différentielle linéaire d'ordre fractionnaire suivante:

d2'61y(t) d1.74y(t) d0'87y(t)
dt2-61 az dt174 a, Adt0-87

En utilisant la définition en temps discret du différentiateur d'ordre fractionnaire ajustable de

as + y(t) = bou(t) (IV.25)

I’équation (II1.77), 1I'équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire (IV.25), considéré

comme initialement au repos, est ensuite convertie en une forme discrete comme suit :

L—1 L-1
y(k) + a3 Z hp261(@Qy(k — q) + a; Z hp174(@y(k — q)
q= q=0

=0

(IV. 26)

1

+a, hpos7(@Q)y(k — q) = bou(t)

L—
q=0
Les parametres utilisés pour le calcul numérique des réponses impulsionnelles numériques RIF
des dérivés d'ordre fractionnaire (hpy.6;(k), hp1.74(k), hpo.s7(k)) de 1'équation (IV.26) sont:

¢ [a période d'échantillonnage 7' = 0.01s

e Np=35etMp=10

¢ Lalongueur de la réponse impulsionnelle du différentiateur fractionnaire

numérique RIF L=500

Dans ce travail, les valeurs numériques des observations y(k) et u(k) de I’équation différentielle
d’ordre fractionnaire de 1’équation (IV.23) qui seront utilisées dans l'identification des
parametres du modele de I’équation (IV.25) sont générées en utilisant les méthodes de
résolution des systemes d'ordre fractionnaire développées dans[68-69] .

La fonction de transfert H(s) de 1I’équation (IV.24) est réécrite comme suit :
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25

H(s) =

((50.87)3 + 6(50.87)2 + 30(50.87) + 25) (IV 27)
B 25 '
- (50.87 + 1)((50.87)2 + 5(50.87) + 25)

Dans ce cas, H(s) peut étre décomposé en éléments simples comme suit:
25/ 25/ 5087 4 (100/ )

H(s) = ( 21) ( 21) 21 (Iv.28)

- (50.87 + 1) - ((50.87)2 + 5(50.87) + 25)
L'équation (IV.28) peut €tre mise en fonctions fondamentales d'ordre fractionnaire comme suit:
H(s) = (25/21) _( 1 ) (25/2)‘/§
(s987 + 1) \7v3/ ((s°87)2 + 5(s°87) + 25)
c (5(50.87) n 25/2)
Bl (ﬁ) ((s987)2 4 5(s987) + 25)

De [68-69], les trois fonctions d'ordre fractionnaire fondamentales de 1’équation (IV.29)

(IV.29)

peuvent étre facilement approximées par des fonctions rationnelles, dans la bande de fréquence

donnée [0, wy = 10000 rad / s] avec wuu = 100000wy, comme suit:
2Np—1

(1V.30)

1 2
(s087 + 1) ~ 2 El
=1 (1+Pi)

Les pdles p; et les résidus k;, pour i = 1,2, ..., 2Ny-1 et Ny de 1'approximation sont donnés par

[68]:

%sin (0.17m)

k; = . ,
" cosh[0.8710g(1.2WNo=D)] — cos (0.177)

p; = (1.2)i Mo, N, =114 (IV.31)

Pour la seconde et la troisieme expressions de 1’équation (IV.29), nous aurons:

(B3 1= ()
((s987)2 + 5(s987) 4+ 25)  ((0.1572s)174 + (0.15725)°87 + 1)
-1 kk;| a;s + (\/§/2> (Iv-32)

= 407178 +1

1

(52 +257,) ((0.15725)°87 + (1/,))
(50572 + 5(s087) +25)  ((0.15725)17% + (0.15725)0%7 + 1)
Mt (ais n (1/2)) (Iv.33)

~ z 2
= 407178 +1

L
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ou les parametres ai, w; et ki, pour i = 1,2, ..., 2N;-1 et N; des deux approximations ci-dessus

sont donnés par [69] :

—0.0245 6.3613

T @Yt T @M
zisin (0.17m)
kk; = n :
cosh[0.871og(1.2WN1-D)] — cos (0.17m)

a; ,N1 =104

(IV.34)

Les réponses impulsionnelle A(t) et indicielle ys{(f) du systeme linéaire fractionnaire d’ordre
commensurable représenté par 1’équation différentielle d’ordre fractionnaire de 1’équation
(IV.23) peuvent étre facilement obtenues des fonctions rationnelles des équations (IV.30),

(IV.32) et (IV.33) comme suit:
227

h(t) = G—i)z kip; exp(—p;t)
i=1

207

1
- (7—\/5> Z w;kk; exp(—0.3589w;t) sin(0.9334w;t — 0.1565)  (IV.35)
i=1

207

5
— (ﬁ) Z wikk; exp(—0.3589w;t)con (0.9334w;t — 0.1565)
i=1

yu(®) = (%) Z ki (1= exp(-pit)
i=1

1
- (—7\5) [1 — Z kk; exp(—0.3589w;t) sin(0.9334w;t — 1.0472)| (IV.36)
i=1

207
5
- (ﬁ) [1 - Z kk; exp(—0.3589w;t)con (0.9334w;t — 1.0472)]
i=1

Simulation avec une entrée échelon unité
Dans ce cas, l'entrée u(k) est un échelon unité et les valeurs numériques d’observation y(k)

obtenues a partir de 1’équation (IV.36) sont données comme suit:

1, k=0
u(k) = {0’ ‘= 0} (IV.37)
25 227
y() = v k1) = (52) Dk (1 = exp(=pik)
1 207 =
— (Wg> [1 — Z kk; exp(—0.3589w;kT) sin(0.9334w;kT — 1.0472)| (IV.38)
i=1

207
5
- (ﬁ) [1 - Z kk; exp(—0.3589w;kT) con(0.9334w;kT — 1.0472)]
i=1
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Figure (IV.1) montre les entrées-sorties utilisées pour l'identification pour ce type d’excitation.
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Figure (IV.1) : Les entrées-sorties utilisées pour l'identification
L’algorithme des moindres carrés récursifs de 1’équation (IV.19) est initialisé par le parametre
A =0.9999 1a matrice de gain d'adaptation F(0) = (1/0)I, avec 5=107, et le vecteur des
parametres estimés 6(0) = [ai(O), a,(0), az(0), bé(O)] =10, 0, 0, 0].
La figure (IV.2) montre 1'évolution des parametres estimés du modele fractionnaire de
I’équation (IV.25). Nous constatons qu'ils convergent vers des valeurs en régime permanent

avec une réponse transitoire tres rapide.
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Figure(1V.2): Evolution des parameétres estimés
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Le tableau (IV.1) représente les valeurs théoriques et identifiés des parametres.

Tableau (IV.1): les valeurs théoriques et identifiées des parametres

Parametres a; a asz bo

Valeurs exactes | 1.200 | 0.240 | 0.040 | 1.000

Valeurs estimées | 1.2325 | 0.2231 | 0.0410 | 1.0139

La figure (IV.3) montre l'entrée et les réponses indicielles du systeéme originale et du systéme
identifié pour ce type d'excitation. De cette figure on note que les deux réponses sont presque

identiques.
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Figure (IV.3): L'entrée et les réponses indicielles des systemes originale et identifié
Simulation avec une séquence binaire pseudo-aléatoire (SBPA)
Dans ce cas, l'entrée u(k) est une séquence binaire pseudo-aléatoire et les valeurs numériques
d’observation y(k) sont obtenues par la convolution de la réponse impulsionnelle du systeme
fractionnaire A(¢) de I’équation (IV.35) et du signal SBPA(k). Alors, u(k) et y(k) sont donnés par

les expressions suivantes:

_ (SBPA(K), k> 0}
u(k)_{ oy (V. 39)
227
(k) = h(kT) * SPBA(k) (25)Zk (—p;kT) ( ! )
y 1 £ iPi exp—p; 7\/5
1 207
- (7—\/5) Z w;kk; exp(—0.3589w;kT) sin(0.9334w;kT — 0.1565) (IV.40)
i=1
207

5
- (ﬁ) z wikk; exp(—0.3589w;kT) cos(0.9334w;kT — 0.1565)} * PRBS(k)
i=1
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Figure (IV.4) montre les entrées-sorties utilisées pour I'identification de ce type d'excitation.
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Figure (IV.4) : Les entrées-sorties utilisées pour l'identification
Dans ce cas aussi, I’algorithme des moindres carrés récursifs de 1’équation (IV.19) est initialisé
par le parametre A = 0.9999, 1a matrice de gain d'adaptation F(0) = (1/6)I, avec =1 07, et le
vecteur des parametres estimés 6(0) = [a/l(O), a,(0), a;(0), bé(O)] =10, 0, 0, 0].
La figure (IV.5) représente 1'évolution des parametres identifiés du modele fractionnaire de
I’équation (IV.25). Nous constatons aussi que les parametres estimés convergent vers les

valeurs exactes en régime permanent avec une réponse transitoire tres rapide.
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Figure (1V.5): Evolution des parametres identifiés
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Tableau (IV.2) montre les valeurs théoriques et identifiés des parametres.

Tableau (IV.2): les valeurs théoriques et identifiées des parametres

Parametres a; ar as bo

Valeurs exactes | 1.200 | 0.240 | 0.040 | 1.000

Valeurs estimées | 1.2122 | 0.2260 | 0.0413 | 0.9955

Figure (IV.6) montre I'entrée et les réponses du systeme originale et du systeme identifié pour

ce type d'excitation. Sur cette figure on peut aussi voir que les deux réponses se chevauchent.
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Figure (IV.6): L'entrée et les réponses des systemes originale et identifié

1V.2.3.2 Exemple 2

Le second exemple considéré est un systeme linéaire fractionnaire d’ordre non-commensurable

stable représenté par 1'équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire suivante

d2'27y(t) d1.59y(t) d0'47y(t) dl'zu(t)
IIOW + 0.32 W + 040W + y(t) = 040W + u(t) (Iv.41)
Sa fonction de transfert est donnée par:
s 0.40s2 + 1
H(s) = 2&8) _ (IV. 42)

U(s) 115227 +0.325159 + 0.405°47 + 1
Le modele fractionnaire a identifier proposé possede la méme structure que le systeme
fractionnaire d'ordre non-commensurable d’équation (IV.41).

Donc, il est représenté par 1'équation différentielle linéaire d'ordre fractionnaire suivante:

d2'27y(t) d1.59y(t) d0'47y(t) _ d1.2u(t)
a1 dt2-27 az dt1-59 as dt0-47 +y(t)— 0 412

+bou(t) (IV.43)
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En utilisant la définition en temps discret du différentiateur d'ordre fractionnaire ajustable de
I’équation (II1.77), 1I'équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire (IV.43), considéré

comme initialement au repos, est convertie en une forme discrete comme suit :

y(k)+alzhm(q>y<k q>+a22hmsg<q)y(k ?

q=0

-1 -1 (IV.44)
as hpo47(q@)y(k —q) = b Z hp12(@u(k — q) + byu(t)
q=0 q=0

Les parametres utilisés pour le calcul numérique des réponses impulsionnelles numériques RIF
des dérivés d'ordre fractionnaire (hp;27(k), hps.so(k), hpo47(k) et hp;2(k)) de 1'équation (IV.44)
sont donnés comme suit:

e [a période d'échantillonnage 7' = 0.1s

e Np=35etMp=10

¢ Lalongueur de la réponse impulsionnelle du différentiateur fractionnaire

numérique RIF L=250

Dans ce travail, les valeurs numériques des observations y(k) et u(k) de I’équation différentielle
d’ordre fractionnaire de 1’équation (IV.41) qui seront utilisées dans l'identification des
parametres du modele de I’équation (IV.43) sont générés en utilisant la définition Griinwald-

Letnikov du différentiateur d’ordre fractionnaire qui est donnée comme suit [4]:

K
« 1 @
d%y(t) ~ ﬁz 0@ y(t — kh) (V. 45)
ol o est un nombre réel et les coefficients a)( 9 sont donnés par I’expression suivante :
a+1
0@ =1 o®= (1 - T) 0@, pourk=12,.. (IV. 46)

La solution y(k) de I'équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire de 1’équation (IV.1)

y(@) + Xiz a; D%y (t) = XL, bjDﬁfu(t) est donnée comme suit:

n K m K (
yor: Z Qi Y 0"yt = kh) = Z —ﬁz o7 u(t —kh) (V.47)
i=1 k=0 j=0 k=0
1 n 1 K
y(t) = 1 [— Z a; ﬁz w,((ai) )/(t — kh)
1+ Z:l 1 lha i=1 k=1
(IV. 48)
m 1 K (ﬂ)
+ijf w0 u(t — kh)
j=0 h' k=0
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Simulation avec une entrée en échelon unité

Dans ce cas, l'entrée u(k) (échelon unité) et les valeurs numériques d’observation y(k) obtenues

a partir de I’équation (IV.48) sont données comme suit:

1, k>0
u(k) = { K < 0} (V. 49)
04 O (047 0320 (150)
ySt(t) + T0'47 z wk y$t(t - kT) + Tl 59 Z wk y$t(t - kT)
k=0 k=0
11 100 0.4 100 (IV 50)
+ T2..27 z w}({2.27) yse(t — kT) = mz wl(cl 2 u(t — kT) +u(k)
k=0 k=0
100 O 32 100
yse(®) + 50w 1)047 Z 0 st = kO + 575 Z w0 *? yse(t = k(0.1)
=0
100 100 (IV.51)
0.4
o G 2, 6 KO = gz ) kO D)+
=0
(O 1)047 2100 ,(CO 47) yst(t - k(O.l))
Yse(t) = = (1+ 04 032 11 )
(0 1)0 47 (O 1)1 .59 (0 1)2 27
0.32 | 1.1 .
D IR 0 vt = (O01) iz A% 0 v (6 — k(O.1)
_<1+ 04 032 11 ) <1+ 04 032 11 )\IV'SZ)
(0 1)047 (0 1)1 .59 (0 1)2 27 (0 1)0 47 (0 1)1 .59 (0 1)2 27

(12) u(

(0. 1)1 2 2100 t —k(0.1)) + u(k)

0.4 0.32 1.1
(1 + (0.1)047 + (0.1)T5° + (0.1)Z 27)

(& = - L1805 B8 07y (¢~ k(0-1))
Yl = 219.4595
12.4494 Y190 05y (t — k(0.1)) 2048296 Y129 w27

k=1 Wy yse(t — k(0.1)) (IV.53)
219.4595 219.4595
, 63396 Y100 (B gy (¢ — k(0.1)) + u(k)
219.4595
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Figure (IV.7) montre les entrées-sorties utilisées pour l'identification pour ce type d’excitation.
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Figure (IV.7) : Les entrées-sorties utilisées pour l'identification
L’algorithme des moindres carrés récursifs de 1’équation (IV.19) est initialisé par le parametre
A =099 la matrice de gain d'adaptation F(0) = (1/0)I, avec 6=10", et le vecteur des
paramétres estimés 8(0) = [a;(0), a;(0), az(0), by(0), b;(0)] = [0, 0, 0, 0, 0].
La figure (IV.8) montre 1'évolution des parametres estimés du modele fractionnaire de
I’équation (IV.43). Nous constatons qu'ils convergent vers des valeurs en régime permanent

avec une réponse transitoire tres rapide.

1.2 ; ; | | | ; |
| | | | | | |
| | | | | | |
il : | | | | | |
I I I I I I .
l l l l l l at
0.8------ boooooos - Lo dooeoe- e a2
l l l l l l a3
w el Lo o o L o | — —po
g oe r | | ﬁ : : o
1= I I I I I I
o l l l l l l l
i 04— T e - T
" ‘ I I I I I I I
Q ( I I I I I I I
£ ool : | ! : S
wl 0'27‘ 777777 T T C T T T T C T B
= I I I I I I I
o \ I I I I I I I
E 0 I Coo e o o o o o |
o 7 l l H l ] |
I I I I I I I
I I I I I I I
0.2 — e - e -
I I I I I I I
I I I I I I I
I I I I I I I
-0.4 | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Temps(sec)

Figure (IV.8): Evolution des parameétres estimés
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Le tableau (IV.3) représente les valeurs théoriques et identifiés des parametres.

Tableau (1V.3): les valeurs théoriques et identifiées des parametres

Parametres a; ar asz bo b;

Valeurs exactes 1.10 0.32 0.40 0.40 1

Valeurs estimées | 1.1002 | 0.3199 | 0.4002 | 0.4001 | 1.0001

La figure (IV.9) montre l'entrée et les réponses indicielles du systéme originale et du systeme
identifié pour ce type d'excitation. De cette figure on note que les deux réponses sont presque

identiques.
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Figure (1V.9): L'entrée et les réponses indicielles des systemes originale et identifié

Simulation avec une séquence binaire pseudo-aléatoire

Dans ce cas, l'entrée u(k) est une SBPA et les valeurs numériques d’observation y(k) sont
obtenues a partir de 1’équation (IV.53).

La figure (IV.10) montre les entrées-sorties utilisées pour l'identification de ce type

d'excitation.
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Figure (IV.10) : Les entrées-sorties utilisées pour l'identification

L’algorithme des moindres carrés récursifs de 1’équation (IV.19) est initialisé par le parametre
A =099 la matrice de gain d'adaptation F(0) = (1/0)I, avec 6=10", et le vecteur des
paramétres estimés 6(0) = [ai(O), a,(0), az(0), bé(O)] =10, 0, 0, 0].

La figure (IV.11) représente 1'évolution des parametres identifiés du modele fractionnaire de
I’équation (IV.43). Nous constatons aussi que les parametres estimés convergent vers les

valeurs exactes en régime permanent avec une réponse transitoire tres rapide.
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Figure (IV.11): Evolution des parametres identifiés
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Le tableau (IV.4) représente les valeurs théoriques et identifiés des parametres.

Tableau (IV.4): les valeurs théoriques et identifiées des parametres

Parametres a; ar asz bo b;

Valeurs exactes | 1.10 | 0.32 | 0.40 | 0.40 1

Valeurs estimées | 1.100 | 0.320 | 0.400 | 0.400 | 1.000

Figure (IV.12) montre 1'entrée et les réponses du systeme originale et du systeme identifié¢ pour

ce type d'excitation. De cette figure on peut aussi voir que les deux réponses se chevauchent.
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Figure (IV.12) : L'entrée et les réponses des systemes originale et identifié
IV.3 Identification des Parametres avec Recherche de I’Ordre des Systemes Linéaires
Fractionnaire d’Ordre Commensurable
Dans cette partie, on va considérer 1'identification d’un systeme linéaire fractionnaire d’ordre

commensurable monovariable décrit par 1'équation différentielle fractionnaire suivante [4]:

n

y(0) + Z a;Di%y(t) = Z bDi%u(t) (IV.55)

=1
ou u(r) est l'entrée, y(¢) est la sortie, les parametres du modele a; (I <i <n) et b; (0 <i <m) sont

des nombres réels constants, avec m < n, et & est un nombre réel tel que 0 < o < 1. Avec des
conditions initiales nulles, la fonction de transfert de ce type de systeme fractionnaire est
donnée dans I’équation (IV.3). L'objectif de I’identification d’un systéme linéaire fractionnaire
d’ordre commensurable monovariable est I’estimation des parametres a; (I <i <n)etb; (0 <i <
m) du modele sans que I’ordre « soit connu a priori. Donc, la valeur de I’ordre @ est obtenue
parmi plusieurs valeurs comme étant I’ordre dont 1’erreur quadratique entre les observations et

le modele estimé est la plus petite [70].
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IV.3.1 Formulation de I’Identification
En utilisant le différentiateur ordre fractionnaire ajustable numérique RIF de 1’équation (I11.77),
développé dans le Chapitre II1, 'équation différentielle fractionnaire de I’équation (VL.55),

considérée initialement au repos, est convertie en une forme discréte comme suit:

n Mp -1 (Miai
y(k)+2ai Z(mai)”l LZ zlpgunai(q—p) y(k—q)

i=1 n1=0 q=0 L—l . (IV.56)
—bou<k)+z Z(mm)"l Z Zapgqu p) {uck - )

ou pour I <i <n, a; = ia, m;, est un nombre entier tel que m;,; < a; < (Mg +1) et my; = (-
mjq,;) donc 0 < my; < 1. De 1'équation (IV.56), la solution y(k) de I'équation différentielle

d’ordre fractionnaire de I’équation (IV.55) est donnée comme suit:

n

m

y(k) == a¥i () + Y biU; (0 av.s7)
i=1 i=0

ot Uy(k) = u(k), Yi(k) et a’;, pour I <i <n, et Ug(k) et b’;, pour I <i < m, sont donnés

respectivement, comme suit:

L—1 (Miai

Vi) = Z(mm)n Z Elpgmm P (y(k - q)

n1=0 (IV.58)

l

[1 i (an o(Me)™ gDnai(O))]

L-1 (Miai
Ui(k) = Z (mm)nl Z Z ApgDnal(q p) culk —q)
ni=o b (Iv.59)

[1 P (Zm o(Mgi)™ gDnal(o))]

La sortie du systeme y(k) peut alors étre exprimée sous la forme d’une régression comme suit:

y(k) = ¢ (k)6 (IV. 60)

ou les parametres du vecteur 9 et le vecteur de régression ®@(k) sont donnés par:

9 = [a’;, a’z, veey a’n, b’o, b’], veey b’m]T
(Iv.el)
D (k) = [-Yi(k), -Yo(k), ..., -Yu(k), Uo(k), Ui(k), ..., Un(k)]
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IV.3.2 Algorithme d’Estimation des Parametres
Dans le probleme des moindres carrés classique, on suppose que la variable estimée y(k) est
donnée par le modele de régression suivant:

y(k) = (k)6 (IV.62)
ou le vecteur @ (k) de I’équation (IV.61) est connu et le vecteur des parametres 6 est inconnu.
Le principe de la méthode des moindres carrés indique que le vecteur estimé 6 est choisi de

telle sorte que le critere quadratique des moindres carrés suivant est minimal [45] [67]:

Km
1
1© =+ kZ_l[yac) - 9(k,0)F (V.63)
La version récursive est donnée par les équations suivantes [45]:
( _ FO¢tk+ 1) (y(k + 1) — 87 (k) gk + 1))
O(k+1)=06(k)+ =
A+ ¢ (k+ DF(k)gp(k + 1)

) F() ¢k + 1) ¢ (ke + 1F (k) (IV.64)

Flk+1) = %lF(k) -

1+ ¢ (k+ DF(k) gk + 1)
\
ou le parametre A est tel que 0 < A< [ et la valeur initiale F(0) de la matrice du gain

d'adaptation F(k) est choisie comme:

F(0) = %1, avec 0<6 K1 (IV.65)
IV.3.3 Recherche de I’Ordre Commensurable
Dans cette approche 1'ordre commensurable o est considéré comme inconnu; mais il se trouve
dans l'intervalle [0in, Omax], OU Opin €t Ggy SOt connus. On commence systématiquement par
résoudre la version récursive du critere quadratique des moindres carrés de 1’équation (IV.64)
pour plusieurs valeurs de 1'ordre commensurable a de l'intervalle [ain, 0max]. La valeur estimée
de I'ordre «a est obtenue comme étant 1’ordre de l'intervalle [0, Omax] dont 1’erreur

quadratique entre les observations et le modele estimé est la plus petite.

Dans ce contexte, lorsque l'ordre fractionnaire commensurable o est dans l'intervalle [Ouyin,
Omax] les termes YoZ1{X0 26 4y 9pnai (@ — D)}y (k — q) et Be=4{E 026" Ap Ipnaj(q — p)Julk —
q) de Yik) pour (I <i < n) et Ufk) pour (I <j < m) des équations (IV.58) et (IV.59),
respectivement, sont indépendamment des ordres de dérivés fractionnaires o; = ia (I <i < n).
Par conséquent, ils sont calculés une seule fois pour les observations expérimentales données
y(k) et u(k). Donc, pour un ensemble de valeurs de l'ordre fractionnaires commensurable o de
l'intervalle [@unin, Gmax] un ensemble de valeurs Yi(k) (I <i <n) et Uik) (I <j <m) (IV.59)
peuvent étre facilement calculés sans répéter les calculs fastidieux des dérivés d'ordre

fractionnaire a chaque essai.
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1V.3.4 Exemples Illustratifs

Nous allons présenter deux exemples de simulation sur PC en utilisant MATLAB pour valider
l'efficacité de 1'approche d’identification des parametres avec recherche de 1’ordre des systemes
linéaires fractionnaire d’ordre commensurable

IV.3.4.1 Exemple 1

Dans ce cas, I'exemple considéré est un systeme fractionnaire d'ordre commensurable a = 0,85

stable représenté par 1'équation différentiel linéaire d’ordre fractionnaire suivante:

d2.55y(t) d1.70y(t) d0.85y(t)
004F + 024W + IZOW + y(t) = u(t) (IV.66)
Sa fonction de transfert est donnée par:
Y(s) 25
H(s) = = (1V.67)

CU(s)  (s255 + 65170 + 305085 + 25)
Le modele fractionnaire a identifier est représenté par 1'équation différentielle linéaire d'ordre
fractionnaire suivante:
d>*y(t) d**y(t) dy(t)
Q3————+a,——+aq
dt3 dt2e dt“

ou les parametres a;, ay, as by et I’ordre a sont inconnus ; mais o est dans l'intervalle [0,51 :

+y(t) = bou(t) (IV.68)

0,99]. Pour une valeur donnée de a de l'intervalle [0,5] : 0,99], en utilisant la définition en
temps discret du différentiateur d'ordre fractionnaire ajustable de 1’équation (II1.77), 1'équation
différentielle linéaire d’ordre fractionnaire (IV.68), considéré comme initialement au repos, est

convertie en une forme discréte comme suit :

y<k>+agzhm(q>y(k q>+a22hma<q)y<k D

=0 (IV. 69)

L-1

a; ) hp(@y(k —q) = bou(t)

q=0

Les parametres utilisés pour le calcul numérique des réponses impulsionnelles numériques RIF
des dérivés d'ordre fractionnaire (hpzk), hp2o(k), hpofk)) de 1'équation (IV.69) sont:

e La période d'échantillonnage 7' = 0.1s

e Np=28etMp=10

¢ Lalongueur de la réponse impulsionnelle du différentiateur fractionnaire

numérique RIF L=250

Lorsque u(k) un échelon unitaire (u(k) = I pour k > 0), les valeurs numériques des observations

y(k) de I’équation différentielle d’ordre fractionnaire de 1I’équation (IV.66) qui seront utilisées
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dans l'identification des parametres et de 1’ordre du modele de 1’équation (IV.68) sont générées
en utilisant la définition Griinwald-Letnikov du différentiateur fractionnaire [4].

Alors, y(k) est donnée comme suit :

1.2 ) 0.24 .
T085 ket wl(co 5 y(t — kT) TL.70 Py wl(cl 70 y(t —kT)

y(®) = - 1.2 024  0.04\ 1.2 024  0.04
(1 + T0.85 + T1.7 + T2.55) (1 + T0.85 + T1.7 + T2.55)

IV.70)
0.04 | (
7255 Tay 0> y (£ — KT) u(k)

+
1.2 0.24 0.04 1.2 0.24 0.04
(1 + T0.85 + T1.7 + T2.55) (1 + T0.85 + T1.7 + T2.55)

Figure(IV.13) montre les entrées-sorties utilisées pour l'identification pour ce type d’excitation.

0.8

0.6

0.4

Sortie

0.2

Entrée

Temps(sec)

Figure (IV.13) : Les entrées-sorties utilisées pour l'identification
L’algorithme des moindres carrés récursifs de 1’équation (IV.64) est initialisé par le parametre
A =0.99999 la matrice de gain d'adaptation F(0) = (1/0)I, avec 5:]0'8, et le vecteur des
paramétres estimés 6(0) = [ai(O), a,(0), az(0), bé(O)] =1[0, 0, 0, 0, 0].
Ces parametres du modele de 1'équation (IV.68) sont estimés pour chaque valeur de 1’ordre a

qui varie de 0.51 a 0.99 avec un pas de 0.01. A chaque essai, l'erreur quadratique E, =

K y(k) —y(k, t9)]2 est calculée entre les valeurs d’observations y(k) et la sortie (k) du
modele estimé.
La figure (IV.14) montre le tracé de I’erreur quadratique E, en fonction de I’ordre fractionnaire

commensurable o.
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Figure (1V.14) : Tracé de I’erreur quadratique E, en fonction du parametre a
De la figure (IV.14), on note que la plus petite valeur de I’erreur quadratique E, correspond a
I’ordre fractionnaire commensurable a = 0,85.
Alors, les valeurs des parametres du modele seront obtenues lorsque 1’ordre o = 0,85. Dans ce
cas, les valeurs théoriques et identifiés des parametres sont représentées dans le tableau (IV.5).

Tableau (IV.5): les valeurs théoriques et identifiées des parametres

Parametres a; ar as bo
Valeurs exactes 1.20 0.24 0.04 1.00
Valeurs estimées | 1,20000684 | 0,24000062 | 0,04000168 | 1,00000253

La figure(IV.15) montre l'entrée et les réponses indicielles du systeéme original et du systeme
identifié pour ce type d'excitation. De cette figure on note que les deux réponses sont presque

identiques.

Satie

systéme originale |
— — systéme identifié

30 35 40
2 ‘ T T T
| | | | | | |
| | | | | | |
L R R e e SRR R e
| | | | | | |
\ﬁ | | | | | | |
IE 1 | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
S - e R ]
| | | | | | |
| | | | | | |
0 1 1 1 1 1 1 1
(0] 5 10 15 20 25 30 35 40
Temps(sec)

Figure (IV.15): L'entrée et les réponses indicielles des systemes originale et identifié
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1V.3.4.2 Exemple 2
Le second 'exemple considéré est un systeme fractionnaire d'ordre commensurable a = 0,35

stable représenté par 1'équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire suivante:

d1.05y(t) d0'70y(t) d0'35y(t)
0.04W-|- 0.24w+ l.ZOW-l-y(t) = u(t) (IvV.71)
Sa fonction de transfert est donnée par:
Y(s) 25
H(s) = (Iv.72)

T U(s) (5195 + 65070 + 305°35 + 25)
Le modele fractionnaire a identifier est représenté par 1'équation différentielle linéaire d'ordre
fractionnaire suivante:
d>*y(t) d**y(t) dy(t)
Q3————+a,———+aq
dt3¢ dt2e dt“

ou les parametres a;, az, as by et ’ordre a sont inconnus ; mais o est dans l'intervalle [0, :

+ y(t) = bou(t) (IV.73)

0,49]. Pour une valeur donnée de o de l'intervalle [0,1 : 0,49], en utilisant la définition en
temps discret du différentiateur d'ordre fractionnaire ajustable de 1’équation (II1.77), 1'équation
différentielle linéaire d’ordre fractionnaire (IV.73), considéré comme initialement au repos, est

converti en une forme discréte comme suit :

L-1 L-1
Y(K) + 5 ) hosa(@yk =)+ @ D oo (@ = @)
=0 =0 (IV.74)

L-1
+a; ) hpo(@y(k - g) = bu(®)
q=0

Les parametres utilisés pour le calcul numérique des réponses impulsionnelles numériques RIF
des dérivés d'ordre fractionnaire (hpzk), hp2o(k), hpok)) de 1'équation (IV.74) sont:

e La période d'échantillonnage 7' = 0.1s

e Np=28etMp=10

¢ Lalongueur de la réponse impulsionnelle du différentiateur fractionnaire

numérique RIF L=250

Lorsque u(k) un échelon unitaire (u(k) = I pour k > 0), les valeurs numériques des observations
y(k) de I’équation différentielle d’ordre fractionnaire de 1I’équation (IV.71) qui seront utilisées
dans l'identification des parametres et de 1’ordre du modele de 1’équation (IV.73) sont générées
en utilisant la définition Griinwald-Letnikov du différentiateur fractionnaire [4].

Alors, y(k) est donné comme suit :

80



Chapitre IV : Identification des Systemes Linéaires Fractionnaire Utilisant le
Différentiateur d’Ordre Fractionnaire Ajustable

1.2 , 0.24 .
0.85 lec(io1 a)l(co 3% y(t —KkT) T1.70 lecgol a)l(co 70 y(t —kT)

y(®) = - 1.2 024  0.04\ 1.2 024  0.04
(1 + T0.35 + T0.7 + T1.05) (1 + T0.35 + TO.7 + T1.05)

IV.75)
0.04 , (
— 7255 21 WP y(t — kT) N u(k)
N 1.2 0.24 0.04 1.2 0.24 0.04
(1 + TO.35 + TO.7 + T1.05) (1 + T0.35 + T0.7 T1.05)

La figure (IV.16) montre les entrées-sorties utilisées pour l'identification pour ce type

d’excitation.

Sortie

Entrée

Temps(sec)

Figure (IV.16) : Les entrées-sorties utilisées pour l'identification

L’algorithme des moindres carrés récursifs de 1’équation (IV.64) est initialisé par le parametre
A =0.99999 la matrice de gain d'adaptation F(0) = (1/0)I, avec 5:]0'8, et le vecteur des
paramétres estimés 8(0) = [a}(0), a,(0), a3(0), b;(0)] = [0, 0, 0, 0, 0].

Ces parametres du modele de 1'équation (IV.68) sont estimés pour chaque valeur de 1’ordre a

qui varie de 0.1 a 0.49 avec un pas de 0.01. A chaque essai, l'erreur quadratique E, =

K [y —y(k, 19)]2 est calculée entre I’observateur y(k) et la sortie $(k) du modele estimé.
La figure (IV.17) montre le tracé de I’erreur quadratique E, en fonction de I’ordre fractionnaire

commensurable o.
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i i ; i
21 0o.15 0.z 0.25 0.3 0_35 0.4 045 0.5
o

Figure (IV.17) : Tracé de I’erreur quadratique E, en fonction du parametre a

o2

De la figure (IV.17), on note que la plus petite valeur de I’erreur quadratique E, correspond a
I’ordre fractionnaire commensurable o = 0,35. Alors, les valeurs des parametres du modele
seront obtenues lorsque 1’ordre a = 0,35. Dans ce cas, les valeurs théoriques et identifiées des
parametres sont représentées dans le tableau (IV.6).

Tableau (IV.6): les valeurs théoriques et identifiées des parametres

Parametres a; ar as bo

Valeurs exactes 1.20 0.24 0.04 1.00

Valeurs estimées | 1,1999966 | 0,23999892 | 0,04000467 | 0,99999993

La figure (IV.18) montre l'entrée et les réponses indicielles du systeme originale et du systeéme
identifié pour ce type d'excitation. De cette figure on note que les deux réponses sont presque

identiques.

Satie

systéme originale |
— — systéme identifié
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l
1
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Figure (IV.18): L'entrée et les réponses indicielles des systemes originale et identifié
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IV.4 Identification des Parameétres et de I’Ordre du Systeme Linéaires Fractionnaire
d’Ordre Commensurable Fondamental
Le systeme linéaire fractionnaire d’ordre commensurable fondamental est décrit par 1'équation
différentielle linéaire d'ordre fractionnaire suivante [4] :
aD%y(t) + y(t) = bu(t) (IV.76)
ou u(?) est l'entrée et y(r) est la sortie ; les parametres a et b sont des nombres réels constants
ainsi que ’ordre o tel que 0 < a < I. Avec des conditions initiales nulles, la fonction de

transfert de ce type de systéme linéaire fractionnaire est donnée comme suit [4] :

Y(s) b
U(s) 1+as%

(IV.77)

Dans ce contexte, 1’objectif de I’identification de ce type de systeéme linéaire fractionnaire est
I’estimation de ses parametres a et b ainsi que 1’ordre m simultanément [71].

IV.4.1 Formulation de I’Identification

Comme dans les sections précédentes, en utilisant la définition du différentiateur d’ordre
fractionnaire ajustable numérique de 1’équation (II1.77), 1'équation différentielle d’ordre
fractionnaire de I’équation (VI.76), considérée initialement au repos, est convertie en une forme

discréte comme suit:

Mp L-1
y()+a ) @ | gon(@yk - )| = bu(k) (V. 78)
ni=0 q=0

Alors, la solution y(k) est donnée comme suit:

Mp L—-1
_ 1 _ ni _
g (k)_L+{az¥f’=oanlgm(o)}l amZO“ 2, gon(@ylie= )|+ buti ¢ (V.79

Une forme simplifiée de (IV.79) est donnée par l'expression suivante :
y(k) = —aY (k) + bU (k) (IV. 80)

oua’ et Y(k), b’ et U (k) sont données respectivement par:

Mp L-1
a
1 = , Y(k) = ni n k — V.81
T e IR Za 2.9 @y —q)| AV.81)
b , U(k) = u(k) (IV.82)

[) =
[1+{a 2y a™ gon(0)]]

Donc la sortie du systeme y(k) peut €tre exprimée sous la forme d’une régression comme suit:

y(k) = 100 = [V () V(1 [%] (1v.83)
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Alors, I’expression de 1'équation (IV.83) qui est une structure linéaire par rapport aux

paramétres inconnus du vecteur 8 = [a’ b']T peut étre résolue en utilisant I'approche classique

des moindres carrés si I’ordre de différentiation m de 1’équation (IV.76) est connu ou estimé.

Donc il faut trouver une méthode d’estimation de I’ordre .

IV.4.2 Algorithme d’Estimation des Parametres

A partir de I’équation (IV.83), la variable estimée y (k) est donnée par le modele de régression:
§(k) = (k)6 (1V.83)

ou le vecteur @(k) = [-Y(k) U(k)] et le vecteur des parametres 6 = [d' B’]T.

Le principe de la méthode des moindres carrés indique que le vecteur estimé @ est choisi de

telle sorte que le critere quadratique des moindres carrés suivant est minimal [45] [67]:

Km
1
1© =+ kZ_l[yac) - 90k, 0T (V. 84)
La version récursive est donnée par les équations suivantes [45]:
( _ F0¢tk+ 1) (y(k + 1) — 87 (k) gk + 1))
O(k+1)=06(k)+ =
A+ ¢ (k+ DF(k)gp(k + 1)

) F() ¢k + 1) ¢ (ke + 1DF (k) (Iv.85)

1
Flet+1) = E[F(k) T+ F(k+ DF(O) gk + 1)

\
ou le parametre A est tel que 0 < A< [ et la valeur initiale F(0) de la matrice du gain

d'adaptation F(k) est choisie comme:
1
F(0) = EI, avec 0<6 K1 (IV.86)

Dans ce cas, le calcul du vecteur 8(k + 1) des parametres de I’itération courante (k+1/) utilise
1I’ordre commensurable @(k) de 1’itération précédente (k)

IV.4.3 Algorithme d’Estimation de I’Ordre Commensurable

A partir de 1’équation (IV.80), la solution estimée est donnée par:

(k) =—=a'Y (k) + b'U (k) (IV.87)
ot le vecteur 9(k) = [d’ B'] T des paramétres estimés est connu de I’étape d’estimation des
paramétres de l'itération en cours (k) en utilisant 1’ordre commensurable estimé @(k — 1) de
I’itération précédente (k-1). Comme y(k) dépend aussi de U(k) = u(k) qui est ’entrée et Y(k)

qui est donnée dans 1’équation (IV.81) par I’expression suivante :

Mp L-1
Vi) = D R D gon(@yk - 9) (IV.88)
q=1

nil=0
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Ainsi, l'erreur d'estimation Er(k) de 1'itération en cours (k) donnée comme suit :

Er(k) = y(k) —y(k) = y(k)—a'Y (k) + b'U (k) (IV. 89)
dépend aussi de I’ordre commensurable estimé @(k) qui est inconnu.
Alors, @(k) sera ajusté de telle sorte que l'erreur au carrée [Er(k)]2 est minimisée. Dans ce
contexte, 1'algorithme du gradient qui est connu aussi sous le nom d'algorithme de la plus forte
pente ou de la plus profonde descente (steepest descent algorithm) sera utilisé pour I’estimation
de I’ordre commensurable @(k). La version récursive de cet algorithme pour le calcul de

I’ordre commensurable estimé est donnée par 1’expression suivante :

d[Er(k)]?
&k +1) = (k) — u% — a(k) — 2uEr (k) g (k) (V. 90)
ou uestle paset g(k) = % est le gradient de I’erreur Er(k). Parce que y(k) ne dépend pas

de I'ordre commensurable@ (k) la fonction g(k) est donnée comme suit:
d[Er ()] _ dly() —9(0] _ d[3(k)]

k)= V.91
9l =—23 @ @ (Iv.91)
d . -, L, aY(k) ., dU(k)
g(k) = -0 {(-a'Y(k)+b'Uk) } = {a o b —2 } (IV.92)
ou dY—(Ak) et dU—(Ak) sont donnés comme suit:
da da
vty d (& - dU(k)  du(k)
u
— A ni — =
2= @001 | ) goa(@y(k - |f . =2 (V.93)
ni=0 q=1
Comme y(k), u(k) et g, (k) ne dépendent pas de 1'ordre commensurable &(k), les expressions
de d;—g) et dz—g) peuvent facilement €tre calculées comme suit:
() < = U (k)
== > (a1 D) [ gon(@yte— )| —===0 (V.94)
da da
ni=0 q=1
Alors, la fonction g(k) est donnée par 1’expression suivante:
Mp L—1
gt =@ ) n1([at1™ ) > gou(@ytk - @) (IV.95)
ni=0 q=1

Une fois que le vecteur des parametres § = [@’ b']T estimé et I'ordre commensurable @ estimé
sont calculés, les paramétres @ et b estimés des coefficients a et b de 1'équation différentielle
fractionnaire de 1’équation (IV.76) sont enfin tirés des expressions des équations (IV.81) et
(IV.82) comme suit:
a - b’
T e )] T I @)
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1V.4.4 Récapitulation de I’Algorithme d’Identification
L’identification des parametres a et b ainsi que 1’ordre o simultanément du systeme linéaire
fractionnaire d’ordre commensurable fondamental de 1’équation (V1.76) est faite selon les trois
étapes suivantes.
Etape 1

* Choisir les parametres 6, 4, uetetelque 0 <o << I,0<A< I, O<u<letO<e<<l.

* Choisir la valeur initiale F(0) = (1/0)I de la matrice de gain d'adaptation F (k).

« Choisir la valeur initiale du vecteur des paramétres estimés 8(0) = [@' = 0 b’ = 0]”.

* Choisir la valeur initiale de I'ordre commensurable estimé &(0) = a, # 0.

« Calculer les termes Y027 gpn(q)y(k — q) de Y(k) de I’équation (IV.81) pour I’entrée u(k)

et les observations correspondantes y(k) données (ces termes sont calculés une seule fois).

Etape 2

* Calculer Y(k+1) de I’équation (IV.81) en utilisant a(k).

« Calculer le vecteur des paramétres estimés 8 (k + 1) de I’équation (IV.85).

* Calculer Er(k+1) de I’équation (IV.89).

TR [Er (k)]

* Si I'erreur quadratique moyenne Eqp, = { o

} < & ; arréter les itérations (avec K,

est le nombre d'échantillons).

Etape 3

* Si I'erreur quadratique moyenne Eg,, > € ; calculer le gradient g(k) de I’équation (IV.95).

* Calculer I’ordre commensurable estimé @(k + 1) de 1’équation (IV.90).

* Mettre k = k + [ et aller a I'étape 2.
IV.4.5 Exemple Illustratif
Pour valider l'efficacité de I'approche d'identification des parametres a et b ainsi que 1’ordre a
du systeme linéaire fractionnaire d’ordre commensurable fondamental un exemple illustratif est
présenté. Dans ce cas, I'exemple considéré est un systéme fractionnaire d'ordre commensurable

fondamental stable représenté par I'équation différentiel linéaire d’ordre fractionnaire suivante:

0.1 PO + y(t) = 2.0u(t) (IV.97)
Sa fonction de transfert est donnée par:
Y(s) 2
H(s) = (IV.98)

U(s)  (1+0.15057)
Le modele fractionnaire a identifier est représenté par 1'équation différentielle linéaire d'ordre

fractionnaire suivante:
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d%y ()
dte

ou les parametres a, b et I’ordre a sont inconnus.

a + y(t) = bu(t) (IV.99)

L'équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire de 1’équation (IV.99), considéré comme

initialement au repos, est converti en une forme discréte comme suit :

y() +a ) hp (@Y= 0) = bu(®) (IV. 100)

Les parametres utilisés pour le calcul numérique de la réponse impulsionnelle numérique RIF
de la dérivée d'ordre fractionnaire hp(k) de 1'équation (IV.100) sont:

e [a période d'échantillonnage 7' = 0.1s

e Np=35etMp=10

¢ Lalongueur de la réponse impulsionnelle du différentiateur fractionnaire

numérique RIF L=150

Les valeurs numériques des observations y(k) de I’équation différentielle d’ordre fractionnaire
de I’équation (IV.97) qui seront utilisées dans l'identification des parametres et de 1’ordre du
modele de 1’équation (IV.99) sont générées en utilisant la définition Griinwald-Letnikov du

différentiateur fractionnaire [4] . Alors, y(k) est donné comme suit :
To e T O y(E — KT g.0u(k)

+
(1+ T%é) (1+75)

Simulation avec une entrée échelon unité

y(@) = (IV. 101)

Dans ce cas, l'entrée u(k) est un échelon unité et les valeurs numériques d’observation y(k)

obtenues a partir de 1’équation (IV.lOl) sont données comme suit:

s 2 w7 y(t - 0.1k)

e 2.0u(k

y(©) = @ 1) 5T + u(()l) (IV.102)
1g3+—(01)0_57) [+ o)

y(t) = —0. 29272 ©057) 3 (t — 0.1k) + 1.5758u(k) (IV. 103)

L’algorithme d’estimation des parametres a et b de I’équation (IV.85) est initialisé par
A =0.98, 1a matrice de gain d'adaptation F(0) = (1/0)I, avec 6=1 07, et le vecteur des parametres
estimés (0) = [a’(0), b'(0)] = [0, 0]. L’algorithme d’estimation de I’ordre commensurable
a de I’équation (IV.90) est initialisé par ¢z = 0.1 et @(0) = 0.98 > 0.57.

Les figures (IV.19) et (IV.20) montrent, respectivement, I'évolution des parametres et de 1’ordre

commensurable estimés du modele fractionnaire de 1’équation (IV.99).
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Figure (IV.19): Evolution des parametres estimés
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Figure (IV.20): Evolution de I’ordre commensurable estimé &
Le tableau (IV.7) représente les valeurs théoriques et identifiées des parametres et de 1’ordre

commensurable du modele fractionnaire de 1’équation (IV.99).

Tableau (IV.7): les valeurs théoriques et identifiées des paramétres et de I’ordre

2.0

0.1

0.57

Parametres

Valeurs exactes

Valeurs estimées | 0.5703 | 0.1000 | 2.0000
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Maintenant, on va changer I’initialisation de I’ordre commensurable « de @(0) = 0.98 > 0.57
au @(0) = 0.15 < 0.57. Figures (IV.21) et (IV.22) montrent, respectivement, I'évolution des

parametres et de 1I’ordre commensurable estimés du modele fractionnaire de I’équation (IV.99).
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Figure (IV.22): Evolution de I’ordre commensurable estimé &
Dans ce cas aussi, tableau (IV.8) représente les valeurs théoriques et identifiées des parametres
et de I’ordre commensurable du modele fractionnaire de I’équation (IV.99).

Tableau (IV.8): les valeurs théoriques et identifiées des paramétres et de I’ordre

Parametres a a b

Valeurs exactes 0.57 0.1 2.0

Valeurs estimées | 0.5703 | 0.1000 | 2.0000
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On note que pour les deux différentes initialisations de I’ordre o de I’algorithme d’estimation
de I’ordre commensurable o de 1’équation (IV.90) on a obtenu les mémes résultats et que les
parametres et I’ordre commensurable estimés convergent vers les valeurs exactes en régime

permanent avec une réponse transitoire tres rapide.

Simulation avec une séquence binaire pseudo-aléatoire

Dans ce cas, l'entrée u(k) est une SBPA et les valeurs numériques d’observation y(k) sont
obtenues a partir de I’équation (IV.103). L algorithme d’estimation des parametres a et b de
I’équation (IV.85) est initialisé par A = 0.98, 1a matrice de gain d'adaptation F(0) = (1/0)I, avec
0=10", et le vecteur des parametres estimés 6(0) = [a’(0), b'(0)] = [0, 0]. L’ algorithme
d’estimation de l’ordre commensurable a de 1’équation (IV.90) est initialisé par u=0.1et
@(0) = 0.98 > 0.57.Les figures (IV.23) et (IV.24) montrent, respectivement, 1'évolution des

parametres et de 1I’ordre commensurable estimés du modele fractionnaire de I’équation (IV.99).
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Figure (1V.23): Evolution des parametres estimés
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Dans ce cas aussi, tableau (IV.9) représente les valeurs exactes et identifiées des parametres et
de I’ordre commensurable du modele fractionnaire de I’équation (IV.99).

Tableau (IV.9): les valeurs théoriques et identifiées des paramétres et de I’ordre

Parametres a a b

Valeurs exactes 0.57 0.1 2.0

Valeurs estimées 0.5699 0.1000 2.0000

Maintenant, on va changer I’initialisation de I’ordre commensurable « de @(0) = 0.98 > 0.57
au @(0) = 0.15 < 0.57. Figures (IV.25) et (IV.26) montrent, respectivement, I'évolution des

parametres et de I’ordre commensurable estimés du modele fractionnaire de 1’équation (IV.99).
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Figure (IV.26): Evolution de I’ordre commensurable estimé @
Dans ce cas aussi, tableau (IV.10) représente les valeurs exactes et identifiées des parametres et
de I’ordre commensurable du modele fractionnaire de I’équation (IV.99).

Tableau (IV.10): les valeurs théoriques et identifiées des paramétres et de ’ordre

Parameétres a a b

Valeurs exactes 0.57 0.1 2.0

Valeurs estimées | 0.5699 | 0.1000 | 2.0000

Pour ce type d’entrée, on note que pour les deux différentes initialisations de 1’ordre m de
I’algorithme d’estimation de 1’ordre commensurable o de I’équation (IV.90) on a obtenu les
mémes résultats et que les parametres et I’ordre commensurable estimés convergent aussi vers

les valeurs exactes en régime permanent avec une réponse transitoire tres rapide.

IV.5 Conclusion

Dans ce Chapitre, des méthodes d'identification dans le domaine temporel des systemes
dynamiques décrits par des équations différentielles linéaires d'ordre fractionnaire ont été
proposées. Bien que ces systemes linéaires d’ordre fractionnaire posent un probléme
d'identification plus difficile parce qu'elles nécessitent non seulement l'estimation des
parametres du modele, mais également la détermination des ordres fractionnaires ainsi que le
calcul numérique fastidieux des dérivés d'ordre fractionnaire ; nous avons montré que ce
probleme d'identification peut étre résolu par l'algorithme des moindres carrés récursifs

appliqué a une équation de régression linéaire obtenue de 1'équation différentielle linéaire
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d’ordre fractionnaire a 1'aide d’un différentiateur d’ordre fractionnaire ajustable sans répéter les
calculs fastidieux des dérivés d'ordre fractionnaire a chaque itérations de 1’algorithme
d’identification. Dans la premiere méthode d’identification proposée seuls les parametres du
modele d’ordre fractionnaire sont estimés; donc la connaissance a priori des ordres de
différentiation de I'équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire représentant le model
fractionnaire est nécessaire pour 1’identification. Pendant les simulations nous avons constaté
que cette méthode étre utilisée pour plusieurs essais autour des valeurs les plus probables des
ordres fractionnaires de différenciation du modele fractionnaire pour estimer leurs valeurs sans
répéter les calculs des dérivées d'ordre fractionnaire a chaque itération de l'algorithme
d’identification. Des simulations numériques ont été présentées pour valider la méthode
d'identification proposée et les résultats obtenus ont été tres satisfaisants.

Profitant du peu de calcul dans la premiere méthode d’identification proposée, nous avons alors
étendue cette derniere aux systemes fractionnaires linéaires d'ordre commensurable sans
connaissance préalable de l'ordre fractionnaire commensurable de 1'équation différentielle
linéaire représentant le modele. Alors, dans la seconde méthode d’identification proposée les
parametres du modele sont calculés pour plusieurs valeurs de I’ordre commensurable autour de
sa valeur la plus probable ; ainsi les estimées des parametres et de 1’ordre commensurable sont
alors celles dont l'erreur quadratique entre les observations et le modele estimé est la plus
petite. Des simulations numériques pour différentes entrées ont aussi été présentées pour
valider la méthode d'identification proposée et les résultats obtenus ont été tres satisfaisants.
Comme [I’identification des systemes linéaires d’ordre fractionnaire pose un probleme plus
difficile puisqu’elle nécessite I'estimation des parametres ainsi que les ordres des
différentiations du modele. Par conséquent, la troisieme méthode d’identification proposée
traite l'identification du systeme linéaire d’ordre fractionnaire fondamental qui est le plus
simple des systémes fractionnaires parce qu’il a deux parametres et un ordre de différentiation.
L’objectif de la méthode d’identification proposée est 1’estimation des deux parametres et
I’ordre simultanément. L’algorithme d’estimation proposé se compose de deux parties ; la
premiere partie concerne ’estimation des parametres en utilisant 1’algorithme des moindres
carrés récursifs et la seconde partie concerne 1’estimation de 1’ordre en utilisant 1'algorithme du
gradient. Des exemples illustratifs sont également présentés pour valider I'approche
d'identification proposée et les résultats obtenus ont été trés satisfaisants.

On note que les valeurs numériques des observations utilisées dans les trois méthodes
d'identification sont générées a l'aide de méthodes de simulation des systtmes d’ordre

fractionnaire différentes de celles utilisées dans les méthodes d’identification proposée.
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Récemment, il a été€ observé que plusieurs systemes physiques sont mieux décrits par des
équations différentielles d'ordre fractionnaires que par des équations différentielles classiques
d’ordre entier. Ce qui explique que les systemes d’ordre fractionnaires sont devenus un outil de
plus en plus populaire pour la modélisation du comportement de nombreux processus.
L’identification des systemes dynamiques par modeles d’équations différentielles d’ordre
fractionnaire est devenue un domaine de recherche trés important dans la théorie des systémes
au cours de deux dernieres décennies. Cependant, ces types de modeles fractionnaires posent
un probleme d'identification plus difficile parce que ¢a nécessite non seulement l'estimation des
parametres du modele, mais également la détermination des ordres fractionnaires de
différentiation. A partir des années 1990, des travaux sur [’identification par modeles
fractionnaires, tant dans le domaine temporel que fréquentiel, ont été proposés. Beaucoup de
ces techniques d’identification ont été des extensions de méthodes d'identification classiques
des systemes d'ordre entier. Malgré toutes les méthodes développées, un travail de recherche
continu pour le développement de nouvelles techniques d’identification des systemes d’ordre
fractionnaires est toujours en cours pour et I’amélioration de la qualité d’identification de ce
type de systemes. Dans cette theése, nous avons abordé le probleme de développement de
nouveaux algorithmes d’identification des systemes dynamiques linéaires d’ordre fractionnaire.
Les méthodes d'identification proposées sont développées dans le domaine temporel a 1'aide
d’un différentiateur numérique RIF d’ordre fractionnaire ajustable.

Notre premiere contribution consiste a développer une structure numérique RIF d’ordre
fractionnaire ajustable pour 1’implémentation du différentiateur d’ordre fractionnaire s™, ot m
est un nombre réel positif. En se basant sur la méthode d’implémentation analogique du
différentiateur d’ordre fractionnaire s™ (0 < m < 1) par une fonction rationnelle utilisant
I’approximation de Charef, le différentiateur numérique RIF d’ordre fractionnaire ajustable est
obtenu sous la forme de la structure numérique de Farrow. Les résultats de I’implémentation du
différentiateur analogique s™ (O<m<1) obtenus ont été trés satisfaisants. En raison de sa
structure, le différentiateur numérique RIF d'ordre fractionnaire ajustable jouera un role
important dans les algorithmes d’identification développés dans ce contexte.

La seconde contribution de cette these consiste a développer un algorithme d’identification
dans le domaine temporel pour les systemes dynamiques linéaires d’ordre fractionnaire décrits
par des équations différentielles linéaires d'ordre fractionnaire. Nous avons montré que ce
probleme d'identification peut étre résolu par l'algorithme des moindres carrés récursifs

appliqué a une équation de régression linéaire obtenue de 1'équation différentielle linéaire
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d’ordre fractionnaire représentant le systeme linéaire d’ordre fractionnaire a l'aide d’un
différentiateur d’ordre fractionnaire ajustable sans répéter les calculs fastidieux des dérivés
d'ordre fractionnaire a chaque itérations de 1’algorithme d’identification. Deux classes
d'identification des systemes linéaires d'ordre fractionnaire ont été développées.

Dans la premiere classe la connaissance a priori des ordres de différenciation de
I'équation différentielle linéaire d'ordre fractionnaire est nécessaire pour I’identification des
parametres du modele fractionnaire. Nous avons alors étendu I’ algorithme d’identification de la
premiere classe aux systémes linéaires fractionnaires d'ordre commensurable sans connaissance
préalable de l'ordre fractionnaire commensurable de 1'équation différentielle linéaire
représentant le modele. Dans ce cas, les parametres du modele sont calculés pour plusieurs
valeurs de I’ordre commensurable autour de sa valeur la plus probable ; ainsi les estimées des
parametres et de I’ordre commensurable sont alors celles dont I'erreur quadratique entre les
observations et le modele estimé est la plus petite. Des simulations numériques ont été
présentées pour valider la méthode d'identification proposée et les résultats obtenus ont été tres
satisfaisants.

Dans la seconde classe la méthode d’identification proposée traite 1'identification du
systtme linéaire d’ordre fractionnaire fondamental qui est le plus simple des systemes
fractionnaires parce qu’il a deux parametres et un ordre de différentiation. Dans ce cas
I’algorithme d’estimation proposé se compose de deux parties ; la premicre partie concerne
I’estimation des parametres en utilisant 1’algorithme des moindres carrés récursifs de la
premiere classe et la seconde partie concerne I’estimation de I’ordre en utilisant I'algorithme du
gradient. Des exemples illustratifs sont également présentés pour valider I'approche

d'identification proposée et les résultats obtenus ont été tres satisfaisants.

Perspectives et suggestions :

v’ Extension des algorithmes développés aux systémes fractionnaire linéaires d’ordre
commensurable généralisés pour I’estimation des parametres et I’ordre commensurable.

v' Extension des algorithmes développés aux systémes fractionnaire linéaires d’ordre non
commensurable pour I’estimation des parametres et les ordres de différenciation.

v’ Validation expérimentale des algorithmes d’identification proposés.

v' Application des algorithmes d’identification proposés dans la commande adaptative.
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Abstract

It has been observed that many physical systems are well characterized by linear fractional
order models. Hence, their identification is attracting more and more interest of the scientific
community. However, they pose a more difficult identification problem than the integer order
systems because it requires not only the estimation of the model coefficients but also the
determination of the fractional orders with the tedious calculation of fractional order
derivatives. This thesis focuses on the identification in the time domain of the dynamic
fractional order systems described by linear fractional order differential equations. The
proposed identification method is based on the recursive least squares algorithm applied to an
ARX structure derived from the linear fractional order differential equation using a numerical
fractional differentiator of adjustable order. In the first place, this identification method has
been used to estimate the parameters with a prior knowledge of the fractional differentiation
orders of the fractional order linear differential equation representing the linear fractional order
system under investigation. Then, it has been used to estimate the parameters of a linear
fractional system of commensurate order without a prior knowledge of the commensurate
fractional order which is obtained among several values as the one when the square error
between the measured data and the estimated model is the smallest one. Finally, an extension of
the proposed identification method has been done to estimate the parameters and the order at
the same time of the fundamental linear fractional order system. Illustrative examples are also

presented to validate the usefulness of the proposed identification methods.

Keywords:
Adjustable fractional differentiator, Identification, Linear fractional differential equation,

Recursive least squares method
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