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RESUME

Modélisation de la propagation ultrasonore
dans les milieuxr complexes

Ce travail de thése a pour objectif la modélisation de la propagation des ondes sonores dans les
milieux complexes, en particulier poreux et ’étude de ’absorption acoustique de ces matériaux
afin de réduire le bruit généré par les produits manufacturés. Les matériaux poroélastiques sont
des matériaux poreux dans le cas ou la structure est mise en mouvement, c’es-a-dire la structure
est déformable ou mobile. La théorie de Biot-Johnson-Chompoux-Allard (ou modéle de
Biot-Allard généralisé) est utilisée pour décrire le comportement de ces matériaux poro-visco-
élastiques modélisés comme des systémes bi-phasiques constitués d’une phase solide et d’une
phase fluide, I'air, couplées dans le temps et dans I’espace. Une approche analytique est propo-
sée dans le cadre de la théorie de Biot-Allard généralisée. Cette approche est une méthode de
la matrice de transfert. Les indicateurs acoustiques ont été calculés en utilisant cette méthode.
Une approche numérique basée sur les éléments finis est utilisée pour calculer les parties réelle et
imaginaire de I'impédance de surface et le coefficient d’absorption, en utilisant un code de calcul
appelé Comsol Multiphysics. Une comparaison entre les simulations utilisées par les deux ap-
proches a été effectuée pour calculer les indicateurs acoustiques. Aussi les effets des paramétres
mécaniques sur ’absorption acoustique ont été étudiés. Un effet notable a été observé dans le
cas des parameétres du module d’Young et du coefficient de Poisson ainsi que la densité et reste

absent pour les autres paramétres.

Mots clés : Matériauzr poreuz, modéle de Biot-Allard, matrice de transfert, Comsol Multi-

physics, Coefficient d’absorption, mousse polymére.



ABSTRACT

Modelling of ultrasound propagation in complex media

This thesis work aims at modeling the propagation of sound waves in complex medium, or
porous materials, and the study of sound absorption of these materials to reduce the noise
generated by manufactures. Poroelastic materials are porous materials in the case where the
structure is set in motion, that are to say the structure is deformable or movable. The theory
of Biot-Johnson-Chompoux-Allard (or model of generalized Biot-Allard) is used to describe the
behavior of these poro-viscoelastic materials modeled as two-phase systems consisting of a solid
phase and a fluid phase, air, coupled with time and space.

An analytical approach is proposed in the context of the generalized Biot-Allard theory. This
approach is a method of the transfer matrix. Acoustic indicators were calculated from this me-
thod.

A numerical approach based on the finite elements is used to calculate the real and imaginary
part of the surface impedance and the absorption coefficient, using a calculated code called
COMSOL Multiphysics.

A comparison between the simulations used by the two approaches was made to calculate the
acoustic indicators. But also the effects of mechanical parameters of sound absorption were stu-
died. A notable effect was observed in the case the Young’s modulus parameter, but nothing has

been observed for other parameters.

Keywords : porous materials, Biot-Allard model, transfer matrix, Comsol Mul-

tiphysics, absorption coefficient, polymer foam
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INTRODUCTION GENERALE

La révolution technologique et industrielle connue par I’homme & notre époque, a non seule-
ment envahi et contribué a notre vie quotidienne mais aussi a enrichi le spectre des nuisances
sonores. Ce dernier peut provoquer chez ’homme des problémes physiques et psychiques (sur-
dité, stress, perturbations du sommeil, etc.). En conséquence, I'homme a tenté de réduire les
nuisances sonores dans son environnement. Il faut dire que ’exigence de confort acoustique n’a
pas accompagné cette révolution & ses débuts. Mais depuis une vingtaine d’année, ’acoustique
a travers 'exigence sociale de la réduction du bruit et du confort sonore, est devenue un pa-
ramétre incontournable de la conception des produits manufacturés (aéronautique, automobile,
ferroviaire, outillage, électroménager), de I'urbanisme (aéroport, trafic routier, transformateurs
de puissance électriques). Donc, l'assurance d’un confort acoustique au quotidien est devenue
un enjeu politique, par I’approbation d’une loi qui protége les hommes et I’environnement.

La méthode la plus couramment utilisée pour répondre & l’amélioration du confort acous-
tique, utilise un control passif de ’énergie acoustique au moyen de matériaux absorbants. Ces
derniers sont généralement des mousses polyméres ou des fibreux (laine de roches, fibre de
verre,..). Les matériaux poreux sont constitués dans leur forme la plus simple, de deux phases,
une phase solide appelée squelette, et une phase fluide, I'air en acoustique. Ces matériaux sont
le siége d’interactions fortes entre leurs constituants conduisant & des phénoménes d’atténuation
ou d’absorption importants.

La prédiction du comportement acoustique ou vibratoire des matériaux poreux n’est pas
encore totalement maitrisée. De nombreux modéles théoriques introduisant un grand nombre de
parameétres (tortuosité, porosité, résistivité, longueurs caractéristiques thermique et visqueuse)
ont été développés. Les premiers travaux de modélisation sont initiés par Zwikker et Kos-
ten |ZK49| au milieu du siécle dernier (1949). Ce modéle appelé modéle de "fluide équivalent”
a structure rigide, considére que la propagation dans le matériau est semblable & celle dans un
fluide libre dont les caractéristiques sont modifiées par la présence du solide. Les effets visqueux
sont pris en compte en modifiant la masse volumique de la phase fluide et les effets thermiques
en modifiant son module de compressibilité dynamique. Un autre modéle plus simple est celui de

Delany et Bazley (1970) [DB70] qui établit des lois empiriques suivant lesquelles les constantes

Xvil
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de propagation et les impédances caractéristiques pour les matériaux fibreux sont en fonction
du rapport de la fréquence et de la résistance. Afin de modéliser plus finement les effets dissipa-
tifs, Johnson et coll [JKD87|., introduisent une fonction de forme visqueuse appelée longueur
caractéristique visqueuse A qui, contrairement & celle de Zwikker et Kosten, n’est pas limitée
par la nature géométrique du squelette. De fagon similaire, Champoux et Allard [CA91] dé-
finissent une fonction de forme liée aux effets thermiques ainsi qu’une longueur caractéristique
thermique A’. En 1996, Lafarge et coll [LLAT97]., introduisent la perméabilité thermique k:(/)
afin d’améliorer la prise en compte des effets thermiques a basses fréquences.

Cependant, le modéle de fluide équivalent & structure rigide n’est plus adapté lorsque le
squelette du matériau est mobile ou se déforme. Le modéle fondamental de propagation d’ondes
acoustiques dans les matériaux poreux, tenant compte des vibrations de structure a été présenté
par Biot. Il utilise le formalisme de la mécanique des milieux continus et suggéra que le milieu
poreux pouvait étre vu au niveau macroscopique comme la superposition en temps et en espace
de deux milieux continus couplés. Cette modélisation est adaptée a I'acoustique par Allard
en intégrant les diverses contributions précitées de Johnson et coll., Champoux et Allard,
Lafarge et coll, ce modéle est appelé le modéle de Biot-Allard.

La caractérisation des matériaux poro-visco-élastiques ou vibro-acoustiques, nécessite la connais-
sance des propriétés élastiques relatives aux phases solide et liquide du matériau et aussi celles
relatives aux interactions entre les deux phases. La mesure de ces propriétés élastiques ou méca-
nique des matériaux poreux est indispensable pour décrire et analyser les vibrations du squelette
dans les gammes ; basses, moyennes, et hautes fréquences.

Pour assurer le confort acoustique, il est nécessaire d’étudier la performance d’absorption
acoustique de matériaux poreux contre les ondes acoustiques (ou les bruits) générés par les pro-
duits manufacturés. Donc, il faut étudier d’une maniére trés précise, la propagation de ces ondes
aux seins de ces matériaux. Cette propagation est caractérisée par 'un des deux couples; la
densité effective et la compressibilité dynamique, ou 'impédance de surface et la constante de
propagation. Elles dépendent des paramétres intrinséques du matériau poreux. A partir de ces
couples on peut calculer le coefficient d’absorption d’un tel matériau, afin de savoir sa qualité
et sa performance d’absorption acoustique.

Le travail présenté dans ce manuscrit s’attache a la modélisation de la propagation des ondes
sonores dans les milieux poreux, en particulier les milieux poroélastiques ou poro-visco-élastiques
soumis & une excitation acoustique, et & la prédiction du comportement acoustique des maté-
riaux poreux souples & titre d’exemple, les mousses polyméres (polyuréthane, mélamines). Ce
manuscrit s’articule donc en quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux généralités sur les milieux poreux. Tous d’abord nous

commencons par des notions de base nécessaires & la compréhension de la structure du milieu
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poreux. Ensuite nous rappelons les différentes échelles spatiales que nous pouvons rencontrées
dans notre modélisation, les différents mécanismes de dissipations de I’énergie acoustique due au
comportement viscoélastique du squelette, le frottement visqueux entre les parois du squelette
et le fluide et I’échange thermique entre ’air et le squelette lors du passage d’une onde acous-
tique. Nous décrivons ainsi dans ce chapitre qualitativement les matériaux poreux, en soulignant
d’une facon plus détaillée, tous les paramétres intrinséques acoustiques et mécaniques définissant
chaque phase du matériau poreux, solide et fluide, et les paramétres de couplages entre les deux
phases. Et enfin nous citons les ondes qui peuvent se propager dans un milieu semi-infini continu
bi-phasique.

Le second chapitre présente une description mathématique des milieux poreux en acous-
tique. Nous rappelons les hypothéses de base pour les deux modéles, poroélastique et fluide
équivalent, ainsi les formulations mathématiques décrivant la propagation des ondes acoustiques
pour chaque modéle. Nous présentons aussi dans ce chapitre, d’'une part une solution détaillée
pour la formulation déplacement-déplacement (u, U) du modéle de Biot-Allard, et d’autre part
Iexistence des deux ondes (p) et (s) pouvant se propager dans le cas du matériau poroélastique.
Et enfin, nous donnons la définition de I'impédance de surface, du coefficient d’absorption et
aussi des conditions d’arriére pour les deux cas de la structure, rigide et élastique du matériau
poreux étudié. Des exemples d’applications pour différents matériaux poreux rigides et élastiques
illustrent bien cette partie.

Dans le troisiéme chapitre, nous nous intéressons a I’approche analytique, représentée par la
méthode de la matrice de transfert. Cette méthode a pour objectif d’étudier d’une maniére trés
simple la modélisation des ondes acoustiques dans les matériaux stratifiés. Ces derniers peuvent
étre de natures différentes; solide élastique, plaque mince, fluide, rigide poreux, limp poreuse et
poroélastique. Le modéle présenté dans ce chapitre est basé sur la représentation de la propaga-
tion des ondes planes dans différents médias, en termes de matrices de transfert. Nous rappelons
dans ce chapitre, les différentes matrices de transfert de chaque type du matériau, et nous pré-
sentons les matrices d’interface reliant les matériaux de méme nature ou le cas contraire. Et enfin
nous calculons les indicateurs acoustiques du probléme posé avec des exemples d’applications
pour les différents matériaux poreux (rigide ou élastique).

Le dernier chapitre présente des résultats de modélisation obtenus par la simulation avec le
code de calcul basé sur les éléments finis, appelé Comsol-Multiphysics. Nous implémentons les
deux équations de la formulation mixte (u, p), développée par Atalla et al et dérivée a partir des
équations de la formulation déplacement-déplacement (u, U) de Biot. Dans un premier temps,
nous calculons 'impédance de surface et le coefficient d’absorption en fonction de la fréquence.
Et nous comparons les résultats obtenus & ceux calculés analytiquement par Matlab. Dans un

second temps, nous étudions l'effet du module d’Young, le coefficient de Poisson, la densité, et
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le facteur de forme sur la qualité d’absorption.

Ce manuscrit est cloturé par une conclusion générale.



MATERIAUX POREUX :
NOTIONS GENERALES ET
DESCRIPTION

I Introduction

Dans ce chapitre nous mettons en lumiére le concept des milieux poreux et les types d’ondes
pouvant se propager dans ces milieux. Dans un premier temps nous commencons par la notion
de milieu poreux en soulignant les différentes échelles spatiales rencontrées dans la modélisation,
tout en précisant les approches microscopiques et macroscopiques. Dans second temps, nous
décrivons qualitativement les milieux poreux en définissant les paramétres intrinséques de chaque

phase de ces milieux. Nous rappelons ensuite les différentes ondes qui peuvent se propager dans

les milieux poreux.

II Milieux poreux : Notions

Les milieux poreux sont des milieux biphasiques, composés d’une matrice solide appelée
squelette, rigide ou élastique, qui définit un réseau de pores saturés par un fluide compressible et
visqueux, qui est généralement ’air dans les applications courantes, (figure 1.1) [OIn99,Sel03|. En
général la structure des matériaux poreux est trés complexe parce que le milieu, souvent considéré
homogéne au niveau macroscopique, est désordonné du point de vue microscopique (figure 1.2).
La géométrie et la physique microscopiques et macroscopiques varient considérablement d’une
matiére poreuse a l'autre, comme nous l'avons illustré sur les figures (1.1) et (1.3). Les formes

des pores, la structure de la partie solide (le squelette) et aussi la surface de contact entre les
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deux phases, qui sont important pour ’évaluation de la dissipation, sont bien visibles a 1’échelle
microscopique. Pour les mousses polyméres, métalliques et céramiques, la phase solide est faite
de cellules connectées, tandis que la matiére fibreuse suit un arrangement de fibres minérales

complexe.

(a) Mousse polymére (b) Laine de verre

FIGURE 1.1 — Echelles caractéristiques d’un milieu poreux [Oln99]

— Le fluide saturant peut librement circuler autour du squelette dit a porosité ouverte.
— Le squelette est constitué d’un assemblage continu de poutres formées & base de polymeéres

(figure 1.1 (a)) ou discontinu de fibres de type minérales ou textiles (figure 1.1 (b))

Ces matériaux poreux sont couramment utilisés dans divers secteurs industriels selon le confort
acoustique concerné. Ils permettent de réduire le niveau de bruit & partir de trois mécanismes
de dissipation de I’énergie mécanique :

a). Le premier est rattaché au comportement viscoélastique du squelette.

b). Le second est lié¢ a la viscosité de l'air : Les frottements visqueux entre les parois du
squelette et fluide vont dissiper ’énergie acoustique lors du mouvement relatif entre les
deux phases.

c¢). Le dernier mécanisme est relié aux échanges thermiques entre l'air et le squelette lors du

passage d’une onde acoustique.

FIGURE 1.2 — Illustration schématique des échelles caractéristiques d’un milieu poreux [Oln99|



Milieux poreux : Notions Chapitre 1/3

(a) Mousse polymére (b) Laine de verre
FIGURE 1.3 — Photographie d’un échantillon poreux a 1’échelle microscopique [Dou07]

I1.1 Matériau poreux et échelle spatiale

Une des premiéres questions qui se posent lorsque nous abordons I’étude des milieux poreux,
est celle de I’échelle spatiale d’analyse : nous avons deux échelles d’espace qui sont en effet en-
visageables. La premiére est 1’échelle microscopique, dans laquelle, la partie solide d’une part,
et la partie fluide d’autre part, occupent des domaines géométriques séparés dans un volume
élémentaire de milieu poreux. Donc un point géométrique se trouve soit dans la partie solide ou
dans la partie fluide & un instant donné. Cette échelle microscopique a la dimension du pore.
A ce niveau nous pouvons écrire ’ensemble des équations mécaniques, physiques et chimiques
régissant le comportement des phases et les interactions entre celles-ci. Donc, cette échelle est
adaptée pour résoudre les problémes de taille microscopique, tels que les problémes interfaciques
par exemple.

Dans un milieu poreux, deux types de porosité sont bien distincts. Une porosité connectée corres-
pondant a I'espace interstitiel continu, ou s’effectue I’écoulement de la phase fluide (Deux points
au méme fluide sont reliés par un trajet interne continu), et une porosité fermée ou occluse,
saturée de fluide ou non, piégée dans la matiére, dans ce cas la, aucun écoulement de fluide n’a
lieu.

La matrice du milieu poreux est alors constituée de la patrie matérielle solide du volume élé-
mentaire et de sa porosité occluse figure (1.4) [Cou91|. Dans notre étude nous considérons une

porosité connectée et notée ¢. lorsque le fluide occupe totalement ’espace poreux, alors le mi-

o

porosité
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porosité
connectée

grains
solides

{
>

FIGURE 1.4 — Matrice d’un milieu poreux avec différentes porosités a 1’échelle microscopique
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lieu poreux est saturé. Notons cependant que ce fluide n’est pas forcement homogéne. Il peut
présenter plusieurs composantes, par exemple un solvant et plusieurs solutés. Dans le cas ot la
saturation est partielle, plusieurs fluides distincts coexistent : le cas le plus courant est celui ou
une troisiéme phase de type gazeuse est prise en compte, 'air par exemple. Plusieurs phases
fluides différentes apparaissent alors dans ’étude des milieux poreux non saturés.

La second échelle est ’échelle macroscopique, adaptée a ’étude des problémes de taille humaine,
tels que ceux rencontrés en mécanique des sols et des structures, en géomécanique etc. Au niveau
macroscopique, le volume élémentaire est modélisé par la superposition de plusieurs particules
occupants au méme instant les méme points géométriques mais avec des cinématiques a priori

différentes, (figure 1.5) [DB02]. Pour un choix meilleur de la taille du volume élémentaire, il

L

\
[0 R
structure étudiée

particule particule

fluide  solide de fluide de squelette
description description
microscopique macroscopique

Fi1GURE 1.5 — Différentes échelles spatiales du milieu poreux

faut avoir deux objectifs. Le premier, doit étre représentatif du milieu poreux, c’es-a-dire il doit
étre d’un ordre de grandeur suffisamment grand spatialement pour fournir une modélisation
pertinente de I’ensemble des phénoménes physiques microscopiques. On appel V.E.R le volume
élémentaire représentatif. Le second, & étendue spatiale doit étre trés inférieur & la dimension
du probléme macroscopique posé, permettant une description continue de la matiére.

Si nous supposons que L est la taille caractéristique du sytéme étudié, R est Pordre de grandeur
de I’étendue spatiale du volume élémentaire représentatif, et d est la dimension caractéristique
du pores (figure 1.5), nous pouvons résumer les conditions précédentes sur les différentes échelles

de perception d’un milieu poreux de cette facon :
d< R <L

Dans ce cas, nous pouvons traiter le milieu poreux par une description continue de la matiére,
et le considérer comme continu classique mais généralisé a plusieurs phases, c’est-a-dire comme
une superposition de plusieurs milieux continus. Le squelette est défini comme ’ensemble de la
matrice (qui en constitue la partie matérielle), et de 'espace poreux connecté, {alors c’est la phase
solide coincidant avec la phase fluide occupant 1’espace poreux connecté (figure 1.6)} [Cou91]. 11

existe des mouvements différentiels entre les deux phases, car le milieu poreux est ouvert. Nous
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pouvons écrire les équations poroélastiques et de couplages pour les différentes phases moyenneés

solide et fluide. Notons que nous considérons la géométrie réelle du milieu poreux élémentaire

porosité
connecté \H/éo/
porosité " + _ O
occluse -
grains (9: j@ é
solides C |

particule particule molieu

de squelette fluide poreux

FIGURE 1.6 — Différentes phases du milieu poreux

puisque c’est le cas de ’approche.
Historiquement, a 1’échelle macroscopique, les premiéres études ont été menées par (Darcy) sur
I’écoulement dans les milieux poreux, et par (Terzaghi et Biot) sur le comportement mécanique

des milieux poreux.

I1.2 Approche macroscopique et microscopique
11.2.1 Point de vue microscopique

Des études ont été réalisées par plusieurs auteurs tels que : Auriault [Aur80], Burridge et
Keller [BK81], et Auriault et al [ABCS85|, Terada et al [TIK98|, et Coussy et al [Cou91]|, pour
résoudre des problémes qui nécessitent le passage de 1’échelle microscopique a ’échelle macro-
scopique. Ces auteurs considérent le mélange solide-fluide et résolvent a 1’échelle du pore les
équations mécaniques propres et celles du mélange. L’homogénéisation s’effectue ensuite soit
par développement asymptotique soit par des procédures de moyennisation : elle conduit aux
équations de Biot macroscopiques. Les caractéristiques macroscopiques des termes intervenant
dans les équations se trouvent ainsi justifiées par cette homogénéisation et sont exprimées a
I’aide des caractéristiques microscopiques.

Les équations du mélange solide-fluide au niveau microscopique sont celles de ’élasticité hoo-
kéenne pour le solide et de Navier-Stokes linéarisées pour le fluide Newtonien. Les termes d’iner-
tie des équations de Navier-Stokes sont négligés vu le faible nombre de Reynolds et les auteurs
traitent donc les équations de Stokes. Des contraintes appropriées sont écrites a l'interface mi-
croscopique solide-fluide. Dans ’expression des contraintes d’interaction microscopique, il est
important de noter que la contribution de la partie visqueuse est négligeable par rapport a la
celle de la pression [13]. Le rapport des deux contributions est de l'ordre de grandeur du ratio
échelle microscopique sur échelle macroscopique. C’est pourquoi la répartition des contraintes

dans le fluide est quasiment hydrostatique, bien que la viscosité joue un réle majeur dans 1’écou-
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lement.

11.2.2 Point de vu macroscopique : approche de Biot

L’approche macroscopique est plus ancienne et revient & Terzaghi dans les années 20, et Biot
dans les années. La théorie de Terzaghi se limite a des équations découplées entre ’écoulement
de la phase fluide et la déformation de la phase solide. A partir de cette théorie, plusieurs
articles publiés par Biot, traitent les problémes de mécanique ondulatoire des milieu poreux
Biot [Bio41,Bio55, Bio56b, Bio56¢, Bio56a, Bio62a, Bio62b|. Cette modélisation est justifiée a pos-
teriori par ’approche microscopique du paragraphe précédent.

A partir de Papproche énergétique, Biot traite la théorie de la déformation, et écrit les re-
lations générales des contraintes-déformations solide et fluide d’un milieu isotrope et aniso-
trope |Bio41, Bio55]. Le travail effectué par Biot [Bio56b, Bio56c, Bio56al, reste une référence
pour la propagation des ondes dans un milieu poreux. Biot suppose que ’écoulement du fluide
suit le modéle Poiseuille & faible fréquence |Bio56b|. L’approche énergétique conduit a la mise
en évidence de deux ondes de dilatation, P, I'une dite "rapide", et I’autre "lente", et une onde
de cisaillement, S. L’étude a été approfondie et dans le cas des plus hautes fréquences ot I’écou-
lement de Poiseuille est mis en défaut [Bio56¢|. Un terme correctif & cet écoulement sous la
forme d’un facteur structural représentant les effets de la viscosité et de la forme des pores a été
introduit. Son effet sur les trois ondes se propageant dans un milieu poreux a été généralisé, en
tenant compte des cas du squelette solide anisotrope et viscoélastique [Bio56a).

L’objectif des travaux [Bio62a, Bio62b| est une reformulation plus générale des travaux anté-
rieurs incluant ’anisotropie du milieu, la viscoélasticité et la dissipation interne du solide. Les
équations en termes de propagation sont alors présentées sous une forme générale incluant ces

différents opérateurs.

III Milieux poreux : Description

Les matériaux poreux jouent un réle trés important dans I'efficacité acoustique des systémes
permettant de réduire le niveau de bruit. Donc il est nécessaire de connaitre tous les paramétres
intrinséques de chaque phase, solide et fluide. Ces paramétres décrivant le comportement et la
microstructure de ces matériaux, seront souvent utilisés dans ce travail.

En effet, nous avons onze paramétres intrinséques, deux pour la phase fluide : la masse volu-
mique et le module de compression,et quatre pour la phase solide considérée élastique : la masse
volumique, le module de Young, le coefficient de Poisson, et I’amortissement structural de la
matrice. Ces paramétres ne sont pas utiles pour un matériaux dont la matrice est rigide. Pour

cela cinq autres parameétres tiennent compte du couplage entre les deux phases (liés a la géomé-
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trie de la structure poreuse) : La porosité, la résistance statique a I’écoulement, la tortuosité, la
longueur caractéristique thermique et la longueur caractéristique visqueuse.
Nous rappelons donc les principales définitions des paramétres intrinséques physiques et méca-

niques décrivant le comportement du matériau poreux.

ITI.1 Paramétres du fluide

Le fluide saturant est l'air : ses caractéristiques sont [Dou07] : Température Ty = 18°C,
Pression au repos Py = 1.0132 x 10° Pa, masse volumique au repos pr= 1.213.Kg/m?3, célérité du

1

soncy = 342.2m.s 1, viscosité = 1.54x 107 K gm~'s~! module de compressibilité adiabatique

K, = 1.42 x 10° Pa, nombre de Prandlt P, = 0.71 et rapport du chaleur spécifique v = 1.4.

I11.2 Parameétres de la matrice solide

La partie solide du milieu poreux est caractérisée par quarte paramétres : la masse volumique,
le module d’Young, le coefficient de Poisson , et le facteur de perte. Dans le cas de faible défor-
mation, le comportement du matériau peut étre considéré linéaire et décrit par une loi de Hooke
utilisant des grandeurs complexes. Une représentation vectorielle des champs de déformation et

de contraintes [Dou07|, nous permet d’écrire :

{5} = [Hel{e*) (1.1)

Avec G, €%, et [JEI E] représentent respectivement la contrainte, la déformation, et la matrice
d’élasticité de la phase solide (le symbole tilde désigne une quantité complexe et dépendante de
la fréquence).

Dans le cas d’un milieu isotrope, la matrice d’élasticité [ﬁ £] peut étre caractérisée a partir du

module d’Young et du coefficient de Poisson complexe [Dou07]

s
Il

E(w) + jE () = Bw)(1 + jn(w)) (1.2)

v(w) + jv' (@) (1.3)

1

Avec ns le facteur perte défini comme le ratio de la réponse instantanée (patrie réelle de la

matrice) sur la réponse en quadrature de phase (partie imaginaire).

III.3 Paramétres caractérisant le couplage entre les deux phases

Les paramétres de couplage entre les deux phases, solide et fluide sont :
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I11.3.1 Porosité

La porosité est le paramétre le plus évident & définir. Il est le rapport entre le volume des

pores V¢ au volume total V; de I’échantillon et on note [LWdROS§] :

v

a7

(1.4)

Par définition, la porosité est un parameétre sans dimension variant entre 0 et 1. quand ¢ = 0,
le matériau est un solide et quand ¢ = 1, le matériau est un fluide. Le volume du solide est
Vs =V = Vy.

Seulement ces deux parameétres (V; et Vy) sont nécessaires pour calculer la porosité. Comme
nous l'avons souligné précédemment, il existe plusieurs définitions de la porosité, a savoir les
porosités connectée et déconnectée, aussi appelées ouverte et fermée respectivement.

Dans la porosité connectée ou ouverte, le volume du vide est relié & 'extérieur et les pores
sont interconnectés. Mais dans le cas général, il peut arriver qu'une certaine partie du vide soit
enfermée a l'intérieur de ’échantillon. Cela signifie qu’il peut y avoir des pores non connectés
a extérieur. La porosité fermée ou déconnectée est donc la différence entre la porosité totale
et la porosité connectée. Cette derniére porosité est rarement rencontrée dans la plupart des
milieux poreux naturels. Un autre cas, moins fréquent est celui de la porosité piégée, dans
lequel les pores sont mal raccordées et les canaux sont tellement étroits que lair est emprisonné
& lintérieur des cavités lorsque ’échantillon est immergé. les cavités peuvent étre aussi des
résonateurs de Helmholtz pendant I’écoulement du fluide. les différentes porosités sont illustrées

dans la (figure 1.7) La fabrication des matériaux poreux, parfois donne naissance a de petites

a) b) c)

FI1GURE 1.7 — Différentes formes de porosité a) porosité ouverte (connectée). b) porosité fermée

(déconnectée) . c) porosité piégée :

quantités de porosités déconnectées [Hen97, Gee08|. Dans notre travail la porosité déconnectée
est négligeable. Cependant la porosité piégée est rarement rencontrée, Donc, pour notre étude

la porosité connectée est la seule considérée.
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I111.3.2 Permeéabilité visqueuse et résistivité au passage de ’air

La perméabilité a été définie par Darcy dans le cas spécifique de 'eau, et a été généralisée
avec 'introduction du concept de la viscosité. Pour un écoulement non turbulent, la loi de Darcy

dans le cas du matériau poreux anisotrope prend la forme :

W = —EVp f (1.5)
n

ot W est la vitesse de filtration ou une quantité de fluide traversant une unité de surface
du matériau a l'extérieur tel que W = gb(U — 1), avec U et représentent respectivement, les
vitesses macroscopiques du fluide et du solide, k est la matrice de la perméabilité visqueuse du
matériau poreux, égale & ko dans le cas isotrope, 1 est la viscosité dynamique du fluide saturant,

et py est la pression du fluide.
La perméabilité visqueuse est calculée directement a partir de la mesure de la chute de pres-
sion lorsque le fluide circule & travers I’échantillon poreux & une vitesse donnée. Dans le cas

unidimensionnel isotopique (figure 1.8) [LWARO0S8, Ler08], la loi de Darcy s’écrit :

ko ,Apy

Q= ;S y (1.6)

ou Q = S||W|| est le débit volumique traversant un échantillon d’épaisseur d et de section

S, avec une baisse de pression Ap; entre les bords. L’analogie avec la résistance électrique est

d
. o

S
Q —— Q —>

m—M

F1GURE 1.8 — Configuration de mesure de la perméabilité visqueuse kg ou la résistivité au passage

de l'air Ry =n/k

évidente si nous comparons le débit du fluide volumique a 'intensité du courant, et la diminution
de la pression Ap; a la différence de potentiel électrique. Par conséquent, les acousticiens et les

ingénieurs préférent utiliser la résistivité du flux ou la résistivité de ’écoulement, définie comme :
Ry =n/ko (1.7)

Cette résistivité illustre la réduction de ’écoulement a travers I’échantillon induit principalement

par une géométrie complexe et grande surface de contact entre le squelette et le fluide.
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I11.3.3 Tortuosité

Il y’a deux définitions de la tortuosité a, : I'une est liée uniquement a la description de la
géométrie de microstructure du milieu poreux, et I'autre est liée & des processus dynamiques.
La premiére décrit les lignes de courant & l'intérieur du systéme des pores connectés tortueux
[Hen97, Bro80|. C’est le rapport de la longueur /4 de la ligne du courant joignant les deux bords
d’un échantillon a la longueur droite ou réelle [, entre les deux mémes extrémités comme illustré

dans la figure (1.9). Elle s’exprime par :
Qoo = g/l (1.8)

Cette définition n’est pas utilisée dans la pratique, parce que les investigations acoustiques
impliquent les processus dynamiques.
La tortuosité définie pour les processus dynamiques et celle définie a partir de la structure, sont
voisines parce que la méme géométrie du squelette est prise en compte. Cependant, la seconde
est fréquente parce qu’elle est mesurable a partir de la propagation des ondes acoustiques.
Une définition de la tortuosité est obtenue & partir de ’étude du champ micro-vitesse du fluide
U, comme représenté dans la figure (1.9). L’énergie cinétique moyenne, pour chaque contribution
de la micro-vitesse du fluide (v2,) calculée & chaque point du volume des pores Vp, est supérieure
a I’énergie cinétique moyenne macroscopique vj% = (v2,)? le long de la direction de propagation
de la méme perturbation dans le méme fluide, mais libre & I’écoulement. Par conséquent, la

tortuosité s’écrit [LWAROS§] :

w2y YV [y, vndV,
wm)2 ~ (U/V, , v3,dV;)?

(1.9)

Ao —

Une confirmation de la pertinence de cette définition de la tortuosité sera donnée dans la
présentation de I’énergie cinétique dans la théorie de Biot, Chapitre 2. La tortuosité illustre la
distribution de taille de pores et sa géométrie complexe (variation de la longueur des pores et des
coupes transversales) par rapport a la taille totale de I’échantillon. La tortuosité peut également
étre définie & travers la conductivité électrique du fluide saturant. Une analogie entre la loi de

Darcy et le transport électrique est réalisée et s’écrit [LWdROS| :

A

ot I est le courant électrique et AV la différence de potentiel (associée respectivement a
I'écoulement du fluide de la debit @ et & la diminution de pression du fluide I’équation (1.6). o
est la conductivité électrique dans un récipient d’épaisseur d de section S. Une autre mesure la
différence de potentiel AV est effectuée lorsqu’un matériau poreux, saturé par le méme fluide

conducteur avec la méme épaisseur d et la méme section S, est placé entre les électrodes comme
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FIGURE 1.9 — Illustration schématique de la tortuosité. la fléche principale représente la vitesse de
particule macroscopique vy (longueur droite /) et les petites fleches représente la micro-vitesse

locale vy, (longueur des lignes courantes l4)

dans la figure 1.10. Le squelette est isolant de sorte que la conduction électrique a lieu uniquement
dans l'espace des pores et les lignes de courant qui suivent la géométrie. Par conséquent, la
porosité ¢ doit apparaitre dans le calcul de la conductivité o de la matiére poreuse. Une autre
expression de la tortuosité s’écrit en fonction de la porosité ¢ et de la conductivité de I’écoulement

du fluide oy :
O‘f
o = O—= 1.11
« ) - ( )

Etant donné que la résistivité (ou la résistance a 1’écoulement) est trés importante dans I’échan-

F1GURE 1.10 — Configuration de mesure de la conductivité.

tillon poreux, la conductivité o est inférieure a la conductivité o¢. (la porosité ¢ a une valeur
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comprise entre 0 et 1, et la tortuosité doit étre supérieure ou égale a 1. Finalement, une relation

relie la porosité a la tortuosité a travers le facteur géométrique F' = o¢/o [SMEO1]

I11.3.4 Autres paramétres géométriques

Deux paramétres géométriques importants et largement utilisés peuvent étre définis pour tous
le matériaux poreux. Ils ont été initialement dérivés de la classe spéciale de matériaux poreux a
squelette rigide, dans laquelle le squelette n’est pas excité par une sollicitation extérieur (c’est-a-
dire aucune onde ne se déplace dans le squelette). Cela peut se produire lorsque le fluide saturant
est assez léger comme l’air et pas trop visqueux. Cette hypothése permet d’obtenir de nouveaux
résultats quand les effets de dissipation, c’est-a-dire les pertes visco-thermiques aux parois des

pores, sont prises en considération.

I111.3.4.1 Longueur caractéristique visqueuse A : La longueur caractéristique visqueuse
a été introduite par Johnson et coll [JKD87|. Leurs arguments sont basés sur la dissipation de
I’énergie a travers les canaux tant que le fluide circule aprés qu’il a été soumis & un gradient
de pression harmonique microscopique Vpyexp(jwt). Seulement la dissipation due aux effets
visqueux est prise en compte par la suite par Zwikker et Kosten [ZK49] qui ont montré que
les pertes visco-thermiques dans la théorie de Kirchhoff [LL59] de la propagation des ondes
dans des tubes cylindriques sont séparables. Les travaux de Johnson montrent qu’un potentiel
microscopique de I’écoulement v, est défini pour décrire le mouvement des fluides microscopiques
dans le volume des pores qui peut étre considéré identique a celui d’un fluide ideal. Le potentiel

de cet écoulement potentiel peut s’écrire :
V(@) =~V (112)

ou 1 est le potentiel scalaire et * = (z1,x2,23). Le fluide est supposé étre Newtonien et
incompressible dans 1’échelle des pores. Cependant, pour les hautes fréquences, la profondeur de
la couche visqueuse § = \/W est plus petite que toutes les tailles des pores caractéristiques.
Cela implique que le mouvement du fluide v dans la majeure partie des pores est principalement
un écoulement potentiel, sauf dans la couche limite visqueuse § sur les parois des pores. Ainsi,
le mouvement du fluide microscopique est réduit a v ~ v,,.
En raison du gradient de pression oscillatoire appliquée au fluide, une perturbation acoustique
se déplace le long des canaux de volume de pore. Puisque les canaux sont étroits, l'effet de la
dissipation visqueuse ne peut étre négligé. Classiquement, le vecteur d’onde k est complexe sa
partie imaginaire k;,, = Im(k) est le facteur d’absorption responsable de l'intensité de 'onde
sonore décroissante de maniére exponentielle avec le profondeur x comme exp(—2k;p,x)

L’absorption est reliée au taux de dissipation de 1’énergie Epneen €t & Pintensité du flux d’énergie
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Dy, [LWdR08] par :

’ Emech ‘

kim = ||kzm|| = 2Do

(1.13)

Cette relation donne la quantité d’énergie dissipée par unité de volume en fonction du dépasse-
ment de la densité d’énergie a travers le méme volume élémentaire. La valeur absolue traduit le
fait que la dissipation se produit dans les deux directions prises par le fluide & travers les canaux.
La densité de flux d’énergie est le produit de la vitesse du son ¢(w) par la densité d’énergie, qui

est équivalent & I’énergie cinétique moyenne dans 1’échelle des pores. et s’écrit :

1 1
Do = e(w) x | 5ps / | opla) P dV (1.14)
277V, v,

Le taux de dissipation d’énergie est une moyenne sur un cycle de la dépendance temporelle

sinusoidale, et puisque le fluide est incompressible, nous pouvons écrire :

2

L2 av (1.15)

_vavp

81)2‘ T 8vk
Back 8951-

Emech =

.y . oA ) ) .y . -V, R
Cette intégration doit étre décomposée en une intégration sur le volume poreux, E ° ,, ou le
mouvement peut étre pris comme potentiel, et une intégration sur la surface de délimitation

Ei ccn- A haute fréquences, il est clair que I'intégration sur la surface de délimitation domine,

parce que la profondeur de la couche visqueuse devient plus petite que la taille moyenne du pore,
et la dissipation se produit uniquement sur les parois. Au voisinage des parois, qui peuvent étre

considérées plates a hautes fréquences, le champ de la vitesse est de la forme [LWdRO0S] :
v(z) = vy () [1 - e—ﬂ%ﬂ (1.16)

Un autre systéme de coordonnées est alors défini, avec une nouvelle origine qui se déplace le long
de la paroi des pores x,, et 8 une coordonnée locale mesurée & partir de la paroi des pores. Le
vecteur de l'onde de cisaillement K a sa valeur classique Kg = (1 — j)/0 = \/—jwps/n, avec
J, la profondeur de la couche visqueuse. La configuration est illustrée dans la (figure 1.11). Par

conséquent, l'effet visqueux de la couche limite de 1’équation. (15) est réduit a :

. . 11 1
B = e = 37\ 3ore [ L uplo) P a8 (117
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Fi1GURE 1.11 — Configuration de I’échelle du pore : 3 est la distance de la surface au point M,

le point O est l'origine du systéme de coordonnées

En outre, et quelle que soit la fréquence au voisinage du squelette rigide, la vitesse du son

s’écrit :
c(w) = VE(w)p(w) (1.18)

avec K (w) représente le module de compressibilité dynamique du fluide, et p(w) est une densité
du fluide effective qui dépend de la fréquence. La relation de dispersion donne le nombre d’onde

sous la forme :
k= —— (1.19)

Au voisinage de la paroi limite du pore et & hautes fréquences, la densité effective p(w) converge

vers un paramétre de masse m = ps7/¢ et le module de compressibilité dynamique converge
vers K(w)/¢ ot Ky est la compressibilité dynamique du fluide libre [Bru98|. Nous montrerons
au chapitre 2 que la partie qui dépend de la fréquence est fonction de la densité ainsi que module
de compressibilité dynamique proviennent de fonctions de correction pour incarner précisément
le processus de dissipation. Il en résulte qu’a hautes fréquences, la vitesse du son a une valeur
réelle et indépendante de la fréquence, et s’écrit :

lim c(w) = 2L (1.20)

w—00 T

avec cf = \/m est la vitesse du son dans le fluide saturant. Cela signifie également que la
dispersion devient négligeable. En conséquence, le facteur de qualité ) défini devient égale a
Q = 2kim /kre, o ke = Re(k). En combinant les équations (13-15), (17) et (19), on obtient, la
limite asymptotique & hautes fréquences :

11 fs |vp(ra) P dS
W—00 Q 2 pr | ’Up(T) |2 dVv

(1.21)
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A partir de laquelle Johnson et al [34] définissent la longueur caractéristique visqueuse A tel que

2 [o | vp(rw) |2 dsS
AT, Tol) Fav (22

Cette longueur caractéristique donne un rayon moyen des pores dans lesquels les effets visqueux

sont importants.

I11.3.4.2 Longueur caractéristique thermique A’ : Par analogie avec la longueur carac-
téristique visqueuse déterminée par Johnson et al, Champoux et Allard [CA91| ont introduit
la longueur caractéristique thermique A qui tient compte des échanges entre le fluide et le so-
lide a la limite des parois oil le squelette est rigide. Une description plus précise des matériaux
poreux sous excitation acoustique est ainsi obtenue. Le méme gradient de pression oscillatoire
Vpsexp(jwt) est appliqué au fluide saturant, qui est ’air, considéré dans cette section comme
gaz parfait.

La loi de Fourier de conduction thermique linéaire, en ’absence de la source de chaleur externe,

s’écrit sous la forme générale [Ach12] :

d
EV2T = psTo (% (1.23)

ou T est la température acoustique, k est la conductivité thermique, ), I'entropie, ps la densité
de lair, et Tp la température moyenne ambiante dans I’air. il est connu dans la thermodynamique,

la variation d’entropie peut étre écrite sous la forme [Achl12] :

A, _ oo doy o dp
dt — TPRyB, dt  Tpray dt

(1.24)

avec py et p sont les variations respectives de la pression et de la densité dans le fluide, et
Py est la pression ambiante moyenne. Les quantités ¢, et ¢, sont, respectivement, les chaleurs
spécifiques par unité de masse a une pression et un volume constant. Les quantités oy, et /3, sont
les coefficients thermodynamiques classiques pour les dilatations telles que o, = 1/V(9V/9T) p,
et Bp = 1/Py(0Py/0T)v, avec V = 1/py la variation de la masse volumique de I'air. Ainsi 'air
dans ce cas, est considéré comme un gaz idéal. On obtient pour n moles de ce dernier la loi
PyV = nRTy ot R est une constante du gaz idéal (R = 8.32). Par conséquent, o, = 8, = 1/T
et ¢p — ¢, = nR, il peut également étre exprimé par :

pr1o

2 (cp—cv) =1 (1.25)

Dans le cas d’un gaz idéal, ’équation statistique de 'air est

Ldp  1dT Ldp

A 1.26
P dt  Tpdt | psdt (1.26)
La combinaison les équations (23) et (24), pour éliminer le terme dp/dt, donne
ar d
kV2T = ppe, 2o — 2PF (1.27)

P ae ~ at
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La capacité thermique et la conductivité sont généralement trés grande par rapport a l'air pour
la plupart des milieux poreux. Le squelette peut donc étre considéré comme un thermostat, et
la variation de la température T & la surface de contact S entre le solide et le fluide est égale a
Z€r0.

2 . / ’ .
Une fréquence angulaire w est définie comme :

W = %cpw = Pw

Dans un petit domaine proche de la surface de contact, 'équation (1.27) devient, dans le domaine

fréquentiel :

o*T P T .p ’
9 :jfTw —jn%w (1.28)
P

La solution qui disparait & 5 = 0 prend la forme :
T=2 (1 - ejﬁKﬂB) (1.29)
Pfcp

ou K3 = (1 —75)/6 est le vecteur de I'onde de cisaillement(pour la propagation de I'onde ther-
mique). Cette solution est trés similaire a celle obtenue pour le champ des vitesses v(r) au
voisinage des parois, comme dans I’équation (16). Dans un volume poreux V), la température
moyenne est :
_ fvp TdV _ vy

fvp av PrCp

Le volume dV de lair est égale a Sd3 au voisinage des parois, la quantité exp(—j3KgB) diminue

(T) (1.30)

Vo

1 / o~ IBKsB gy
Ve

rapidement quand (3 augmente, si jKg = 2/(1 — j)0 nous pouvons écrire :

. . S S(1—j)
1 IBKsB g5 = =
im0 fy, 56 =Rk, B~ 2B

(1.31)

et, par conséquent, & hautes fréquences, avec une pression supposée constante au niveau local,

la température moyenne s’écrit :

1y = 2L =iy (1.32)

ot A’ est la longueur caractéristique thermique introduit par Champoux et Allard

2_]@5_5

N

(1.33)

I11.3.4.3 Relation entre les deux longueurs caractéristiques

La longueur caractéristique visqueuse A donne une valeur moyenne du rayon de la constriction
du pore, et la longueur caractéristique thermique A" donne une valeur moyenne de rayon du pore
lui-méme (figure 1.12). Ceci est la raison principale pour laquelle la distance entre les parois est

grande, et le gradient thermique est important.
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~2N ~2N

FIGURE 1.12 — Relation entre les longueurs caractéristiques visqueuse et thermique A et A et

la géométrie du pore

IV  Ondes présentes dans un milieu semi-infini poreux continu

biphasique

Dans cette section nous allons rappeler les principales caractéristiques de la propagation
d’ondes dans les milieux poreux. Les problémes de propagation d’ondes dans les milieux poreux
continus biphasiques font intervenir des ondes volumiques et une onde surfacique si le milieu

poreux présente une surface libre.

IV.1 Ondes volumiques

Dans le cas d’un milieu massif infini excité, il existe trois ondes volumiques sphériques qui
se propagent. Deux de ces trois ondes sont des ondes primaires et la troisiéme est une onde

secondaire.

e Les ondes primaires P1 et P2 : ce sont des ondes de compression et parfois appelées
ondes de dilatations ou ondes irrotationnelles. La déformation générées est longitudinale,
elle a lieu dans la méme direction que la direction de propagation de 'onde |Gra75|.

La premiére onde de compression P1, encore appelée onde de premiére espéce, est souvent
dite « rapide »et peu atténuée alors que la seconde onde P2, ou onde de seconde espéce, est
dite « lente »et fortement atténuée. Nous reviendrons sur ces caractéristiques au chapitre
2. Les deux ondes de compression existent dans les deux phases solide et fluide (figure

1.13-a) .
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FIGURE 1.13 — Ondes volumiques

Les figures 1.13 (a) et (b) illustrent les mouvements longitudinal et transversal des parti-

cules générées respectivement par une onde de compression et d’une onde de cisaillement.

e Les ondes secondaires S :

il s’agit d’une onde de cisaillement encore appelée onde

transversale ou onde équivolumique (figure 1.13-b). La déformation générée est transver-

sale, c’est-a-dire perpendiculaire a la direction de la propagation.

IV.2 Onde superficielle de Rayleigh

En présence d’une surface libre pour un massif semi-infini, il apparait un troisiéme type

d’onde, dite onde superficielle ou onde de surface. C’est Rayleigh le premier qui a démontré son

existence en élasto-dynamique : elle porte donc le nom d’onde de Rayleigh et est notée onde R.

Il s’agit d’'une onde particuliérement importante dans la mesure ot elle est beaucoup plus éner-

gétique que les ondes volumiques. Une comparaison des énergies véhiculées par les différentes

ondes en élasto-dynamique est fournie par Lefeuve-Mesgouez [LM99, LMPLH02, LMM12].

Une seconde caractéristique de 'onde R est sa décroissance exponentielle en profondeur du mas-
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sif : il s’agit véritablement d’une onde de surface. Prépondérante en surface, sa contribution
s’annule trés vite en profondeur ou les ondes volumiques sont alors prépondérantes.

Dans le cas de 'onde de Rayleigh, la déformation engendrée correspond & un mouvement des
particules elliptiques et rétrogrades par rapport a la direction de propagation de ’onde. La figure

1.14 illustre ce mouvement [Gra75|.

VN

FIGURE 1.14 — Onde de Rayleigh

Des expressions simples et directes dans un cas général des vitesses des quatre ondes pré-
cédentes n’existent pas. Une détermination de ces célérités nécessite un travail théorique sur
lequel nous reviendrons au chapitre 2. Notons néanmoins que ’onde la plus rapide est toujours
P1 et que les ondes S et R ont des vitesses trés proches. L’ordre entre les différentes célérités

est fonction de la nature du milieu.

V Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons pu donner des notions de bases nécessaires a la compréhension de
la structure du milieu poreux. Nous avons rappelé aussi les différentes échelles spatiales que nous
pouvons rencontrées dans notre modélisation, et déterminé les différents types de dissipation de
I’énergie acoustique due aux comportement viscoélastique du squelette, au frottement visqueux
entre les deux parois du squelette et du fluide, et a I’échange thermique entre lair et le squelette
lors du passage de I’air. Dans ce travail nous avons défini de maniére trés claire chaque paramétre
de chaque phase constituant le matériaux poreux, et aussi les paramétres définissant le couplage
entre les deux phases. Nous avons cité les ondes qui peuvent se propager dans ces milieux : ondes

volumiques et ondes de Rayleigh.



DESCRIPTION MATHEMATIQUE
DES MILIEUX POREUX EN
ACOUSTIQUE

I Introduction

Les divers matériaux poreux utilisés dans les domaines de l'industrie, du transport et de
I’électronique afin d’assurer l'isolation acoustique (c’est-a-dire réduire le niveau du bruit), sont
soumis ou non aux vibrations de la structure sur laquelle ils sont fixés, selon leur structure. Cette
derniére peut étre considérée comme élastique ou rigide pour un milieu poreux. L’objectif de ce
chapitre est de présenter deux modéles mathématiques décrivant la propagation du son dans les
milieux poreux : le modéle poroélastique de Biot-Allard [DALS88| et le modéle du fluide équivalent
de Biot-Allard généralisé II. Le premier justifie le mouvement simultané de la phase solide et de
la phase fluide. Il s’applique aux matériaux & matrice élastique i.e. les matériaux poroélastiques.
Le second est un cas limite du premier ou le mouvement de la phase fluide est négligé. Donc, il
s’applique aux matériaux poreux & matrice rigide, i.e. les fluides équivalents. Dans ce chapitre,
nous exposons en premier, les hypothéses de base pour les deux modéles. Nous décrivons en
second, le modéle poroélastique de Biot-Allard a partir du formalisme Lagrangian. Ensuite nous
présentons le modeéle de fluide équivalent de Biot-Allard résultant du modéle poroélastique.
Enfin, nous présentons les deux ondes obtenues a partir de la solution des équations du modéle
de Biot-Allard généralisé 11, ainsi les parties réelles et imaginaires de 'impédance de surface, et

le coefficient d’absorption dans les trois conditions aux limites arriéres du milieux poreux.

20
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II Hypothéses de base

I1.1 Modéle poroélastique

Le modeéle poroélastique de Biot-Allard est basé sur les hypothéses de la théorie de Biot
[Bio56b, Bio56¢|. Ces hypothéses s’appuient sur un élément de volume cubique unitaire repré-

sentatif du milieu poreux considéré, nous pouvons citer :

1. T’élément est homogeéne et isotrope d’un point de vue macroscopique (Figure 2.1).

FI1GURE 2.1 — Illustration schématique du volume élémentaire représentatif

2. I’élément possédant une structure poreuse est saturé par un fluide initialement au repos.
3. la matrice de ’élément est élastique.
4. les pores dans I’élément sont interconnectés entre eux et avec I’extérieur.

5. les parois des pores sont imperméables et la distribution du volume de pores est concentrée

autour d’une valeur moyenne.
6. les pores sont petits par rapport a 1’élément (h < Hy) (Figure 2.2).

7. I’élément est petit par rapport & la longueur d’onde des ondes élastiques et acoustiques

(H1 < Hg) (Figure 2.2).

8. les comportements de la phase solide et la phase fluide sont linéaires. i.e les déformations

de la matrice et les ébranlements acoustiques sont considérés faibles.
9. le fluide est peu visqueux de sorte ¢’il ne réagit pas aux forces de cisaillement.

10. le fluide est en équilibre thermodynamique sauf les mouvement produits par la propagation

méme des ondes.
11. les effets thermiques et visqueux sont indépendants.

Comme indiqué au chapitre 1 autour de I’échelle macroscopique, on considére que le milieu po-
reux est composé de deux milieux continus couplés, I’'un est solide et 'autre est fluide. La figure
(2.2) illustre bien la description macroscopique. On suppose que la longueur d’échelle des pores h

est petite devant la longueur d’échelle macroscopique H; de I’élément de volume unitaire. Donc,
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onde acoustique ou élastique
[ | échelle macroscopique

h<<H,
H;<<H,

Uy VU,

u, |y,
—
ﬁhase golide ﬁhase fluide
omogene ompgene

Matériaux poreux

FIGURE 2.2 — Illustration de I’échelle macroscomique Ho

I’élément est composé de petits grains ou des petits pores et apparait localement homogéne a
I’échelle macroscopique Hi.

Il faut donc que h <« Hy < Hs, pour que la description macroscopique soit admise. Cette condi-
tion étant respectée, on peut admettre que les propriétés du milieu varient de maniére lente
a l’échelle macroscopique Hj. Aussi, on peut considérer que les déplacements macroscopiques
(Ug, Uy, uz) et (U, Uy, U,), respectivement de la phase solide et fluide d’un élément macro-
scopique comme variables Lagrangiennes plutét que les déplacement microscopiques. Dans ce
contexte, les équations de Biot peuvent étre obtenues dans le cas d’un milieu homogéne et iso-
trope & I’échelle macroscopique, a partir des équations de mouvement de la microstructure de

I’hypothése "10" .

I1.2 Modéle de fluide équivalent

Comme indiqué précédemment que le modéle de fluide équivalent, est un cas limite ” matrice
rigide ” du modéle poroélastique de Biot-Allard. Par conséquent, toutes les hypothéses mention-
nées ci-dessus dans le cadre de la théorie de Biot sont admises excepté I’hypothése "3". Nous

rajoutons les deux hypothéses suivantes :

1. La matrice du milieu poreux est rigide c’est-a-dire immobile, soit & cause de sa grande

rigidité (céramique poreuse, laine de verre renforcée, etc) ou sa masse élevée.

2. La matrice solide du matériaux poreux n’est ni en contact avec une structure vibrante ni

excitée mécaniquement.

L’hypothése "2" n’est pas une condition essentielle pour qu'une approche de fluide équivalent
soit valide, tant que I’hypothése "1" est présente. Allard et al ont étudié le comportement de
mousses poroélastiques partiellement réticulées par la théorie de Biot. Ils ont noté que pour

les mousses & faibles et moyennes résistances statiques a 1’écoulement, 'hypothése pour qu’une
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seule onde de compression se propage dans le fluide soit valide, Une fréquence de découplage est
définie & partir de laquelle ’ébranlements de la phase fluide n’induit pas de mouvements dans
la phase solide. Cette fréquence s’écrit alors :

_ ¢
B 27p1

fe (2.1)

oll o est la résistance statique a I’écoulement, et p; est la densité de la phase solide du matériau
poreux. Cette condition explique les conclusions de Allard et al pour de faibles résistances
statiques & I’écoulement. Ainsi, I'hypothése 1 est respectée pour les matériaux poroélastiques,
pour les fréquences supérieures a la fréquence de découplage.

Des travaux récents, indiquent que la matrice d’'un matériau poroélastique, peut souvent étre

considérée rigide méme pour des fréquences inférieures a la fréquence de découplage.

ITIT Formulation (u, U) pour le modéle poroélastique de Biot-

Allard

Allard a adapté la théorie de Biot sur la propagation des ondes acoustiques dans les milieux
poroélastiques, afin de tenir compte des mécanismes de dissipation. Allard a remplacé le facteur
correcteur de la viscosité introduit par Biot par un facteur correcteur basé sur la notion de la
longueur caractéristique visqueuse introduit par Johnson et al [JKD87|. En plus il a introduit
les effets thermiques en utilisant un module de compression dynamique complexe basé sur la
notion de la longueur caractéristique thermique introduite par Champoux et Allard [CA91]
Nous allons présenter dans les paragraphes qui suivent, les développements théoriques menant
aux équations du mouvement de Biot pour les milieux poroélastiques. Ensuite nous reprenons

le formalisme Lagrangian utilisé par Biot .

I11.1 Energie de déformation et relations contraintes-déformations du milieu

poreux homogéne

Biot a décrit les différentes contraintes exercées a chaque face d’un élément cubique unitaire a
I'échelle macroscopique (figure 2.2) [Bio56a|. Ces contraintes sont moyennes ou macroscopiques.
La figure (2.3), montre que le tenseur des contraintes sur I’élément unitaire peut se diviser en
deux. D’une part, les contraintes exercées sur la phase solide, sont représentées par les compo-
santes tensorielles afj. D’autre part, les contraintes exercées sur la phase fluide, sont représentées
par les composantes tensorielles O'Z-fj. Donc, les composantes du tenseur total exercées sur 1’élé-

P f

ment cubique unitaire sont données par o;. = ofj + ;-

i Les contraintes exercées sur la phase

fluide peuvent étre définies & partir d’une contrainte macroscopique unique ”’s” reliée & la pression
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oy X
A
—t—>0', > Z
y
phase solide phase fluide
homogeéne homogéne

FIGURE 2.3 — Schéma représentatif des contraintes exercées sur les phases solide et fluide d’un

élément cubique élémentaire

macroscopique ”’p” du fluide dans les pores par

O‘lfj = Séij = —gbp(sij (2.2)

avec ¢ est la porosité du matériau poreux, et d;; est le symbole de Kronecker défini par :

0 siij
8ij = (2.3)
1 sii=j

Le signe négatif dans I’équation (2.2) est du a la compression de 1’élément crée par une pression
positive appliquée sur 1’élément unitaire. Par convention, une contrainte de compression est

définie comme négative.

De la méme maniére, Biot a défini les tenseurs de déformation de chaque phase, solide et fluide.

f

Les composantes des tenseurs de déformation sont notées respectivement g;; et &;; pour les phases

solide et fluide. En considérant 'hypothése 10, on peut négliger les composantes 5{]- pour i # j,
selon ’équation (2.3). Donc, les composantes du tenseur total des déformations sur I’élément

cubique unitaire poroélastique sont données par :

Dans un systéme d’axe x,y et z, les contraintes peuvent étre représentés par un vecteur a six

composantes, parce que dans un état d’équilibre des forces et des moments sur I’élément cubique
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unitaire, le tenseur des contraintes de la phase solide est symétrique, afj = O';Z». Ce vecteur est

donné par
(0°) = (05, 05, O, 05, 05, 05.) (2.5)

X Yy 2z Ty Yz Tz

de la méme fagon, et suivant I’équation (2-2), I’état de contraintes reliée a la phase fluide peut

étre représentée par un vecteur comme suit :
<Uf> = <O-£x O-gjjy ng 0 0 O> = _¢p<m> (26)

avec

(my=(1 1 1 0 0 0)

de la méme maniére, les états de déformations des éléments unitaires solide et fluide peuvent

étre représentés respectivement par les vecteurs :

(%) = (e5, €5, €5 265, 2e5. 2e5.) (2.7)
)=, <, . 0 0 0 (2.8)

II1.2 Relations déformations-déplacements

Les relations déformations-déplacements reliées & la phase solide du matériau poroélastique

sont identiques a celles citées en élasticité, soit :

1
el = 5 (uig + i) (2.9)

Cependant, les grandeurs utilisées sont définies & I’échelle macroscopique plutot qu’a 1’échelle
microscopique, (figure 2.2). Dans I’équation précédente u; représente les composantes du vecteur
déplacement moyen ou macroscopique, de la phase solide, soit {u}. La dilatation de I’élément

unitaire de la phase solide est donnée par :
98 = ui,j (2.10)

Les relations déformations-déplacements reliées & la phase fluide du matériau poroélastique
sont analogues a celles données par I’équation (2.9). Cependant, on néglige 1'action des forces

de cisaillement comme indiqué précédemment dans I’hypothése 10, ce qui donne :
é{j = Up,10i1010k1 (2.11)

ou U; représente les composantes du vecteur déplacement moyen, ou macroscopique de la phase
fluide, soit {U}. La déformation de I’élément unitaire de la phase fluide est donc uniquement

représentée par une dilatation définie par

0/ = U, (2.12)
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IT1.3 Relations contraintes-déformations

Les relations contraintes-déformations ont été établies par Biot [Bio62a] & partir du potentiel
de déformation W. Ce potentiel représente la densité volumique d’énergie de déformation. Il est

relié & I’énergie de déformation U par la relation :
U= / Wdv (2.13)
v

ou dv est un élément de volume infinitésimal.

Selon ’hypothése 8, on a un systéme poroélastique conservatif et linéaire, et toutes les formes
de dissipation sont négligées. Donc les contraintes exercées sur un élément poroélastique uni-
taire induisent des déformation qui engendrent une variation d’énergie de déformation & partir
d’un état d’énergie de déformation minimale. On conclut que les contraintes sont des fonctions
linéaires de déformations. Par conséquent, I’énergie de déformation est une forme quadratique li-
néaire, positive et symétrique. La densité volumique d’énergie de déformation W, ou le potentiel

de déformation, d’un agrégat poroélastique est donné par Biot [Bio62a].

1
W = = (o355 + olieh) (2.14)

Les relations linéaires entre les contraintes et les déformations sont données par les dérivées

partielles de W suivantes :

oW ;0w
op = et o), =—+ (2.15)
= T o

Par analogie avec 1’élasticité linéaire, I’équation précédente peut s’écrire a ’aide de 4 coefficients

élastiques dans le cas isotrope, sous la forme suivante :

ol = (A@S + ng) (51']' +2N€fj

2.16
af. = —p¢5ij = (QQS + Ref) ( )

ou A, N, Q, et R sont les quatre coefficients élastiques de Biot [Bio62b]. Les coefficients A et N
sont respectivement analogues aux coefficients de Lamé \ et u, dans la théorie de 1’élasticité ou
1 est le module de cisaillement. Le coefficient R est le module de compression moyen de la phase

fluide et le coefficient ) traduit le couplage élastique entre la phase fluide et la phase solide.

I1I1.4 Expériences de Biot-Willis

"Les expériences Gedanken” suggérées par Biot fournissent une évaluation pour les coefficients
élastiques P, N, Q, et R. Ces expériences sont statiques, mais elles donnent une description qui
reste valable pour les grandes longueurs d’ondes par rapport a la dimension caractéristique du
volume élémentaire représentatif. Il existe trois expériences Gedanken qui sont décrites par Biot-

Willis [BW57].
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Dans la premiére expérience, le matériau poreux subit une contrainte de cisaillement pure (6° =

67 = 0), nous avons donc :

s _ s
7 = 2Ney (2.17)
szj =0

il est évident que N est le module de cisaillement du matériau, par conséquent , celui de la

matrice, puisque ’air ne contribue pas a la force de rappel de cisaillement.

Dans la deuxiéme expérience, le matériau est entouré par une enveloppe flexible qui subit une

pression hydrostatique p;. Comme représenté dans la figure 2.4, la pression de ’air & I'intérieur

de I'enveloppe reste constante et égale a pg.

P1

FIGURE 2.4 — Test de compressibilité & double enveloppe

Cette expérience fournit une définition pour le module de compression Kj; de la matrice a

une pression contante dans l’air :

Ky = —p1/07 (2.18)

s
T

S

S
yyr @

., ¢tant égale & —p;. Pour les matériaux

0] étant la dilatation de la matrice, et o3, o
étudiés dans cette thése, K est le module de compression de la matrice dans le vide.

Les équations (2.16) et (2.17) peuvent étre réécrites sous la forme :
3 R I
0= Qb + Ro! (2.20)

Dans ces équation 9{ est la dilatation de l’air dans le matériau qui est généralement inconnue a
priori. Cette dilatation est due & la variation dans la porosité de la matrice, qui n’est pas direc-

tement prévisible. Le champ microscopique des contraintes dans la matrice de cette expérience



Formulation (u, U) pour le modéle poroélastique de Biot-Allard Chapitre 2/28

est trés compliqué. Dans la troisiéme expérience, représentée par la figure (2.5), le matériau
est non-enveloppé et subit une augmentation de pression p; dans lair. Cette variation dans la
pression est transmise a la matrice, et la composante du tenseur de contrainte de la matrice

devient :

(2.21)

FIGURE 2.5 — Matériau poreux non-enveloppé subissant une augmentation de pression

Les équations (2.16) et (2.17) peuvent étre réécrites sous la forme :

—pp(1—¢) = <P - iN) 05 + Q6 (2.22)
—¢ps = QOS5 + RO (2.23)

Dans ces équations, 65 et 95 sont respectivement, les dilatations de la matrice et de l'air. La
quantité —pr/65, qui sera noté par Ky, est le module de compression du solide élastique a partir

de laquelle la matrice est donnée :
Ky =—pys/05 (2.24)

Dans la derniére expérience, il n’y a aucune variation de la porosité, la déformation de la matrice
est la méme comme si le matériau n’était pas poreux. Elle peut étre associée & un simple
changement d’échelle.

La quantité —py/ 95 est le module de compression Ky de lair :
Ky =—ps/0} (2.25)

A partir des équations (2-19) a (2-26), un systéme de trois équations qui contient trois parameétres

inconnus P, @), et R s’écrit :

Q/Ks+ R/Kf=¢ (2.26)

<P - iN) JKo+ QK =1—¢ (2.27)

KP _ iN) _ RZ} Ky =1 (2.28)
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Les coefficients élastiques P, @, et R, calculés a partir des équations (2-27) a (2-29) sont donnés

par :
(1-9)[1-0— 2| K, + ol
pP= oy oy oyi +3N (2.29)
_ [1 —¢—K5/K3] PK
=TG- KK, + oK. /K, (2:30)
2
R o K (2.31)

T 1= 06— Ky/K,+ 0K, /K,
Pour la plupart des matériaux poreux utilisés en acoustique et saturés par un fluide (dans
notre cas le fluide est ’air), on peut considérer que le module de compression Ky du matériau
constituant la phase solide est trés élevé par rapport au module de compression Ky de 'air et
au module de compression K}, de la matrice solide dans le vide (in vacuo). Ainsi, Kp/Ks < 1 et

Ky¢/Ks < 1, les coefficients élastiques de Biot se réduisent [Bio62b, Cha05a] :

P=0"p; 1 K+ 3N
Q=01-¢) Ky (2:32)
R =¢K;

De plus, le module de compression Kj est relié au module de cisaillement N de la matrice en

introduisant un coefficient de Poisson macroscopique v de la fagon suivante

K, = m (2.33)

Dongc, la rigidité de la matrice solide est déterminée par le module de cisaillement N et le

coefficient de Poisson v, au lieu de N et le module de compression de la matrice solide in vacuo

K. Le coefficient de Biot P devient :

14

_(1-9¢)?
P= 7Kf+2Nm

¢

Le module de compression de 'air Ky proposé dans la théorie de Biot sur la propagation des

(2.34)

ondes acoustiques dans les milieux poroélastiques, est réel et indépendant de la fréquence. Il ne
tient compte que des effets thermiques. On sait que dans les pores, il est fortement influencé
par les échanges thermiques qui sont produits entre la phase solide et la phase fluide. Il est
évident que le transfert de chaleur d’une phase & ’autre dépend de la vitesse a laquelle les
échanges se produisent. En outre, en régime harmonique, le module de compression de 'air
dans les pores varie en fonction de la fréquence. c’est-a-dire, sa valeur en écoulement isotherme
statique (w — 0) passe & une valeur adiabatique en écoulement harmonique haute fréquence
(w — ). Dong, le transfert de chaleur de la phase fluide & la phase solide est vu comme une
dissipation de I’énergie de 'onde acoustique se propageant dans le réseau poreux. On conclut

que le module de compression de I'air K doit posséder une partie imaginaire traduisant cette
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dissipation d’énergie et doit étre dépendant de la fréquence. Allard a proposé I'utilisation d’un
module de compression dynamique complexe de I’air, K. ! traduisant les effets thermiques, pour
mieux adapter les équations constitutives de BIOT aux problémes acoustiques. Dans ce cas, il
faut remplacer le coefficient Ky par K..

Les coefficients élastiques précédents P, (), R sont remplacés par les coefficients dynamique

complexes P, Q, et R et s’écrivent :

p_ (1-9)° ¢ ”
P = "S2Ke + 2N 55
G=(-9FK (2:35)

R = ¢K,

De plus, pour tenir compte d’un amortissement structural associé & la matrice solide, il faut

remplacer le module de cisaillement N de Biot par un module de cisaillement complexe soit :
N — N (1—mns) (2.36)

ol 7 est le coefficient d’amortissement structural de la matrice solide.

III.5 Densité d’énergie cinétique

La densité d’énergie cinétique 7" associée a un élément cubique unitaire poroélastique, défini
par Biot (& I’échelle macroscopique) en utilisant respectivement, les vitesses moyennes 4; et U;

des phases solides et fluides est exprimée par [Bio56a] :

T = % (anﬂi + 2p120;U; + /)22U7;Ui) (2.37)

Cette densité T est reliée a 1’énergie cinétique totale V' de 'agrégat poreux par V = fv Tdv

selon I’hypothése 1. Cette équation est valide pour les matériaux poroélastiques isotropes, afin
que les directions x; et x; ol ¢ # j soient découplées dynamiquement. Dans ’équation (2.42)
P11, p22 : sont respectivement les masses volumiques apparentes de Biot des phases solides et
fluides. Tandis que, pi2 est un coefficient de couplage entre les deux phases. Ces coeflicients de

masses dépendent seulement des effets géométriques et sont donnés par [JKD87] :

P11 = P1 — P12
p22 = Ppo — p12 (2.38)
p12 = —Ppo (oo — 1)

ol p; est la masse volumique de la phase solide, pg la masse volumique de l'air, a la tortuosité
du réseau poreux. Nous pouvons remarquer dans I’équation (2.38) que les deux coefficients p;;
et poo sont en fonction de pio, et ce dernier est en fonction de la tortuosité. On peut dire que
les effets géométriques sont représentés par la tortuosité. Cette derniére varie entre 1 et 7, mais
jamais inférieure & 1. Par conséquent, nous pouvons noter une élévation de la masse sur les

phases solide et fluide, relative aux effets géométriques puisque p12 est toujours négative.

1. le tilde () au-dessus d’une variable indique que cette variable est complexe et dépend de la fréquence
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I11.6 Fonction de dissipation

Une fonction de dissipation visqueuse D qui dépend seulement du mouvement relatif entre
la phase solide et fluide, a été défini par Biot & 1’échelle macroscopique. Comme la densité
d’énergie cinétique, la fonction de dissipation est une forme quadratique et symétrique de vitesses

macroscopique u; et U;. elle s’écrit :

D = 35 (i - U;) (i — Us) = b (it — 2040, + Uil ) (2.39)

ol b est un coefficient d’amortissement visqueux complexe qui dépend de la fréquence. Il
justifie les effets visqueux dans la propagation des ondes élastiques et acoustiques dans les
milieux poreux. Ce coefficient est généralement relié a la porosité et a la résistance statistique a

I’écoulement par
b= ¢?cG (2.40)

G est un facteur correcteur de la viscosité traduisant le fait que 1'écoulement dans les pores
s’éloigne d’un écoulement de Poiseuille lorsque la fréquence augmente (figure 2.6). Son expression

est donnée par Johnson et al [JKD87] :

5y, Aadnpow

n représente la viscosité de l'air (dont la valeur & 18 degrés Celsius sous une pression de 1

atmosphére est de 1.84 Poiseuille ou N.s.m™2).

FIGURE 2.6 — Représentation schématique des profils de vitesses dans un tube cylindrique. a)

basse fréquence et b) haute fréquence.

I11.7 Equation de mouvement de Biot

Les équations de mouvement des milieux poroélastiques établis par Biot [Bio62b], sont obte-
nues & partir des équations de Lagrange en fonction de la dissipation due aux effets visqueux.

Dans la théorie de Biot-Allard [DALS8S|, les dissipations due a l'amortissement structural de
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la matrice (2.36), et aux effets thermiques (2.35) sont prises en considération. Des travaux ont

été réalisés [Cha05b|, pour assurer que les équations de Lagrange en fonction de la dissipation

d (9T oD __
di\oa, ) T ou, IF

d (0T oD~
a ( an> o7 = (2.42)

ol g et Qp, sont les forces élastiques agissant respectivement sur la phase solide et la phase

peuvent étre utilisées sous la forme :

fluide. Elles sont données par

_doow
U= Ay oey, — i
- dow

en substituant les équations (2.37) et (2.39) dans les équations de Lagrange, on obtient les
équations d’équilibres dynamique de Biot dans le cadre du modéle poroélastique Biot-Allard,

soit :
05 = (pllﬂz’ + ,012Ui) +b (ul — Uz> (2.44)
—op,; = (Puﬂz‘ + PQQUi) ~b (ul - Ui> (2.45)
En utilisant les équations (2.9) a (2.12) et (2.16), on obtient les équations de mouvement de Biot

en fonction des déplacements sous la forme :
Nuijj + (A + N) ujij + QUjuj = (pllili + mei) +b (uz - Ui> (2.46)
Quj,ij + RU»’Z-]' = (Plzﬁi + ,022177;) —b (ul - Uz> (2.47)
Pour des mouvements harmoniques ayant une dépendance temporelle de la forme e/“, les équa-

tions (2-44), (2-45) et (2-46), (2-47) deviennent respectivement sous la forme :

af; i = —w? (pr1ws + p11U;) (2.48)
—¢p,i = —w? (Prau; + pa2U;)
et
Nui i+ (A +N ) ujij + QU5 = —w? (prawi + puls) (2.49)
Qujij + RUj ij = —w? (Praui + pa2li)
avec
A=P-2N
P11 = p11 — j%
P22 = p22 — j% (2.50)
p12 = p12 + jg

Les équations volumiques de I’équation (2-50), sont les masses volumiques dynamiques com-

plexes de Biot. Elles tiennent compte des effets d’enertie via p;;, et des effets visqueux via b
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IV Formulation (p) pour le Modéle fluide équivalent de Biot-
Allard

Le modéle fluide équivalent de Biot-Allard, est un cas limite du modéle poroélastique Biot-
Allard. En effet, nous considérons que la matrice est immobile (u; = 0,u;; = 0), & cause
de sa grande rigidité ou de sa masse volumique élevée. Dans ce cas, les densités d’énergie de
déformation (eq 2-14) et d’énergie cinétique (eq 2-37), ainsi que la fonction de dissipation (eq

2-39) se réduisent aux expressions suivantes :

1
_ - f.f
W = 5(J-Z.jgl.j (2.51)
1 ..
T = inQUiUZ‘ (2.52)
1-. .
D= §bUZ’UZ’ (2.53)

Dans le cas rigide, on remarque que les densités d’énergie et la fonction de dissipation ne dé-
pendent que des composantes du déplacement de la phase fluide. Donc seules les seconds équa-

tions de (2.42) et (2.43) sont valables, et I’équation d’équilibre dynamique du fluide équivalent

s’écrit :
pi = wpeU; (2.54)
avec
pe = % (2.55)

ol pe est la masse volumique dynamique complexe du fluide équivalent et tient compte des
effets d’inertie et visqueux. En effet, 'équation d’Euler (2-54) est modifiée dans le cas d'un
fluide équivalent.

Encore une fois, en supposant que la phase solide est rigide, ce qui implique que K3 — oo, et

K — 00, la deuxiéme équation de (2.16) permet d’obtenir la relation suivante :

p=—K.U,; (2.56)

)

Cette relation est ’équation de continuité entre la pression et le déplacement en un point du
fluide équivalent. Dans cette équation, K, est le module de compression dynamique complexe du
fluide équivalent, qui tient compte des effets thermiques de la propagation des ondes acoustiques

dans le milieu poreux. Son expression est donnée par Champoux et Allard [CA91].
~ P
K, = 70 - (2.57)

8 =~
W=D 1+ e ©
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ou 7 est le rapport des chaleurs spécifiques de 'air, P est la pression atmosphérique, P, est la
constante de Prandtl?.

et

/ A2P2pow

7 =1 2.
G + 161 (2.58)

En dérivant I’équation d’Euler modifiée par rapport a x;, et en combinant ce résultat a I’équation

de continuité, on obtient, en régime harmonique (eJWt), I’équation suivante :

P +w? %P =0 (2.59)

C’est ’équation d’onde, ou ’HELMHOLTZ, du milieu fluide équivalent.

Remarque 1: Les masses volumiques p11, P22, p12, €t po définies précédemment dans les mo-
deles de Biot-Allard et de fluide équivalent, dans les équations (2.50) et (2.55), sont complexes
et dépendent de la fréquence, puisqu’elles sont en fonction du coefficient d’amortissement struc-
tural b. Ce coefficient n’est pas celui introduit par Biot. Il est basé sur P'étude de I'écoulement
d’un fluide peu visqueux dans les pores cylindriques. Pour tenir compte des diverses formes de
section des pores (circulaire, fente, etc), Biot a introduit un facteur de forme dans la définition
du coefficient d’amortissement structural. Ce facteur n’est par directement mesurable, il est
ajustable afin de bien reproduire des mesures acoustiques pour un matériau poreux donné.
Pour palier a I’hypothése fondamentale de pores cylindriques a l'origine du coefficient d’amortis-
sement de Biot, Jonhson et al, ont présenté une masse volumique dynamique complexe basée sur
une longueur caractéristique visqueuse A déduite de la microstructure du milieu poreux. Cette
nouvelle masse volumique s’applique donc & des pores de forme quelconques et n’introduit pas
la facteur de forme ajustable.

Pour une dépendance fréquentielle de la forme e/**, la masse volumique dynamique complexe

de Jonhson et al, est définie a partir de la tortuosité dynamique & de la fagon suivante :

Pe = Polx (2.60)
avec
~ . po Aad npow
= —7—/1 —_— 2.61
@ = Qoo ]wpo +J o2 A252 (2.61)

ol (o représente la tortuosité a la limite des hautes fréquences w — oc.

On peut réécrire la masse volumique dynamique complexe comme :

- Kol
Pe = PoCx — ]%G (2.62)

~ Aag npow
=\ g

2. le nombre de Prandtl est le rapport de la viscosité cinématique sur la diffusivité thermique

avec
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Remarque 2: L’équation (2.49) peut étre réécrite comme suit :

(15 _ 2N> VV.u+ NV2u+QVV.U = —w? (p11u + p1iU)

\ A (2.63)
QVV.u+ RVV.U = —w? (prou + pol)

par analogie on a :
u; j; = Vu
uji; = VV.u
Ujij = VV.U
L’opérateur Laplacian V2u est classiquement défini comme :

Vu=V(V.u) =V x (V x .u)

V  Solution des équations : propagation des ondes dans un milieu

poreux

Biot a montré que trois types d’ondes différents peuvent se propager au sein d’un matériau
poreux : deux ondes de compression et une onde de cisaillement.

La solution de I’équation (2-63) peut étre décomposée comme [Pan96] :
u =V’ +V x* (2.64)
U=Vl +V xyf (2.65)
ol ¢’ et 1), sont les potentiels scalaire et vectoriel associés respectivement,en fonction du dé-
placement solide u(i = s) et du déplacement de fluide U(i = f). Grace a cette décomposition

de potentiels, nous pouvons déduire les équations de propagation des ondes de compression (ou

dilatation) P, et de cisaillement S.

V.1 Equations de propagation des ondes de compressions P

Les ondes P sont irrotationnelles (V x u =V x U = 0). Donc, les équations (2.64) et (2.65)

seront réduites seulement aux potentiels scalaires sous la forme :
u=Vy*, U=V (2.66)

A partir de I’équation (2.63), et de la relation de l'opérateur de Laplace, les équations de pro-

pagation de 'onde P sont exprimées par :
PV2p® + QV%p* = — w? (ﬁusOS + ﬁ12<Pf) (2.67)

QV*¢® + RV?¢® = — w? (ﬁlws + /322<Pf> (2.68)
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Sous la forme de matrice, ces équations couplées de Helmholtz s’écrivent :
V20 + WM~ pd (2.69)

oit ® est le vecteur (¢*, p*)T. La matrice p est définie comme :

p— P11 P12 (2.70)
P12 P22
dans laquelle les matrices M et M~ sont :
_ P Q B 1 R —-Q
=1 . Q ;M = e | Q (2.71)
Q R PR-Q*\-Q P

Il en résulte que les valeurs propres de la matrice w?M ~!p, sont les racines carrés des nombres
d’onde complexes k1 et ko des deux ondes de compression planes couplées. Les vecteurs propres

sont désignés par :

=1 1, =1 (2.72)
! v !
tel que
V2o = — k2o (2.73)
V2o = — k20" (2.74)
et
-k 0 o
=P 'HP (2.75)
0 —k3
avec
H=—-w*M1p (2.76)
et
/S //S
P = 90, 90” (2.77)
el !
a partir des équations précédentes, on obtient :
-k 0
el I I 7! (2.78)
P2 0 —k3 2

otl (1, p2)7 est le vecteur dont les composantes sont les ondes du premier et second type. Ce
dernier pour étre lié aux ondes se propageant dans les parties solides et des fluides du matériau
poreux a travers les vecteurs propres ' et .1 peut s’écrire :

S

® ®1

=P (2.79)
of 02
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les valeurs propres k?, 1 = 1, 2, sont obtenues en utilisant la solution de I’équation caractéristique :
det (—k*I — H) =0 (2.80)

avec I est la matrice d’identité. Comme les matrices sont des matrices carrées d’ordre 2, les

valeurs propres sont :

=1 (tr(f?)<+ N/tr2(£’1)--4det(ﬁ)) (2.81)

w%%@@pﬂﬂm4m®) (2.82)

en terme de densité et coefficient élastiques de Biot, les relations ci-dessus donnent :

2
w ~ ~ ~
k2 = —==——=— |Rp1a + Ppaz — 2Qp11 — VA 2.83
L= (PR 07 [ p12 + Ppaa — 2Qp11 ] (2.83)
2 w? = 5 5 VA
%3®$@wm+mrmm+4 (2.84)
ou A est donné par :
- - L2 L
A= (Rpll + Ppa2 — 2@012) —4(PR — Q%) (p11p22 — pia) (2.85)

les nombres d’onde ki et ko caractérisent les ondes dites de compression de premier et second

type.
Les vitesses de phases ¢; et ¢z sont facilement déduites de (2.83) et (2.84) :
_ Rp11 + Ppaz — 2Qp12 + VA
2 (P11p22 — P3)
_ Rpu + Ppaa —2Qp12 — VA
2 (p11p22 — P3)

€1 (2.86)

c2 (2.87)

le vecteur propre ® est normalisé par <p,3 et lautre vecteur propre ®" est normalisé par <,0”S
,de telle sorte qu’une forme différente des ondes de premier et second type, désignée par ¢, et
P2, soit obtenue.

d’apreés ’équation (2-79), ’équation d’onde de chaque phase (solide et fluide) peut étre exprimée

par une combinaison linéaire de @;, ¢ = 1,2, par conséquent :

©° = @1+ P2 (2.88)

f =

@’ = p1p1 + p2p2 (2.89)

ou, pi, i=1,2, représentent les rapports de la vitesse de 'air & la vitesse de la matrice, qui
s’écrivent :

(p/f . Pk% — w2ﬁ11

_P ! 2.90

M T - QR (2:50)
"y ka_ 2~

pp= 2 =2 YL (2.91)

¢’ W2pa — QK3
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Ces rapports indiquent dans quel milieu les ondes se propagent de maniére préférentielle. Fina-
lement @; et P2, sont appelés les ondes lente et rapide d’aprés les valeurs réelles des vitesses de
phase ¢ et co.

Quatre impédances caractéristiques peuvent étre définies, parce que les deux ondes se pro-
pagent en méme temps dans l’air et dans la matrice du matériau poreux. Dans le cas des ondes
se propageant dans la direction z, I'impédance caractéristique liée & la propagation dans ’air

est :
75 = p/(jwU) (2.92)

Les déplacements macroscopiques de la matrice et I'air sont paralléles & la direction z, et par

utilisation de ’équation (2-16), ’équation (2-92) peut étre réécrite pour les deux ondes de com-

pression :
2 = (R+ Q)L (2.93)
Pw
z] = (R+Q/uz)§i (2.94)
I'impédance caractéristique reliée a la matrice est :
Z° = =02, /(jwus) (2.95)

En utilisant 'équation (2-16), ’équation (2-95) peut étre réécrite pour les deux ondes de com-

pression comme suit :

7 = (R+ Q)™ (2.96)
75 = (R+ Q/Mz)% (2.97)

V.2 Equation de propagation de ’onde de cisaillement S

Les ondes S, ou cisaillements, sont isovolumétriques (V.u = V.U = 0). Donc, les équations

(2.64) et (2.65) réduites seulement aux potentiels vectoriels :
u=Vxv¢s, U=Vxyl (2.98)

a partir de I’équation de mouvement (2-63), les équations de propagation pour les ondes de

cisaillement sont obtenues sous la forme :

NV = = (v + v’ ) (2.99)

0= —w? (pray® + pray) (2.100)
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dans le systéme ci-dessus il y a seulement ’onde de cisaillement se propageant dans la matrice.
I’équation (2-100) méne & une relation simple entre le potentiel vectoriel du déplacement de la

matrice 1%, et le potentiel vectoriel du déplacement de la phase fluide 97,

of = —Lllys (2.101)
P22
celui-ci donne le rapport des amplitudes des déplacements de la matrice et de l'air us = —p12/po2.

La combinaison des équations (2.99) et (2.101), permet d’obtenir ’équation de I'onde de cisaille-

ment S dans le squelette qui s’écrit sous la forme :

v?ws + iQ (ﬁllﬁ?? - ﬁ%2> ws -0 (2102)
K3 P22
Les nombres d’ondes liés aux vitesses de phase dans la formulation Biot sont :
2 2/~ = ~2
W w* [ p11p22 — p
k3 = == (12> (2.103)
3 n3 P22

le rapport u3 des amplitudes de déplacement de I'air et du squelette est donné par 1’équation :

p3 = —% (2.104)

De I’équation (1.101), on constate que le déplacement de cisaillement du fluide est proportionnel
au déplacement de cisaillement du solide. Cela signifie qu’en raison de la viscosité, le mouvement
du fluide est affecté par le mouvement de la matrice solide, et cette action de fluide augmente

la masse effective de la structure vibrante totale.

V1 Caractérisation acoustique

La propagation des ondes acoustiques dans un milieu poreux est entiérement caractérisée par

I'un des deux couples [LN12,Sch83| :
e densité effective et compressibilité dynamique : (pe, K)
e ou impédance de surface et constante de propagation : (Z,, k)

Les expressions de la densité effective et de la compressibilité dynamique, la constante de propa-

gation et 'impédance de surface du milieu poreux sont déterminée a partir les relations suivantes :

k(w) = w ;’(Ez; (2.105)
Ze(w) = V/ pe(w) K (w) (2.106)

La densité effective et la compressibilité dynamique sont données dans I’Annexe 3. Leurs
expressions sont déterminées & partir de deux modéle selon le nombre des paramétres caracté-
ristiques utilisées (la porosité, la résistance d’écoulement d’air, la tortuosité, la longueur carac-

téristique visqueuse, la longueur caractéristique thermique, et la perméabilité).
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Les qualités acoustiques d’un milieu poreux sont estimées a partir de son coefficient d’absorp-
tion et de son impédance de surface, qui constituent des grandeurs fondamentales traduisant les
performances absorbantes d’un milieu. Ces deux paramétres essentiels nous permettront d’iden-
tifier les caractéristiques intrinséques de différents matériaux poreux, et aussi d’évaluer leurs

efficacités relatives.

VI.1 Impédance de surface d’un milieu poreux a une structure rigide

L’impédance de surface d’un échantillon poreux, définie par le rapport entre la pression et
la vitesse normale sur sa face avant, dépend non seulement des paramétres caractéristiques
du milieu considéré, mais également des conditions de montage particuliéres de 1’échantillon
poreux : épaisseur, condition limite arriére, incidence des ondes acoustiques. Pour une configu-
ration donnée, figure (2.7), elle est évaluée a partir des relations de transport d’impédance dans
le milieu fluide équivalent et des formules de raccordement d’impédance entre deux milieux de

caractéristique distinctes.

condition
impédance limie arriére
de surface
z CL
S

FI1GURE 2.7 — Configuration de calcul de 'impédance de surface d’un matériau poreux

VI.1.1 Relation de transport d’impédance

Soit un milieu poreux a structure rigide, d’épaisseur e, et des expression caractéristiques
connues (k, constante de propagation ainsi Z., impédance caractéristique, (figure 2.8), soumis

a une excitation acoustique sous incidence normale suivant I’axe z [Sel03]. Pour deux points

Zo k

FIGURE 2.8 — Transport d’impédance a l'intérieur d’un milieu poreux
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quelconques P; et Py du matériau, répartis sur un axe de direction z, une relation de transport
d’impédance permet d’exprimer 'impédance au point P;, par exemple, par rapport & 'impédance
au point P, en fonction des deux grandeurs caractéristiques Z. et k, intrinséques au milieu de

propagation :

_ —jZ(Py)cot(kd) + Z,

2P = 20y ot

(2.107)
d, représente la distance axiale entre les deux points P; et Ps.

VI1.1.2 Formule de raccordement d’impédance

Nous considérons maintenant deux milieux caractérisés par leurs porosité ¢, et ¢o, (figure

2.9).

o, o,

milieul milieu2
(F)

FIGURE 2.9 — Raccordement d’impédance & la frontiére entre deux milieux poreux

Le raccordement d’impédance a la frontiére (F) entre deux matériaux s’écrit sous la formule

suivante [Sel03] :

200 = 2L 2(0) (2.108)

b2

M et My sont deux points de la frontiére, respectivement du coté du milieu 1 et du coté du milieu
2. Si le milieu 1 est considéré l'air (la porosité est égale a 1), donc nous avons une configuration
fréquemment rencontrée dans la pratique, notamment lors de la détermination de I'impédance
de surface d’un matériau poreux (milieu 2) associée a une condition limite fixée, et la relation

(2.108) devient :

Zy = Z(My) = Z(;\jz) (2.109)

VI.1.3 Condition limite arriére

Pour les trois conditions limites : mur rigide d’impédance infinie, lame d’air de profondeur d
variable, et zéro de pression correspondant & une impédance nulle, 'impédance de surface d’un
échantillon poreux d’épaisseur e est respectivement donnée par les relations suivantes [Sel03,

Sch83| :
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e Mur rigide, (figure 2.10) :

1
Zs = —achcot(ke) (2.110)

mur
rigide

FI1GURE 2.10 — Configuration de calcul de 'impédance de surface : MUR RIGIDE

e Lame d’air d’épaisseur d, (figure 2.11)

Ze —jZgcot(ke) + Z
Je = — - 2.111
¢ Zo— jZccot(ke) ( )

avec Z,, 'impédance sur la face arriére du matériau poreux.

Zo, ko

FIGURE 2.11 — Configuration de calcul de 'impédance de surface : LAME D’AIR

e Zéro de pression, (figure 2.12) :

Zs = ét(m(lze) (2.112)
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FIGURE 2.12 — Configuration de calcul de I'impédance de surface : ZERO DE PRESSION

VI1.1.4 Coefficient d’absorption

Lorsqu’un matériau poreux est soumis & une excitation acoustique de pulsation w sous inci-
dence normale de direction z, la pression et la vitesse normale dans I’air en avant de I’échantillon,
poreux s’écrivent sous forme complexe, par les relations (2.113) et (2.114), avec la convention

e/Wt et Zgy est 'impédance caractéristique de 1’air sous la forme :

p = Te~ik0% | Redkoz (2.113)
1 ) .

v= o Te~ikoz _ Reihoz (2.114)
0

I et R, sont respectivement les ondes incidentes sur la le milieu poreux et réfléchies par
I’échantillon. Le coefficient de réflexion r est le rapport entre le flux incident et le flux réfléchit
est égale & r = I/R. 1l s’exprime alors directement & partir de 'impédance caractéristique de
lair et de surface du milieu poreux, Z; = p/v, sa valeur est donnée par :

_Zs_ZO

r= -
Zs+ 2y

(2.115)

Donc, le coefficient d’absorption sous incidence normale, est défini a partir du coefficient de
réflexion en énergie o, = |r|?, se déduit par conséquent de la relation (2.116), sous la forme :

Zs — Zo|?

Zs 20 2.116
7.7 7 (2.116)

azl—arzl—‘

VI.2 Impédance de surface d’un milieu poreux a structure élastique

Nous considérons un matériau poreux a structure élastique déformable soumis a une onde
acoustique sous incidence normale dans la direction z (figure 2.13). Dans ces conditions l'onde de
cisaillement n’est pas excitée, et seules les deux ondes de compressions se propagent a travers le
milieu poreux. Le modéle de Biot-Allard est utilisé pour prédire le comportement d’un échantillon

poreux posé sur une condition limite arriére fixé.
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CL
p=0

Conditions
aux limites

Onde acoustique
sous incidence ———— >
normale

Mur
rigide

Matériau poroélastique
Lame
d'air

FIGURE 2.13 — Un échantillon poroélastique posé sur une condition d’arriére fixée

Pour obtenir 'impédance de surface d’'un matériau poreux d’épaisseur e, il faut décomposer
les vitesses (2.105) et les contraintes (2.106), en champs incidents et réfléchis, dans les deux
phases fluide et solide de I’échantillon poreux.

US(Z) — V[le—jkzlz 4 V}:liejkm 4 VI2€—jk2z 4 V}%ijQz

(2.117)
Uf(z) = U1 [Vlle*jlﬂz 4 Véejklz] + p12 [VIQ'efjkgz + Vgejk?z]

v¥(2) = — 23 [Ve iz — Viethi#] 4 — 75 [VPe sz — geih]
(2.118)
vl (2) = —gbZ{ul [Vieikz — yleikiz] — ¢Zgu2 (Ve ikez 4 V2eikaz]
La condition limite arriére donnée (mur rigide, lame d’air ou zéro de pression) fournit la valeur
des vitesses et contraintes en z = e, et par conséquent, une relation entre les amplitudes des ondes
incidentes et réfléchies est établie. Donc, I'impédance de surface en z = 0 est déduite des formules
de raccordement entre le milieu poreux et l'air libre au niveau de la face avant 1’échantillon.

Allard donne I'expression de 'impédance de surface d’un matériau poreux a structure élastique,

d’épaisseur e, posé sur mur rigide [ADN190] :

Z, =

A7 7370

2.119
Dmr ( )

avec

D = (1 = ¢+ dp2)[Z7 — (1 — ) Z{ jur]tan(kze)

+ (1= ¢+ o) [ 2 pa — (1 - ¢) Zs]tan(kre). (2.120)

Dans le cas de la condition limite de pression nulle & ’arriére de I’échantillon, 'impédance de
surface s’écrit sous la forme :

g _ A Zm — 2 2
s = —J D
zp

(2.121)
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D.p=(1— ¢+ ¢ua)[Z7 — (1 — §)Z{ ]cot(kse)

+ (1= ¢+ o) [Zd 2 — (1 — ¢) Z3]cot(ke). (2.122)

Dans le cas ou la condition & I’arriére du matériau poreux est une lame d’air d’épaisseur d, le

calcul de cette impédance est trés compliqué a cause de la complexité des relations entre les

amplitudes modales établies au niveau de la face arriére de ’échantillon en z = 0. Pour obtenir

la formulation de I'impédance de surface, il est nécessaire de distinguer les deux cas ¢ = 1 et

¢ # 1.
e Casp #1:
7 _ MioMoz — Mag M3
° Dla
avec
Dy, = Mo Mss — M3a M3 — (1 — ¢)(MagMsz — Moz Mss)
e Casp=1:

_ Mo Mg — Moo Mg

7. -
® " MiaMs3 — Mag M3

Les coefficients M;;, pour i = 1..3 et j = 1..3, s’expriment sous la forme suivante :

;

My = Zi(c— 1) = Zia
Mz = Zid + Z3(b— 1)
My = Z{ g (¢ = 1) + 24 paa
Mas = Z{ pnd + Zf pa(b — 1)

M3zs = ¢pa(c+ 1) + dpza + (1 — ¢)(c+ 1) + (1 — ¢)a

Ms3 = pprd + dp2(b+1) + (1 = ¢)d+ (1 - ¢)(b+1)

avec : .

q = =B1C1+D1 A
C1A3—A1Co

b= —C1Bo+A1 Dy
— (C1A3—A1Cy

_ —=CoB14+AsDy
(A1 —-ACy

d = =C2BatA2Dy
CoA1—AxCq

et, pouri=1,2:

;

A, = A zow _ 2(1-¢)

e; €4 €4
B, = —Zif,le'ei — Zopiei — Z(1 — ¢)e;
o ZF Zéps  Z(1—9)
L (1-9e ei ei

S,
_ZieZ

Di = — 3% — Zope: — Z(1 - d)e;

\

(2.123)

(2.124)

(2.125)

(2.126)

(2.127)

(2.128)
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Dans les expressions précédentes (2.127), e; = edkie et 7 est Pimpédance sur la face arriére de

I’échantillon poreux, en z = e, Z = —jZycot(kod)

VII Quelques exemples d’applications pour différents matériaux
poreux rigide et élastique
Nous considérons, dans cette partie, quelques exemples d’applications de matériaux absor-

bants comme par exemple la laine de verre, le fibreux textile, et la mousse polymére. Les carac-

téristiques acoustiques et mécaniques de ces derniers sont présentées dans le tableau (2.1).

Matériau laine de verre | fibreux textile | mousse polymeére
Epaisseur :e (mm) 29 23 18.9
Résistivité de passage de l'air : ¢ (K Ns/m?) 105 23 57
Porosité : ¢ 0.95 0.95 0.97
Tortuosité : aeo 1 1 1.54
Longueur caractéristique visqueuse : A(um) 35.1 54.1 24.6
Longueur caractéristique thermique : /\/(,um) 105.3 162.3 73.8
Densité de squelette :p1 (K g/m?3) 17 58 46
Module d’Young : £ K Pa 1.4 17 214
Facteur de perte : 7 0.1 0.1 0.115
Coefficient de Poisson : v 0 0 0.3

TABLE 2.1 — Caractéristiques acoustiques et mécaniques des trois types de matériaux [Dou07|

Nous avons calculé les grandeurs acoustiques (les parties réelle et imaginaire de I'impédance
de surface et le coefficient d’absorption) dans le but de prédire le comportement acoustique
de ces matériaux pour des fréquences faibles et moyennes (1-2500 Hz). Ces calculs ont été
faits en tenant compte de I’état de leur structure. Dans un premier temps, nous considérons
que les matériaux étudiés ont une structure rigide ou immobile, dans ce cas 14, nous utilisons
le modeéle de fluide équivalent (une seule onde peut se propager dans le fluide saturant les
pores). Dans un second temps, nous étudions une structure élastique ou déformable en utilisant
le modéle de Biot-Allard généralisé (trois ondes peuvent se propager dans le matériau). Les
calculs sont effectués dans une configuration bien précise, prenant notamment en compte les
conditions aux limites arriéres du matériau étudié. Dans nos exemples, nous considérons les
deux cas de conditions aux limites arriéres du mur rigide et de la lame d’air. En ce qui concerne
la laine de verre (figure 2.14), le coefficient d’absorption augmente au fur et a mesure que la

valeur de la fréquence devient importante pour le modeéle de Biot-Allard (o) et celui du fluide
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équivalent (0J). Un décalage est observé entre les deux courbes autour de la fréquence 801
Hz, ou le coefficient d’absorption atteint sa valeur maximale dans le cas ou la structure est
considérée comme élastique (o). Pour les fréquences élevées (>801 Hz) les valeurs du coefficient

d’absorption pour les deux modéles se rapprochent. Cependant, pour une condition limite de
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FIGURE 2.14 — Coeflicient d’absorption et les parties réelle et imaginaire de la laine de verre :

Cas mur rigide

la lame d’air d’épaisseur 0.12 mm, un effet trés intéressant apparait clairement dans la (figure
2.15). Un décalage entre les courbes est observé a basses fréquences (<500Hz). Il est da a
I’augmentation significative de ’absorption par ’espace d’air et explique le fait que I’absorption
est principalement due & la dissipation visqueuse liée a la vitesse de l'air dans le milieu poreux.
Lorsque le matériau est collé sur un mur rigide, la vitesse de particules au niveau de la paroi
est égale a zéro, et donc, ’absorption se dégrade rapidement & basses fréquences. Lorsque le
matériau est soutenu par une lame d’air, la vitesse des particules sur la face arriére du matériau
oscille et atteint un maximum au quart de longueur d’onde de la fréquence la plus basse, et donc
I’absorption augmente. Cet espace d’air a pour objectif d’éviter 'augmentation de ’épaisseur
du matériau poreux. Une comparaison est effectuée entre le modéle de Biot-Allard et celui
fluide équivalent en présence et en absence de la lame d’air. Elle est représentée par la figure
(2.16) qui illustre ’évolution du coefficient d’absorption. La figure (2.17) montre la variation du
coefficient d’absorption d’une mousse polymeére pour le modéle Biot-Allard (structure élastique)
et le modeéle fluide équivalent (structure rigide) avec une condition limite arriére d’un mur rigide.
Les résultats obtenus du modeéle de Biot-Allard concordent avec ceux du fluide équivalent. La

différence entre les deux courbes apparait dans la gamme de moyennes fréquences (structure
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FI1GURE 2.15 — Coefficient d’absorption et les parties réelle et imaginaire de la laine de verre :

Cas lame d’air de 0.12 mm
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FIGURE 2.16 — Coeflicient d’absorption pour les deux modéles de la laine de verre avec et sans

lame d’air

élastique). Dans cette gamme, une baisse du coefficient d’absorption est observée autour de
1000 Hz. Cette baisse est due a la premiére résonance de la structure, qui est la résonance de
quart de longueur d’onde pour un milieu poreux collé sur un mur rigide. Si une lame d’air est

appliquée a la face arriére de la mousse polymére, un décalage entre les courbes est observé
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FI1GURE 2.17 — Coefficient d’absorption et les parties réelle et imaginaire de la mousse : Cas

mur rigide

vers les basses fréquences (Figure 2.18). Ainsi, Nous observons l'apparition de deux pics (o)

pour le modeéle Biot-Allard (structure élastique). En effet ces pics représentent un maximum

d’absorption de I’énergie acoustique due aux effets visqueux de 1’air dans les pores de la mousse.

Une comparaison entre les deux cas de limites est illustrée dans la figure (Figure 2.19). En
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F1GURE 2.18 — Coefficient d’absorption et les parties réelle et imaginaire de la mousse : Cas

lame d’air de 0.12 mm
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FIGURE 2.19 — Coefficient

sans lame d’air
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d’absorption pour les deux modéles de la mousse polymére avec et

ce qui concerne le matériau poreux de type fibreux textile, la méme évolution du coefficient

d’absorption est remarquée (cas mur rigide) (figure 2.20). Le décalage entre les deux courbes

vers les basses fréquences est assez similaire & I'exception d’une petite différence qui apparait

pour le modéle de Biot-Allard (figure 2.21).
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F1GURE 2.20 — Coefficient d’absorption et les parties réelle et imaginaire de textile fibreux : Cas

mur rigide
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F1GURE 2.21 — Coefficient d’absorption et les parties réelle et imaginaire de textile fibreux : Cas

lame d’air de 0.12 mm
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F1GURE 2.22 — Coeflicient d’absorption pour les deux modéles du textile fibreux avec et sans

lame d’air

VIII Conclusion

Ce chapitre nous a permis d’identifier les principaux modéles décrivant la propagation et

la dissipation des ondes acoustiques et élastiques dans les milieux poreux. Deux modéles ont
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été retenus dans cette recherche, le premier est le modeéle poroélastique de Biot-Allard et le
second est le modéle de fluide équivalent de Biot-Allard. Le deuxiéme est en fait le cas limite
(matrice rigide) du premier. Ces deux modéles tiennent compte des mécanismes de dissipations
associés aux effects visqueux et aux effets thermiques par I'introduction de la masse volumique
dynamique complexe et d’'un module de compressibilité dynamique complexe. A partir de ces
grandeurs complexes, nous avons pu calculer les parties réelle et imaginaire de I'impédance de
surface et le coefficient d’absorption dans les trois conditions aux limites d’arriére de milieux

poreux (zéro de pression, mur rigide, et lame d’air).



APPROCHE ANALYTIQUE :
METHODE DES MATRICES DE
TRANSFERT

I Introduction

La description du champ acoustique dans une couche poreuse n’est pas simple, car ’'onde de
cisaillement et les deux ondes de compression qui se propagent avant et arriére sont présentes.
Dans un milieu stratifié avec des couches poreuses, couches solides élastiques et couches fluides,
une description compléte peut devenir trés compliquée. Une représentation matricielle de pro-
pagation du son, similaire a celle utilisée par Brekhovskikh [Brel2|, Folds and Loggins [FL77],
Scharnhorst [Sch90] et Brouard et al [BLAT96|, est décrite dans ce chapitre, et utilisée pour
modéliser les champs plans acoustiques dans les médias stratifiés. Ces derniers sont supposés la-
téralement infinis. Ils peuvent étre de différentes natures : solide élastique, plaque mince, fluide,
rigide poreux, limp poreuse et poroélastique. Le modéle présenté est essentiellement basé sur la
représentation de la propagation des ondes planes dans différents médias, en termes de matrices
de transfert. Dans ce chapitre nous supposons que les milieux sont homogénes et isotropes. La
modélisation est générale dans le sens ol on peut gérer automatiquement les configurations
arbitraires des médias stratifiées. Nous rappelons donc la méthode de la matrice de transfert,
ensuite, celle de transfert de couplage des différents types de couches. Tout cela est suivi par
le calcul des indicateurs acoustiques du probléme. Enfin, des exemples d’applications pour les

deux types de matériaux poreux (structure rigide et élastique) sont présentés.

93
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IT Meéthode de la matrice de transfert

I1.1 Principe de la méthode

Nous supposons qu’une onde plane acoustique se propage dans un matériau d’épaisseur h,
a un angle d’incidence 0, (figure 3.1). La géométrie du probléme est bi-dimensionnelle, dans
I'incidence plane (z1,z3). Divers types d’onde peuvent se propager dans le matériau, selon leur
nature. La composante 1 du nombre d’onde pour chaque onde se propageant dans le milieu fini

est égale a k;, [AA09, BLA95,SB00, WR01, Low95, LP92|
ki = ksind (3.1)

Ou k est le nombre d’onde & lair libre. La propagation du son dans la couche est représentée

par une matrice de transfert [T] telle que :
V(M) = [T]V(M') (3.2)

Ou M et M sont proches de la face avant et arriére de la couche, respectivement, et ou les
composantes du vecteur V(M) sont les variables qui décrivent le champ acoustique au point M

du milieu. La matrice [T] dépend de I’épaisseur et des propriétés de chaque milieu.

I1.2 Presentation matricielle des milieux classiques
I1.2.1 Couche de fluide

Le champ acoustique dans un milieu fluide est complétement défini en chaque points M,
(figure 3.1) par le vecteur :

T
VI (M) = |p(M), v} (M) (3.3)

Ou p et vz{ sont respectivement, la pression et la vitesse du fluide de la composante xg3, .

X2

X1

milieu fini

FI1GURE 3.1 — Onde plane frappant un domaine fini d’épaisseur h

L’exposant T indique la transposition, V/ (M) étant un vecteur de colonne.
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Soient p et k respectivement la densité et le vecteur du nombre d’onde dans le fluide, défini par
(k? — k2sin20)1/ 2. Aprés élimination de la composante z; et du temps t, p et vs dans le fluide

peuvent s’écrire sous la forme :

p(x3) = Arexp(—jksxs) + Asexp(—jksxs) (3.4)

U?{(l’g) = — [Arexp(—jksxs) + Asexp(—jksxs)] (3.5)

2
wp
En mettant arbitrairement la coordonné z3 égale a zero au point M, les équations (3.4) et (3.5)

peuvent étre réécrites comme :

p(M') = Ay + Ay (3.6)
k3
M)=—(A— A )
ea(M) = (41— ) (37)
En notant que h est I’épaisseur de la couche, les équations (3.6) et (3.7), avec x3 = —h, peuvent
étre données par :
VI = [mvIi) (3.8)

Ou la matrice de transfert [T] 2 x 2 est donnée par :

gy = | costhsh) - digsin(ksh) (3.9)
jﬁ—zsin(kgh) cos(ksh)

I1.2.2 Couche solide

Dans une couche solide élastique, les ondes longitudinale et transversale incidentes et réfléchies
peuvent se propager. Le champ acoustique dans le matériau peut étre complétement décrit en
utilisant les quatre amplitudes de ces ondes. Les potentiels de déplacement associés peuvent

s’écrire respectivement sous la forme :
© = exp(jwt — jkiz1) [A1exp(—kizzs) + Asexp(jkizxs)] (3.10)
Y = exp(jwt — jkix1) [Asexp(—kisxs) + Asexp(jkszzs)] (3.11)

Ou kq3 et k33 sont respectivement les vecteurs de nombres d’onde de la composante x3 donnés

par :

k15 = (52 _ k2)1/2
b (3.12)

kss = ((63 — k)12

Dans les équations (3.12), 67 et §3 sont respectivement, les racines des nombres d’ondes de 'onde

longitudinale et cisaillement dans la couche de solide élastique, données par :

52 = (o
Af“ (3.13)
§2 = wp
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Ou p indique la densité du solide élastique, et A et uy, sont le premier et le second coefficient de
Lamé (en général, ils sont des quantités complexes). Les constantes A, Ay, As, et A4 représentent
les quatre ondes (incidentes et réfléchies) qui peuvent se propager dans la couche. Le champ
acoustique dans la couche solide élastique peut étre prédit si les quatre amplitudes sont connues.
Au lieu de ces paramétres, quatre variables mécaniques peuvent étre choisies pour exprimer la
propagation du son partout dans le milieu. Cependant, différents systémes de quatre quantités

indépendantes vy, vs, 033, et 033 peuvent étre choisies [BLA95,SB00|. Soit V* le vecteur :
V(M) = [05 (M) v5(M) o33(M)  ofy(M)]" (3.14)

Dans ces équations, v et v3 sont respectivement les vitesses des composantes x1 et x3 au point
M, 033 et o5 sont les contraintes normale et tangentielle respectives au point M. Elles sont

données par :

. 0 0
0 0
- no (e )
_ 2¢ | 9%y 9%¢ 921
0’§3 = A (Tmf + @) + 2ur, (Tm% + 8z18$3) (3 16)

9%p 0%y 0%
S __ L — —r
933 = ML (2 Ferdes T os7 T 023

Pour obtenir la matrice de transfert [T] 4 x 4 de la couche solide élastique, le vecteur V¥(M) est

d’abord relié au vecteur A = [(A1+ A2), (A1 — Ag), (A3 + Ay), (A3 — Ay)] par une matrice [['(z3)]

telle que V¥(M)=[I'(z3)]A. Les équations (3.15) et (3.16) peuvent étre utilisées pour évaluer
[['(x3)] comme suit [AA09] :

[[(z3)] =
[ whicos(kisws)  —jwksasin(kiszs) jwksssin(kssws)  —whsscos(ksazs) |
—wkizsin(kizrs)  wkizcos(k13xs) whkycos(k333) —Jjwhsin(kssvs) (3.17)
—Djcos(kyzz3) jDicos(kizxs)  jDoksssin(kssxs) —Daksscos(Ks33Xs)
| Dokizsin(kizrs) —Dokizcos(kizzs) — Dicos(kazxs) —jDysin(kszzs)

Avec Dy = (k3 + ki3) + 2urkis = pr(kis — k), et Do = 2upkq. Si Porigine de 'axe z3 est fixée

au point M, les vecteurs V(M) et V*(M') sont exprimés par :

(3.18)

Ensuite, la matrice de transfert [T] qui reliée & V(M) et V(M) est égale a [T] = [['(0)]['(h)] L.
Dans le but d’atténuer l'instabilité pouvant résulter de I'inversion de la matrice [['(h)], Porigine

de 'axe x3 peut étre fixée au point M /, et la matrice de transfert s’écrit :

(7] = [L(=m)][r(0)] (3.19)
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L’inversion de la matrice [I'(0)] est calculée analytiquement par :

2k1 -1
wég 0 ML‘S% 0
0 k§37k§ 0 i12
-1 _ wk130 pr k136
T(O) ! = ; : (3.20)
0 s 0 L
w6§ ,uLég
k33 —k7 —k1
| wks362 0 prk3303 0 |

11.2.3 Couche poroélastique

Dans le contexte de la théorie de Biot, trois types d’ondes peuvent se propager dans le milieu
poreux : deux ondes de compression et une onde de cisaillement. Notons que ki, ka, ks, et k’l,
k/2, k'3, représentent respectivement les vecteurs nombres d’ondes pour les ondes de compression
(les indices 1, 2), et 'onde de cisaillement (I'indice 3). Ces quantités sont données dans le chapitre
2, par les équations (2.83), (2.84) et (2.103). Les composants z3 des vecteurs de nombres d’ondes
sont :

kis = (k2 —k2)'? i=1,2,3
( 2 (3.21)

kig = —kis i=1,2,3

La racine carrée donne une partie réelle positive. Dans la représentation complexe, les potentiels

de déplacement de la structure pour les ondes de compression peuvent étre écrits sous la forme :
o; = Ajexp (j(wt — kiszs — kxr)) + Ajexp ((wt + kigxs — k1)) (3.22)

Les déplacements induits par les ondes rotationnelles sont paralléles au plan (z1,0,z3), et la

seule composante xo du potentiel du vecteur est différente de zéro. Cette composante est :
05 = Asexp (j(wt — kazzs — k1)) + Ageap (j(wt + kssas — k1)) (3.23)

Les potentiels de déplacement d’air sont reliés aux potentiels de déplacement de la structure

par :

ol = s i=1,2 (3.24)

et

W] = s (3.25)

Le rapport u; ,pour ¢ = 1,2, de la vitesse de 'air & la vitesse de la structure pour les deux
ondes de compression, et ug pour 'onde de cisaillement sont donnés dans le chapitre (2) par les
équations (2.90), (2.91) et (2.104). Les champs de déplacement de la structure et de I’air sont
complétement connus si A1, As, As, All, AIQ, Aé le sont, tandis que les contraintes peuvent étre

calculées par I’équation (2.16).
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11.2.3.1 Présentation matricielle : Le champ acoustique dans la couche poreuse est re-
présenté par six ondes, et peut étre décrit par les équations (3.22) et (3.23). Il peut étre prédit
partout si les six amplitudes Aq, Ay, Ag, All, A/Q, Aé sont connues. Cependant, au lieu de ces
paramétres, on peut choisir six quantités acoustiques indépendantes : trois composantes de la
vitesse et trois éléments du tenseurs de contraintes; les deux composantes de la vitesse v et v3
dans la structure, la composantes de la vitesse vi{ dans le fluide, deux composantes du tenseur
de contrainte o33 et o5 dans la structure, et 053 dans le fluide. Si ces six quantités sont connues
au point M dans la couche, le champ acoustique peut étre prédit partout dans la couche. De
plus les valeurs de ces quantités en tout point dans la couche dépendent linéairement de celles

au point M. Soit VP le vecteur :
T
VIM) = [ (M) (M) of (M) oia(M) ola(M) ofy(M)] (3.26)

L’indice T indique la transposition, V(M) étant un vecteur de colonne. Ces six quantités sont

écrites sous la forme :

. 8 S a S a S
v = jo (58 + 58 - 54 (3.27)
f_ op] | 09l ous
of = o (3 + 34 - 34

et

82 S 1S 62 54 pS
033 = (P —2N) (5(‘;;%%’2) (‘g;g%)

Pllod) | P,y (Pl , oo
+Q 027 + x5 +2N x5 + 8x18:2(;3

92 (S48 H24hs H24)8
o5 =N (2 G S"2)_|_ Y3 073

(3.28)

0103 0x3 81%
02 (pof +of 82 (of +f 2( s s 2( )5 1 pS
f <<P1 Y2 P1T¥2 0 (gol—l-«pQ) 0 (<p1+g02)
033 = R < 83)% + 8:(:% + Q 338% + al‘g

Ou N est le module de cisaillement du matériau, P, Q, et R sont les coefficients élastiques de
Biot définis dans le chapitre 2. Si M et M " sont respectivement mis & proximité , & la face avant
et arriére de la couche, une matrice [T?] qui dépend de I’épaisseur h et des propriétés physiques

du matériau reliant V?(M) a VP(M') se met sous la forme :
VP(M) = [TP]VP(M') (3.29)

Les éléments de la matrice T;; ont été calculés en suivant les étapes suivantes : Soit A le vecteur

colonne :

A= [(A+ 4D (A1~ 4)), (Ao + A (A — A7), (A + 4. (45— 45)] (330)
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et soit [['(x3)], la matrice reliant VP(M) dans z3 & A

VI(M) = [L0)] 4, VA(M)=[I'(h)]A (3.31)

) (3.32)
et donc [TP]est égale a :
[77] = [LO)] [T (h)] ™" (3.33)

Afin d’éviter I'inversion d’une matrice, 'origine de I'axe x3 peut étre changée, et les équations

suivantes peuvent étre utilisées :
[T%] = [T(=h)] [L(0)) (3.34)

La matrice [['(0)] " peut étre évaluée analytiquement.

I1.2.3.2 Evaluation des matrices [T] et [IT?] : Dans le but de calculer les éléments de
[F(O)]fl, les quantités v{, v3, vg, ois, 033, €t 05].:3 doivent étre évaluées a partir des potentiels ¢7,
@5, et /. La composante de la vitesse v{ sera également calculée en détail. Les composantes
v{ et vj sont obtenues en utilisant ¢f, 3, et @Dg comme déterminés par les équations (3.22) et

(3.23) dans ’équation (3.27).
v = jw [ > " {—jki(Ai + Aj)cos(kiszs) — k(A — Aj)sin(kisws)}
i=1,2

+ k:gg(Ag + Ag)sin(kggxg) + jk‘gg(Ag — A;’)COS(kggl‘g))] (335)

’U§ = jw[ Z {—]kzg(Az + A;)Sin(k‘ig.%'g) — ]]ﬂg(Az — A;)cos(k:igxg)}

i=1,2
— jki(As + Ag)cos(kssas) — jki(As — A;,)sm(kggxg))] (3.36)
Dans ces équations la dépendance du temps et de x; a été éliminée, et les vitesses v{ et v:,]:

peuvent étre évaluées & partir des potentiels de déplacement cp{ , (pg, et ¥/ qui sont reliés a o1,

©5, et ° par les équations (3.27)

o] = jw[ Z {—jkopi(As + A))cos(kizxs) — ki (A — A})sin(kizzs)}
i=1,2

+ ksaug(As 4+ Ag)sin(ksszs) + jkasps(As — Ag)cos(ksszs))|  (3.37)
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vg = jw[ Z {—jkisui(A; + A;)sin(kigscg) — jkisui(A4; — A;)COS(kJigIg)}
i=1,2

— jkyps(As + Ag)cos(kssms) — kyps(As — Ay)sin(ksszs))|  (3.38)

Les deux composantes 033 et 073 du tenseur des contraintes dans le squelette , et 0'§3 dans le

fluide, peuvent étre calculées par les équations (2.16)

053 = (P —2N)V.u® + QV.uf + QNgZ;i (3.39)
s Ouj  Ouj

o5y =N ((%3 + 8x1) (3.40)

033 RV +QV.u® (3.41)

Les potentiels de déplacement peuvent étre utilisés pour exprimer les dérivations spatiales pour

les composantes x1 et x3 de u® et uf dans les équations (3.39)-(3.41) sous la forme :

0? o2
V. = aT;%(% +3) + 87%(% +¢5) (3.42)
£ 2 9?2
Vo' = (el + p2ps) + - (H1e] + pegs) (3.43)
afl?l axs
ouj 0?2 0%y
= 551 + ¢ 44
Dy~ D22 (@] +¥3) + 821025 (3.44)
oui  ouy  OP(pf +8) | (0P Py
=2 — 3.45
Oxrg  Oxy 0r10x3 + 8;1;% 8%% ( )

et les équations (3.39)-(3.41) peuvent étre réécrites comme :
o3 =N [th > kis{i(Ai + Ap)sin(kis) — (A — Aj)cos(kisws)
1,2

+ (k35 — k2)[(As + A3)cos(kssxs) — j(As — Ag)sin(ksszs)|  (3.46)

05 = Z{ (P + Qui) (k2 + k&) + 2NEZ](A; + A;)cos(kias)

+ 5P + Qua) (k7 + ki) — 2NK](A; — Ay)sin(kizzs)
+ 2ij‘tk‘33(A3 + A%)Sin(kggl‘g) — 2Nk‘t/{733(A3 — A;))COS(]C33$3)
(3.47)

ofs = Y (@ + Ru)(k} + k3){—(A; — A)cos(kiszs) + j(A; — Apsin(kssas)} (3.48)
1,2

Les coefficients des termes (A; + A}), (A2 £ Ay), (A3 + A3), dans les équations (3.37), (3.38) et
(3.46)-(3.48) sont les éléments de la matrice I';j(x3) comme donnés dans le (tableau 3.1). Dans

ce dernier, D; et E; sont donnés par :
D; = (P + Qui)(k} + k%) — 2Nk} i=1,2 (3.49)

E; = (Rp; + Q)(K} + k) i=1,2 (3.50)
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La matrice [TP] =[T'(0)]['(h)]~! est bien développée dans I’Annexe A.

TABLE 3.1 — Eléments de la matrice I';;(x3)

Les trois premiéres colonnes de [I']

wicos(kigxs) —jwkgsin(kiszs) wkicos(kogxs)
—jwkizsin(kizrs) wkizcos(kizrs) —jwkaogsin(kesxs)
—jwkigpisin(kizrs)  wkizpisin(kizrs) —jwhkagpasin(keszws)
—Djcos(kizxs) jD1sin(kizxs) —Dscos(kazxs)

Zijt/{igsin(kig.Z‘g) —Qthk‘i;gCOS(k‘igl‘gg) Qij}tl{?23S’in(k23l‘3)
—Fycos(kizxs —FEysin(kizzs) —FEscos(kaszs

Les trois derniéres colonnes de [I]

—jwhkysin(kosxs) Jjwksgsin(kssxs) —wksscos(kszxs)
wpzkegcos(kazxs) wkicos(kssxs) —jwkysin(kssxs)
wkascos(kosgxs) wpskicos(kszrs) —jwuskisin(kssxs)
jDasin(kazzs) 2jNksskysin(kssxs) —2Nksskicos(ksszrs)
—2Nkoskicos(kagzs) N(k33 — k?)cos(kszws) —jN (k33 — k2)sin(kszxs)
jEasin(kasxs) 0 0

11.2.4 Plaque élastique mince

Dans le cas d’une plaque élastique en flexion (raideur D, épaisseur h et la masse m), I’har-

monique de ’équation de mouvement est donnée par :

/ ’

Zs(w)vg(M ) == O'33(M ) - 0'33(M) (351)
Ou
4
Zs(w) = jwm (1 - ﬁ%) (3.52)

est I'impédance mécanique du panneau et k; = kgsinf avec kg le nombre d’onde dans 'air
libre. o33(M) et o33(M') sont respectivement, les contraintes normales juste devant et derriére
la plaque et v3 est la vitesse normale de la plaque mince vz = v3(M) = v3(M’"). L’utilisation du
vecteur V(M) = [o(M)vs(M)]” pour exprimer le champ mécanique en un point M de la plaque,
nous permet de déduire directement la matrice de transfert [T7] reliant V(M) et V(M') a partir

de I’équation (51)

7] = (3.53)
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Notons que I'impédance mécanique du panneau peut étre écrite sous la forme équivalente :

Zy(w) = jwm [1 - (”)sm‘le} (3.54)

We

v =B

est la fréquence critique du panneau. L’amortissement dans le panneau peut étre expliqué par

I'utilisation de la valeur complexe du module de Young.

11.2.5 Ecrans imperméables

Les écrans imperméables sont habituellement utilisés pour couvrir ou protéger les matériaux
acoustiques. Leurs modélisation, en utilisant la méthode de la matrice de transfert, dépend de
leurs installation. Quand ils sont libres de se déplacer, en présence de 'air dans les deux cotés,
ils peuvent étre simplement modélisés comme une plaque mince avec une raideur negligeable.
L’impédance mécanique dans ce cas 1a est donnée par Z(w) = jwm. Quand Iécran est lié a un
matériau poreux, la modélisation nécessite de tenir compte des forces d’interface.

Soit M et M’ deux points proches, respectivement, a la face avant et arriére de ’écran dans le
contact mécanique. En supposant que ’écran peut étre flexible avec une rigidité non négligeable,

les lois de Newton appliquées & I’écran, aboutissent & :

/ / 84U3(Ml)
jumus(M') = o55(M') — o35 (M) — DL 32 ) (3.55)
33 33 jwalel
. ’ s ’ s 82'[) Ml
jwmui(M) = ois(M) —oi3(M) + S———+ lé 5 ) (3.56)
Jjwoz]

Dans ces équations, v{ et v3 sont respectivement, les vitesses de la composants x1 et x3 au point
M. o35 et o5 sont les contraintes normales et tangentielles au point M. Les quantités m, D, et
S sont respectivement, la masse par unité de surface, la rigidité a la flexion, et la rigidité de la
membrane de 1’écran. Les opérateurs 02/0?z? et 9*/9*x{ peuvent étre remplacés respectivement

par —k? et —k}. Par conséquent, les équations de gouvernance de 1’écran s’écrivent :

. Dk? s ! s ! s
Jjwum | 1— w2 Ug(M ) = ‘733(M ) — 033(M) (3.57)
. Skt2 s ! s ! s
Jwm | 1 — w? vi(M') = 0’13(M ) — 013(M) (3.58)

La vitesse de I’écran v(M) est la méme dans les deux faces.
En utilisant V(M) = [v§(M)  v§(M) 053(M)  o$3(M)]" pour décrire les variables de 'écran,

les équations (3.57) et (3.58) avec une méme vitesse aux points M et M', menent a la matrice
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de transfert 4 x 4 suivante :

1 0 00
0 1 00
[T] = (3.59)
0 —Zyw) 1 0
| —Z,(w) 0 0 1]

Ou Zs(w) = jwm (1 — Dk}/mw?) et Z.(w) = jwm (1 — Sk} /mw?). Les conditions d’interface
décrites dans la section (I1.4.2) pour une couche solide peuvent étre utilisées lorsque ’écran est
en contact avec un milieu poreux ou un fluide. Dans le cas d’un écran imperméable et d’une
rigidité négligeable, la modélisation est similaire & celle d’'une membrane flexible. Dans ce cas

I’équation (3.55) est remplacée par :

’ ’ 62U3(M,)

jeomvs(M') = 03(M') — o35(M) + I (3.60)

jwdx?
et en consequence, 'impédance Z dans 'équation (3. 58) est remplacée par Z, (w) = jwm (1 — Ik} /mw?)

ol I est la tension de I’écran.

I1.2.6 Autres matériaux

La méthode de la matrice de transfert peut étre généralisée pour tenir compte d’autres do-
maines tels que les plaques épaisses, plaques orthotropes, panneaux composites et sandwiches, les
matériaux poreux isotopes transverses, etc. Dans ces cas les matrice de transfert sont formulées

en terms de 'onde principale (direction de la propagation) dans le plan (x1,x3).

II.3 Matrices de transfert de couplage

Les matrices de transfert des différents types de couches ont été évaluées dans la section pré-
cédente. Cette section est consacrée aux conditions de continuité entre deux couches adjacentes
de nature différentes. La figure (3.2) illustre un milieu stratifié, ou les deux point My, et Moy 1
(k = 1,n — 1) sont proches de chaque coté de la frontiére entre les couches (k) et (k + 1). Une
matrice d’interface, qui dépend de la nature des deux couches, doit étre utilisée pour relier les
vecteurs de champ acoustiques V) (My) et V*+D (Mg, ). Pour simplifier le probléme, les

matrices d’interface sont dérivées pour les deux premiéres couches de la (figure 3.2)

I1.3.1 Deux couches de méme nature

Si deux couches de méme nature sont adjacentes (figure 3.2), les conditions de continuité sont
exploitées pour construire une matrice de transfert globale décrivant la propagation acoustique
entre My et My. Si le deux couches ne sont pas poreuses, la matrice de transfert globale est

simple, et égale au produit des matrices de transfert des deux couches. Par contre, si les deux



Méthode de la matrice de transfert Chapitre 3/64

couches sont poreuses, les conditions de continuité sont affectées par la porosité des couches

comme suit :

vi (M) = vi(Ms) (3.61)
v3(Mp) = v3(Ms) (3.62)
61(vf (M) — 05 (Ma)) = g (vf (My) — v3(Mo)) (3.63)
033(M3) + 033(M2) = 033(M3) + 033(Ms3) (3.64)
oi3(Mz) = o13(Ms3) (3.65)

ofs(Ma)  ofs(Mp)

33 33
o (3.66)
Dans ce cas, la matrice de transfert globale, [T?] est écrite comme :

[T%] = [TY][Lpp] [T5] (3.67)

Ou, [T7] et [T%] sont les matrices de transfert des deux couches poreuses, et [I,] est une matrice

FIGURE 3.2 — Onde plane dans un milieu multicouche

d’interface 6 x 6 construite de 1’équation (65)

1 0 0 00 0 |
0 1 0 00 0
L) = 0 (1—¢2/p1) ¢2/1 0 0O 0 (3.68)
0 0 0 1 0 (1—¢1/¢2)
0 0 0 0 1 0
0 0 0 00  ¢1/én

Notons que cette matrice d’interface est égale & la matrice unitaire 6 x 6 si les deux couches

ont la méme porosité. Dans le cas d’un milieu poreux isotrope, les composantes du vecteur

V(2)[us, v5,ws, ot oL, p]" sont égales, pour chaque coté de la frontiére entre deux couches



Méthode de la matrice de transfert Chapitre 3/65

poreuses. Donc, la matrice d’interface est une matrice unitaire dans cette représentation et la
matrice de transfert d’un milieu poreux stratifié est simplement le produit des matrices d’inter-

face de chaque couche.

I1.3.2 Interfaces entre les couches de nature différente

Lorsque les couches adjacentes ont une nature différente, les équations de la continuité peuvent
étre utilisées pour relier les deux matrices d’interface [I12] et [J12] aux vecteurs variables du

champ a My et My :
[Li2]V D (My) + [J12]VE (M) = 0 (3.69)

Les matrices [I12] et [J12] dépendent de la nature des deux couches liées. Le nombres de lignes
pour les deux matrices est égal au nombre des équations de continuité a 'interface. Ces matrices
d’interface sont reliées aux vecteurs du champ aux point My et Ms, par les équations (3.69).
Etant donné que V) (M3) = [T@|V ) (M) ou [T?)] est la matrice de transfert de la deuxiéme

couche, la propagation acoustique entre les point Mo et M, est exprimée par :
[T12]V Y (Ma) + [J12)[TPIVE (My) = 0 (3.70)

Les expressions des matrices d’interface pour les différentes interfaces sont données dans les

paragraphes suivants :

I11.3.2.1 Interface solide-fluide

Les conditions de continuité sont données par :

o3(Ma) = vi(Ms)

033(Mz) = —p(M3) (3.71)

o13(Ma) =0

Ces équations peuvent étre réécrites comme [I, ]V (Ma) + [Ty ]V (Ms) = 0, avec

0100 0 —1
Lfl=10 0 1 of, [Jsfl=11 0 (3.72)
000 1 0 0

Les matrices [I] et [J] doivent permuter pour une interface fluide-solide. Les mémes matrices

peuvent étre utilisées pour une interface solid-plaque mince.
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I11.3.2.2 Interface Poreux-fluide

Les conditions de continuité sont données par :

(1— ¢)v3(Ma) + (1 — ¢)v] (Mz) = v§ (M3)
033(Ma) = —(1 — ¢)p(M3)
ot5(Mp) = 0 (3.73)

of3(Ma) = —¢p(Ms)

Ou ¢ est la porosité de la couche poreuse. Ces équations peuvent étre réécrites sous la forme

[Ipf]v(p) (Mz) + [pr]V(f)(Mg) =0, avec :

0 1-¢) ¢ 0 0 | o0 1]
0 0 0100 1—¢) 0
[Ipf] = ) [pr] = ( ) (3-74)
0 0 0010 0
0 0 00 0 1 6 0]

Les matrices [I] et [J] doivent permuter pour I'interface fluide-poreux.

11.3.2.3 Interface solide-poreux

Les conditions de continuité sont données par :

v} (My) = vj (M3)

v3(Mz) = v3(Ms)

v3 (M) = vf (M) (3.75)
033(Ma) = 035(Ms) + oy (Ms)
013 (M) = o5y (M)

1 0 0 0] (1 000 0 0
010 0 010000
Isp]=10 1 0 0|, [Jpl==]0 010 0 0 (3.76)
00 1 0 000101
000 1 0000 1 0

Les matrices [I] et [J] doivent permuter pour une interface poreux-solide. Notons que ces matrices

peuvent étre utilisées pour 'interface de I’écran imperméable dans le contact mécanique.
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11.3.2.4 Interface plaque mince-poreux

Pour une plaque mince en contact avec une couche poreuse, les conditions de continuité sont :

035(Ma) + oy (Ma) = —p(Ms) (3.77)
Ou p = —o33 représente la pression a 'interface de la plaque avec le milieu poreux. Ces conditions

peuvent étre réécrites comme [I;]V®)(My) + [J,;] VD (M3) = 0, avec

0100 0 0 0 —1]
001000 0 —1
[Ipi] = ) [in] = (3-78)
0007101 1 0
0000 1 0 0 0

IIT Assemblage de la matrice de transfert globale

Un simple produit entre les matrices de transfert et d’interface ne peut généralement étre
utilisé pour calculer la matrice de transfert globale pour un milieu stratifié, parce que la plupart
des matrices d’interface ne sont pas carrées, et aussi, reliées dans I’équation (3.70) aux vecteurs
du champ acoustique & la frontiére des couches adjacentes dans le milieu stratifié. Pour un milieu

illustré dans la (figure 3.2), on obtient les relations suivantes :

L]V I(A) + )TV (M) = 0 (3.79)

Loy e )]V P (Ma) + [Ty e ) [TEFIVE (Mo 10)) = 0, (3.80)

Cette série d’équations peut étre réécrite sous la forme [Dg]Vp = 0, Ou

[I5] [Tp)[TM)] [0] T [0] [0]
[0] [112] [Ji)[TP] - [0] [0]
[Do] = | : : : : (3.81)
0] [0] [0] [Jin-2)m-nl[T"Y] 0]
| [0] [0] [0] Ln—1)(n)) [Tn—1)() [T]]

et

voz[vf(A) oW (M) v@(Mz) ... 0T (My, o) 0™ (M) (3.82)
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La matrice Dy est rectangulaire. Cependant, la matrice de transfert globale doit étre carrée
puisque le probléme physique est bien posé. Sur le coté d’excitation, une équation d’impédance
reliant la pression & la vitesse normale manque. Au niveau de la limite, les conditions de I'im-
pédance reliant les grandeurs de champ manquent également. Ces conditions d’impédance sont
trois pour une couche poreuse, deux pour une couche solide et une pour un fluide, plaque mince
ou une couche imperméable. Donc, si N est la dimension de Vj; [Dy] a (N — 4) lignes si la der-
niére couche est poreuse, (N — 3) lignes si cette couche est un solide élastique, et (N — 2) lignes
si elle est fluide (ou un fluide équivalent), plaque mince ou écran imperméable. Les conditions
d’impédance aux limites dépendent étroitement de la nature de condition arriére : mur rigide

ou domaine de fluide semi-infini.

III.1 Condition du mur rigide

Si la multicouche est soutenue par un mur rigide (figure3.3), et si une composante du vecteur
de champ V(”)(Mgn) est une vitesse, alors cette composante est égale a zero (impédance infinie).
Ces conditions peuvent étre écrites sous la forme [Y ™|V (™) (My,) = 0, ou [Y] et V™) sont

définis selon la nature de la couche (n) :

100000
. 1000 ;
YPl=10 1 0 0 0 0|, [Y]= ,[Y]Z[IOOO}, (3.83)
0100
001000

Ou 'exposant se référe a la nature de la couche en contact avec le mur : p pour poreux, s pour
solide, et f pour le fluide, fluide équivalent, plaque mince ou écran imperméable. Autrement, le
vecteur V(") est le vecteur variable du champ de la couche en contact du mur. Par addition des
nouvelles équations au systéme précédent, [Dy]Vy = 0, un nouveau systéme est obtenu pour la

matrice [D] & (N — 1) lignes et N colonnes :

DIV =0:[D] | ——— -2 (3.84)

IT1.2 Condition de fluide semi-infini

Si la multicouche se termine par une couche de fluide semi-infini (figure 3.4), les conditions
de continuité peuvent étre réécrites pour les vecteur V™) (Ms,) et le vecteur de fluide semi-infini
Vf(B), ot B est un point dans le fluide semi-infini, proche de la frontiére. Elles sont exprimées

par :

[Ty 1V ™ (M) + [Ty ]V (B) = 0 (3.85)
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Fi1GURE 3.3 — Milieu multicouche soutenu par un mur rigide

FIGURE 3.4 — Domaine de milieux multicouches soutenu par un fluide semi-infini

Ou V/(B) = [p(B) vg(B)]T et [I(n)s] et [Jn) ] sont les matrices d’interface qui dépendent de
la nature de la derniére couche (n). En outre si Zp est I'impédance caractéristique du fluide

semi-infini, 'impédance au point B est donnée par Zp/cost = p(B)/vg(B), ol
-1 Zg/cosO)VI(B) =0 (3.86)

Les équations (3.85) et (3.86) ménent au nouveau systéme matriciel suivant :

_ : o .
[Do] 3 '
pyv=o:ppy o (3.87)
[0] 0 [Tyl [yl
0 0 -1 Zp/cost
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vel___|= : (3.88)
V/(B) V=D (M)
VU (Man)
VI(B)

En tenant compte de l'addition des équations et des variables, la matrice [D] a maintenant
(N+1) lignes et (N+2) colonnes. En résumé, pour deux conditions aux limites, une équation
est encore nécessaire. Cette équation est donnée par la condition d’impédance de fluide dans
le coté excité. L’addition de cette équation a la matrice [D] permet de calculer les indicateurs

acoustiques du probléme.
II1.3 Calcul des indicateurs acoustiques

I11.3.1 Impédance de surface et coefficients de reflexion et d’absorption

Lorsqu’une onde plane frappe un milieu stratifié illustré par la (figure 3.3) dans le cas d’un
probléme d’absorption ou par la (figure 3.4) dans le cas d’un probléme de transmission, sous un

angle d’incidence 6, 'impédance de surface Z; du milieu est écrite comme Z; = p(A)/v3(A), ou
-1 Z)viA) =0 (3.89)

L’addition de cette équation au systéme des équations (3.84), ou (3.88), nous permet d’obtenir

un nouveau systéme formé avec une matrice carrée :
77777777777777 V=0 (3.90)

Le déterminant de cette matrice est égal & zero, donc Z, est calculée par :

det[D ]

Z, = —
det[ Do)

(3.91)

Ou det[D;] (respectivement det[Ds]) est le déterminant de la matrice obtenue quant la premiére
colonne (respectivement la deuxiéme colonne) a été éliminée de la matrice [D]. Le coefficient de

reflexion r et le coefficient d’absorption a sont donnés par les formulations classiques suivantes :

Zscos0 — 7
Zscost + Z

r = (3.92)
et

al@) =1—|r)? (3.93)
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Dans le cas d’une excitation d’un champ diffus, le coefficient d’absorption est défini comme :

emaz
/ a(f)cosbsinfdo
oy = "mingm (3.94)
/ cossinfdl
[%

min

Ou a(f) est le coefficient d’absorption & un angle d’incidence 6 donné, et comme défini pré-
cédemment, 0,4, et O sont les limites sélectionnées de l'intégrale d’un champ de diffusion,

habituellement égales 0° et 90°.

I11.3.2 Coefficient de transmission et perte de transmission

Lorsque une multicouche se termine par un fluide semi-infini, le coefficient de transmission T’

et le coefficient de reflexion r sont reliés par

_ — 3.95
147r T 0 ( )

L’addition de cette nouvelle équation au systéme des équations (3.88), nous permet d’obtenir

un nouveau systéme formé avec une matrice carrée (N +2) x (N + 1) :
7777777777777777 V=0 (3.96)

Les déterminants de cette matrice sont égaux & zero, donc 1" est calculée par :

det[DN+1]

T=-(4") =0

(3.97)

Ou det[Dpyy1] est le déterminant de la matrice obtenu quand la colonne (N+1) a été éliminée

de la matrice [D]. Pour une onde plane d’incidence 6, le perte de transmission est définie par
TL=-10 logr(0) (3.98)

Ou 7(0) = |T?%(9)| est le coefficient de transmission pour un angle d’incidence §. Dans le cas

d’une excitation d’un champ diffus, le perte de transmission est définie par :

emax
/ |7(0)|*cosfsinddf)
TLg = —10log | =0min — (3.99)
/ cosfsinfdo)

emin

N

Ou 7(0) est le coefficient de transmission pour un angle d’incidence 6 donné, allant de 6, a

9mm .
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IV  Applications

Dans cette section, nous présentons quelques exemples d’applications de la méthode de
la matrice de transfert pour le milieu stratifié¢ avec des couches poreuses (rigide et élastique),
solides élastiques, et fluide. Nous calculons le coefficient d’absorption et la perte de transmission

de certaines configurations :

IV.1 Configuration : Air/poreux rigide/air

Dans cette configuration, nous avons un milieu poreux dont la structure est rigide, délimité
par deux couches fluides dans ses deux cotés (figure 3.5). Les caractéristiques acoustiques et
mécaniques du milieu poreux sont données par le tableau (3.2) et les propriétés de la plaque

élastique sont données dans le tableau (3.3) :

FIGURE 3.5 — Milieu stratifié : air/poreux rigide/air

Matériau h ¢ o Qo N A pn E nons

Laine de verre 38 0.98 5x10° 1.1 150 216 33 133 x10% 0.3 0.1

TABLE 3.2 — Propriétés acoustiques et mécaniques de la laine de verre

Epaisseur | Densité Module d’Young | Coefficient de Poisson

0.2mm 7700 kg/m? | 2.16 x 10t N/m3 | 0.27

TABLE 3.3 — Propriétés de la plaque élastique

La figure (3.6-a) décrit I’évolution du coefficient d’absorption en fonction de la fréquence du
systéme précédent (figure 3.5). Nous observons un seul pic qui représente la premiére résonance
absorbante de quart de longueur d’onde(A/4). Dans cette résonance la valeur du coefficient
d’absorption atteint sa valeur maximale. Cependant cette valeur est rapidement dégradée jusqu’a

latteinte de la valeur nulle. La figure (3.6-b) montre que la perte de transmission dépasse la
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valeur 100 dB pour une fréquence proche de 80 Hz. Pour cette derniére valeur elle atteint une
valeur minimale qui correspond & la résonance de la structure. Donc, dans ce systéme le coefficient
d’absorption est trés faible, mais sa perte de transmission est parfaite (>200 dB) dans la bande

de fréquence entiére sauf a la fréquence de résonance.

bl o e =4
@ ® 3 @
T T T

Coefficient d’absorption
° °
o =
: T
TL(dB)

e
~
T

e

N

- . . . . . . . . .
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Fréquence(Hz) Fréquence Hz

(a) Coeflicient d’absorption (b) Perte de transmission

FIGURE 3.6 — Air/poreux rigide/air

IV.2 Configuration :Air/plaque/air/plaque/air

La figure (3.7) représente un milieu stratifié, qui est composé de deux plaques élastiques avec

une épaisseur (h) séparés par air d’épaisseur (e).
> h( >h 3

air air air

plat plat
FIGURE 3.7 — Milieu stratifié : air/plaque/air/plaque/air
La figure (3.8) décrit I’évolution du coefficient d’absorption et de la perte de transmission du

systéme précédent. Deux pics apparaissent dans la (figure 3.8-a) : le premier est du a la résonance

de quart de longueur d’onde de la plaque, tandis que le second est du a la résonance du systéme
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complet. Le coefficient d’absorption dans ce cas reste faible, mais sa perte de transmission est

parfaite, sauf aux fréquences de résonance.

Coefficient d’absorption
o o e e e e
) Y o @ S @
T T T T T T
L L L L L L

Hed
>
T
L

mﬁi ]

. 1 1 1 . . . . .
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Fréquence(Hz) Fréquence(Hz)

(a) Coefficient d’absorption (b) Perte de transmission

FIGURE 3.8 — Air/poreux/air/plaque/air

IV.3 Configuration : Air/poreux rigide/air/plaque/air

Dans cette configuration, le milieu poreux avec une structure rigide et la plaque élastique
d’épaisseur (d), sont séparés par une lame d’air d’épaisseur (e), le tout est délimité par le fluide

(air) (figure3.9).

FIGURE 3.9 — Milieu stratifié : air/poreux rigide/air/plaque/air

Nous remarquons dans la (figure 3.10-a) qu’il y a un pic de 'absorption due a la premiére
résonance de la structure poreuse. L’absorption dégrade rapidement vers zéro, ensuite augmente
au fur et & mesure que la fréquence augmente. La lame d’air joue un role trés important dans
cette augmentation, parce que la vitesse des particules a la face arriére du matériau poreux oscille

et atteint une valeur maximale de I'absorption. Dans ce systéme, I’absorption est parfaite, mais
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sa perte de transmission est faible (figure 3.10-b).

° ° ° ° °
= > I > °
T . T
TL(dB)

Coefficient d’absorption
°
o

o
@
T
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o
T

i

. . . . . . . i i . . . . . . . . .
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Fréquence(Hz) Fréquence(Hz)

(a) Coeflicient d’absorption (b) Perte de transmission

FIGURE 3.10 — Air/poreux rigide/air/plaque/air

IV.4 Configuration : Air/poreux rigide/plaque/air

Dans cette configuration la plaque élastique est collée directement sur le matériau poreux

comme illustré dans la figure (3.11).

poreux
air
é
® ®
M1 M>

plate

FIGURE 3.11 — Milieu stratifié : air/poreux rigide/plaque/air

Dans ce cas de systéme, absorption est parfaite dans toute la bande de fréquence (figure
3.12-a), et vice versa pour la perte de transmission qui posséde des valeurs trés basses (figure
3.12-b). Parce que la plaque élastique joue un role trés important si elle est collée sur le matériau
poreux. Elle empéche la transmission des ondes acoustiques venant du matériau poreux. C’est-a-
dire toutes les ondes transmises a travers le milieu poreux sont réfléchies par la plaque élastique,
et elles sont renvoyées vers le matériau. Ce phénoméne peut dissiper I’énergie acoustique, et

augmente ’absorption acoustique.
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FIGURE 3.12 — Air/poreux rigide/plaque/air

IV.5 Configuration :

Air /poroélastique/plaque/air

Le matériau poreux utilisé dans cette configuration est maintenant considéré élastique, c’est-

a-dire la structure est déformable (figure 3.13).

air

matériau
poroélastique

plate

FIGURE 3.13 — Milieu stratifié : air/poroélastique/plaque/air

Dans ce cas, les ondes acoustiques peuvent se propager dans les deux phases solide et fluide.

L’énergie acoustique dans ce type de matériau est rapidement dissipée a cause du mouvement de

particules et 'interaction entre les deux phases du matériau poroélastique. L’absorption dans ce

type de matériau est trés parfaite (figure 3.14-a) par rapport aux matériaux poreux ayant une

structure rigide surtout dans la gammes de basses et moyennes fréquences. Nous remarquons

que le coefficient d’absorption atteint des valeurs maximales dans les fréquence inférieurs a (800

Hz). Mais il y’a une perte de transmission qui est présentée dans la (figure 3.14-b)
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FIGURE 3.14 — Air/poroélastique/plaque/air

V Conclusion

Une approche analytique a été effectuée dans ce chapitre. C’est la méthode de la ma-
trice de transfert qui a pour objectif de modéliser analytiquement la propagation des ondes
acoustiques dans les milieux stratifiés en particulier les matériaux poroélastiques couplés avec
I’air . Nous avons pu identifier & partir de cette méthode, les différentes matrices de transfert
de chaque milieu ; poroélastique, fluide, solide élastique, écran perméable,...), ainsi les matrices
d’interface entre les milieux de méme nature et les matrices d’interface dans le cas contraire.
Nous avons calculé les indicateurs acoustiques (parties réelle et imaginaire de 'impédance de
surface, et coeflicients d’absorption et de transmission d’un milieu stratifié composé de milieux
poroélastiques couplés avec ’air collés sur un mur rigide. Nous avons appliqué cette approche
aux milieux stratifiés pour différentes configurations. En conclusion, cette méthode est trés utile ;

mais son utilisation nécessite un calcul complexe.



APPROCHE NUMERIQUE :
ELEMENTS FINIS

I Introduction

La méthode des éléments finis utilisée pour les matériaux poroélastiques a été appliquée aux
équations de Biot-Allard depuis le début des années 90. Tout d’abord, des formulations varia-
tionnelles en déplacement (u, U) ou (u, W) ont été développées [DSLA02, Coy99, LC, Dau99],
ensuite 'apparition de la formulation mixte déplacement-pression développée par Attala et
al [APD98, GPA97, DSBA0S, DSA01, LABHO09|, qui présente I'avantage de réduire le nombre
d’inconnus par noeud par rapport aux formulations variationnelles, impliquant un temps de
calcul trés réduit. En effet cette formulation permet ’existence d’un couplage relativement aisé
avec les milieux de types solide ou fluide acoustiques.

Nous présentons dans ce chapitre une étude de simulation par logiciel Comsol Multiphysics,
qui est basé sur la méthode des éléments finis. On peut implémenter dans ce logiciel les diffé-
rentes formulations, (u,U) ou (u, W), ou (u,p), mais dans notre étude, nous nous limiterons
a la formulation mixte déplacement-pression (u,p), a cause de sa simplicité de la transformer
et de I'implémenter sous forme matricielle dans Comsol. A partir de cet implémentation, nous
pouvons calculer les indicateurs acoustiques ( les parties réelle et imaginaire de I'impédance de
surface, et les coefficients de reflexion et d’absorption), ainsi les déplacements de la phase solide
et la pression dans ’échantillon poreux).

Pour organiser ce chapitre, tout d’abord, nous rappelons en détail les deux équations fondamen-
tales de la formulation mixte déplacement pression de Attala et al, qui ont été développées a
partir des équations du modéle de Biot [Bio62b|. Ensuite nous procédons a I'implémentation de

ces équations dans Comsol en mode PDE général, et dans les conditions aux limites du cou-

78
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plage entre les différente milieux (poroélastique/poroélastiques, poroélastique/solide élastique,
et poroélastique/air). Puis nous étudions I'impédance de surface utilisée dans I’environnement
Comsol. Et nous terminons par des exemples d’applications pour mieux connaitre la qualité

d’absorption des matériaux poreux utilisés.

IT Formulation mixte déplacement-pression (u,p)

Comme indiqué dans la chapitre 2, le modéle comportemental de Biot-Johnson-Champoux-
Allard ou modéle de Biot-Allard généralisé [CA91]|, a été décrit en utilisant les déplacements
des phases solide (u) et fluide (U). Cette formulation du modéle dite déplacement-déplacement
{u, U} fait intervenir 6 variables pour un espace a 3 dimension : 3 variables pour la phase solide,
et 3 autres pour la phase fluide.

Une formulation a été développée par Attala et al [APD98], dite formulation mixte, ne faisant
intervenir que 4 variables d’espace. Cette formulation utilise la description de la phase fluide et la
surpression acoustique p dans les pores, (figure 4.1). Elle est nommée formulation déplacement-

pression {u,p}

II.1 Equation en déplacement-pression
II.1.1 Phase solide

Tout d’abord, nous développons I’équation du mouvement reliée & la phase solide. La deuxiéme
ligne de I’équation (2-48) permet d’exprimer le déplacement moyen de la phase fluide U en fonc-
tion de la pression p dans les pores et du déplacement moyen u dans la phase solide.

y

Uz

Y

FIGURE 4.1 — Représentation d’un matériau poreux saturé par un seul fluide d’aprés la formu-

lation mixte déplacement-pression ou{u, p}.

Ce qui conduit a I’équation suivante [APD9S] :

v ¢, Pz, (4.1)

X

w2 P2 P22
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En substituant cette expression dans I’équation d’équilibre dynamique reliée & la phase solide

(premiére ligne de ’équation (2-48)), nous obtenons :

- P12 _ ¢
Utg..u’U :_w2< _~>uA_ —n, 4.9
1],]( ) P11 o i~ P12 p22p7z ( )
qui devient
~ P12
o5 i (u,U) + w? psu; + cb'?—p’i (4.3)
P22
avec
~9
ps = pn — 22 (4.4)
P22

ou ps est la masse volumique fictive de la phase solide. On remarque que l’équation (4.3) s’ex-

prime bien en fonction du déplacement moyen u de la phase solide et de la pression p dans les

pores. Cependant, on note que le terme 03 faisant intervenir le tenseur des contraintes de la
phase solide, est toujours dépendant de la variable U. Afin d’éliminer cette variable de ’équation
(4.3), nous utilisons les relations contraintes-déformations présentées au chapitre 2. En isolant
le terme U; ; de la deuxiéme ligne de (2-16), et en multipliant le résultat par Q / R, on obtient :
_RQP - Cj;ui,i (4.5)

QU;,; =

On introduit cette nouvelle expression dans la relation contrainte-déformation pour la phase
solide donnée dans la premiére ligne de ’équation (2-16) de fagon a éliminer la dépendance du

tenseur des contraintes du squelette solide en U. On trouve :

s 1 Q2 2 Q
0jj (’LL, U) =|A- E ui,i&,j + 2N5ij — ¢§p5ij (46)

S

on définit le tenseur des contraintes réduit &7;(u) comme :

B 32

ce tenseur s’interpréte physiquement comme étant le tenseur des contraintes agissant sur la
phase solide in vacuo (dans le vide). Ces contraintes sont celles qui agiraient sur le squelette
solide seul si le fluide dans les pores était remplacé par un vide. En substituant cette relation

dans I’équation (4-6), on obtient :

oii(u,U) = 63;(u) — ¢QRp5ij (4.8)

En utilisant les expressions de Q et R, données dans (2-35), il est bien évident que Q / R =

(1 — @), ce qui permet de réécrire I’équation (4-8) de la maniére suivante :

o (u, U) = 675(u) = (1 — ¢)pdij (4.9)
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On remarque a partir de cette équation que le tenseur des contraintes agissant sur la phase solide
du milieu poreux s’exprime alors comme la somme du tenseur des contraintes réduit 77; (u) et
des contraintes agissant sur un volume (1 — ¢). On introduit cette expression dans I’équation
(4-3) pour obtenir ’équation du mouvement de la phase solide en fonction de u et p sous la

forme :
o7 (u) + w2 psu; + Api =0 (4.10)

avec
- prz Q
F=¢ |2 - = 4.11
< p2 R ) ( )
ol 4 est un coefficient de couplage volumique. L’équation (4-10) obtenue est 1’équation d’équilibre
dynamique associée a la phase solide du matériau poroélastique. yp; est un terme de charge fluide

appliquée sur la phase solide.

I1.1.2 Phase fluide

Dans un second temps, nous développons ’équation du mouvement relié a la phase fluide.

La divergence de ’équation (4-1) donne :

Uii = ¢ Dii — P2 (4.12)

W p22
En combinant cette expression avec la relation de la deuxiéme ligne de 1’équation (2-48), on

obtient I’équation du mouvement de la phase fluide en fonction des variables u et p :

L Q _ ¢
opii —w? | P12 — pro—s | wis + wihro=p =0 (4.13)
R R
En multipliant cette relation par 1/¢ et en utilisant ’expression de 4 donnée en (4-11), on
obtient :
pai + w2 22p — 2 P25, = 0 (4.14)

& p—w ﬁVUm =

Lorsqu’on multiplie cette équation par ¢?/(w?p22) on trouve :

2 2
wg;mp,u + %P = Y (4.15)

Cette derniére relation peut étre vue comme 1’équation de Helmholtz modifiée par un terme de
source Ju;; relié a la dilatation harmonique de la phase solide.

Donc, finalement nous avons les deux équations de la formulation mixte déplacement-pression

{u,p} pour les deux phases solide et fluide [APD98, GPA97]| :

&3;(u) + w?psu; +Ap; =0
2

. (4.16)
Dii + %P —Jui; =0

w2pa2
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IIT Modélisation des matériaux poroélastiques sur Comsol

Comsol est un outil d’analyse basé sur la méthode des éléments finis et désigné spécialement
pour le traitement des problémes multiphysiques. L’utilisateur de ce logiciel peut combiner un
couple de modules physiques de Comsol prédéfini et introduit des termes de couplages addition-
nels aux équations constitutives. Chacun des modes physiques peut étre utilisé individuellement
dans le cas de résolution des problémes classiques non multiphysiques. En ce qui concerne les
matériaux poreux, Comsol ne fournit pas un module spécifique. Si on suppose que le matériau
poreux ayant une structure rigide soit modélisé en utilisant ’approche du fluide équivalent, le
module dynamique des fluides et le module acoustique dans Comsol, peuvent étre utilisés. En
plus de ca, les matériaux poreux ayant une structure élastique, ne peuvent pas étre modélisés
multiphysiquement, par exemple en utilisant le module mécanique des solides et celui des fluides
pour modéliser respectivement la phase solide et la phase fluide. Parce que dans ce cas on peut
ignorer non seulement les termes de couplage multiphysiques, mais aussi un fort couplage dans
les équations d’équilibre. En conséquence, le besoin d’utilisation du module EDP est nécessaire
pour implémenter par exemple, soit la formulation classique de Biot, déplacement-déplacement
(u, U) ou la formulation mixte de Biot déplacement-pression (u, p), qui sont mis sous forme d’en-
semble des équations différentielles. Sur Comsol, la forme générale du EDP doit étre exprimée

sous la forme matricielle suivante [HGC12] :
[V =F (4.17)

ou I' est la matrice des vecteurs flux et F' est la partie droite du vecteur (les deux peuvent étre
fonctions des cordonnés spatiales, et des variables inconnues u et/ou leurs dérivés dans 1’espace),
alors que V est le vecteur opérateur gradient/divergence. Les dimensions de ces quantités sont

comme suit :
diml' =M x N dimV =N x 1 dimF =M x 1 (4.18)

ici, M est le nombre d’équations égal au nombre des inconnus (dim.u = M x 1), alors que N est
la dimension de 'espace et donc dépendant du probléme, il peut étre 1, 2 ou 3. En cordonnés
cartésiennes, le vecteur opérateur gradient/divergence V, pour N = 3 est définit comme suit :

v
Y1

V= |w (4.19)

Vo
i
dxs
Les conditions aux limites dans le cas d’une EDP sous sa forme générale sont comme suit :

9L"
—I'n = — 4.2
n G+ [ﬁu} l (4.20)

0 = L (4.21)



Chapitre 4/83

Implémentation de la formulation mixte de Biot dans Comsol

Ou les vecteurs L et I' peuvent étre fonctions des cordonnées spatiales, des variables inconnues
u, et/ou de leurs dérivés spatiales, alors que n est le vecteur unité normal sortant de la surface
limite. Ce sont respectivement les conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann. Le terme
[ dans les conditions aux limites de Neumann est synonyme du multiplicateur de Lagrange.

Dans ce qui suit, nous présentons toutes les expressions nécessaires pour programmer les équa-
tions de la poroélasticité sur Comsol dans le module EDP, forme générale. Ensuite nous citons

les plus importantes conditions aux limites pour les programmer dans cet outil.

IV Implémentation de la formulation mixte de Biot dans Com-

sol

Pour analyser le comportement harmonique d’un milieu poreux, on utilise les deux équations

de la formulation mixte de Biot (4.16) qui peuvent étre réécrites comme suit ! :

V6o (u) + w?pu+AVp = 0 (4.22)
V2p 4 w?poap/R — w?(paoy/*)Vu = 0 (4.23)
Cette derniére dépend de 4 variables (M = 4), des déplacements de la phase solide u;, et de la

pression de la phase fluide p. A partir de ces deux équations, les matrices I" et F', constituant la

forme de 'équation (4.17), sont identifices [HGC12,HU10] :

Fi' i(u
r=|"|= (W) (4.24)
Ly; Vp
F; —w?pu — AV
P _ pu— e (4.25)
Fy —w?Poap/ R + w?(p227/9*) Vu

I'expression de 6°(u) peut étre réécrite comme suit :
6°(u) = (A— Q*/R) V.u+2Ne (4.26)

ou A est le coefficient de Lamé pour le solide élastique.
en définissant uy ;, = V.u = 0u/0x+0u/0y+0u/0z = uy +uy+u., I' et F peuvent étre réécrites

en détails comme :

2Nu, + Auzk N(uy + vg) N(u, + wy)
N(u, +v 2Nv +/~1u5 N(w, +v
r— (uy ) y Kk (wy ~Z) (4.27)
N(u, + wy) N(v: +wy) 2Nw, + Auj
L Dz Dy Dz

1. 675(u) = V& (u), et 4p,s =4Vp
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_w2:5u - ﬁpx
2 ~ ~
—wipv —
F— p TPy (4.28)
_w2ﬁw - :sz
| —w?p22p/ R+ w*ipug ) /¢

ici, A= (A -Q?/ R), N est le module de cisaillement du matériau poroélastique, les souscrip-

tions "x”, "y et ""2" représentent la dérivation de z, y, et z

IV.1 Conditions aux limites du couplage

Le couplage poroélastique/air, poroélastique/élastique et poroélastique/poroélastique est pré-
senté dans cette section. Les conditions aux limites simples (un mur rigide, pression imposée,
déplacements imposés) peuvent étre directement dérivées a partir de ces formulations, décrites

ci-dessus :

IV.1.1 Couplage poroélastique/air

Dans le cas d’'un milieu poroélastique li¢ & un milieu acoustique, I’équation (4.29) décrit les
conditions de continuité des contraintes normales totales, la pression acoustique et 1’écoulement

du fluide [HGC12| comme :

oln = —pn
P =" (4.29)

(1 — @)u.n+ ¢U.n = (pow?®) ' Vp .n

oll p® est la pression dans le milieu acoustique, o est le tenseur des contraintes totales dans le
matériau poroélastique, U est le déplacement de la phase fluide dans la formulation (u,U), n
est le vecteur d’unité normal extérieur.

Les expressions détaillées pour U et of ont été données par Atalla et al comme :

U = (¢w’p22) Vp — (p12/paz) u (4.30)
ot =ol(u,U) = o*(u,U) + o/ (u,U)
=06"(u) =9 (1+Q/R)p (4.31)

en utilisant ’équation (4.31), les deux premiéres équations de (4.29) peuvent étre transformées
en :
6*(u)n=—[1-¢(1+Q/R)]p"n
Vpn=Vp'n=0 (4.32)

p—p"=0
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En substituant I’équation (4.30) dans la troisiéme équation de (4.29), on obtient I’accélération

correcte normale comme suit (4.33).

Vp.n/po = w? [un (1 — ¢ (1 + p1a/ps))] + (¢%/p22) Vp.n (4.33)

I’équation (4.33) montre que 'effet de couplage entre un matériau poreux et un espace d’air se
comporte comme une accélération dans la couche d’air.

Par comparaison de I’équation (4.32) avec celles (4.20) et (4.21), les vecteurs G et L peuvent
étre exprimés par :

(1= ¢(1+Q/R)|p*n, 0
o |- e+ Q/Rlpn, |0 (4.34)
[1—¢(1+Q/R)p"n. 0
i 0 l p—

IV.1.2 Couplage poroélastique/élastique

Supposons que le matériau poroélastique est collé & un solide élastique, une continuité totale
est imposée entre la phase solide et le déplacement élastique. Les continuités des contraintes
normales totales, le déplacement et non-écoulement du fluide & 'interface sont conservés comme

suit :

u=u° (4.35)
Un—un=20

ici, 0¢ est le tenseur des contraintes total dans le matériau poroélastique, I’équation (4.35) peut

étre réécrite en substituant les équation (4.30) et (4.31) sous la forme :

¥ (u)n=¢(1+Q/R)pn+ocn
Vp.n =w?/¢ (pra + paz) un (4.36)
u—u=20
Par comparaison de I’équation (4.36) a celles (4.20) et (4.21), les vecteurs G et L peuvent étre

exprimés par :

—o(1+ Q/R)pny — (05,10 + 05 ne + 0%, 12) u® —u
—(1+ Q/R)pny — (05,.ne +05,ny + 05,1, v¢ — v
= o(1+ Q/R)pny ( y yy'ly y ) I — (4.37)
—¢(14+ Q/R)pn, — (O‘;Z.TL;E +op.my + agznz) we — w
— (w?/9) (P12 + p22) (u.ng +v.y + wony) | 0]
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IV.1.3 Couplage poroélastique/poroélastique

Dans le cas d’'un milieu poroélastique lié a4 un autre milieu poroélastique, les conditions
de continuité des contraintes normales totales, le déplacement des phases solide et fluide, et

I’écoulement du fluide peuvent étre décrits par les équations suivantes :

olm=obn

Ul = U
(4.38)

pP1=Dp2

¢ (Ur.n —ui.n) = ¢ (Uz.n — uz.n)

en substituant les équations (4.30) et (4.31) dans (4.38), pour le milieu poroélastique 1, on

&1(u1).n = 5’2(U2).7l+ |:(Z>1 <1 + %) — (;52 <1 + gz>:| p1.n

1
(), 1) @), ~(2) (4.39)
b5 2 [ P12 T P12 P12 T P12
Vpin=w?2n+w — u.n
7 7 o
et pour le milieu poroélastique 2 on a :

(5’1('&2).71 = &1(u1).n+ |:(Z52 <1 + gz) — @9 <1 + %)} p1-1

«(2) | (2 (1) , (1 (4.40)
Qﬁ.n L2 ng) + ,052) B sz) + ng) uym
b3 05 ol

obtient :

Vpi.n=w

Par comparaison des équations (4.39) et (4.40) a celles (4.20) et (4.21), les vecteurs G et L

peuvent étre exprimés par :

G1 = —AlFQ.TL — B1 (441)
G2 = —A2F1.n — BQ (442)
_ul B u2_
V1 — U
Li=—Ly=| = ° (4.43)
w1 — Wy
| P1 — P2 |

dans lesquels les matrices A1, As, B1, By sont détaillées dans ’Annexe B

IV.2 Matériaux poreux dans Comsol

Dans le chapitre 2 et 3, nous avons présenté analytiquement la valeur de l'impédance de
surface donnée par Allard (Eqgs 2.219, 2.221, 2.223, et 2.225), ou calculée par la méthode de la
matrice de transfert (Eq 3.91), dans une condition limite arriére appliquée (mur rigide, lame

d’air, ou zéro de pression). Cependant, dans I’environnement Comsol Zs est définie comme le
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rapport de la pression acoustique et la vitesse totale a la face empiétée, et peut étre écrite sous

la forme [HU10] :
p

~ jw(0Us + (1—9) ug) (4.44)
= p {jw [6%ps/w oz + (1 + pra/poz) w] }

Les propriétés acoustiques du matériau considéré sont regroupées dans le tableau (4.1).

Zs(w)

TABLE 4.1 — Propriétés acoustiques et mécaniques de la mousse polymére [HGC12]

porosity  resistivity  tortuosity VCL TCL density skeleton

/

¢ o o A A Po
0.97 87 KN s/m* 2.52 37 1076m 119 % 10~ 6m 31Kg/m3

loss factor Poisson coefficient shear modulus
i v N
0.055 0.3 55(1 4+ vj)K Pa

VCL : Longueur caractéristique visqueuse. TCL : Longueur caractéristique thermique.

L’épaisseur utilisée est de 'ordre de quelques millimétres. Une des extrémités de chaque échan-
tillon est collée a une paroi rigide, tandis que 'autre est excitée avec une incidence normale par
une onde de pression monochromatique de pulsation w. Nous avons calculé analytiquement le
coefficient d’absorption (figure 4.2-a) et les parties réelle et imaginaire (figure 4.2-b) de I'impé-
dance de surface en fonction de la fréquence. Afin de valider les résultats obtenus nous avons fait
une comparaison avec les résultats calculés en utilisant COMSOL en 3D. En effet, nous avons
trouvé un excellent accord entre les résultats calculés par les deux méthodes.

Etant donné que le squelette de la mousse est en mouvement qui dépend de la fréquence,
I’étude du coeflicient d’absorption est effectuée sur trois bandes de fréquences caractéristiques
centrées autour de la fréquence de résonance du squelette, qui est la fréquence correspondant
au quart de 'onde pour les matériaux collés au mur rigide. Au voisinage de cette fréquence, la
rigidité du cadre peut avoir une grande influence sur le coefficient d’absorption. La phase liquide
de la mousse (de lair) est trés légére et posséde un module de compressibilité bien inférieur a
celui du squelette, cela nous permet une estimation de cette fréquence en considérant simplement

les propriétés du cadre sous vide comme suit [Dau99| :

(1-v)
1 | Elaroaw)
fr= 4\ ps (4.45)

Ou e est 'épaisseur de la couche poreuse (ici e=16 mm). ps est la densité du squelette (i.e. la

densité du matériau poreux dans le vide).
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FI1GURE 4.2 — Comparaison entre les résultats analytique et numérique de I'impédance de surface

et le coefficient d’absorption [DBA15|

L’estimation de la fréquence de résonance correspondant au quart de ’onde pour la couche de
cette mousse est f.—=1.23 kHz.. De cette fréquence, nous pouvons trouver trois zones caractéris-
tiques, les fréquences basses [LF|, moyennes [MF], et hautes [HF| appartiennent respectivement
a lintervalle [1, £./2], [£./2, 2 f.], et [2 f., 10%]. La figure (4.3-a) montre que dans la zone des
basses fréquences (entre 1 et 615 Hz) et celle des fréquences moyennes (entre 615 et 2462Hz)
I'absorption est faible, par contre dans la zone des hautes fréquences (entre 2462 et 10*Hz),
le coefficient d’absorption obtient une valeur maximale pour certaines fréquences et diminue
légérement & chaque fois avant d’atteindre de nouveau le maximum. Dans cette partie, nous
étudions I'influence des paramétres mécaniques et acoustiques sur I’absorption acoustique. Nous
montrons 'importance de la vibration de la structure de la mousse de polyuréthane sur ses
propriétés d’absorption et étudions les effets des paramétres mécaniques et acoustiques sur ces
propriétés. La figure (4.3-a) montre les variations du coefficient d’absorption en faisant varier
le module d’Young de + 20% ; Nous remarquons que cette variation se trouve autour de la fré-
quence de résonance; lorsque la valeur du module de Young augmente ou diminue de + 20%
, Pamplitude maximale de résonance augmente et diminue d’une valeur de 0,05. On remarque
aussi qu’il y a un glissement dans la fréquence de ce maximum d’une valeur de 100Hz vers les
fréquences les plus élevées dans le cas ou le module d’Young augmente et vers les fréquences
inférieures quand il diminue, sans aucune modification dans le facteur de qualité (figure 4.3-b).

De la méme maniére en ce qui concerne 'influence du coeflicient de Poisson sur ’absorption, la
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méme variation a été observée (figure 4.4-a), excepté une petite augmentation de 'amplitude

de résonance lorsque la valeur du coefficient de poisson augmente (figure 4.4-b). Dans la figure
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FIGURE 4.3 — a) Influence du module d’Young sur ’absorption acoustique. b) Zoom autour de

la fréquence de résonance [DBA15]

(4.6-a), une petite variation est observée au niveau de 'amplitude de résonance sans le décalage
de la fréquence de résonance (figure 4.6-b), dans le cas ou le facteur de perte augmente ou di-
minue de -20%. Les figures (4.7-a) et (4.8-a) montrent la variation du coefficient d’absorption
en faisant varier les longueurs caractéristiques visqueuse et thermique. Nous remarquons qu’une
petite augmentation (ou diminution est observé de ’amplitude maximale de la résonance lorsque
les valeurs des longueurs caractéristiques augmentent (ou diminuent) de 20% (figure (4.7-b) et
(4.8-b), sans aucune modification du facteur de qualité. Une influence notable est observée sur
I'absorption dans la gamme des hautes fréquences (>2600 Hz). En effet dans cette gamme de
fréquence la viscosité du fluide va induire des frottements entre les parois de la structure et le
fluide et les échanges thermiques entre les deux phases créent un phénomeéne de dissipation de
I’énergie acoustique dans le matériau. La méme remarque concernant 'effet de la tortuosité et

la porosité sur l'absorption acoustique (figure (4.9) et (4.10)).
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En ce qui concerne 'influence de la résistivité sur I'absorption, nous remarquons une augmen-

tation (ou une diminution) notable de 'amplitude maximale de la résonance lorsque la valeur
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FIGURE 4.7 — a) Influence de la longueur caractéristique visqueuse sur 1’absorption acoustique.

b) Zoom autour de la fréquence de résonance

de la résistivité augmente ou diminue, avec un déplacement fréquentiel de cette amplitude vers

les hautes fréquences (figure 4.11).
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V Conclusion

Une approche numérique a été effectuée dans le dernier chapitre de ce travail. cette approche

est la méthode des éléments finis. Nous avons utilisé un code de calcul basé sur cette méthode,
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appelé Comsol Multiphysics. Nous avons pu implémenter les deux équations de la formulation
mixte, développée a partir du modéle de Biot-Allard, dans ce code de calcul. Nous avons calculé
les partie réelle imaginaire de 'impédance de surface et le coefficient d’absorption en fonction
de la fréquence. Une comparaison entre les résultats obtenus par Comsol, avec ceux obtenus par
la matrice de transfert, nous avons montré qu’il y a une bonne concordance. Nous avons étudié
les effets des paramétres mécaniques et acoustiques sur le coefficient d’absorption. Nous avons
montré qu’un effet notable du module d’Young et du coefficient de Poisson ainsi que de la densité
sur 'absorption acoustique est observé autour de la fréquence de résonance, et que rien ne change
pour les autres paramétres. En conclusion une étude de caractérisation de ces paramétres est

essentielle pour bien prédire le comportement acoustique de ces matériaux poreux.



CONCLUSION GENERALE

L’objectif essentiel de ce travail est consacré & la modélisation de la propagation des ondes
sonores dans les milieux complexes en particulier poreux, dans le but de réduire le niveau de
bruit dans I’environnement, parce que ce bruit créer des problémes physiques et psychiques chez
I’homme. Pour cela, ce dernier a tenté de réduire les nuisances sonores dans la vie quotidienne.
Donc, 'agssurance d’un confort acoustique est devenue un enjeu politique, par approbation
d’une loi qui protége les hommes et ’environnement. Le moyen fondamental pour réaliser ce
confort est l'utilisation des matériaux poreux. Deux types de structures se présentent : rigide
et élastique. Cette derniére est largement utilisée comme matériau poreux absorbant le bruit de
maniére trés efficace.

Dans ce travail nous avons effectué une recherche trés riche concernant les généralités sur
les milieux poreux. Nous avons pu mettre des notions de bases nécessaires a la compréhension
de la structure du milieu poreux. Nous avons rappelé aussi les différentes échelles spatiales que
nous pouvons rencontrés dans notre modélisation, et déterminé les différents types de dissipation
d’énergie acoustique due aux comportement viscoélastique du squelette, au frottement visqueux
entre les deux parois du squelette et le fluide, et a ’échange thermique entre I'air et le squelette
lors du passage de ’air. Dans ce travail nous avons défini de maniére trés claire les paramétres
de chaque phase constituant le matériau poreux, ainsi que ceux qui dé- finissent le couplage
entre les deux phases. Nous avons pu distinguer les types d’onde qui peuvent se propager dans
ces milieux : les ondes volumiques et les ondes de Rayleigh.

Une partie de ce travail, nous a permis d’identifier les principaux modéles décrivant la pro-
pagation et la dissipation des ondes acoustiques et élastiques dans les milieux poreux. Deux
modéles ont été retenus dans cette recherche, le premier est le modéle poroélastique de Biot-
Allard et le second est le modéle de fluide équivalent de Biot-Allard. Le deuxiéme est en fait le
cas limite (matrice rigide) du premier. Ces deux modeles tiennent compte des mécanismes de
dissipations associés aux effets visqueux et aux effets thermiques par 'introduction de masse vo-
lumique dynamique complexe et d’un module de compressibilité dynamique complexe. A partir
de ces grandeurs complexes, nous avons pu calculer les parties réelle et imaginaire de I'impédance

de surface ainsi que le coefficient d’absorption dans les trois conditions aux limites d’arriére de
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milieux poreux (zéro de pression, mur rigide, et lame d’air).

Une approche analytique a été effectuée dans le troisiéme chapitre. C’est la méthode de la
matrice de transfert qui a pour objectif de modéliser analytiquement la propagation des ondes
acoustiques dans les milieux stratifiés en particulier les matériaux poroélastiques couplés avec
I’air. Nous avons pu identifier & partir de cette méthode, les différentes matrices de transfert de
chaque milieu ; poroélastique, fluide, solide élastique, écran perméable,..). Nous avons calculé les
indicateurs acoustiques (parties réelle et imaginaire de I'impédance de surface, et le coefficient
d’absorption et de transmission d’un milieu stratifié composé de milieux poroélastiques couplés
avec ’air et collé sur un mur rigide. Nous avons donné des exemples d’applications pour les
différents matériaux poreux dans les deux cas de la structure, rigide et élastique.

Une approche numérique basée sur la méthode des éléments finis a été effectuée dans le der-
nier chapitre de ce travail. Nous avons utilisé un code de calcul, appelé Comsol Multiphysics.
Nous avons pu implémenter les deux équations de la formulation mixte, développées & partir du
modéle de Biot-Allard, dans ce code de calcul. Nous avons calculé les parties réelle et imaginaire
de I'impédance de surface et le coeflicient d’absorption en fonction de la fréquence. Nous avons
comparé les résultats obtenus par Comsol, avec ceux obtenus par la matrice de transfert et re-
marqué qu’il y’a une bonne concordance. Nous avons étudié les effets des parameétres mécaniques
sur le coefficient d’absorption et montré qu’un effet notable du module d’Young et du coeflicient
de Poisson ainsi que de la densité sur I’absorption acoustique est observé autour de la fréquence
de résonance, et que rien ne change pour les autres paramétres. En conclusion une étude de
caractérisation de ces paramétres est essentielle pour bien prédire le comportement acoustique

de ces matériaux poreux.



CALCUL DE LA DENSITE
EFFECTIVE ET LA
COMPRESSIBILITE DYNAMIQUE
EN UTILISANT DIFFERENTS
MODELES

Les expressions de la densité effective et la compressibilité dynamique ont été développées par
plusieurs modéles, mais dans cette étude, nous ne citerons que deux modéles les plus célébres
pour les milieux poreux & structure qui sont les modéles de Johnson-Allard, et de Lafarge-Allard

avec une description plus fine des échanges thermiques dans le domaine des basses fréquences.

I Modéle Johnson-Allard & 5 paramétres

Dans le modéle de Johnson-Allard, les expressions générales de la densité effective et de la
compressibilité dynamique sont déterminées a partir des cinq paramétres caractéristiques qui

sont définis dans le chapitre 2 :

e Effects visqueux et inertiels :

oG
pe(w) = Qroopo [1 - ‘W} (A1)
avec .
. 2
Gw) = (1 i 4{;;;;7@“) (A.2)
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e Effets thermique

P,
KO = i A
avec :
H(w) = . : (A4)
1 s (1)

II Modéle de Lafarge-Allard & 6 paramétres

Lafarge et Allard ont introduit un paramétre supplémentaire, qui est la perméabilité ther-
mique kz), afin de modéliser plus précisément les échanges thermiques entre ’air et la structure
rigide dans la gamme des basses fréquences. La perméabilité thermique est définie par analogie
avec la perméabilité visqueuse dans la loi de Darcy. Ce nouveau paramétre s’exprime a partir
de la constante de piégeage I' du matériau poreux, et d’un facteur de forme M ', traduisant
essentiellement 1’écart au modéle de Johnson-Allard.

ko= 4 (A.5)

Dans le cas de pores de forme cylindriques a section circulaire, la constante de piégeage est égale
a:

8

La densité effective n’est pas modifiée par I'introduction de la perméabilité thermique, car elle
ne prend en compte que les couplages visqueux et inertiels entre le fluide saturant et le squelette.
Par contre, la compressibilité dynamique prend une nouvelle forme (A. 7) incluant le parameétre

ko par I'intermédiaire de son facteur de forme M.

P
K(w) = — e (A7)

/
LW, M
1522 1452
0




ELEMENTS [T, DE LA
MATRICE DE TRANSFERT |T]

_ 2N 32(paD1 — p1D2) — (p3(C1Dy — CoDy))

T A (B.1)
T, - G20 (a3 — 52) +28%u3] — arqe [pa (o3 — B2) + 26%u3) + 2a3gzarca(pr — p2) (B.2)
2 anag(pn — p2) (B2 + o) '
Tiz = jﬁo(w (B.3)

1042(M1 M2)
Tis = fw [p1Dy — p2D1;P3(D2 — Dy)] (B.A)
_ Jw Bq1(py — p3) | B2qe(p1 — p3) >
fs = N(B? + a%) ( a1 (p2 — p1) - az(p1 — p2) st (B:5)
2
Tis = Buw <p201 — p1C2 — p2(Cy ;@) +2N%(p2 — p1)> (B.6)
To1 = ‘% <2N(a1q1D2 —a1q1 D) — (%Z(ClD2 - O2D1)> (B.7)
_p2 [paled = B%) +28%u3] — p1 [pe(a — B2) + 26%u3] + 25%ps(u1 — po)
Iy = (B.8)

(11 — p2)(8? = a3)
_ p2 (a3 — %) +28%u3] — p1 [p2(ad — B%) + 262 us] + 26%ps (1 — p2)
Thy = ) (B.9)
(11 — p2)(B% — a3)

b1 — p2

Ty — (B.10)
M1 — p2
4 2

Toy = % <041Q1D2 —a1q1D2) + @(D2 - Dl)) (B.11)

asg
o — —JjBw <p1(,u1 - ,U3) p2(#1 - ,U2) . ) B.12
PUN@E A\ (2 ) | (o) L (B:12)

4 2

To6 = % <a1Q1(02 + 2N %) — a2q2(Cy + 2N %) — qioi(cl - 02)> (313
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T3 =

<2N(041M1Q1D2 — aniaqaDy) — 73 (01D — 02D1)>

A
T, — _HP1 [12(03 — B%) + 262 3] + popo [ (03 — %) + 262 u3] + 26 uzps (i1 — p2)
32 = 2., 2
(1 — p2)(B? + a3)
Tyg = HIPL ™ H2P2
M1 — H2
. 2
T3y = ]K <—a1M1Q1D2 + agp2q2D1) + B 53% (D1 — D2)>
—jBw < (p2 — p3) (1 — p3) >
Tys = — 0% e T o L
BTNEB o3) PG =) PP iy — ) PP
Jw 2 2 52
T3¢ = N pa1qi(Ce + 2N B7) — poasga(Cr + 2N B7) — 073'“3%(01 — ()
2N
Ty = WAB [Cip1 D1 — CopaDy — p3(C1 Dy — CaDy))
Ty = —j_C1q1a2 [p2(0F — B%) +28%ps] — Cageon [ (af — B°) + 28]
42 arasw(p — pa2) (8% + o)
B AN ajosasBPqs(p — p2)
araow(p — p2) (% + a3)
T JoeCrqr — a1Caq2
43 =
ala2w(ul MZ)
T —p101 Dy + paCa Dy — 2N 3%p3(Dgy — Dy)
44 = A
Ty 98 <C1q1 (n2 — p3) | Caga (p1 — pa) —pwa)
B2 +a} \Nay (1 —p2)  Nog (1 — p2)
Tye = p1C1(Ca + 2N?) — paCs(Ci + 2N %) — 2N 3%p3(C1 — Ca)
= A 77
N 2 OZ2 2
Ty = ]AB (4NO¢1(]1D2 —4Naoqa D1 — q3 5 26 (ClD2 - CZDl))
w B2
T, — 2N Bpy [pa(ad — B%) + 262u3] — 2N Bps
w(pr — p2) (B2 + a3)
_ 2NBps(az — 57
w(p — p2) (B2 + o3)
—2Np
T p—
53 W(/m — Hz) (pl p2)

Tsqs = 2JNBA (a1u1q1D2 — Qofiaq2D1) —

232 <
b1
B2 + o

T55 =

T56 =

Te1 =

(p2 — p13)

—2jNB
A

wA

(m

(1 — p2)

— p2)

2
)

(1 = p3)

2
(Ml -

112)

b3

as

2
9= p,
_ 52
2532

)

[alm(cz +2NB%) — azq2(C1 + 2N )q3 ;
2NGDDy

)

ﬁZ

(€1

28

(B.14)
(B.15)
(B.16)
(B.17)
(B.18)
(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)
(B.29)
(B.30)

(B.31)

(B.32)
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7. — —JqeeD [n2(a3 — B2) + 28%u3] — qear D [p1(ad — %) + 262 ps]
27w anonw(pn — p2) (8% + o3)

_ ANajasasfPas(p — pa)

041(12(,0(’“1 — ,UQ)(,B2 +O[§) (B33>
_ J aD1 gD
fos = w(pr — p2) < o Qs > (B.34)
Tea = _DAlDQ (pl —pg) (B.35)
_ . Jb Diqi (p2 — p3) | Dago (11 — ,u3)>
oo = N(B*+ 0‘%) < a1 (p1 — p2) * ag (1 — p2) (B.36)

Dans ces expressions, les équations «;, 5;, C;, D;, pi, qi, et A sont égales respectivement.

o; = kis (B.37)
B =k (B.38)
Ci = (P+Qui)(8* + af) — 2N i=1,2 (B.39)
D; = (Ru; + Q) (B> + o) i=1,2 (B.40)
p; = cosk;sh 1=1,2,3 (B.41)
q; = sink;sh 1=1,2,3 (B.42)
A = D1 (2NB% 4 Cy) — Do(2NB* + C1) (B.43)

Les expressions des éléments de Tj; ne sont pas simples, et il peut étre facile d’évaluer [T
par l'utilisation de 1’équation (33) de [I'(0)] et [['(h)]~! que d’écrire les expressions explicites
(100-135)

(7] = (AT (O)~ (B.44)

1

Les éléments de la matrice de [I'(0)]™" sont donnés dans Lauriks et al [64].



ELEMENTS DES MATRICES Aj,
A27 Bla ET B2

dans les équations (4.41) et (4.42)

1
1
1

w53/ 41

[f1 (1 + Q1/R1) — ¢2 (1 + Q2/Ra)| p1.1y
[¢1 (1 + Q1/R1) — ¢2 (1 + Q2/R2)| p1.my
[¢1 ( 2 (

) )

B = (C.2)
$1(1+Q1/R1) — ¢2 (1 4+ Q2/R2)|p1.1-
(w2 (215 +715)/62 = (5 + 73)/83) (wins +vimy +wins),
4T
1
1
Ay = (C.3)
1
w2 h1/85 |
(2 (1 + Q2/R2) — ¢1 (1 4+ Q1/R1)] p2.ny
B, — (92 (1 + Q2/Ra) — ¢1 (1 + Q1/R1)] p2.ny (C.4)
[¢2 (1 + Q2/Ra) — ¢1 (1 + Q1/R1)] p2.ns
((Plz 22 )/ 3 — (P12 12 )/ ) (u2.ng + v2.0y + w3.n2) |
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