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INTRODUCTION GENERALE 

 

 
Au cours des dernières décennies, l’extraction liquide-liquide ou extraction par 

solvant, s’est avérée l’un des procédés physico-chimiques ayant connu un développement 

assez constant, comparativement à d’autres techniques de séparation. 

Son introduction et développement à l’échelle industrielle sont passés par plusieurs 

phases successives, permettant d’assurer des degrés de séparations jadis inaccessibles pour 

certains secteurs tels que les industries alimentaires, pharmaceutiques et même nucléaires. À 

partir des années 1955-1965, le développement d’autres activités industrielles tels que les 

industries pétrolières, pétrochimiques, et autres, a permis de raffermir encore plus 

l’importance et l’utilité de cette technique de séparation. Actuellement, l’extraction liquide-

liquide connaît un nouvel essor dans le domaine des industries métallurgiques, suite à la 

hausse des cours des matières premières et à la nécessité permanente de protéger 

l’environnement.  

 L’avantage de l’extraction liquide-liquide réside dans sa simplicité et surtout sa haute 

performance, l'efficacité et le coût relatif de l'équipement utilisé qui permet d'atteindre des 

degrés de séparation assez élevés. Cette technique de séparation des constituants d’un 

mélange est la plus utilisée, avec la distillation qu’elle dépasse même, dans certaines 

conditions technologiques ou pour certaines natures des systèmes considérés, à titre 

d’illustration on peut citer: 

- La séparation de composés à fortes différences de solubilité (traitements des combustibles 

nucléaires irradiés); 

- La séparation des composés à températures d’ébullition voisines (séparation des 

hydrocarbures aromatiques et aliphatiques) ; 

- La séparation d’azéotropes eau - acides minéraux; 

- La séparation de composés thermosensibles ou instables (obtention des antibiotiques) ; 

- La concentration et la purification de solutions diluées, opérations souvent plus économiques 

que la distillation (cas des solutions diluées de sels métalliques tels que le cuivre, uranium, 

vanadium) ; 

- La substitution à la cristallisation fractionnée ; 



 

  

- La séparation d’éléments de propriétés chimiques voisines (séparation uranium - vanadium 

et hafnium - zirconium) ; 

- L’obtention de produits de haute pureté (sels d’uranium de pureté nucléaire, sels de terres 

rares destinés à l’industrie optique ou électronique) ; 

D’une manière générale, l’extraction liquide - liquide est une technique qui permet la 

séparation de deux ou plusieurs constituants en tirant profit des différences de leur distribution 

dans deux liquides pratiquement non miscibles. La procédure consiste à mettre en contact 

intime la solution d’alimentation, contenant les constituants à séparer (solutés) avec un autre 

liquide appelé solvant qui va extraire préférentiellement un ou plusieurs des solutés pour 

donner naissance à la phase extrait. La solution d’alimentation dépourvue d’une quantité des 

solutés est connue alors sous le terme de raffinat. 

 Le rapport de concentrations du soluté dans l’extrait et dans le raffinat à l’équilibre, 

appelé coefficient de distribution, donne une indication de l’affinité relative du soluté pour les 

deux phases, ainsi que la faisabilité de l’opération. 
 

L’utilité de ce présent travail, peut apparaître dans le dimensionnement des colonnes 

d’extraction liquide-liquide, qui sont assez utilisées dans les procédés industriels.  Cette tâche 

de design nécessite des modèles assez fiables avec des paramètres assez précis et pouvant être 

déterminés facilement. Par conséquent des programmes de recherche sont constamment 

élaborés, touchant les deux aspects: expérimental et modélisation. L’objectif principal est 

surtout la maîtrise du processus d’extraction liquide-liquide et aussi le calcul ou le design des 

équipements nécessaires. Ceci nécessite particulièrement une bonne compréhension du 

mécanisme de transfert de matière à travers l’interface séparant les différentes phases.  

En effet plusieurs théories ont été mises en avant pour représenter ce qui se passe au 

niveau de cette région i.e. l’interface, et où l’une des plus simples est celle des deux films. 

Cette dernière est souvent utilisée dans la description de plusieurs opérations de génie 

chimique, telle que l’extraction liquide-liquide. Elle a été proposée par Whitman en 1923 et 

en dépit de sa simplicité, elle a été d’un grand intérêt pour le design de l’équipement 

d’extraction liquide-liquide, mais pas toujours adéquate. Ceci peut être surtout expliqué par 

un mouvement irrégulier de surface pouvant résulter en des variations de tensions 

interfaciales engendrées par des variations de concentrations interfaciales de soluté. En plus, 

d’autres phénomènes peuvent influencer le transfert de masse, particulièrement pour les 

régimes turbulents, et qui ne sont pas toujours pris en considération. Ceci a motivé le 

développement de différents modèles qui ont permis de représenter le transfert massique à 



 

  

l’interface d’une manière raisonnable. Ces modèles sont généralement basés sur les aspects 

hydrodynamiques et de transfert de matière ainsi qu’une interaction entre les deux. Cependant 

ils n’ont pas encore permis une compréhension totale du phénomène à l’interface.  

Généralement, les processus de transfert de matière ont lieu dans différents types de 

colonnes cylindriques. Le principe du procèdè en colonne, consiste à disperser une phase 

(sous forme de gouttes) dans une autre (continue), dans le but de créer une grande surface 

d’échange pour le transfert de matière. Les colonnes diffèrent l’une de l’autre surtout par 

l’utilisation ou non d’éléments internes tels que des agitateurs, des disques, des couronnes, 

des plateaux ou des garnissages. Le présent travail concerne ce dernier type de colonnes qui 

représentent l’équipement d’extraction liquide-liquide le plus utilisé et ce, depuis longtemps. 

Différents types de remplissages existent dont les plus utilisés sont les anneaux Raschig.  

Les colonnes à garnissage font toujours l’objet de travaux de recherches se basant sur 

des approches expérimentales, où l’objectif reste l’élaboration de modèles assez rigoureux 

décrivant leur comportement. Initialement il importait surtout de connaître les débits et les 

concentrations aux extrémités des colonnes. Ensuite certains travaux ont permis l’introduction 

du concept de paramètres clés tels que la hauteur d’unité de transfert (HTU), le nombre 

d’unités de transfert (NTU), ainsi que le coefficient de transfert de matière. A partir de ces 

derniers, les profils de concentrations le long de ces colonnes ont pu être déterminés et leurs 

mesures expérimentales ont montré des écarts à l’entrée même des colonnes, incorrectement 

attribués à l’augmentation du transfert massique. Danckwerts a montré que ceci est en fait une 

conséquence du mélange axial. Ce concept a révolutionné la compréhension des colonnes 

d’extraction et a permis l’écriture de nouvelles équations différentielles qui décrivent leurs 

performances.  

Un autre concept, celui de la diffusion turbulente dans la phase dispersée a été associé 

au transfert de masse (1964). Ces raffinements devraient être inclus dans le modèle général 

mais les informations nécessaires ne sont pas toujours disponibles. La détermination 

expérimentale des différents paramètres est assez coûteuse et prend beaucoup de temps. Leur 

prédiction par des corrélations empiriques est aussi souvent incertaine. Bien que des 

programmes numériques sont maintenant disponibles et prennent en compte la variation des 

paramètres le long de la colonne, nous dépendons toujours des données expérimentales 

appropriées et d'une combinaison de l'intuition et du savoir-faire, soutenus par le calcul par 

ordinateur, dont les résultats doivent être appliqués avec beaucoup d’attention.  
 



 

  

L’objectif de ce travail est l’estimation du coefficient de transfert de matière et la 

modélisation d’une colonne d’extraction liquide-liquide à garnissage. Le nombre de travaux 

concernant ce coefficient est considérable et le choix d’une théorie ou corrélation devient 

difficile, d’autant plus que le coefficient global dans une phase est calculé en fonction des 

coefficients individuels des deux phases. Le modèle à choisir dépend de la taille de goutte et 

du mode de transfert de masse prépondérant : des petites gouttes ont un comportement de 

gouttes rigides et suivent par conséquent les modèles de transfert basés sur la diffusion 

moléculaire, à un certain diamètre critique une certaine circulation interne commence à 

l’intérieur de la goutte, d’abord laminaire ensuite devient turbulente jusqu’à oscillation même 

de la goutte et variation de sa forme. L’incompréhension des phénomènes à l’interface et le 

début de la circulation interne ainsi que son régime complique encore plus la tache. Différents 

modèles ont été proposés par la littérature et pourtant l’estimation du coefficient avec 

précision reste difficile et le choix est de plus en plus compliqué. Nous allons donc proposer 

de trouver des équations représentant les comportements limites des gouttes ainsi que la 

région de transition en se basant sur les corrélations et théories existantes et qui ont déjà été 

largement utilisées, ceci nous permettra de réduire le nombre de modèles existants par ceux 

proposés pour les représenter. Le choix des corrélations et modèles utilisés pour atteindre cet 

objectif est dicté par une étude bibliographique assez importante sur les travaux déjà réalisés 

et les problèmes qui ont rendus leur utilisation assez diversifiante, ce qui a permis de définir la 

forme des corrélations à développer. Les nouvelles équations seront testées pour les deux cas 

de système à goutte unique et les colonnes à garnissage et comparé ensuite avec les données 

expérimentales. Le profil de concentration le long de la colonne est obtenu en résolvant les 

équations différentielles par la méthode numérique des éléments finis et en utilisant les 

modèles développés pour l’estimation du coefficient de transfert de matière global. 

Les résultats de la modélisation se sont appuyés sur ceux issus de la collaboration avec 

le laboratoire de génie chimique de l’université de Kaiserslautern (Allemagne) qui dispose 

d’un équipement assez performant, qui permet de générer des résultats expérimentaux assez 

fiables.  

Le présent manuscrit, est entamé par cette introduction générale qui donne une idée 

sur l’importance et l’intérêt du thème abordé, tout en soulignant les objectifs visés. 

Dans le premier chapitre, une revue bibliographique regroupe les travaux déjà réalisés 

et récapitule les problèmes rencontrés avec l’utilisation des différents modèles et théories 

existants, on y donne aussi une synthèse des résultats obtenus par différents auteurs;  



 

  

Le deuxième chapitre traite de l’hydrodynamique des systèmes à goutte unique et celle 

des colonnes d’extraction et introduit les différents nombres adimensionnels utilisés. La 

modélisation de la colonne et l’équation différentielle qui régit le comportement de la colonne 

sont données à la fin de ce chapitre;  

Les différentes théories et corrélations données par la littérature sont présentées dans 

le troisième chapitre pour goutte unique et colonne d’extraction avec leurs conditions 

d’utilisation; 

L’outil numérique consiste en la méthode des éléments finis pour la résolution de 

l’équation différentielle et l’obtention du profil de concentration le long de la colonne. Les 

méthodes d’approximation numérique utilisées sont celles des moindres carrées et des 

simplexes afin de représenter les corrélations de transfert par de nouvelles formules 

judicieusement choisies. Les aspects théoriques de toutes ces méthodes sont présentés dans le 

quatrième chapitre;  

Les résultats obtenus par les différents programmes élaborés en Fortran et en Mathcad 

sont présentés au cinquième chapitre, avec leur discussion;  

Enfin une conclusion générale est donnée à la fin résumant les objectifs fixés et les 

résultats obtenus ainsi que certaines recommandations concernant l’utilisation des corrélations 

obtenues. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

  

 

 

 

CHAPITRE 1 

 

 

REVUE BIBLIOGRAPHIQUE 

 

 

 

1.1. Introduction 

La grande majorité des travaux sur le transfert de matière, ont été initialement réalisés 

se basant sur le cas d’une goutte unique en mouvement vertical à travers une phase continue 

stagnante dans une colonne pilote. Á partir de là, plusieurs résultats expérimentaux ont été 

obtenus pour un intervalle de taille de goutte donné pour des systèmes chimiques 

recommandés. A chaque fois un mécanisme de transfert apparaît comme dominant pour les 

conditions considérées, permettant de proposer une corrélation représentative des résultats 

expérimentaux. Cependant la difficulté réside dans le fait qu’il n’est toujours pas possible 

d’identifier le mécanisme de transfert de matière pour un système particulier dont le diamètre 

de goutte est donné. Généralement, il est supposé pour les petites gouttes un transfert par 

diffusion moléculaire, par contre pour les gouttes plus larges le comportement décrit par 

Handlos-Baron est suivi [1]. Aussi,  les critères de transition entre les mécanismes de 

comportement basés sur les nombres adimensionnels de Re, We ou autres facteurs s’avèrent 

ne pas être fiables. [2]  

Le développement de toute théorie de transfert de matière, vise en premier lieu à 

regrouper les différents aspects des mécanismes de transfert en un paramètre fondamental qui 

est le coefficient de transfert de matière. Un grand nombre de travaux de nature expérimentale 

ou de modélisation sont rapportés dans la littérature, comme décrit dans la section suivante. 

La modélisation des colonnes d'extraction et l'obtention des profils de concentration le 

long de la colonne, n'a pas connu le même intérêt que le coefficient de transfert, 

particulièrement concernant les colonnes d'extraction liquide-liquide à garnissage, 

comparativement aux colonnes à plateaux. Les profils sont obtenus par résolution du modèle 

mathématique unidimensionnel dynamique et permanent par différentes méthodes 

numériques, tels que les différences finies, les volumes finis ou les éléments finis, etc. Les 



 

  

résultats sont comparés aux valeurs issues de mesures expérimentales des concentrations en 

différents points de la colonne considérée. Le modèle bidimensionnel a été relativement peu 

utilisé et souvent, il a été supposé que la dispersion dans la direction radiale était négligeable.  

 

1.2. Etude expérimentale du coefficient de transfert de matière  

Un grand nombre d’études expérimentales ont été réalisées sur les coefficients de 

transfert de matière, dans le cas de l’extraction liquide-liquide et qui ont eu lieu dans 

différents types de colonnes pilotes de dimensions moyennes, fréquemment de 1m environ 

pour la hauteur et quelques centimètres pour le diamètre, mais qui peuvent varier selon 

l’objectif principal de chaque étude : goutte descendante, goutte ascendante, colonne sans ou 

avec internes, phase continue stagnante ou en écoulement, etc. A titre d’illustration, une 

colonne utilisée au laboratoire pour l'estimation du coefficient de transfert est donnée par la 

figure 1.1 suivante : 

 

 



 

  

 

Figure 1.1. Une colonne pilote d’extraction liquide pour goutte unique [3] 

A l’aide d’un dispositif approprié une goutte de diamètre bien défini, est produite en bas ou en 

haut de la colonne à un point qui est considéré comme étant l’origine spatiale (z = 0). La 

hauteur de la colonne est subdivisée en plusieurs points, où des soutirages sont effectués pour 

prélever la goutte à un temps t et un emplacement z. L’échantillon prélevé est analysé pour 

avoir la concentration C(t,z), par le biais d’une méthode d’analyse qui dépend surtout de la 

nature du soluté. Finalement le coefficient de transfert de matière peut alors être calculé 

numériquement.  

A titre d’exemple, le travail expérimental effectué par Huang et Lu et rapporté dans la 

littérature [4] peut être cité. Le système  Eau/Isobutanol/Hydroxyde de Sodium est utilisé, où 

l’eau est la phase dispersée, l’isobutanol la phase continue et le NaOH est le soluté qui est 

transféré de la phase continue vers la phase dispersée, initialement libre de soluté. La 

concentration de NaOH, Cd, dans la phase dispersée est mesurée en collectant des gouttes à 

différentes distances de la colonne et en effectuant une analyse par titration avec le HCl. Il est 

observé que la résistance au transfert de matière réside dans la phase continue. Le coefficient 

de transfert dans la phase continue est déterminé se basant sur le fait que, durant un temps 

court, la masse de soluté gagnée par la goutte est égale à celle transférée à partir de la phase 

continue, donnant le bilan suivant : 
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      (1.1) 

Avec  Vg : volume de la goutte (m3) 

 Cd : concentration en soluté (mol/m3) 

 A : Surface de la goutte (m2) 

 Kc : Coefficient de transfert de matière global coté phase continue (m/s) 

Cc,∞ et Cc
* : les concentrations en phase continue, à l’infini et à l’équilibre 

respectivement (mol/m3)  
 

En supposant que  Vt ∆t = ∆z , l’équation précédente devient :  
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Avec d diamètre de la goutte et Vt sa vitesse terminale 
 



 

  

Pour le coefficient de transfert de matière coté phase dispersée la méthode utilisée 

dans différents travaux [1] est aussi basée sur l’intégration de l’équation de bilan (Equation 

1.1) appliquée à la phase dispersée, entre deux positions distinctes 1 et 2, pour aboutir à 

l’expression suivante : 
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Les deux exposants 1, 2 font référence aux deux positions z1 et z2 
 

Le dispositif de base représenté par la figure 1.1, peut être utilisé pour l’estimation du 

coefficient de transfert de matière ainsi que le calcul d’autres paramètres comme la vitesse 

terminale des gouttes, le diamètre, le profil de concentration …etc. 

 

1.3. Systèmes recommandés  

Des résultats de travaux de recherche expérimentaux réalisés durant les années 60, 

concernant les équipements d’extraction liquide-liquide, rapportés dans la littérature [5], n’ont 

pas permis de développer des modèles assez fiables et uniformes pouvant être utilisés 

fréquemment, de par la grande variété de systèmes chimiques de nature différente. Par 

conséquent pour remédier à ce problème, l’initiative a été prise par T.Misek, H.W Brandt et 

C. Hanson [5] en 1970, d’encourager la Fédération Européenne de Génie Chimique et 

Travaux sur la Distillation, l'Absorption et l'Extraction, à trouver des systèmes chimiques 

standards ayant des propriétés physiques et chimiques leur permettant d’être recommandés 

pour des études sur l'extraction liquide-liquide. Le travail a duré quelques années pour donner 

lieu à une publication par l'Institution de Génie Chimique de Londres d'un livre en 1978 [5], 

suivi d'une seconde édition légèrement modifiée et intitulée: Standard Test Systems for Liquid 

Extraction Studies (Misek, 1985). La première partie concerne la sélection de quelques 

systèmes qui peuvent être recommandés pour les études sur l'extraction liquide. La 

recommandation finale des systèmes est comme suit: 

Eau / Acétone / Toluène     (tension interfaciale élevée) 

Eau / Acétone / Acétate de butyle  (tension interfaciale moyenne) 

Eau / Acide succinique / n-Butanol  (tension interfaciale faible) 
 

A températures de 10, 20 et 30°C, ces systèmes ont un coefficient de distribution proche de 1. 

 Dans la première édition de 1978, le système Eau / Acide acétique / MIBK a été proposé 

parce qu'il a été très utilisé auparavant. Cependant, l'acide acétique forme un dimère dans la 



 

  

phase organique et se dissocie dans la phase aqueuse. Le système peut montrer une turbulence 

interfaciale qui augmente le coefficient de transfert de matière de manière irrégulière, ce qui 

influence la coalescence, qui à son tour a un impact sur les performances de la colonne. Ce 

système n'est donc plus recommandé. 

Toutefois, trois systèmes proposés sur la base de différence de tension interfaciale, de 

coefficients de distribution proches de 1 et des viscosités et densités moyennes, semblent être 

insuffisant pour une compréhension approfondie de tous les phénomènes influençant le 

transfert de masse, et donc il devient impératif d'avoir d'autres systèmes avec des propriétés 

différentes: 

- Coefficients de distributions différents de 1 

- Viscosité élevée de l'une des deux phases 

- Des différences de densités élevées ou faibles 

- Réactivité chimique. 

H-J Bart, R. Berger et al [5] ont proposé d’autres systèmes avec des coefficients de 

distribution proches de 10 tels que les suivants: 

Eau / MIBK / toluène   (tension interfaciale élevée) 

Eau / MIBK / acétate de butyle (tension interfaciale moyenne). 

  

1.4. Travaux antérieurs 

De par l'importance de l'estimation du coefficient de transfert de matière dans la 

conception et le design des appareils et contacteurs des différentes opérations de génie 

chimique, les travaux concernant ce paramètre clé sont très nombreux. La mesure 

expérimentale du coefficient de transfert de matière s’effectue dans des conditions assez 

simples, telles que file de gouttes largement espacées, de tailles uniformes et en mouvement à 

travers une phase continue statique ou en écoulement faible dans des colonnes pilotes. Parmi 

les pionniers dans ce type de travaux de recherche on peut citer: Sherwood et al, Garner et 

Skelland, Handlos et Baron, Johnson et Hamielec, etc. Les corrélations et théories qu'ils ont 

développées et qui ont trouvé une large utilisation seront présentées aux chapitres suivants. 

D’autres travaux plus récents ont été réalisés, et les exemples suivants peuvent être cités:  

• Kumar et Hartland [1] ont proposé une nouvelle corrélation pour l'estimation du 

coefficient de transfert de matière pour goutte unique avec une erreur relative de 

24.5% pour le coté phase dispersée et une erreur de 14.1% par rapport aux valeurs 

expérimentales coté phase continue. Ils ont utilisé 596 mesures prises de 10 travaux 

différents: 
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κ est le rapport des viscosités des deux phases. 

 

• Un nouveau modèle a été proposé par M J Slater [6] et qui prend en considération la 

présence de surfactants et nécessite l'utilisation d’une constante empirique obtenue 

expérimentalement kH qui est liée à la concentration en surfactant. Le modèle de 

Newman a été utilisé avec une diffusivité effective exprimée par : 
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• L'étude expérimentale de Radu Z [7] de l'extraction liquide-liquide sur colonne agitée 

utilisant le système Eau/Acétone/Tetrachlorure de Carbone, a permis de développer 

une corrélation donnant le nombre de Sherwood sous la forme: Sh= b Rep Scm. Ils ont 

trouvé que l'exposant m reste constant pour les deux phases et égal à 0.33, mais les 

valeurs de b et p dépendent de la nature de la phase considérée, aqueuse ou organique 

et aussi, de la direction du transfert: lorsque le transfert est: c→d, b=2.3 pour phase 

organique et 3 pour phase aqueuse et p=1.56 ; pour un transfert d→c, b=354 pour 

phase organique et 333 pour la phase aqueuse et p=0.91. 

 

• Skelland et Wellek [8] ont trouvé, que les taux de transfert de matière expérimentaux 

pour des gouttes à circulation interne et non oscillantes étaient plus élevés que ceux 

donnés par le modèle de Kronig-Brink. Des données expérimentales du Sh pour 4 



 

  

systèmes ont été représentées par des corrélations en fonction du Sc, We et Fo, avec 

une erreur relative de 34%, alors que les modèles de Kronig-Brink et Newman pour 

les mêmes conditions donnent une erreur relative de 46% et 54% respectivement. 

 

• Ladislav Steiner [9] a utilisé l’équation de Newman pour calculer le coefficient de 

transfert de masse coté goutte, en remplaçant la diffusion moléculaire par une 

diffusion effective. L’évaluation de cette dernière a été effectuée à partir de plusieurs 

travaux expérimentaux pour différents systèmes. L’équation obtenue en fonction de 

certains nombres adimensionnels par régression n’a pas été satisfaisante pour certains 

systèmes, et il n’a été possible de proposer qu’une corrélation pour les faibles taux de 

transfert, où le rapport de diffusivité effective à la diffusion moléculaire est donné 

par : 
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 Cette équation ne peut être utilisée que pour des R < 10 

 

• Pfennig [10] a aussi introduit une diffusivité effective pour le calcul du coefficient de 

transfert de matière pour les deux cotés. Lorsqu’il n’y a pas de raison hydrodynamique 

pour qu’il y’ait turbulence, celle-ci est induite par le transfert de matière par instabilité 

interfaciale, où un paramètre d’instabilité noté CIP peut être calculé 

expérimentalement. Ce modèle doit être utilisé seulement si les taux de transfert sont 

supérieurs à ceux du modèle de Kronig-Brink : 
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Il a été trouvé que pour certains systèmes le paramètre CIP est proche de la valeur de 

2048 comme déjà prévu par Handlos-Baron, et pour d’autres sa valeur est très 

différente. 

 

• Une simulation numérique a été réalisée par Zai-Sha Mao [11], utilisant la méthode 

des volumes finis pour le calcul du coefficient de transfert de matière en phase 



 

  

continue pour un régime laminaire. Les résultats obtenus sont proches de certaines 

corrélations déjà existantes et il a été trouvé que le nombre de Peclet était le facteur 

majeur de control du transfert de matière externe suivi du nombre de Reynolds et le 

nombre de Weber. 

 

• Une autre simulation numérique a été réalisée par Adekojo [12] en utilisant la méthode 

des éléments finis pour l'estimation du coefficient de transfert côté phase continue, 

pour des Re<20 et pour le cas où les résistances aux transfert sont dans les deux 

phases (problème conjugué). Les résultats montrent que le transfert de matière par 

combinaison de convection libre et forcée pour des gouttes ascendantes, est plus faible 

que celui pour gouttes descendantes. Les résultats de la simulation sont satisfaisants 

seulement dans l'intervalle de Re considéré ; pour des valeurs de Re supérieures, les 

auteurs recommandent de raffiner encore plus le maillage utilisé et de réduire le pas du 

temps. 

 

En ce qui concerne les travaux consacrés à la modélisation des colonnes, quelques 

exemples tirés de la littérature peuvent être cités comme suit: 

• Aly et Pibouleau [13], ont étudié une colonne de distillation à garnissage, en 

considérant un écoulement piston du liquide et de la vapeur, auquel ils ont superposé 

les phénomènes de dispersions axiale et radiale. Les équations différentielles ont été 

résolues par la méthode des éléments finis ainsi que les différences finies. Les profils 

de concentration obtenus en régime permanent ont permis de constater que la 

dispersion radiale n'avait pas d'effet sur le profil dans cette direction, étant donné que 

le gradient à la paroi était nul. Des expériences numériques en attribuant à ce gradient 

des valeurs arbitraires (n'ayant pas de sens physique) ont montré que l'effet de la 

dispersion radiale dépend de cette valeur et ils ont donc recommandé de changer la 

condition limite à la paroi de la colonne. 

 

• L'utilisation de modèles mathématiques pour la résolution des équations 

différentielles, et l'obtention du profil de concentration en combinaison avec des 

mesures expérimentales de la concentration afin de déterminer les paramètres 

hydrodynamiques et de transfert de matière, est une méthode très fréquente, elle a été 

utilisée par Guangshing et al [14] sur une colonne pulsée à plateaux perforés 

d'extraction liquide, en considérant le profil axial avec dispersion: 
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Où: Pex=H Vc/Ec représente le nombre de Peclet pour la phase x et E: le coefficient 

de dispersion, Vc: la vitesse superficielle de la phase continue et H la longueur de la 

colonne avec z = h / H.  

Noc est le nombre d'unités de transfert donné par: Noc = Koc a H/Uoc 

Un système d'équations est obtenu en utilisant la méthode des différences finies et les 

paramètres Pex, Pey et Noc sont évalués par optimisation des données mesurées 

expérimentalement. 

 

• La méthode numérique des éléments finis a aussi été utilisée par Rajesh. K [15], pour 

la résolution des équations différentielles du modèle dynamique unidimensionnel, 

dans la simulation d'une colonne de distillation à garnissage, le modèle utilisé ne prend 

pas en considération la dispersion axiale et la solution analytique est facile à obtenir 

dans ce cas. Les résultats obtenus montrent que la méthode utilisée est plus précise que 

celle des différences finies et est recommandée pour ce type de problème. 

 

• Le modèle de dispersion bidimensionnelle, a été utilisé par Mingzhai.Q et al [16] pour 

décrire le mélange turbulent dans une colonne d'extraction à plateaux perforés et 

déterminer les coefficients de dispersion dans les deux directions, en combinaison 

avec des mesures de concentration d'un traceur à hauteur fixe de la colonne et à trois 

points différents du diamètre. Dans cette étude le transfert massique est nul et le 

modèle est comme suit: 
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L'étude permet de trouver les trois paramètres suivants: la vitesse du traceur, V et les 

coefficients de dispersion dans les deux directions axiale et radiale respectivement: Ez 

et Er. Les résultats ont montré que la dispersion radiale avait un effet sur le profil 

radial, cependant la concentration du traceur atteint un maximum après près de 80s, et 

l'effet s'annule en fonction du temps. Le coefficient de dispersion axiale était 30 fois 



 

  

supérieur à celui dans la direction radiale mais les auteurs recommandent de le prendre 

en considération dans les études de simulation des différents types de colonnes. 

 

 

 

1.5. Comparaison des modèles de transfert de matière existants  

Ladislav Steiner [9] a effectué une étude comparative des modèles existants pour 

l'estimation du Sh côté phase continue, par le biais d’une base de données assez importante 

(tableau 1.1) et qui ont été reportées sur le graphe de la (figure 1.2). Les valeurs apparaissent 

divisées en deux groupes: l'un pour gouttes circulantes en haut, et l'autre pour gouttes sans 

circulation, en bas. La plupart des auteurs représentent le groupe de bas avec des corrélations 

sous la forme : 

 Shc = Ren Scm        (1.11)  

 

L'exposant du Sc est généralement égal à 1/3, et celui du Re à 1/2. Rowe et al [9], ont montré 

que les données expérimentales peuvent être corrélées avec presque la même certitude, pour 

un exposant du Re entre 0.4 et 0.6. Ils ont cependant observé que cette valeur a tendance à 

augmenter en fonction du Re. Kinard et al [9], ont montré que la dépendance du log Sh au log 

Re n'était pas vraiment linéaire, ils ont alors proposé une nouvelle corrélation pour un Re 

moyen entre 10 et 1000 [9]: 

 

 Shc-rigid=2.43+0.77Re1/2 Scc
1/3+0.0103Re Scc

1/3    (1.12) 

 

Cette équation pour un Sc=1200, est reproduite sur la (figure 1.2) par la ligne 4, la constante 

2.43 peut être remplacée par sa valeur théorique de 2 ou enlevée complètement étant donnée 

qu'elle ait peu d'influence dans l'intervalle considéré. 

Les données montrent qu'il y a une transition régulière entre valeurs pour gouttes rigides et 

celles pour gouttes a circulation interne, lorsque Pe devient grand. Plusieurs corrélations pour 

le cas de gouttes à circulation interne sont disponibles dans la littérature mais aucune ne peut 

être utilisée sans risque car elles ne sont en accord avec l'expérimental que dans un intervalle 

restreint de Re. Steiner [9] a tenté de représenter la région de transition avec l'équation 

suivante: 

( )42.031018.4exp1 Pe
ShSh
ShSh

rigidcir

rigidc −−−=
−

−
     (1.13) 



 

  

 

Cette équation est représentée sur la (figure 1.2) par la ligne 5 et elle peut être utilisée pour un 

large intervalle de conditions hydrodynamiques (Re de 10 à 1200 et Sc de 190 à 241000), 

Steiner pense que d'autres raffinements de l'équation qu'il a proposé sont possibles étant 

donné que la région de transition soit dépendante aussi du rapport des viscosités et de la 

tension interfaciale. 

Coté phase dispersée, le transfert de matière pour goutte rigide est représenté par le modèle de 

Newman et celui pour goutte à circulation interne laminaire par le modèle de Kronig-Brink 

(ce sont les seuls situations pour lesquelles les modèles mathématiques ont trouvé des 

solutions représentatives). Il a été confirmé expérimentalement que les gouttes rigides 

obéissent au modèle de Newman et dans certains cas même l'équation de Kronig-Brink donne 

d’assez bons résultats pour ces même gouttes, mais pour la majorité des gouttes les taux de 

transfert sont plus élevés, ce qui prouve un mouvement interne plus complexe. Le meilleur 

modèle pour représenter des gouttes à circulation interne turbulente est celui de Handlos-

Baron. Il est largement utilisé, bien qu’il soit critiqué dans certains cas comme montré par 

Brunson et Wellek qui ont comparé les performances de 12 modèles en utilisant des données 

expérimentales et où les valeurs données par celui de Handlos-Baron étaient les moins 

précises. 

 

Tableau 1.1. Les systèmes dont le Shc expérimental a été utilisé par l’étude comparative [9] 

Phase dispersée Phase continue Références 

Eau 

Alcool isobutyle 

Alcool benzénique 

Nitrobenzène 

Cyclohexanol 

Eau 

Acétate d’éthyle 

Furfural 

Eau 

Alcool benzénique 

o-nitrophénol 

2-ethylhexan-1,3-diol 

Alcool isobutyle 

Eau 

n-Hexane 

Ethylène glycol 

Eau 

Cyclohexanol 

Eau 

Eau 

Acétate d’ethyle 

Eau 

Eau 

Eau 

Garner et Frood 

Ruby et Elgin 

Ruby et Elgin 

Ruby et Elgin 

Griffith et Ward 

Ward et Trass 

Griffith et Ward 

Garner et Frood 

Garner et Frood 

Garner et Frood 

Thorson et Terjesen 

Garner et Tayeban 



 

  

Acide benzoique Eau Rowe et Claxton 

 

 

 
 

Figure 1.2. Comparaison des différents modèles de transfert de matière [9] 

 

1.6. Synthèses des observations expérimentales 

La revue des travaux décrits ci-dessus, permet de tirer certaines conclusions concernant le 

comportement des gouttes en mouvement vertical, comme suit:  

 

1- Les petites gouttes ont un comportement de sphères rigides (stagnantes). Pour un 

régime d'écoulement 'creeping flow', Shc est proportionnel à Pec
0.33 et le taux de 

transfert de matière est contrôlé par diffusion moléculaire ; 

 

2-  Une circulation interne a lieu pour une certaine valeur critique du diamètre de la 

goutte dont l’expression a été proposée par Bond et Newton comme suit:  

ρ
γ
∆

≈
g

dcrit
       (1.14) 

 
3- Les gouttes larges sont supposées intérieurement bien mélangées, et donc un modèle 

basé sur les lignes toroïdales à l'intérieur de la goutte (Handlos et Baron), donne des 

résultats raisonnables bien qu'il soit physiquement peu réaliste ; 



 

  

 
4- Dans un environnement turbulent, la théorie de pénétration peut servir de base 

acceptable pour l'estimation du coefficient de transfert de masse, où pour des 

conditions de turbulence intense, il peut être considéré que le coefficient de transfert 

de matière ne dépendra plus de la diffusivité moléculaire. 

 
5- La présence de contaminants à la surface réduit la circulation interne dans la goutte et 

peut par conséquence gêner le transfert à travers la surface ; 

 
6- Les coefficients de transfert de masse côté goutte, peuvent être beaucoup plus grands 

que s'ils sont estimés en supposant une circulation laminaire interne (Kronig et Brink) 

sous des conditions de non oscillation (strictement valides pour Re<1 et qui persistent 

jusqu'à Re=50) ; 

 
7- Les coefficients de transfert côté phase continue ont une dépendance au Re plus 

complexe que (Re. Scc)0.5 ; 

 
8- Il n'y a aucun saut évident du coefficient de transfert kd, des conditions: stagnant, à 

Kronig et Brink à Handlos et Baron mais il peut y avoir un saut apparent dans kc, entre 

les conditions de goutte rigide et goutte à circulation ; 

 
9- Les gouttes oscillantes montrent une légère tendance à la circulation interne et le 

mélange est aléatoire. Le coefficient de transfert kd est similaire aux valeurs du modèle 

Handlos-Baron. 

 

1.7. Problèmes rencontrés avec les différents modèles et théories de transfert de matière  

En dépit du grand nombre de travaux concernant le coefficient de transfert de matière, 

son estimation reste imprécise dans un grand nombre de cas. Ceci peut être expliqué par 

différents problèmes qui rendent les modèles imprécis ou incomplet. 

Le premier problème rencontré, réside dans la compréhension des mécanismes de transfert, au 

fait, dans la sélection d’un modèle mathématique pour décrire le transfert de matière, la 

première question qui se pose concerne le régime d'écoulement à l'intérieur de la goutte et 

aussi à son extérieur, et souvent on suppose une couche limite externe laminaire (dans les 

colonnes pilotes utilisées expérimentalement le Re est proche de 500 et la couche limite est 

laminaire). Dans ce cas, et pour des systèmes où le rapport des viscosités des deux phases est 

proche de 1, l'écoulement à l'intérieur de la goutte induit par l'extérieur ne peut être que plus 



 

  

faible ou, au plus, de même intensité que l'écoulement à l'extérieur. Donc il n'y a pas de force 

motrice hydrodynamique pour produire une certaine turbulence à l’intérieur de la goutte. 

Cependant plusieurs modèles de transfert de masse proposés par différents travaux, supposent 

pour des cas similaires un régime turbulent à l’intérieur de la goutte, décrit par une diffusion 

turbulente. Plusieurs modèles tels que ceux de Johnson et Hamielec, Boyadzhiev et al, de 

Steiner, de Slater et Hughes, et même celui de Handlos-Baron qui décrit le mieux les données 

expérimentales, supposent que le contenu de la goutte est complètement mélangé durant une 

période de circulation interne. Mersmann a aussi réalisé ce problème et conclue que le fait que 

l’équation de Handlos-Baron donne des résultats acceptables reste inexplicable. Donc la 

description mathématique du transfert de matière dans une goutte devrait prendre en 

considération les différents modes de transfert de masse représentés sur la figure (1.3): 

A. Transfert de masse par diffusion ; 

B. Transfert de masse par convection ; 

B1. Induite par force motrice hydrodynamique;  

B2. Induite par transfert de masse. 

 

 
 

Figure 1.3. Modes de transfert massique [10]. 

Alors que les transferts de matière diffusif et convectif induits par l’hydrodynamique ont été 

traités par plusieurs travaux et trouvent des applications pratiques, il y a très peu de modèles 

et expériences qui concernent le mode convectif induit par transfert de masse. [10] 

L’autre problème rencontré dans l’utilisation des modèles proposés, réside dans leurs 

domaines de validité. La forme de la goutte dépend surtout du nombre d’Eö et bien que les 



 

  

intervalles pour le Re et We soient parfois cités, le nombre d’Eö doit aussi être pris en 

considération. 

La présence de surfactants dans les systèmes industriels peut réduire le mouvement interne 

jusqu’à l’annuler, et le transfert de matière se fera donc exclusivement par diffusion 

moléculaire, ce facteur aussi n’étant pas toujours pris en considération. 

On remarque aussi une nette différence entre les valeurs du coefficient de transfert coté goutte 

kd données par les différentes corrélations et théories existantes en fonction de la taille des 

gouttes, alors que ses valeurs expérimentales ne varient que légèrement entre les deux limites 

approximatives données par les équations de Newman et de Handlos-Baron [5]. 

Le coefficient de transfert de matière coté phase dispersée est dépendant du temps, bien que 

assez souvent ce caractère transitoire a été ignoré. Les conditions aux limites doivent être 

reconsidérées ce qui constitue une complexité supplémentaire du problème mathématique. 

Enfin plusieurs auteurs ont noté que la qualité des données expérimentales pour systèmes à 

goutte unique est faible et il y a des différences parfois importantes entre les valeurs données 

par différents travaux pour le même système. Cependant établir une équation efficace pour la 

région de grands taux de transfert ne peut se réaliser que si de meilleures données seront 

disponibles.  

Il n'est pas toujours facile de fournir des descriptions précises du procédé de transfert de 

masse, à cause de la difficulté des observations expérimentales et la complexité mathématique 

des systèmes. Il est utile de suivre de meilleurs modèles de comportement, mais 

l’incompréhension des phénomènes à l’interface ainsi que la diversité des natures des régions 

interfaciales, montrent  qu’une description précise du phénomène n’a pas encore été atteinte. 

Il serait peut être utile et nécessaire de combiner les mesures expérimentales du taux de 

transfert de masse (avec un maximum de mesures pour établir les mécanismes gouvernants le 

transfert) avec des modèles physiques du processus de transfert de matière. Pour cela, les 

paramètres empiriques seront inévitables. 
 

 En conclusion, à travers cette revue bibliographique, il a pu être constaté que la 

détermination du coefficient de transfert de matière, que ce soit expérimentalement ou par le 

biais de modèles n’est pas assez simple. Ceci explique et motive même à ce jour le 

développement de programmes de recherches dans l’espoir d’uniformiser au maximum les 

théories de transfert de matière, en prenant en considération tous les paramètres influençant 

son mécanisme afin de réduire les problèmes de précision et du choix de la théorie la plus 

adéquate pour un système donné. C’est dans cette perspective, que s’inscrit ce présent travail, 



 

  

en considérant en plus le problème de combinaisons de théories, pour le coefficient global 

dans le cas de l’extraction liquide-liquide. La conception et la modélisation des colonnes 

d’extraction dépendent beaucoup de la précision avec laquelle le coefficient global a été 

estimé mais aussi du modèle choisi pour représenter le comportement de la colonne et obtenir 

les profils de concentration. Les différents modèles : unidimensionnel, permanent et 

transitoire, et bidimensionnel seront traités (en appliquant les recommandations sur les 

conditions aux limites), une comparaison des résultats obtenus par chacun permettra de 

recommander le plus fiable pour le cas de colonnes d’extraction liquide-liquide à garnissage. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

CHAPITRE 2 

 

 

HYDRODYNAMIQUE ET MODELISATION  

DES COLONNES D’EXTRACTION 
 
 

 

2.1. Introduction  

L’étude de l’hydrodynamique d’un système d’extraction liquide-liquide dépend dans 

une large mesure du comportement des gouttes qui y sont générées. Ceci influence aussi 

l’étude de transfert de matière dont les modèles sont souvent classés, selon que les gouttes 

soient stagnantes, à circulation interne ou oscillante. Généralement ce comportement est décrit 

par certains paramètres et nombres adimensionnels tels que la vitesse terminale, le régime 

d'écoulement, le nombre d’Eötvös, etc. L’interaction de tous ces paramètres a rendu le 

problème assez complexe, nécessitant des simplifications tel que le fait de baser les études 

hydrodynamiques sur des systèmes de goutte seule dans un liquide stagnant. Au niveau des 

colonnes d’extraction le mouvement des gouttes est encore plus complexe, subissant en plus 

l’influence de la phase continue elle-même en mouvement, la présence d’éléments internes à 

la colonne, les phénomènes de rupture et de coalescence, etc. 

 

2.2. Vitesse terminale des gouttes  

C’est la vitesse d’une goutte unique ascendante ou descendante dans une phase 

continue stagnante. Plusieurs corrélations pour exprimer cette vitesse, sont disponibles dans la 



 

  

littérature pour des tailles de goutte et des propriétés physiques données. L'expression la plus 

courante qui donne la vitesse terminale est donnée comme suit [5]: 
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Où CD est le coefficient de frottement qui dépend du régime d'écoulement et de la 

déformation de la goutte. Généralement on distingue deux cas, selon que la goutte soit 

supposée rigide ou déformable. Pour cela il est d’abord nécessaire de définir les nombres 

adimensionnels suivants: 

• Le nombre de Reynolds de la particule qui exprime le régime d’écoulement :  

 

c
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•  Le nombre d'Eötvös qui représente le rapport des forces de frottement aux forces 

résistives dues à la tension interfaciale du système:  
 

γ
ρ 2dgoE ∆
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• Le nombre de Weber qui représente le rapport des forces interfaciales aux forces 

résistives:  

γ
ρ dVWe tc

2
=                (2.4) 

 
• Le nombre de Morton qui décrit le comportement de goutte : 

32

4

γρ

µρ

c

cgMo ∆
=                (2.5) 

 
L'expression du coefficient de frottement CD dépend du nombre de Mo et du régime 

d'écoulement, les différentes expressions proposées par la littérature sont résumées comme 

suit: 

a) Sphères rigides 

• Régime de stokes:  10-4< Re< 1       CD = 24 / Re           (2.6) 

• Régime intermédiaire: 2 < Re < 500  CD = 18.5 Re-0.6         (2.7) 

• Régime turbulent:  103 < Re < 5 105  CD = 0.44           (2.8) 
 

b) Gouttes déformables 



 

  

• Equations de Hu et Kintner 

      Si: 2 < CD We Mo -0.15 < 70    CD We Mo -0.15 = 1.33 (Re Mo0.15 + 0.75)1.275                         (2.9) 

      Si:  CD We Mo -0.15 > 70        CD We Mo -0.15 = (0.045 Re Mo0.15 + 0.75)2.37       (2.10) 
 

• Equations de Klee et Treybal: Dans ce cas un diamètre de goutte critique est 

défini comme suit:  
5.0
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     Si: d < dcrit  : Re = 22.2 CD
-5.18 We-0.169            (2.12) 

     Si: d > dcrit  : Re = 0.00418 CD
2.91 We-1.81            (2.13) 

 
• Equation de Vignes 

     Si:   10 < Re < 1000   CD = 5.6 Re We-1 Mo-1/3 (1-Eö/6)         (2.14) 

  

2.3. Diamètre critique de circulation 

Le mouvement à l'intérieur d'une goutte est directement lié à sa taille et varie d'une 

circulation laminaire vers une autre de plus en plus vigoureuse, jusqu'à oscillation et 

déformation au fur et à mesure que le diamètre augmente, tel que montré par la figure 2.1. 

 
Figure 2.1. Mouvement interne des gouttes [17] 

 

La circulation dépend du bilan de forces à l'interface de la goutte, telles que les forces de 

frottement et les  forces de résistance de l'interface dues à la tension interfaciale d'où: 

π d3 g Δρ / 6 = γ π d              (2.15) 

Une circulation interne se développe à l'intérieur de la goutte à un certain diamètre critique et 

à partir de l'équation (2.15), il est donné comme suit:  

 

rigide 

circulation  
laminaire circulation 

toroidale 
oscillation 
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∆
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g
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           (2.16) 

Expérimentalement, le diamètre critique de circulation s'avère être beaucoup plus complexe 

que son expression par l’équation 2.16, car il dépend d'autres paramètres que la tension 

interfaciale et les masses volumiques des deux phases, d'où l'existence d'autres formules 

empiriques ou semi empiriques trouvées expérimentalement telle que l'équation 2.11. 

 

2.4. Comportement des gouttes  

Le comportement des gouttes n'est toujours pas bien maîtrisé et ne peut être lié qu'au seul 

facteur de leur taille, car le régime d'écoulement, les propriétés physiques des deux phases et 

la contamination, peuvent aussi avoir une influence directe sur leur mouvement interne.   

La nature de la goutte est souvent liée au nombre de Morton et au régime d’écoulement 

comme suit [18] : 

- Si 1/Mo > 1012 : la déformation de la goutte est négligeable et la goutte est assimilée à 

une sphère rigide 

- Si 1/Mo < 103 : la phase continue est très visqueuse et les gouttes seront déformées 

même en régime de Stokes (Re<1). 

- Si 107<1/Mo<1011 : la goutte peut être considérée comme sphère rigide seulement en 

régime laminaire.  

Cependant il reste assez difficile de prédire les conditions du début de la circulation et si elle 

est laminaire ou turbulente. Peu de travaux considèrent ce point précis d’une façon 

généralisée et les corrélations proposées ne sont applicables que pour le système traité. 

Cependant la modélisation peut être basée sur les éléments importants suivants [19] :  

• Généralement les gouttes sont supposées de petite taille avec un diamètre inférieur à 2 

mm, et elles se comportent donc comme des sphères rigides. Lorsque la taille de la 

goutte augmente, une circulation interne se développe à l'intérieur et devient 

importante au fur et à mesure que la vitesse de la goutte augmente. A un certain 

diamètre (pour plusieurs systèmes il est supérieur à 6 mm) les gouttes commencent à 

osciller jusqu'à ce qu'elles se rompent et se divisent en petites gouttelettes ; 

• Pour de petites gouttes, avec Re<1 le transfert de matière se fait essentiellement par 

diffusion moléculaire ; 

• Lorsque le diamètre de la goutte augmente et pour un Re <10, une circulation interne 

se développe et le taux de transfert augmente. Johns et Beckmann [5] ont montré par 



 

  

des calculs numériques que la transition des conditions entre goutte stagnante et 

circulante se fait à Ped ≈200 ;  

• Lorsque la goutte devient plus large, la circulation à l'intérieur devient turbulente ; 

• Bond et Newton [5], estiment que la circulation commence à Eö>4, Grace et al 

montrent que les gouttes se rompent si Eö>16 et ceci en l’absence d’agitation ; 

• Le début de l'oscillation de la goutte n'est pas encore connu avec précision, Winnikow 

et Chao [5], trouvent que l'oscillation à l’intérieur des gouttes des systèmes purs 

commence à We ≈4 et Re>200 ; 

• Grace et al [5], ont proposé une équation pour la vitesse terminale maximale pour des 

gouttes légèrement contaminées comme suit: 

 Vtm = 19.84 (μc/ρc d) Mo-0.149            (2.17) 

  Avec      
   Rem = 19.84 Mo-0.149             (2.18) 

Ce qui donne un Rem de l’ordre de 100 à 300, pour des propriétés physiques typiques. 

Le début de l'oscillation prend place à un Re de 150 et plus et vraisemblablement 

influence le taux de transfert. Schroeder et Kintner[5], observent que l’oscillation de la 

goutte commence lorsque la vitesse terminale atteint le point maximale ou juste après. 

 

2.4.1. Effet de la viscosité de la phase dispersée 

 Dans tous les nombres adimensionnels utilisés pour décrire le comportement des 

gouttes par leurs vitesse terminale et diamètre critique de circulation, qui est un  paramètre clé 

dans la détermination du mécanisme de transfert de matière, on note l'absence de la viscosité 

de la phase dispersée. Il y a eu très peu de travaux sur l'effet de la viscosité sur le transfert de 

masse dans les colonnes d'extraction, or plusieurs systèmes industriels ont des viscosités des 

deux phases très différentes. Cette propriété ne peut pas, ne pas avoir d'effet sur le 

comportement des gouttes, et certains travaux l'ont confirmé. 

• Des expériences numériques sur CFD effectuées par A. Pfennig [20], ont montré que 

la vigueur de la circulation interne de la goutte dépend aussi bien du rapport des 

viscosités des deux phases (μd/μc) que du Re. Plus ce rapport augmente et moins est la 

circulation interne. Des particules avec un rapport inférieur à 0.02 se comportent 

comme des bulles, et ceux avec un rapport supérieur à 50 ont un comportement de 

sphère rigide. 

• Bhavasar et al [21], ont mesuré les vitesses terminales des gouttes d'un diamètre de 1 

à 2,5 mm dans des systèmes diphasiques aqueux, ils ont proposé une corrélation qui 



 

  

couvre les Mo de 0.002 à 11050 et les Eö de 0.09 à 288, où le nombre de Mo utilisé 

était fonction de la viscosité de la phase dispersée et non de celle de la phase 

continue, les deux viscosités apparaissaient donc dans la corrélation. 

• Une étude de l'effet de la viscosité sur le transfert de masse dans des colonnes 

d'extraction à plateaux perforés pulsées a été réalisée par Wagner [22]. Deux 

systèmes à viscosités de la phase dispersée élevées ont été utilisés: 

eau/propanol/nonylalcool à μd=15,1 mPas et eau/propanol/tridécylalcool à μd= 41.9 

mPas et pour les deux systèmes la phase organique est dispersée dans l'eau. Les 

valeurs des coefficients de transfert coté phase dispersée ont été comparées à ceux des 

systèmes standards recommandés (figure 2.2). Cette figure montre un faible taux de 

transfert de masse pour les systèmes à μd élevée par rapport aux autres systèmes.  

 
 

Figure 2.2. Effet de la viscosité sur le transfert de masse. [22] 

Donc, pour faire apparaître l'effet de la viscosité de la phase dispersée nous avons utilisé le 

rapport des viscosités des deux phases pour la vitesse terminale, le diamètre critique de 

circulation et aussi dans les corrélations développées pour représenter le coefficient de 

transfert de matière coté phase dispersée. 

 

2.5. Les colonnes d’extraction liquide-liquide à garnissage  

 Dans ce travail, le type de colonnes considéré est celui à garnissages et par 

conséquent, il est peut être utile de les décrire plus en détail. L’utilisation des éléments solides 

appelés garnissages, remplissages ou ‘packing’,  aux formes et aux dimensions 

judicieusement choisies, permet de réaliser un contact continu entre les deux phases pour 



 

  

assurer un bon transfert de matière. L’échange des constituants entre les phases se fait 

d’autant mieux que la surface de contact est grande et la turbulence importante. Le 

remplissage peut donc jouer le rôle de promoteur de turbulence et aussi un moyen de créer 

l’aire d’échange. A titre d’illustration, la figure 2.3 montre schématiquement ce type de 

colonne avec les différents courants: 

 

 
Figure 2.3. Colonne à garnissage 

 

2.5.1. Garnissages 

 Pour faciliter le transfert de matière, il est souhaitable que la phase liquide mouille le 

garnissage et s’étale par la suite sur toute sa surface. Le garnissage doit avoir une grande 

surface de transfert par unité de volume. La surface volumique du garnissage est presque 

toujours plus grande que l’aire interfaciale réellement produite entre les phases. Les 

garnissages devraient aussi posséder des caractéristiques hydrauliques adaptées, la fraction de 

l’espace vide dans le lit garni devrait être suffisamment importante pour permettre la 

circulation des phases liquide et vapeur, tout en produisant une grande surface de contact 

entre les deux. Les garnissages sont généralement divisés en trois classes : 

   

a. Garnissage en vrac  

 Ce sont des pièces de garnissage avec une certaine forme géométrique spécifique, 

empilées dans la colonne de manière aléatoire. Historiquement, il y a eu trois générations dans 

l’évolution du garnissage en vrac. La première génération a produit deux formes de base, les 

    Phase 
dispersée 

Phase 
continue 

Garnissage 

Phase 
dispersé

e 

Phase continue 



 

  

anneaux Raschig et les selles de Berl. La seconde génération a introduit d’autres formes 

géométriques assez utilisées: les anneaux Pall, qui sont issus des anneaux Raschig et les selles 

Intalox qui sont une variante des selles de Berl. La troisième génération a produit une 

multitude de géométrie, la plupart découlant des anneaux Pall et selles Intalox. Des exemples 

de garnissages en vrac sont montrés sur les figures 2.4 et 2.5.  

                                            

 
                                                    

             Figure 2.4. Garnissages en vrac traditionnels (1èreet 2ème  génération) [23]  

                              
                         Selles IMTP                                                   Anneaux de Nutter 
 

                           
                 Mini Anneaux de cascade                        Anneaux Pall (plastique et métal) 
                             



 

  

                           Figure 2.5. Garnissages en vrac nouvelle génération [23] 

 

 b. Garnissages en toiles et feuilles métalliques structurées  

 Les garnissages structurés ont une architecture géométrique régulière, comme montré 

par la (figure 2.6). Par opposition aux garnissages en vrac, ils sont fabriqués et adaptés 

soigneusement aux dimensions de la colonne. Ils sont disponibles en différents types (toile et 

plaque) et aussi en une grande variété de matériaux tel que les métaux, les plastiques, les 

céramiques et le carbone. La toile structurée est généralement utilisée dans les colonnes 

travaillant sous vide, et dans lesquelles il est essentiel de réduire la chute de pression, le temps 

de contact ou la température de la colonne. 

 

                                              
                                 Intalox                                                       Flexeramic 

 

                                        
                             Gemak                                                             MAX-PAC  
                                   

Figure 2.6. Garnissages à feuille métallique structurée [23] 

 

        c. Grilles  



 

  

 Ce sont aussi des garnissages structurés, sauf que ceux là utilisent des structures à 

réseaux ouverts. Des grilles en bois et en plastique, semblables à ceux utilisées dans des tours 

de refroidissement, ont été employées dans la distillation et l’absorption pendant des 

décennies. La première grille moderne, était la grille de GLITSCH, montrée par la figure 2.7. 

                                           

                                           
                     Grille distributrice NTD                                              Grille de Koch-Glitsch 

                                                         

Figure 2.7.  Différents types de grilles [23] 

 

2.6. Hydrodynamique des colonnes d’extraction liquide-liquide   

Lorsque le contact entre les deux phases est réalisé dans un contacteur ou une colonne, 

les paramètres hydrodynamiques et les caractéristiques de l’appareil auront une influence 

directe sur le transfert de matière, et doivent par conséquent être pris en considération lors de 

l’estimation des coefficients de transfert. 

 

2.6.1. Taille des gouttes 

Dans un contacteur, tel qu’une colonne d’extraction liquide-liquide à garnissage, la 

taille moyenne des gouttes est contrôlée par les phénomènes de rupture et de coalescence. Ces 

derniers dépendent de plusieurs paramètres tels que les propriétés physiques du système 

utilisé et aussi la nature de l’écoulement. D’après Sauter [24], un équilibre dynamique est 

établi en permanence entre ces deux phénomènes et la taille de la population des gouttes 

évoluant dans la colonne est quantifiée par un diamètre moyen connu sous son nom : 
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Où ni est le nombre de particules de diamètre di par unité de volume [24]. 

Ce diamètre moyen dépend aussi dans le cas de colonnes à garnissage de la taille de celui-ci, 

Lewis et al [18] ont montré expérimentalement que cette dépendance s’annule à partir d’un 

certain diamètre critique du garnissage, donné par l’expression : 
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Ils ont proposé pour l’estimation du diamètre moyen des gouttes pour les systèmes 

aqueux/organiques  la corrélation suivante: 
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2.6.2. Vitesse de glissement  

Dans la colonne, les gouttes ne se déplacent pas indépendamment. En notant  Vc et Vd 

les débits des phases continue et dispersée (rapportés à l'unité de section), envoyées dans une 

colonne où elles circulent en courants parallèles, φ la rétention, et en tenant compte de 

l’influence d’une phase exercée sur l’autre, les vitesses des phases continue et dispersée sont 

données respectivement par : 

           
φ−1

cV
et  

φ
dV

                      (2.24a) 

La vitesse relative des deux phases appelée aussi vitesse de glissement est donnée comme suit 

[24]:  

   
φφ −

−=
1

cd
glis

VVV                 (2.24b) 

Avec Vc et Vd de même signe dans un écoulement à co-courant et de signe contraire à contre 

courant. Pour une colonne à garnissage avec une fraction de vide e, et où l’écoulement est à 

contre courant l’équation devient [24]:  

( )φφ −
−=

1e
V

e
V

V cd
glis              (2.25) 

Cette vitesse relative est fonction de la rétention. Lorsque φ  tend vers 0, pour la vitesse d'une 

particule isolée dans la phase continue Vt, Wallis a proposé la relation suivante [24]:  

   Vglis = Vt (1-φ )n             (2.26) 



 

  

L'exposant n ayant différentes valeurs suivant le type de dispersion et pour une dispersion 

gaz-liquide ou liquide-liquide, n =1 

Toutefois Loutaty [18], a montré que pour des dispersions liquide-liquide la vitesse de 

glissement peut être exprimée comme suit : 

   Vglis =0.725 Vt (1-φ)   φ  > 0.1        (2.27) 

Il existe une variété d’équations pour relier la vitesse de glissement à la rétention dans la 

phase continue (1-φ ), particulièrement celles impliquant la vitesse caractéristique Vk, qui tient 

en considération le fait que les gouttes sont périodiquement stoppées à cause des collisions 

avec les éléments du garnissage, avant de reprendre une certaine accélération et ainsi de 

suite : 

Vglis = Vk (1-φ )                (2.28) 

La vitesse caractéristique peut être estimée graphiquement comme suggéré dans la référence 

[18], ou calculée pour des colonnes garnies avec un garnissage de taille supérieure à la taille 

critique citée précédemment, selon la relation suivante: 
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Avec ap la surface spécifique du garnissage, e le degré de vide dans la colonne et où C = 

0.683 dans le cas où il n’y a pas de transfert de matière, C = 0.637 dans le cas d’un transfert c 

→ d et C = 0.820 dans le cas d’un transfert d → c.  

Godfrey et Slater [5], ont obtenu une corrélation pour un garnissage en anneaux Raschig en 

vrac, donnée comme suit : 
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Avec d le diamètre moyen des gouttes et dp la taille du garnissage. 

On peut aussi citer la corrélation de Steiner [25] pour la vitesse de glissement et qui a donné 

les résultats les plus proches des valeurs expérimentales pour le cas des colonnes à garnissage: 
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2.6.3. Rétention de la phase dispersée 



 

  

La rétention est le paramètre fondamental conditionnant la performance d’une  

colonne d’extraction liquide-liquide. C’est essentiellement le volume total de certaines gouttes 

piégées lors de leur déplacement à l’intérieur du contacteur. Pour une opération permanente 

de la colonne, c’est la rétention opérationnelle de la phase dispersée qui sera drainée si 

l’opération d’alimentation de la colonne s’arrête, elle contribue au transfert de matière et 

commande l’aire interfaciale. Kumar et Hartland [26] ont examiné plusieurs colonnes à 

garnissage opérant sous différentes conditions opératoires et ont proposés la corrélation 

suivante : 
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C = 1.2 dans le cas d’un transfert c → d 

C = 0.71 dans le cas d’un transfert d → c 

 

2.6.4. Aire interfaciale 

Pour augmenter le flux de transfert de matière entre deux phases, la procédure consiste 

à augmenter l’aire interfaciale, d’où l’utilisation des différentes techniques de dispersion d’un 

fluide dans l’autre, tel que la pulvérisation des fluides en petites gouttes, l’utilisation des 

garnissages à grande surface sur lesquels le liquide ruisselle en film mince, etc. L’efficacité 

globale de l’extracteur dépend exclusivement du produit du coefficient de matière et de l’aire 

interfaciale, k a.  

Dans le cas d'une phase dispersée sous forme de gouttes de diamètre d avec une 

rétention φ  (fraction volumique de phase dispersée) l'aire interfaciale par unité de volume de 

dispersion est donnée par:  
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2.6.5. La dispersion  

La différence de comportement des deux phases, induit des fluctuations dans les 

concentrations causant des taux de transfert du soluté proportionnels au gradient de 

concentration. Aussi, il existe des flux additionnels dans la direction opposée, dus à la 

dispersion causée par la distribution de la vitesse, ce taux est proportionnel au gradient négatif 

de la concentration par analogie à la diffusion moléculaire. Le coefficient de dispersion E, a la 

même dimension que la diffusivité mais sa valeur dépend non seulement des propriétés 

physiques, mais aussi de l’hydrodynamique du système. La dispersion axiale doit être prise en 



 

  

considération pour la modélisation des colonnes à garnissage. Gayler et Pratt [5] ont montré 

que le backmixing de la phase dispersée, n’est pas aussi important que celui de la phase 

continue. Watson et McNeese [5], ont proposé la relation suivante pour le coefficient côté 

continue, exprimé en terme du nombre adimensionnel de Peclet et qui a aussi été utilisée en 

phase dispersée: 
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Où ψ est la sphéricité du garnissage (c’est la surface d’une sphère de même volume que le 

garnissage/surface du garnissage). 

Pour des nombres de Re élevés, le rapport de dispersion axiale par dispersion radiale approche 

la valeur de 5 [27]. 

Aussi, la distribution des vitesses de la phase continue peut différer d’une région à une autre, 

à cause de la présence des zones stagnantes ou chemins préférentiels, où l’entraînement dans 

le sillage des gouttes d’une fraction de la phase continue est une cause essentiel du mélange 

axial qui conduit à une discontinuité de la concentration. 

  

2.7. Modélisation d’une colonne d’extraction liquide-liquide à garnissage 

La modélisation des colonnes d’extraction liquide-liquide est généralement décrite 

selon trois modèles différents : 

• Le modèle piston (Plug flow) : Ce modèle considère la phase dispersée comme pseudo 

continue en contre courant. 

 
• Le modèle de mélange axial : qui est basé sur le modèle piston pour l’hydrodynamique 

mais pour le transfert de matière, le mélange axial est pris en considération comme une 

contribution pseudo-diffusive. 

 

• Le modèle de bilan de population : il est basé sur la distribution des tailles de gouttes et 

prend en considération les phénomènes de rupture et de coalescence. L’écoulement des 

deux phases est décrit par un modèle piston ou de dispersion axiale. 



 

  

Dans ce présent travail nous avons choisi le modèle de dispersion axiale. Un bilan de matière 

sur un élément différentiel de la colonne comme montré sur la (figure 2.8) et en l’absence de 

toute réaction chimique s’écrit littéralement comme suit : 
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Figure 2.8. Schéma de la colonne et élément différentiel 
 
 

Explicitement: Ce qui entre = rrzzzd r
ydSE

z
ydSEydSV

∂
∂

−
∂
∂

− φφφ          (2.35)  

 Ce qui sort = drrrdzzzdzzd r
ydSE

z
ydSEydSV +++ ∂

∂
−

∂
∂

− φφφ             (2.36) 

 La variation = 
t
ydVVd ∂

∂
φ                                                (2.37) 

Où: dV = r dr dθ dz,  dS = r dr dθ│z  et  dS = r dz dθ│r 

Notant que la quantité transférée est: Kod a (y-y*)            (2.38) 

L'équation différentielle globale bidimensionnelle et transitoire qui modélise la colonne est 

donnée donc pour la phase dispersée par: 
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Avec la relation d’équilibre : y* = m x               (2.40) 

Où m est la constante d'équilibre 

Un bilan de matière sur la partie inférieure de la colonne donne: 

(1-φ ) Vc x + φ  Vd ye = φ  Vd y + (1-φ ) Vc xsφ                       (2.41) 
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En remplaçant les équations (2.40) et (2.42) dans (2.39) on obtient: 
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Pour le cas le plus simple: unidimensionnel, sans dispersion et en régime permanent, 

l'équation (2.43) se réduit à: 
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Cette équation différentielle admet une solution analytique par simple intégration et par 

incorporation de la condition limite: 

 À z = 0  :   y = ye             (2.46) 

On obtient la solution suivante: 
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Les conditions aux limites utilisés pour la résolution de l’équation différentielle globale sont 
données comme suit : 
    



 

  

À  z = 0,  y = ye et  à    z = H,  ∂
∂

y
z

 = 0            (2.48) 

La symétrie axiale impose les conditions aux limites suivantes, dans la direction radiale: 
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 = 0    et sur la paroi  à  r = R ,  ∂
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Le travail réalisé par [13], en utilisant ces conditions aux limites, a montré que les profils 

radiaux étaient plats à cause de l’utilisation d’un gradient nul à la paroi, surtout pour les cas 

où le diamètre de la colonne n’est pas élevé, en effet, en réalisant des expériences numériques 

en attribuant à ce gradient des valeurs arbitraires, ils ont trouver que l’allure du profil 

changeait en augmentant ces valeurs, et ont donc recommandé de changer cette condition 

limite. Certains auteurs [5,13], ont proposé de travailler avec la condition limite suivante, pour 

le cas de colonne d’extraction liquide-liquide : 
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Avec  y∞ : fraction obtenue à hauteur infinie de la colonne  

 

  

 

      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

  

 

 

 

 

 
 

 

 
CHAPITRE 3 

 

 

THEORIES ET CORRELATIONS 

DE TRANSFERT DE MATIERE 

 

 

 

 

3.1. Introduction  

Les opérations de séparation telles que la distillation, l’absorption des gaz, l’extraction 

par solvant, etc., font appel au transfert de matière entre phases, qui peuvent être liquides ou 

vapeurs, et qui sont mises en contact de manière adéquate dans des appareils telles que les 

colonnes de distillation (à plateaux ou à garnissage), des colonnes d’extraction liquide-liquide 

(avec ou sans agitation mécanique), les colonnes d’absorption (à plateaux ou à garnissage), 

etc.  

En réalité, pour un mode de contact donné, la vitesse du transfert est limitée et dépend 

principalement des facteurs suivants: 

- Facteurs moléculaires : les solutés diffusent dans un fluide par suite de l’agitation 

moléculaire ; 

- Facteurs hydrodynamiques agissant à deux niveaux : 

  - Transport de matière par convection ; 



 

  

  - Création d’une aire interfaciale plus ou moins importante en dispersant une 

des phases sous forme de gouttes ou de bulles, ou en l’étalant sur la surface des éléments 

d’un garnissage. 

L’intensité du transfert de matière entre phases est, le plus souvent, caractérisée par un 

coefficient de transfert de matière qui peut être mis sous forme adimensionnelle, en 

introduisant le nombre d’unités de transfert qui fait intervenir le produit du coefficient de 

transfert par l’aire interfaciale. 

 

3.2. Le coefficient de transfert  

Dans la majorité des opérations de séparation, le système considéré est constitué par 

un ensemble de deux phases, dont l’une est dispersée sous forme de gouttes, bulles, de 

particules solides ou de films, etc., et l’autre est continue. Dans un tel système, le mouvement 

des fluides est extrêmement complexe, nécessitant le recours à des modèles pour représenter 

au mieux les caractéristiques du transfert. 

Pour caractériser le transfert dans une phase, un coefficient de transfert est défini en 

rapportant le flux interfacial à une différence de concentration caractéristique. Il est exprimé 

comme suit:            

A

Ai

C
Nk
∆

=                   (3.1) 

Avec ΔCA la différence entre la concentration moyenne du constituant A dans la phase 

considérée et sa concentration à l’interface (ΔCA = CA-CAi).  Cette différence de concentration 

est similaire à une différence de potentiel pour le transfert. L’inverse de k est la résistance au 

transfert. Il est souvent intéressant de l’utiliser sous forme adimensionnelle, pour obtenir le 

nombre de Sherwood, comme suit: 

   Sh = 
D

Lk        (3.2) 

Avec L une longueur caractéristique du système étudié qui peut être le diamètre d’une goutte 

ou d’une bulle, la taille d’un élément de remplissage, etc. 

En le rapportant à une vitesse caractéristique du fluide, on obtient le nombre de Margoulis 

(connu aussi comme le nombre de Stanton dans la littérature anglo-saxonne), et est exprimé 

comme suit: 

   Ms = 
V
k        (3.3)  

Le rapport de Sh sur Ms donne le nombre de Peclet, exprimé comme suit: 



 

  

   Pe= 
D

LV
Ms
Sh

=       (3.4) 

 

3.3. Composition des résistances de transfert  

Lorsque le transfert d’un soluté entre deux phases s’effectue en régime stationnaire, il 

est possible de définir une résistance globale de transfert pour l’ensemble des deux phases. La 

figure 3.1, représente l’évolution des concentrations au voisinage d’une interface séparant 

deux phases 1 et 2, ainsi que les concentrations à l’interface correspondant à l’équilibre 

thermodynamique. L'état de l'interface est donc représenté par un point E sur la courbe 

d'équilibre. 

En régime stationnaire, le flux de A se conserve d’une phase à l’autre et on a donc : 

 
   NA = k (CA0 – CAi) = k’ (CAi’ - CA0’)    (3.5) 

 
En admettant que la courbe d’équilibre soit linéaire dans l’intervalle EQ (ce qui est toujours 

vrai lorsque les potentiels de transfert (CA0 – CAi) ou (CAi’- CA0’) sont peu élevés) : 

 
   CAi – CA0* =m (CAi’ – CA0’)     (3.6) 

 

 
Figure 3.1. Potentiel  de transfert 

  

Le flux NA de transfert peut aussi être exprimé comme suit : 
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     NA = k (CA0 – CAi)  = k’  m (CAi’ - CA0’) / m = k’(CAi – CA0* ) / m = K1(CA0 – CA0*)(3.7) 

 
D’où la relation entre les différents coefficients de transfert de matière suivante: 

   
'

11

1 k
m

kK
+=          (3.8) 

 
La différence (CA0 – CA0*) est le potentiel de transfert global rapporté à la phase 1 et ne 

dépend que des concentrations opératoires CA0 et CA0’. K1 est le coefficient de transfert global 

rapporté à la phase 1, tandis que k et k’/m sont les coefficients de transfert individuels 

rapportés à la même phase. La relation (3.8) exprime l’additivité des résistances de transfert. 

De la même façon,  un coefficient de transfert global par rapport à la phase 2, peut être défini 

comme suit:  

   
kmkK

1
'

11

2

+=       (3.9) 

 Lorsque m est très petit, le constituant A est très peu soluble dans la phase 1 et 1/K1 est 

sensiblement égal à 1/k si les coefficients de transfert k et k’ sont du même ordre de grandeur : 

la résistance globale est égale dans ce cas à la résistance dans la phase où le soluté est très peu 

soluble. 

 

3.4. Modèles de représentation du transfert  entre phases  

Les coefficients de transfert de matière dépendent évidemment des propriétés physico-

chimiques du système et des conditions hydrodynamiques. Plusieurs modèles de prévision des 

coefficients de transfert de matière entre deux phases ont été élaborés. Nous passerons en 

revue quelques uns des plus importants pour les deux cotés : phase continue et goutte. 

 
3.4.1. Expression des coefficients de transfert 

Par définition, le coefficient de transfert en un point d’une interface est [24] : 

 
A

Ai

C
Nk
∆

=                                (3.10) 

D’après la loi de Fick :  ( )BiBAiAAi
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Les valeurs de la concentration et du gradient de concentration à l’interface s’obtiennent en 

résolvant l’équation de bilan : 
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Dans laquelle la vitesse moyenne v* doit être déterminée à partir des équations du mouvement 

du fluide. L’équation 3.12 peut s’écrire sous forme adimensionnelle en rapportant les 

coordonnées à une longueur caractéristique L du système étudié, la vitesse v* à une vitesse 

caractéristique V et en utilisant une concentration réduite : 
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−
−

=
0

ξ      (en supposant que 

les concentrations CA0 et CAi sont constantes) ainsi qu’un temps adimensionnel : t
L
V

=θ .  

En incorporant ces variables réduites, l’équation 3.12 devient comme suit : 
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Avec : 
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A un point de l'interface, et à un instant donné, le coefficient de transfert sera: 
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Dans le cas d'une extraction de A dans B par un solvant immiscible B:  NBi= 0 

En posant : 
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Le coefficient de transfert devient alors:  
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Et le nombre de Sherwood:  
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Dans le cas général  

β
AiA CV

PeShSh
−

=
1

)(Re,0                 (3.19) 

En régime stationnaire, Sh dépend du point de l'interface considéré. Une valeur moyenne est 

généralement utilisée sur une étendue finie (la surface d'une goutte ou d'une bulle, par 

exemple). En régime transitoire, le transfert sera évalué pendant le temps de contact entre les 

deux phases, pour déterminer un nombre de Sherwood moyen pendant cette durée. 

 

3.4.2. Théorie des deux films 

 Lewis et Whitman [24], supposent l'existence d'une couche ou film à travers laquelle 

s'effectue le transfert de masse, au voisinage de l'interface. Dans ce film d'épaisseur δ, 

l'écoulement est laminaire avec une vitesse parallèle à l'interface et ne dépendant que de la 

distance de cette dernière, comme montré dans par la figure 3.2.  Il peut aussi être noté qu’au 

delà de l’épaisseur du film, le régime d’écoulement devient turbulent. 

 
 

Figure 3.2. Représentation de la théorie des deux films  

 

De même, la concentration du constituant A est uniforme, jusqu'à une certaine distance δD de 

l'interface à partir de laquelle elle varie jusqu'à la concentration interfaciale CAi. Dans ce film 

de diffusion, le transfert de masse résulte de la diffusion moléculaire. Donc d'après la loi de 

Fick et avec l'hypothèse de faibles gradients de concentration, le gradient de concentration est 
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constant. En posant 1
''

' ===
zdz

detzz ξξ
δ

 (ξ étant la concentration réduite défini au 

paragraphe précédent) 

Le profil de concentration est donc linéaire (ξ = z'), et le coefficient de transfert est donné par 

l'expression suivante: 

β
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CV
Dk

−
=

1

1                  (3.20) 

Dans le cas où la solution est très diluée en A, la relation (3.20) se réduit à l’expression  

suivante :     
D

Dk
δ

=                                (3.21)  

L'épaisseur δD du film est donnée par la relation suivante [27]:      
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Ce modèle fournit un coefficient de transfert proportionnel à D. C’est un cas limite, puisque 

l’expérience donne des coefficients de transfert proportionnels à Dn, avec n compris entre 0.5 

et 0.9 [28], quand seuls les phénomènes de diffusion limitent le transfert. 

 
3.4.3. Théorie de Higbie  

Higbie suggère que généralement le temps d'exposition au transfert de masse est assez 

court pour que le gradient permanent de concentration de la théorie des deux films puisse se 

développer [24]. Il a proposé un modèle où le liquide est en contact avec la bulle de gaz 

pendant un temps θ, nécessaire au liquide pour glisser sur une distance égale au diamètre de la 

bulle, comme montré par la figure 3.3.a. Une extension aux cas où le liquide est en 

mouvement turbulent, est montrée sur la figure 3.3.b, où des paquets de liquides s'exposent 

pendant un temps θ au contact du gaz pour retourner ensuite au cœur du liquide.  



 

  

 
 

Figure 3.3. Représentation de la théorie de Higbie [27] 

 

Selon cette théorie, le temps d'exposition est constant pour toutes les particules liquides 

(Figure 3.3). Durant le temps θ, la particule liquide subit une diffusion transitoire ou une 

pénétration du soluté dans la direction z. La résolution de l'équation de bilan, après une 

adaptation à cette théorie,  donne un coefficient de transfert moyen: 

θπ
Dk =                  (3.23) 

Le modèle de la pénétration fournit un coefficient de transfert proportionnel à 2/1D . Il est 

caractéristique des systèmes dans lesquels, les échanges s’effectuent par des contacts de 

courte durée.[28]  

 
3.5. Modèles pour le cas de dispersion de gouttes  

Les modèles de transfert de matière entre deux phases, représentés dans les 

paragraphes précédents, supposent que les volumes des deux phases sont très grands 

(infiniment pour les calculs), devant les volumes concernés par la pénétration du soluté 

échangé. Ils supposent également que les cœurs des phases sont parfaitement agités. Ces 

hypothèses ne sont pas satisfaites lorsque l’une des deux phases est dispersée sous forme de 

bulles ou de gouttes, le transfert à l'intérieur d'une particule, a un caractère non stationnaire. 

On définit le potentiel de transfert comme la différence entre la concentration interfaciale CAi, 

et la concentration moyenne à un instant donné CA, de la particule. Dans une particule 

sphérique, en l'absence de recirculation interne, le transfert a lieu par diffusion moléculaire 

uniquement, comme montré dans la figure 3.4. Lorsque la concentration interfaciale CAi est 

uniforme et constante, le calcul permet d'évaluer le nombre de Sherwood qui est, dans ce cas, 
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une fonction du temps. En considérant une particule sphérique de rayon R, sans mouvement 

intérieur, et à la surface de laquelle la concentration du constituant A est constante et égale à 

CAi, et en supposant que le système est à symétrie sphérique, l'équation de bilan s'écrit: 
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Figure 3.4. Diffusion à l'intérieur d'une sphère [24] 

 

3.5.1 Théorie de Newman  

Cette théorie concerne surtout les gouttes rigides, où le transfert de matière est 

contrôlé par une diffusion moléculaire transitoire sans circulation interne, et donne 

l’expression du coefficient de transfert de matière suivante :  
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Pour le cas particulier d’un long temps de contact, l’expression du coefficient se réduit à : 

  
d
Dkd 58.6=                   (3.26) 

 

3.5.2. Théorie de Kronig-Brink  

Ce modèle suppose que le transfert se fait par diffusion laminaire avec circulation à 

l’intérieur de la goutte, induite par un mouvement relatif à la phase continue. La figure 3.5 

représente les lignes de courant dans la goutte, Kronig et Brink proposent que les 

concentrations sont uniformes sur chaque ligne de courant, la diffusion se produit entre lignes 

de courant adjacentes et ils donnent un coefficient de transfert exprimé comme suit: 
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Les valeurs propres An et λn  sont généralement tabulées [27], le tableau des valeurs est donné 

en annexe1 (tableau A.1). 

Pour de longs temps de contact, le coefficient devient :
d
Dkd 90.17=             (3.28) 

 

             
 

Figure 3.5. Circulation laminaire dans la goutte modélisée par Kronig-Brink[28] 

 

3.5.3 Théorie de Handlos-Baron  

Ce modèle est utilisé dans le cas de circulation turbulente à l’intérieur de la goutte, le 

transfert de masse est contrôlé par une diffusion turbulente. Selon Handlos et Baron, la 

diffusion turbulente est telle qu’une particule demeure sur la même ligne de courant (figure 

3.6), le temps d’effectuer un tour complet, avant de se fondre avec les particules voisines. Le 

coefficient de transfert de masse est alors donné par l’expression suivante: 
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Les valeurs propres Cn et λn sont généralement tabulées [20], le tableau des valeurs est donné 

en annexe 1 (tableau A.2).  

Pour un long temps de contact, l’équation se réduit à l’expression suivante: 
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Figure 3.6. Circulation turbulente dans la goutte modélisée par Handlos-Baron.[28] 

 

3.5.4. Le modèle d'élongation de surface 

Lorsque la goutte devient oscillante, sa forme change en fonction du temps. Ce modèle 

suppose que tous les éléments de surface restent à la surface pendant un cycle d’oscillation, 

une extension de la surface aura lieu à cause de l’étirement. En conséquence, le coefficient de 

transfert de masse est exprimé comme suit:   
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C1: facteur de correction   C1= 2.27 d0.225         

La valeur de ε est proche de 0.3 pour plusieurs systèmes 

A0: aire d'une sphère de même volume qu'une goutte  

kd A: produit moyen du coefficient de transfert de matière et de l’aire de la goutte oscillante 

 

3.5.5 Modèle de renouvellement de l'interface 

Ce modèle suppose que des éléments frais sont apportés à la surface lorsque la goutte 

subit un étirement, tandis que les précédents sont éliminés (renouvelés) lors de sa contraction, 

ce qui mène à l’expression suivante du coefficient de transfert de masse : 
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3.6. Cas des colonnes d’extraction  

Les modèles cités ci-dessus concernent le cas de goutte unique en mouvement dans un 

liquide continu, pour le calcul des coefficients de transfert dans les colonnes d’extraction, 

l’utilisation de ces modèles est possible avec des modifications qui feront apparaître 

l’hydrodynamique et les caractéristiques de la colonne (rétention, fraction de vide, aire 

interfaciale, etc.), à travers l’utilisation de la vitesse de glissement à la place de la vitesse 

terminale, et le diamètre moyen des gouttes à la place du diamètre de la goutte unique.  

 

3.7. Les différentes corrélation pour l’estimation du coefficient de transfert de matière 

La résolution des équations de diffusion et des équations d'écoulement, conduisant à 

l'évaluation des profils de concentration et des coefficients de transfert, n'est possible que dans 

un nombre limités de cas (écoulement laminaire sur une plaque plane, diffusion à l'intérieur 

d'une sphère sans circulation, diffusion à l'extérieur d'une sphère dans un fluide stagnant ou en 

écoulement visqueux, etc.). Dans la plupart des situations rencontrées dans les appareils de 

séparation, on a souvent recours à des relations empiriques ou semi-empiriques pour évaluer 

les coefficients de transfert. Ces relations indiquent une influence du nombre de Schmidt, 

tandis que la fonction reliant le nombre de Sherwood au nombre de Reynolds dépend du type 

d'écoulement réalisé. 

 

3.8. Corrélations côté phase continue 

Le transfert de masse dans la phase continue autour d'une goutte, est généralement 

affecté par la combinaison des mécanismes de diffusion moléculaire, convection naturelle et 

forcée dans la phase continue. Le coefficient de transfert dépendra du comportement de la 

goutte, si elle est rigide ou stagnante, à circulation interne ou oscillante. 

 

3.8.1. Corrélations pour des gouttes rigides 

Des expressions du coefficient de transfert ont été obtenues en utilisant l'équation de 

continuité pour un écoulement autour d'une sphère, en supposant des propriétés physiques 

constantes. Pour une goutte rigide, et lorsque la vitesse de la phase continue est nulle, 

l'expression du coefficient de transfert côté phase continue est donné par: 
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Ou on peut l'écrire sous sa forme adimensionnelle: 

  Shc = 2               (3.36) 

L'expérience a montré que les valeurs données par cette équation sont très limites, car un 

faible mouvement de la phase continue, conduirait à des valeurs supérieures. 

Une multitude de travaux expérimentaux ont conduit à une variété de corrélations empiriques 

à différentes conditions d'utilisation, toutefois on peut noter que la majorité des travaux 

produisent des équations sous la forme: 

   Shc = C1 Ren1 Scc
n2                (3.37) 

D'autres auteurs ont représentés leurs données expérimentales par une addition directe du 

terme représentant le transfert par diffusion moléculaire pure et celui de la convection forcée, 

sous la forme: 

   Shc = 2 +  C1 Ren1 Scc
n2               (3.38) 

Cette forme se réduit à l'équation (3.36) lorsque Re→0 . 

Plusieurs corrélations ont été décrites dans la littérature, leur nombre et intervalles 

d'utilisation rendent le choix d'une relation adéquate assez difficile, dans ce présent travail, 

nous avons choisi quelque unes de façon à balayer le maximum de conditions d'utilisation 

exprimées en terme de Re , Pe et Sc, proposées par différentes références [1],[2 ],[3],[5]…etc  

 

a) Corrélation de Friedlanker  

Pour le cas de Pec>100 et Re<1, Friedlanker, Braid et Hamlielec, proposent la relation 

suivante pour le coefficient de TDM côté phase continue : 

 3/199.0 cc PeSh =                 (3.39) 

b) Corrélation de Clift  

Clift  décrit la relation qui suit pour tout Pec en régime de Stocks: 

( ) 3/111 cc PeSh ++=                 (3.40) 

      c) Correlation de Brauer  

Pour des sphères rigides et à des nombres de Reynolds intermédiaires, entre 1 et 100 

Brauer propose la relation empirique suivante: 
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 d) Corrélation de Lochiel  



 

  

 Pour des nombres de Reynolds élevés, Lochiel et Calderbank proposent la corrélation 

suivante: 

  3/12/1Re7.0 cc ScSh =                 (3.42) 

 

 

e) Deuxième corrélation de Clift  

 Pour: 100 < Re <2000 et Scc > 200, Clift a proposé une corrélation qui représente le 

mieux ses données expérimentales: 

  3/148.0Re724.01 cc ScSh +=                (3.43) 

3.8.2. Corrélations pour des gouttes à circulation interne 

Pour ce cas aussi, plusieurs corrélations ont été proposées et le choix dépend du Pec, Re et 

les viscosités des deux phases. 

a) Corrélation de Griffith  

 Pour Re < 1 et  ( ) ( )1134.2 2 ++≥≥ κκcc PeSc     où:  
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µ
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b)  Corrélation de Boussinesq  

Pour des nombres de Reynolds élevées, la corrélation de Boussinesq donne le nombre de 

Sherwood suivant: 

   2/12
cc PeSh

π
=                 (3.45) 

c) Corrélation de Weber  

 Pour  Re >70 , κ ≤ 2 et ρd/ρc≤4   Weber propose: 
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d) Corrélation de Clift  

 Pour 10 < Re < 100  et  κ <2:  
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 Où: n1 = 4/3 + 3 κ 

 

3.8.3. Corrélations pour des gouttes oscillantes 

Pour les gouttes oscillantes, différents modèles et corrélations ont été reportés dans la 

littérature sans spécifications sur les conditions d'utilisation: 

• Garner et Tayban : 7.03 Re105.850 cc ScSh −×+=                        (3.48) 

• Hughmark  : 
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• Yamaguchi et al : 
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• Clift et al  : 
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3.9. Corrélations côté phase dispersée 

Dans la phase dispersée, le transfert de masse est à caractère plus complexe que dans 

la phase continue puisque le processus est transitoire. Des modèles mathématiques ont été 

développés, des solutions particulières ont été obtenus pour des gouttes rigides et à circulation 

laminaire, présentées par Newman et Kronig-Brink et qui sont bien connues. 

Expérimentalement, il a été confirmé que les gouttes rigides obéissaient au modèle de 

Newman, pour celles à circulation interne laminaire l'équation de Kronig-Brink donne de 

bons résultats. Cependant, dans la majorité des cas traités, les taux de transfert de matière sont 

beaucoup plus élevés, ce qui implique que le mouvement à l'intérieur des gouttes est plus 

complexe et le modèle le plus utilisé pour des gouttes à circulation turbulente est celui de 

Handlos-Baron, en dépit de l'évidence de son manque de fiabilité.  

Dans l'absence de modèles théoriques fiables pour le transfert de matière à l'intérieur 

des gouttes, des tentatives ont été réalisées pour trouver des approches empiriques suite à des 

travaux expérimentaux. Dans ce sens, plusieurs formules ont été proposées, toutefois la 

qualité des données expérimentales disponibles pour des systèmes de goutte unique mène à 

des différences importantes dans l'estimation du taux de transfert avec les différentes formules 

pour le même système [9]. 

 

3.9.1. Corrélation pour des gouttes rigides 



 

  

Pour ce cas précis la théorie de Newman est en général très fiable, d'où le peu de 

relations empiriques le concernant, on peut citer l'équation de Skelland et Conger[29] : 
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3.9.2. Corrélations pour des gouttes à circulation interne 

  Rozen et Bezzubova, proposent deux corrélations pour des gouttes à taille moyenne et 

des gouttes à diamètre élevé, respectivement: 
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Treybal propose pour des gouttes à circulation interne l'utilisation de la relation suivante: 
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Où Fo est le nombre adimensionnel représentant le temps: Fo= 
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3.9.3 Corrélations pour des gouttes oscillantes  

Pour des gouttes oscillantes, lorsque la viscosité et la tension interfaciale sont faibles 

Skelland et Conger proposent de travailler avec:[18] 

  285.0769.0141.0142.0 −−= MoWeFoShd                (3.56) 

Clift et al notent que les modèles pour phase continue, peuvent être adaptés à la phase 

dispersée, et que des résultats satisfaisants ont été obtenus en appliquant l'équation suivante 

[1]: 
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3.9.4. Stagnant cap model 

 Etant donné que les contaminants sont toujours présents dans les systèmes techniques, 

Slater [2] a développé un nouveau modèle qui prend en considération la contamination par les 

surfactants. Dans ce modèle on suppose que la matière adsorbée s'accumule à l'arrière de la 



 

  

goutte formant une partie stagnante (stagnant cap), réduisant ainsi le volume concerné par la 

circulation (Figure3.1) 

 

 

Figure 3.7. Stagnant cap model 

 

La présence de surfactants, peut donc réduire le mouvement interne de la goutte et par 

conséquent, le transfert de masse devient dans ce cas contrôlé essentiellement par diffusion 

moléculaire. D'autre part certains travaux expérimentaux, ont prouvé que lorsqu'on remplace 

la diffusion moléculaire par une « eddy diffusivity » dans le modèle de Newman, les valeurs 

de kd deviennent proches de celles calculées par le modèle de Handlos-Baron. Cette diffusion 

turbulente est exprimée selon Handlos-Baron par: 
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Cette similitude entre les modèles implique q'une diffusion effective - qui prend en 

considération le mouvement interne dans la région de circulation exprimée par l'eddy 

diffusivité et l'effet de la contamination, qui implique un contrôle par diffusion moléculaire 

dans la région stagnante - peut être utilisée dans l'équation de Newman pour donner de 

meilleurs résultats [2] : 

  )()1( DDfDfD eddyvvOE +−+=               (3.59)   

Le facteur vf  est la fraction de volume de goutte qu'on peut considérer comme étant stagnant, 

il est fonction de la taille de goutte et du degré de contamination qu'on ne peut quantifier 

qu'expérimentalement. 

Beaucoup de travaux ont été réalisé pour l'estimation des coefficients expérimentaux 

nécessaires à l'application de ce modèle, tel que vf  et d'autres facteurs impliquant son 

estimation. Savic [30] a développé une expression de la fraction du volume stagnant à partir 

de résultats numériques pour des conditions de faibles Re:  



 

  

 ( )[ ]21.2/098.0exp1 −−−= KoEf &&                    (3.60) 

Où K représente la différence de tension interfaciale due au gradient à l'interface. 

Il a trouvé que pour des systèmes de faible tension interfaciale les gouttes sont petites et 

presque rigides, avec vf  proche de 1, et pour des systèmes à tension interfaciale élevée les 

gouttes sont larges et généralement la circulation est importante d'où l'influence de K devient 

négligeable. 

  

3.10. Cas des colonnes d’extraction liquide-liquide 

Les coefficients de transfert de matière dans les colonnes d’extraction, sont 

généralement obtenu à partir des mesures expérimentales effectuées sur les profils de 

concentration, et différentes corrélations sont alors obtenues pour chaque type de colonne et 

souvent pour des systèmes bien définis. Les corrélations citées ci-dessus, peuvent également 

être utilisé en remplaçant la vitesse terminale et le diamètre de la goutte par la vitesse de 

glissement et le diamètre moyen des gouttes respectivement [1]. 

 

3.10.1. Colonnes à pulvérisation 

Sur la base de données sur des systèmes à basse tension interfaciale, obtenus par Ruby 

et Elgin, Treybal [5] a suggéré la corrélation suivante pour des gouttes à circulation interne : 

  ( )φ−= 1Re725.0 42.057.0
cc ScSh                 (3.61) 

Steiner a obtenu une corrélation pour le coefficient de transfert côté goutte en utilisant 

l’équation de Kronig-Brink en remplaçant la diffusion moléculaire par la 

diffusivité turbulente: Deddy= R D   et il a proposé : 
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3.10.2. Colonnes garnies 

En phase continue, Seibert et Fair [29] proposent une équation similaire à celle pour 

colonnes à pulvérisation : 

 ( )φ−= 1Re698.0 4.05.0
cc ScSh                 (3.63) 

Et en phase dispersée, ils ont proposée deux équations en fonction de la valeur de la constante  

A calculée par : 
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Cette dernière équation correspond à la relation de Handlos-Baron pour un long temps de 

contact adaptée au cas de colonne d’extraction. 

Shulman et al ont proposé une corrélation pour les coefficients de transfert dans chacune des 

phases, en phase liquide côté continue: [24] 
2/145.0Re1.25 ScShc =                  (3.67) 

Avec   

ν
pdV

=Re                    (3.68) 

Où V est le débit liquide rapporté à l'unité de section de colonne vide, dp est le diamètre 

équivalent d'un élément de garnissage (diamètre de la sphère ayant même surface qu'un 

élément) et ν est la viscosité cinématique du liquide. Dans cette dernière corrélation, le 

nombre de Sherwood est proportionnel à la racine carrée du nombre de Schmidt, en accord 

avec le modèle proposé par Danckwerts. 

En phase dispersée, de même que pour les colonnes à pulvérisation, ils ont obtenu une 

corrélation du facteur R qui sera utilisé dans l’équation de Kronig-Brink pour le cas de 

garnissage ordonné : 
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4.10.3. Colonne RDC 

Zhang et al, proposent une équation empérique pour l’estimation du coefficient de 

transfert global, Kod en fonction du coefficient de transfert global pour goutte rigide, Kod,rigide 

comme suit : 
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 Dans laquelle Kod,rigide est calculé en fonction de kc et kd donnés par les équations de Clift et 

Kronig-Brink respectivement. Selon ses auteurs cette équation est valable pour les deux 

directions de transfert de matière. 

 

 

 

3.11. Proposition de modèles uniformes pour chaque phase 

En passant en revue toutes les corrélations et modèles proposées par différents auteurs, 

pour l'estimation du coefficient de transfert de matière en phase continue et aussi en phase 

dispersée, on note, en plus des problèmes résumés dans le chapitre 1, la grande diversité des 

formes utilisées dans les différentes formules proposées, et ce surtout pour le cas de la phase 

dispersée, ceci constitue un problème de plus dans le choix et la précision de la corrélation 

adéquate.  

En effet, en phase continue, une corrélation uniforme existe, et a déjà été très utilisée 

dans la littérature, donnant le nombre de Sherwood par l'équation (3.37) et qu'on peut aussi 

exprimer en terme de Peclet comme suit: 

 
Shc = C1 Ren1Pe c

n2                   (3.80) 
 

Et si le problème d'uniformité, ne se pose pas pour la phase continue, le nombre de 

corrélations proposées, pour chaque intervalle de validité différent, en est un. On propose 

dans ce présent travail, de couvrir un large intervalle de conditions d'utilisation avec une 

équation uniforme (3.80), et ceci par optimisation des résultats donnés par les différentes 

corrélations, afin de trouver les coefficients de la formule : C1,n1,et n2. 

Pour la phase dispersée, le problème est plus complexe, les différentes corrélations et 

modèles proposés, sont à chaque fois recommandés pour un type de mécanisme de transfert 

précis, selon la nature de la goutte: rigide, à circulation interne ou oscillante, ne donnant 

souvent pas d'indication sur les intervalles de validité. Etant donné que le début de la 

circulation interne et sa nature, ne soient encore pas déterminés avec précision, le choix du 

modèle à utiliser pour un système donné reste difficile. L'idée de base développée dans ce 

présent travail, est d'uniformiser l'équation à utiliser. On propose donc de trouver une formule 

du Sherwood coté phase dispersée, qui regroupe tous les nombres adimensionnels qui 

apparaissaient séparément dans les corrélations proposées. Le modèle proposé en phase 

dispersée sera donc comme suit: 

 



 

  

Shd=A ReB  FoC   MoD   Scd
E   We F   (1+μd/ μc)G               (3.81) 

 
Dans les corrélations et modèles cités ci-dessus, ces nombres adimensionnels n'apparaissent 

pas ensemble dans une même formule, or chacun a prouvé son influence sur le transfert 

massique dans l'une ou l'autre.  

Le caractère transitoire du transfert dans cette phase a déjà été démontré, et le nombre de 

Fourier représentant le facteur temps, doit donc apparaître dans la formule. Dans le chapitre 2, 

nous avons présenté des travaux sur l'influence du rapport de viscosité sur le transfert de 

matière, ce qui justifie l'utilisation de ce facteur dans le modèle. Les autres nombres 

adimensionnels représentent la forme de la goutte, l'hydrodynamique ainsi que les propriétés 

physiques du système et influencent directement le taux de transfert. 

De même que pour la phase continue, nous allons utiliser les résultats donnés par les 

différents modèles existants et obtenir par optimisation numérique les coefficients de la 

formule (3.81). 

Le coefficient global de transfert de matière dans une phase implique le calcul des coefficients 

individuels dans les deux phases, équations (3.8 et 3.9), et par conséquent, le choix d'un 

modèle à utiliser pour chaque phase. Une combinaison adéquate de corrélations ou théories 

pour un cas bien précis devient compliquée si le nombre de celles-ci est élevé,  le choix sera 

difficile. La réduction du nombre de modèles proposés par les différents travaux en un 

nombre restreint d'équations uniformes, faciliterai la tache et réduirai le nombre de 

combinaisons à utiliser. 

 

 

 

 

CHAPITRE 4 

 

 

METHODES NUMERIQUES  
 

 

 

4.1. Introduction 



 

  

Les méthodes numériques sont un outil indispensable à la résolution d’un problème 

scientifique, un système physique, chimique, biologique,… peut se concevoir comme étant 

une relation entre des causes (ou variables d’entrée) et des conséquences (ou variables de 

sortie). Les méthodes numériques s’intéressent donc à trouver une approximation de : 

• Problèmes dont on ne connaît pas l’expression analytique, comme par exemple : 

l’intégration d’équations différentielles partielles dans un domaine à contour 

quelconque, ou la recherche de l’optimum d’une fonction dans un domaine donné. 

• Problèmes dont la solution analytique est inconnue ou inexploitable, des méthodes 

numériques peuvent conduire à une approximation de la solution. 

 

4.2. Méthode des éléments finis 

La modélisation des phénomènes de transfert dans de nombreuses opérations de génie 

chimique, conduit à la résolution de systèmes d'équations aux dérivés partielles. Compte tenu 

de la complexité des mécanismes mis en jeu, les équations présentent généralement un 

caractère non linéaire, et il est rare que l'on puisse déterminer une solution analytique, on a 

donc recours à des méthodes numériques fondées sur des approximations visant à transformer 

le système différentiel en un système algébrique. 

La technique des éléments finis, est une méthode numérique qui peut être utilisée pour obtenir 

une solution assez précise de certains problèmes complexes des sciences et de l'ingénierie. 

Initialement la méthode a été développée en 1956 par Turner, Clough, Martin et Topp pour 

des problèmes du domaine de l'aviation [31]. 

 Au fil des années, cette méthode a montré depuis, des capacités à résoudre différents 

types de problèmes de science appliquée ou d'engineering. Elle est aujourd'hui considérée 

comme l'un des meilleurs outils de résolution d'un grand nombre de problèmes pratiques. 

L'idée de base de cette méthode, est de trouver la solution d'un problème complexe en le 

remplaçant par un autre plus simple, où le domaine de la solution est discrétisé par plusieurs 

sous domaines appelés éléments finis. Ceci permettra de trouver une solution approximative, 

proche de la solution exacte. 

Bien que la méthode ait été utilisée surtout dans le domaine de la mécanique structurelle, elle 

a été aussi appliquée avec succès pour résoudre d'autres types de problèmes d'engineering tels 

que la conduction de chaleur, la dynamique des fluides, les problèmes électriques et 

magnétiques. Généralement dans le cas où cette méthode peut être adaptée, certaines étapes 

bien définies peuvent être suivies et qui sont: 

• Discrétisation du domaine du problème; 



 

  

• Sélection d'un modèle d'interpolation pour représenter la variable champs dans 

chaque élément; 

• Dérivation des matrices et vecteurs caractéristiques de l'élément; 

• Assemblage des matrices et vecteurs caractéristiques pour obtenir les équations 

globales; 

• Résolution du système d'équations obtenu. 

 

4.2.1. Discrétisation du domaine 

Cette étape consiste en la division du domaine du problème, en plusieurs sous 

domaines, et l'obtention donc d'un maillage d'éléments finis de taille et forme judicieusement 

choisies, où la variable champ sera représentée par des équations beaucoup plus simples que 

le problème initial. La précision de la solution va dépendre du nombre d'éléments utilisé, plus 

le maillage est raffiné plus la précision augmente. 

 
a. Formes des éléments 

Généralement la forme de l'élément à utiliser est dictée par la géométrie du domaine, 

et le type de problème à traiter: uni-bi ou tridimensionnel. Parmi ceux les plus communément 

utilisées, certaines sont montrées sur la figure 4.1. Dans l'analyse bidimensionnelle, le triangle 

est l'élément de base le plus adopté. Certains problèmes ne peuvent pas être représentés par 

l'assemblage d'un seul type d'éléments, dans ce cas on peut utiliser deux ou plusieurs types 

d'éléments pour discrétiser le domaine. 



 

  

 
 

Figure 4.1. Formes d'éléments utilisés en discrétisation du domaine. 

 

b. Taille des éléments 

La taille des éléments a une influence directe sur la convergence de la méthode, et doit 

donc être choisie avec soin. Plus les éléments sont petits et plus la solution est précise. Dans 

certains cas la nature du problème nécessite l'utilisation d'éléments de différentes tailles, où le 

maillage devient raffiné lorsque les variations des fonctions sont assez rapides. Le rapport 

d'aspect est un autre facteur qui influence la solution, il représente le rapport de la plus grande 

dimension de l'élément sur la plus petite. Les éléments avec un rapport d'aspect proche de 

l'unité donnent souvent de meilleurs résultats. D’après certains auteurs [32], ce rapport dépend 

du champ à étudier, on donne comme exemple : pour analyse de contraintes, le rapport est 

inférieur ou égal à 3 et pour analyse de déplacement, il est de 10.  

 
c. Nombre des éléments 

Le nombre des éléments à utiliser pour discrétiser le domaine du problème dépend de 

la précision requise. La précision est d'autant plus meilleure que le nombre d'éléments 

a) Eléménts unidimensionnels 

b) Eléments bidimensionnels 

c) Eléments tridimensionnels 



 

  

augmente, dans certains cas, il existe un certains nombre limite au dessus duquel la précision 

reste constante. 

 

4.2.2. Modèles d'interpolation 

L'idée de base de la méthode est de représenter la solution exacte par une approximation 

en fonctions simples dans chaque élément. Il est donc nécessaire de bien choisir ces fonctions 

d'interpolation ou d'approximation, les fonctions polynomiales sont les modèles les plus 

utilisés pour les deux raisons suivantes: 

• Facilité de formulation et de programmation des équations de l'élément finis 

(intégration et dérivation) 

• Possibilité d'améliorer la précision du résultat en augmentant l'ordre du polynôme. 

 
a. Cas unidimensionnel 

La forme générale d'un polynôme d'approximation d'ordre n, pour une seule variable 

indépendante x est:  

 ∑
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=
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in xxP α         (4.1) 

Où le nombre de termes dans le polynôme est: 1)1( += nTn  

Pour n = 1: P1(x)= α 0+ α1 x 

Pour n = 2: P2(x)= α 0+ α1 x + α2 x2 

Avec α 0, α1,… des constantes. 

 
b. Cas bidimensionnel 

Dans ce cas on a deux variables indépendantes x et y et la forme générale du 

polynôme est: 
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Le nombre de termes dans le polynôme est: 2/)2)(1()2( ++= nnTn  

Pour n = 1: P1(x,y)= α1+ α2 x + α3 y 

Pour n = 2 : P2(x,y)= α1+ α2 x + α3 y+ α4 x y + α5 x2+ α5 y2 

 
c. Cas tridimensionnel 

On a trois variables indépendantes x, y et z, le polynôme sera de la forme générale: 
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Le nombre de termes dans le polynôme est: 
6

)3)(2)(1()3( +++
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nnnTn  

Pour n = 1: P1(x,y,z)= α1+ α2 x + α3 y+ α4 z 

Pour n = 2 : P1(x,y,z)= α1+ α2 x + α3 y+ α4 z+ α5 x y+ α6 x z+ α7 y z+ α8 x2 + α9 y2+ α10 z2 

 
4.2.3. Polynôme d'interpolation linéaire en fonction des coordonnées globales 

a. Elément unidimensionnel 

On considère un élément unidimensionnel de longueur l, avec deux nœuds i et j, on 

note les variables champs aux nœuds par φi et φj comme montré sur la figure 4.2. 

 
Figure 4.2. Variation de la variable champ dans un élément unidimensionnel 

 
On suppose une variation linéaire de la variable φ à l'intérieur de l'élément e, d'où: 

 φ(x) = α1+ α2 x        (4.4) 

Avec α1 et α2 des coefficients définis à partir des conditions aux nœuds: 

À  x = xi , φ (x) = φi    et    à  x = xj, φ (x) = φj       

On obtient donc:  
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Avec l: la longueur de l'élément e 

En substituant les équations (4.5) dans (4.4) on obtient: 
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Cette équation peut être écrite sous la forme matricielle suivante: 
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b. Elément bidimensionnel 

On choisi comme élément bidimensionnel un triangle isocèle avec trois nœuds: i,j,k 

auxquels correspondent trois variables φi, φj et φk respectivement, comme montré sur la figure 

(4.3). La variation linéaire de la variable champ dans l'élément e est: 

 φ (x,y) = α1+ α2 x + α3 y       (4.9) 

 
Figure 4.3. Variation de la variable champ dans un élément bidimensionnel 

  

Les conditions aux nœuds sont: 

 À  x = xi  et  y = yj :  φ(x,y) = φi 

 À  x = xj  et  y = yj : φ(x,y) = φj      (4.10) 

 À  x = xk et  y = yk : φ(x,y) = φk 

On obtient: 

 ( ) Aaaa kkjjii 2/1 ϕϕϕα ++=  

 ( ) Abbb kkjjii 2/2 ϕϕϕα ++=       (4.11) 

 ( ) Accc kkjjii 2/3 ϕϕϕα ++=  

Où A est l'aire du triangle i j k donné par: 

φ(x,y) 

x 

y 

φ(x,y) 

(x,y) 
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Avec:     ai = xjyk-xkyj ,  aj = xkyi-xiyk  ,  ak = xiyj-xjyi 

 bi = yi-yk    ,    bj = yk-yi     ,      bk = yi-yj     (4.13) 

 ci= xk-xj     ,     cj = xi-xk     ,      ck = xj-xi 

La substitution des équations et le réarrangement nous donne la forme matricielle suivante: 

 φ(x,y) = Ni(x,y) φi+ Nj(x,y) φj + Nk(x,y) φk = N(x,y) φ(e)   (4.14) 

Où: 
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Avec:   Ni(x,y) = (ai+bi x + ci y)/ 2A 

 Nj(x,y) = (aj+bj x + cj y)/ 2A       (4.16) 

 Nk(x,y) = (ak+bk x + ck y)/ 2A 

 
4.2.4. Polynôme d'interpolation linéaire en fonction des coordonnées naturelles 

Le système de coordonnées naturelles est un système qui relie la géométrie de 

l'élément à des coordonnées variant entre zéro et l'unité. Une coordonnée d'un tel système a la 

propriété d'avoir la valeur unitaire à un nœud de l'élément et zéro aux autres. L'avantage de 

l'utilisation de ce système est de dériver des fonctions d'interpolation dont l'intégration et la 

différentiation ont des formules spécifiques plus faciles que pour le cas des coordonnées 

globales. Notons que les coordonnées naturelles sont en fonction des coordonnées 

cartésiennes globales qui définissent l'élément. 

 
a. Elément unidimensionnel 

Un point P de l'élément e est défini en fonction de deux coordonnées naturelles L1 et 

L2 comme suit: 
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Donc: L1+L2 = 1   et x = x1 L1+ x2 L2     (4.18) 

On peut écrire:  

 φ (x) = φ1 L1 + φ2 L2        (4.19) 

 



 

  

 
Figure 4.4. Elément unidimensionnel en coordonnées naturelles 

 

Par comparaison avec l'équation (4.8) on a : L1 = N1 et L2 = N2 

La relation entre coordonnées globales et naturelles est donnée par: 
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La dérivée de φ (x) par rapport à x est: 
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Où: 
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L'intégration des termes du polynôme en coordonnées naturelles se calcule par la formule 

suivante [33]: 
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       (4.23) 

 
b. Elément bidimensionnel 

Le point P de l'élément bidimensionnel est défini en fonction de trois coordonnées 

naturelles L1, L2 et L3 comme suit: 

 L1= A1/A , L2= A2/A , L3 = A3/A   (4.24) 

Où: A1 est l'aire du triangle P23, A2 l'aire du triangle P13 et A3 celle du triangle P12 (figure 

4.5) et donc :  A1 + A2 + A3 = 1       (4.25) 

La relation entre coordonnées naturelles et cartésiennes est donnée par: 

  x = x1 L1 + x2 L2 + x3 L3 

  y = y1 L1 + y2 L2 + y3 L3       (4.26) 
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Figure 4.5. L'élément bidimensionnel en coordonnées naturelles 

 
A est l’aire du triangle 123 donnée par : 
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La dérivation de φ (x) est : 
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L’intégration des termes du polynôme en coordonnées naturelles se calcule par la formule 

suivante [33] : 
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4.2.5. Fonction d’interpolation unidimensionnelle de Lagrange 

La construction des fonctions d’interpolation aux nœuds suivant la procédure décrite 

dans le paragraphe 4.3.4 est compliquée, l’obtention directe de ces fonctions peut se faire 

d’une manière plus simple en utilisant les coordonnées naturelles ou les polynômes 

d’interpolation classiques dont le polynôme de Lagrange défini par : 
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Où :  Li(x) = Ni(x)         (4.26) 

 
4.2.6. Formulation des matrices et vecteurs caractéristiques de l’élément 

La méthode des résidus pondérés est une technique très utilisée pour obtenir une 

solution approximative des équations différentielles linéaires ou non linéaires. Les équations 

des éléments finis peuvent être dérivées directement à partir des équations différentielles 

régissant le système. Soit un problème donné, défini par l’équation différentielle : 

 F(φ) = G(φ)         (4.27) 

Où F et G des fonctions de la variable champ. 

La première étape de la méthode est d’approximer le comportement général de la variable 

champ, d’une façon à satisfaire l’équation différentielle donnée ainsi que les conditions aux 

limites, φ est alors approchée par la formule suivante : 

∑
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ii xfCx

1

)()(~ϕ         (4.28) 

Où les Ci sont des constantes et les fi(x) des fonctions linéairement indépendantes choisies de 

manière à satisfaire les conditions aux limites. 

Cette approximation mène à une certaine erreur par rapport à la solution exacte dite résidu 

exprimé comme suit : 



 

  

 )~()~( ϕϕ FGR −=         (4.29) 

La seconde étape est de minimiser la fonction pondérée du résidu : ω f(R), où ω est la 

fonction de poids tel que : 

 ∫ =
V

dVRf 0)(ω         (4.30) 

 
4.2.7. Méthode de Galerkine 

Dans l’approche des résidus pondérés, différentes procédures sont utilisées afin de 

dériver les équations de l’élément, dont la méthode de Galerkine. Afin de minimiser les 

difficultés de convergence et de stabilité dans le système, cette méthode suppose que les poids 

ωi, sont les fonctions de forme Ni(x) définies précédemment : 

 ∫ =
V

i dVRN 0    i = 1, 2,…n      (4.31) 

Avec n : le nombre des inconnues. 

Après intégration on écrit l’équation caractéristique de l’élément e sous la forme : 

 [ ] )()()( eee PK =ϕ         (4.32) 

Où K(e) est la matrice caractéristique de l’élément e, P(e) est le vecteur caractéristique et φ est 

le vecteur des inconnues aux nœuds. 

 
4.2.8. Assemblage des équations de l’élément 

 Une fois les matrices et vecteurs de l’élément obtenus, l’étape suivante est d’établir 

les équations globales définissants le système : 
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E est le nombre total des éléments dans le domaine du système. 

Si M est le nombre total des nœuds dans le domaine du problème et n le nombre de nœuds 

dans un élément, l’assemblage consiste à étendre les matrices et vecteurs caractéristiques d’un 

élément de l’ordre n × n et n × 1, respectivement aux ordres M × M et M × 1 en incluant des 

termes nuls et en sommant les termes correspondants aux nœuds de connexion des éléments 

qui se joignent au même nœud. 

 
4.2.9. Incorporation des conditions aux limites 

Après assemblage, on ne peut résoudre l’équation (4.32) qu’après incorporation des 

conditions aux limites selon les étapes suivantes : 

• Si *
jϕ  est la condition spécifiée, le vecteur caractéristique P  est modifié tel que : 



 

  

*
jijii KPP ϕ−=     pour:      i = 1,2,…M     (4.34) 

• Les termes de la colonne et la ligne correspondant à *
jϕ  sont nuls sauf les termes de la 

diagonale qui auront la valeur unité : 

Kij = Kji = 0 pour i = 1,2,…M et Kjj = 1    (4.35) 

• La valeur de la condition limite est insérée dans le vecteur caractéristique tel que : 

Pj = *
jϕ          (4.36) 

Cette procédure se répète autant de fois que les conditions sont spécifiées. Dans le cas où les 

conditions spécifiées sont sous forme de gradients ou autre, ils sont inclues directement dans 

les matrices et vecteurs caractéristiques par les termes représentants les contours les 

concernant et qui apparaissent en appliquant le théorème de Green-Gauss donné en annexe 2.  

 
4.2.10. Solution du système d’équations des éléments finis 

Une fois la forme des équations de la matrice et le vecteur obtenus, on résout le 

système d’équations (4.32) par une méthode numérique. L’une des méthodes directes utilisée 

pour les éléments finis est la méthode d’élimination de Gauss, dont l’objectif est de 

transformer le système donné en un système équivalent triangulaire à partir duquel la solution 

est facilement obtenue. Soit le système d’équations suivant : 

 [ ] BXA =          (4.37) 

La triangularisation du système s’obtient comme suit : 
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En utilisant la procédure précédente n fois, on peut avoir : 

 )1()1( / −−= n
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n
nn abx         (4.39) 

Les aij sont les éléments de la matrice A, les bi ceux du vecteur B et les xi ceux du vecteur des 

inconnues X, l’exposant k fait référence à l’étape de l'itération. 

Les autres valeurs peuvent être obtenues par régression : 
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4.2.11. Traitement du problème transitoire 



 

  

La forme matricielle d’un problème transitoire s’écrit : 

 [ ] [ ] )(* tRCK =+ ϕϕ         (4.41) 

La technique la plus utilisée dans l’analyse par éléments finis de ce type de problème est 

l’approximation par différences finies. La procédure consiste à dériver des formules de 

récurrence qui relient les valeurs de φ à un temps t aux valeurs de φ au temps t + ∆t, où ∆t est 

le pas par rapport au temps. On défini un temps tn+1 comme suit : 

 tn+1 = tn + ∆t         (4.42) 

On introduit un paramètre θ tel que : 

 tn+1 = tn + θ ∆t  où : 0≤ θ ≤ 1      (4.43) 

L’équation (4.41) s’écrit alors :  [ ] [ ] )(*
θθθ ϕϕ tRCK =+     (4.44) 

On introduit les approximations suivantes : 
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 1)1()( ++−= nn RRtR θθθ        (4.46) 

En remplaçant les équations précédentes dans l’équation (4.44) on obtient : 
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• Si θ = 0 : l’algorithme est dit d’Euler 

• Si θ = 1/2 : l’algorithme est de Crank-Nicholson 

• Si θ = 2/3 : l’algorithme est de Galerkine 

• Si θ = 1 : l’algorithme de différences en arrière (backward)     

 
4.2.12. Oscillation et stabilité de la réponse transitoire 
 
 L'approximation par différences finies induit des erreurs numériques dans l'estimation 

de la réponse transitoire, la solution sera d'autant plus exacte que ∆t tend vers zéro, par contre 

pour des pas élevés, la réponse transitoire simulera un comportement irréaliste avec des 

oscillations ou des valeurs n'ayant pas de sens physique. Comprendre la tendance d'oscillation 

et l'instabilité de la réponse transitoire est d'une grande importance pratique. 

En admettant une erreur d'estimation nulle, on peut écrire la relation (4.44) comme suit, pour 

les éléments diagonaux: 

0* =+ iiiiii CK ϕϕ               (4.48) 

On définit la valeur propre : λi = Kii /Cii             (4.49) 

En utilisant l'équation de récurrence (4.47) on peut écrire: 
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Puisque les coefficients sont scalaires, on peut écrire la formule de récurrence suivante en 

utilisant la définition de λi : 
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Pour des systèmes réels, la réponse transitoire se dégrade en fonction du temps, ce qui limite 

l'intervalle de ri et les valeurs admises de Δt, en effet si:│ri │>1, la réponse croit avec le 

temps et devient illimitée. Si -1<ri<0, la réponse oscille entre valeurs négatives et positives et 

ce caractère oscillatoire ne représente pas le comportement réel du système. La condition à 

vérifier pour une réponse stable est:│ri │<1 et si cette contrainte est imposée à l'équation 

(4.51), on obtient ce qui suit: 

  2)12( −>−∆ θλ ti               (4.52) 

Cette condition est toujours satisfaite si 
2
1

≥θ  et les algorithmes correspondants sont 

inconditionnellement stables. Pour 
2
1

<θ  les algorithmes correspondants doivent satisfaire 

une limite maximale pour le pas du temps, imposée par le critère de stabilité de l'équation 

(4.52) et qui est donnée par [33]: 
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Un programme mathcad a été développé pour résoudre l’équation différentielle partielle qui 

modélise la colonne d’extraction liquide-liquide à garnissage par la méthode des éléments 

finis et dont l’organigramme est présenté dans l’annexe 3. 

 

4.3. Méthodes d’approximation numérique 

Lorsque la connaissance fondamentale d’un phénomène donné est possible, le 

comportement de celui-ci est décrit par un modèle mathématique précis mais le plus souvent 

et dans différents domaines, le comportement des phénomènes n’est décrit qu’à partir de 

données ou mesures expérimentales, on peut alors proposer un modèle statistique, dont on 

cherchera à estimer les paramètres à partir de l’échantillon des mesures, et c’est l’objectif des 

méthodes numériques d’approximation, dans ce présent travail nous avons utilisé deux d’entre 

elles : la méthode des moindres carrées et celle de simplexe. 



 

  

 
4.3.1. Méthode des moindres carrées 

Quand on approxime une fonction réelle continue y(x) ou un ensemble de données 

numériques y(xi), i=1,n par une fonction analytique y*(x) ou y*(xi), l’objectif de 

l’approximation est de minimiser l’écart (y - y*), cet écart entre la fonction réelle y et son 

modèle y* peut être mesurée par la norme des moindres carrées pondérés de Legendre donnée 

par : 

∑
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2*)(* ω  où :  ωi ≥ 0 , i = 1, n    (4.54) 

a. Modèle linéaire 

On propose le modèle linéaire en terme de coefficients inconnus Cj , j=1,m 

 y*i = C1 f(xi) + C2 f(xi) + …+ Cm fm(xi) i = 1,n    (4.55) 

L’erreur commise au point I, en approximant la valeur mesurée yi par yi*, s’écrit [34]: 

 ei= yi – yi* 

Combinant les relations (4.54) et (4.55), on a : 
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Ce système de n équations à (m+n) inconnues (Cj , j=1,m ; ei , i=1,n) admet une infinité de 

solutions. Parmi toutes les solutions possibles, on défini la meilleure comme celle qui rend 

minimale la quantité scalaire : 
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On cherche à minimiser z en réglant la valeur des paramètres [C1,C2,…,Cm]. Autrement dit on 

cherche à définir le minimum de la fonction z dans l’espace [C1,C2,…,Cm] des paramètres, 

pour ceci une condition est nécessaire pour atteindre ce minimum : 
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Après transformations mathématiques on obtient : 

∑ ∑ ∑
= = =

=
n

j

n

i

n

i
ikiiikijij xfyxfxfC

1 1 1
)()()( ωω  k = 1 , m   (4.59) 
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Le système (4.52) peut alors s’écrire : 
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L’approximation au sens des moindres carrées, d’un ensemble de n valeurs numériques yi par 

un modèle linéaire (4.59) se réduit à la résolution d’un système linéaire d’ordre m (4.61) et 

l’obtention donc des m inconnues : [C1,C2,…,Cm]. 

 
4.3.2. Méthode de simplexe 

Par définition, un simplexe est une figure géométrique formée de N+1 points dans un 

espace à N dimensions. Chaque point est aussi appelé un vertex, et un simplexe est formé de 

N+1 vertex. Par exemple, pour deux facteurs, une séquence de trois essais choisis au hasard 

forme un simplexe ; d’un point de vue géométrique c’est un triangle (figure4.6). Le 

démarrage de cette méthode, consiste à effectuer un premier simplexe, choisi au hasard, qui 

permet de récolter une première séquence de résultats que l’on trie par ordre croissant. Pour 

faire progresser la recherche, on part du principe que l’optimum doit se situer à l’opposé du 

point ayant donné le plus mauvais résultat. Le raisonnement est simple : il est logique de 

penser qu’en se déplaçant dans la direction opposée au mauvais point, on va améliorer la 

réponse et finalement atteindre l’optimum. [35]  

 

 
 

Figure 4.6. Schéma de l’algorithme de simplexe 

 
Dans ce présent travail nous avons utilisé l’algorithme de Nelder-Mead pour une 

minimisation directe et sans contraintes d’une fonction f(x). Cet algorithme maintient les 

approximations du simplexe à un point optimal. On suppose que les vertex { } 1

1

+

=

N

jjx  sont 

obtenus suivant les valeurs de la fonction objective : 

f(x1) ≤ f(x2)  ≤ … ≤ f(xN+1)               (4.62) 



 

  

On attribue à x1 le meilleur vertex et xN+1le mauvais point. L’algorithme tend à changer le 

mauvais point par un meilleur comme suit : 

 1)1()( −−+= Nxxx δδδ                (4.63) 

Où x est le centre de gravité des vertex { } 1

1

+

=

N

jjx  

 ∑
=

=
N

i
ix

N
x

1

1                 (5.64) 

Ce centre permet de calculer le point réfléchi, s’il est mauvais il sera remplacé sinon 

l’optimum est atteint et le calcul est donc itératif. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

  

 

 

 

CHAPITRE 5 

 

 

 

RESULTATS ET DISCUSSIONS 
 

 

 

5.1 Introduction 

Dans ce chapitre sont présentés les résultats obtenus ainsi que leurs discussions pour 

les deux cas étudiés : système à goutte unique et colonne d’extraction liquide-liquide à 

garnissage. Les systèmes et les résultats expérimentaux des coefficients de transfert de 

matière utilisés pour valider les modèles élaborés pour système à goutte unique, sont 

présentés en premier. Ensuite différentes combinaisons des théories et corrélations existantes 

sont introduites afin de trouver la meilleure pouvant donner des résultats assez proches des 

valeurs expérimentales. Un grand nombre de corrélations et théories sont disponibles et le 

nombre de combinaisons pouvant être générées est très important, donc pour le design ou le 

calcul des équipements de transfert de matière, le problème du choix de la meilleure 

combinaison se posera souvent avec acuité. Par conséquent, et comme mentionné auparavant, 

l’initiative a été prise dans cette étude de proposer de nouvelles corrélations par 

approximations numériques de celles déjà existantes, pour l’estimation du coefficient de 

transfert de masse, afin de réduire d’une manière réaliste et raisonnable leur nombre. Ces 

corrélations seront présentées et utilisées pour un système à goutte unique et adaptées ensuite 

au cas des colonnes d’extraction liquide-liquide à garnissage. Pour ce dernier cas aussi des 

résultats expérimentaux seront présentés afin de valider l’utilisation des nouvelles corrélations 

adaptées aux colonnes à garnissage. La comparaison des résultats permettra de recommander 

une combinaison pour les cas étudiés. 

 Enfin une combinaison des nouvelles corrélations est utilisée pour calculer le 

coefficient de transfert global et modéliser la colonne à garnissage par le biais de la méthode 

des éléments finis. Des profils de concentrations le long de la colonne sont obtenus, en régime 



 

  

permanent et transitoire, en superposant les phénomènes de dispersion axiale et radiale afin de 

vérifier leur effet sur l’opération d’extraction. 

 

5.2. Systèmes utilisés pour le cas de goutte unique 

Malgré le nombre de travaux sur le transfert de matière sur l’extraction liquide-liquide, 

il est toujours difficile de trouver des données expérimentales, concernant les coefficients de 

transfert de matière, que ce soit en fonction de la taille de goutte ou des paramètres 

hydrodynamiques, et ce, pour des systèmes à propriétés physiques différentes. Le choix des 

systèmes utilisés a donc été guidé par la disponibilité des données expérimentales. Dans ce 

travail, un usage a été fait des résultats expérimentaux obtenus au cours d’un stage au 

laboratoire de génie chimique de l’université de Kaiserslautern en Allemagne, sur des 

systèmes recommandés par la fédération internationale de génie chimique, à savoir : 

Acétone/Toluène/Eau recommandé pour sa tension interfaciale élevée (γ=0.0231 N/m) et 

Butylacétate/Acétone/Eau à tension interfaciale moyenne (γ=0.012 N/m) et ceci dans le cas de 

systèmes à goutte unique. Les propriétés physiques des deux systèmes sont données dans le 

tableau 5.1  

 

Tableau 5.1. Propriétés physiques des systèmes chimiques considérés  

Système chimique Propriété physique Phase continue 
 

Phase dispersée 
 

Acétone/Toluène/Eau Masse volumique ρ 

(kg/m3) 

Viscosité μ (kg/m s) 

Diffusion D (m2/s) 

998 

 

1.13 10-3 

1.1  10-9 

864 

 

5.7 10-4 

2.7  10-9 

Butylacétate/Acétone/Eau Masse volumique ρ 

(kg/m3) 

Viscosité μ (kg/m s) 

Diffusion D (m2/s) 

997.7 

 

1.04 10-3 

1.18 10-9 

 

881.3 

 

0.73 10-3 

2.21 10-9 

 

5.3. Résultats expérimentaux pour systèmes à goutte unique  

Le coefficient de transfert global coté phase dispersée a été mesuré en utilisant la 

colonne pilote montrée sur la figure 5.1 où, pour le premier système, le toluène est dispersé 

sous forme de gouttes et l’eau est la phase continue, l’acétone étant le soluté transféré de la 



 

  

phase continue vers la phase dispersée. La méthode expérimentale pour l’estimation du 

coefficient global de transfert de matière est celle déjà expliquée au chapitre 1 et les résultats  

 
Figure 5.1 Colonne pilote utilisée pour les coefficients de TDM expérimentaux des systèmes 

à goutte unique [36] 

 

obtenus pour quatre valeurs différentes du diamètre des gouttes sont montrés sur le tableau 

5.2. Pour le deuxième système, le Butylacétate constitue la phase dispersée et l’eau la phase 

continue, le soluté qui est l’acétone est transféré de la phase dispersée vers la phase continue, 

les résultats expérimentaux obtenus pour deux tailles de goutte sont donnés dans le  tableau 

5.2. 

Tableau 5.2. Résultats expérimentaux pour les systèmes chimiques considérés 

Système Chimique d (mm) Vt (m/s) Kod (m/s) 

Acétone/Toluène/Eau 0.77 

1.54 

1.62 

3.00 

0.042 

0.07 

0.056 

0.106 

1.9 10-5 

3.88 10-5 

5.58  10-5 

1.06  10-4 

Butylacétate/Acétone/Eau 1.50 

3.00 

0.078 

0.098 

5.04 10-5 

1.26 10-4 



 

  

 5.4. Combinaison des théories et corrélations existantes pour système à goutte unique 

Dans le chapitre 2, les différentes corrélations et théories pour l’estimation du 

coefficient de transfert de masse pour chaque coté de la goutte ont été présentées, avec 

certaines conditions de leur utilisation. Cependant, à ce stade, le premier problème qui se pose 

est celui du choix de la meilleure combinaison de théories et corrélations pour assurer une 

conception de la colonne d’extraction qui soit assez fiable. Ceci ne semble pas être une tâche 

facile vu le nombre de modèles proposés dans la littérature. Afin de résoudre ce problème, un 

code en Fortran a été développé, qui pour un système donné, génère une matrice dont les 

éléments sont les coefficients de transfert de masse globaux, obtenus par différentes 

combinaisons de théories et modèles pour chaque phase, et ceci en fonction du diamètre de 

goutte. L’organigramme du programme est donné en annexe 4. Ce code utilise les cinq 

corrélations ou théories les plus fréquentes, pour chaque phase et génère donc au total vingt 

cinq combinaisons, comme montré par le schéma de la figure 5.2 suivante:  

 

Phase continue    Phase dispersée 

  
 

Figure 5.2. Combinaison des corrélations et théories utilisées pour chaque phase 
 

 

 

1- Théorie des deux films 

2- Théorie de Higbie 

3- Corrélation adequate 

pour gouttes rigide 

4-Corrélation adéquate 
pour goutte à circulation 

5-Corrélation de Garner 

pour goutte oscillante 

1- Théorie de Newman 

2- Théorie de Kronig-Brink 

3- Théorie de Handlos-Baron 

4- Théorie d’élongation 
de surface 

5- Théorie de 
renouvellement de surface 



 

  

5.4.1. Résultats et discussions des combinaisons de théories et corrélations 

Le système Acétone/Toluène/Eau est utilisé pour valider les résultats obtenus par le 

programme. Sur le tableau 5.3 et la figure 5.3, sont présentées les valeurs du coefficient de 

transfert global coté phase dispersée obtenues par les différentes combinaisons ainsi que les 

valeurs expérimentales correspondantes pour quatre diamètres de goutte différents. En 

premier lieu, il convient de remarquer la grande divergence qui existe entre les valeurs 

données par les théories et corrélations pour un même diamètre de goutte, ce qui rend le choix 

de la bonne combinaison à utiliser très difficile. Cependant, il existe au moins une 

combinaison qui donne un résultat très proche de la valeur expérimentale pour une goutte de 

diamètre donné. 

 

Tableau 5.3. Comparaison des résultats des différentes combinaisons et la valeur 

expérimentale du Kod pour différents diamètres de goutte (système:  Acétone/Toluène/Eau) 
  

Combinaison           d= 0.77mm 
  

        d= 1,54mm 
  

(kc,kd) Kod(calc) Kod(exp) Kod(calc) Kod(exp) 

(1,1) 1,30E-05 1,90E-05 7,76E-06 3,88E-05 
(1,2) 1,99E-05 1,90E-05 1,32E-05 3,88E-05 
(1,3) 2,23E-05 1,90E-05 1,96E-05 3,88E-05 
(1,4) 1,19E-06 1,90E-05 1,98E-06 3,88E-05 
(1,5) 1,14E-06 1,90E-05 1,89E-06 3,88E-05 
(2,1) 2,28E-05 1,90E-05 1,16E-05 3,88E-05 
(2,2) 5,76E-05 1,90E-05 3,03E-05 3,88E-05 
(2,3) 8,41E-05 1,90E-05 1,23E-04 3,88E-05 
(2,4) 1,24E-06 1,90E-05 2,16E-06 3,88E-05 
(2,5) 1,18E-06 1,90E-05 2,06E-06 3,88E-05 
(3,1) 6,27E-06 1,90E-05 3,19E-06 3,88E-05 
(3,2) 7,52E-06 1,90E-05 3,84E-06 3,88E-05 
(3,3) 7,85E-06 1,90E-05 4,25E-06 3,88E-05 
(3,4) 1,08E-06 1,90E-05 1,45E-06 3,88E-05 
(3,5) 1,04E-06 1,90E-05 1,40E-06 3,88E-05 
(4,1) 1,68E-08 1,90E-05 2,49E-08 3,88E-05 
(4,2) 1,68E-08 1,90E-05 2,49E-08 3,88E-05 
(4,3) 1,68E-08 1,90E-05 2,50E-08 3,88E-05 
(4,4) 1,66E-08 1,90E-05 2,47E-08 3,88E-05 
(4,5) 1,66E-08 1,90E-05 2,47E-08 3,88E-05 
(5,1) 2,14E-05 1,90E-05 1,07E-05 3,88E-05 
(5,2) 4,97E-05 1,90E-05 2,48E-05 3,88E-05 
(5,3) 6,82E-05 1,90E-05 6,49E-05 3,88E-05 
(5,4) 1,23E-06 1,90E-05 2,13E-06 3,88E-05 
(5,5) 1,18E-06 1,90E-05 2,03E-06 3,88E-05 



 

  

Combinaison          d=1,62mm 
 

d=3 mm 
  

(kc,kd) Kod(calc) Kod(exp) Kod(calc) Kod(exp) 
(1,1) 7,78E-06 5,58E-05 4,57E-06 1,06E-04 
(1,2) 1,38E-05 5,58E-05 8,68E-06 1,06E-04 
(1,3) 2,10E-05 5,58E-05 1,69E-05 1,06E-04 
(1,4) 2,07E-06 5,58E-05 3,08E-06 1,06E-04 
(1,5) 1,98E-06 5,58E-05 2,96E-06 1,06E-04 
(2,1) 1,10E-05 5,58E-05 6,02E-06 1,06E-04 
(2,2) 2,86E-05 5,58E-05 1,60E-05 1,06E-04 
(2,3) 1,01E-04 5,58E-05 1,57E-04 1,06E-04 
(2,4) 2,25E-06 5,58E-05 3,68E-06 1,06E-04 
(2,5) 2,14E-06 5,58E-05 3,51E-06 1,06E-04 
(3,1) 2,98E-06 5,58E-05 1,65E-06 1,06E-04 
(3,2) 3,58E-06 5,58E-05 1,99E-06 1,06E-04 
(3,3) 3,93E-06 5,58E-05 2,24E-06 1,06E-04 
(3,4) 1,45E-06 5,58E-05 1,41E-06 1,06E-04 
(3,5) 1,41E-06 5,58E-05 1,38E-06 1,06E-04 
(4,1) 1,59E-08 5,58E-05 2,19E-08 1,06E-04 
(4,2) 1,59E-08 5,58E-05 2,19E-08 1,06E-04 
(4,3) 1,59E-08 5,58E-05 2,20E-08 1,06E-04 
(4,4) 1,58E-08 5,58E-05 2,18E-08 1,06E-04 
(4,5) 1,58E-08 5,58E-05 2,18E-08 1,06E-04 
(5,1) 1,02E-05 5,58E-05 5,50E-06 1,06E-04 
(5,2) 2,36E-05 5,58E-05 1,27E-05 1,06E-04 
(5,3) 5,75E-05 5,58E-05 4,49E-05 1,06E-04 
(5,4) 2,21E-06 5,58E-05 3,48E-06 1,06E-04 
(5,5) 2,11E-06 5,58E-05 3,33E-06 1,06E-04 
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●: Valeur expérimentale 

          ▲: Les différentes combinaisons, chaque point correspond à une combinaison de théories présentées dans la 

figure (5.3) : 1 c’est la combinaison (1,1), 2 : (1,2), 3 : (1,3), etc. 

 

Figure 5.3. Comparaison des résultats des différentes combinaisons et la valeur 

expérimentale du Kod pour différents diamètres de goutte (système : Acétone/Toluène/Eau) 

 

Pour chaque diamètre de goutte, la combinaison donnant l’erreur relative la plus faible par 

rapport à la valeur expérimentale est retenue comme étant la meilleure combinaison. Le 

tableau 5.4 indique directement, pour le diamètre de goutte considéré, la combinaison de 

transfert de matière retenue et à recommander. 

 

Tableau 5.4 Comparaison entre la combinaison retenue et l’expérimental pour le système : 

Acétone/Toluène/Eau 
Diamètre 

(mm) 
Kod(cal) 

(m/s) 
Kod (exp) 

m/s Combinaison retenue (kc, kd)  
Erreur 

Relative 
0.77 1.99E-05 1.90E-05 (Deux films,  Kronig-Brink )  4.91E-02 

1.54 3.03E-05 3.88E-05 (Higbie,  Kronig-Brink )  2.19E-01 

1.62 5.75E-05 5.58E-05 (Garner,  Handlos-Baron)  3.01E-02 

3 1.57E-04 1.06E-04 (Higbie,  Handlos-Baron)  4.76E-01 

 

D’après ces résultats, il peut être clairement constaté que les combinaisons retenues diffèrent 

d’une taille de goutte à l’autre. On peut aussi noter ce qui suit : 
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- Coté phase continue : la plus petite taille de goutte 0.77 mm, suit le modèle des deux films, 

le transfert est donc contrôlé par pure diffusion moléculaire comme prévu. Ensuite en 

augmentant la taille des gouttes on passe au modèle de Higbie, qui est recommandé pour des 

gouttes à circulation interne, mais pour un diamètre relativement faible de 1.54 mm. Le 

modèle de Garner proposé surtout pour goutte à oscillation apparaît pour un diamètre de 1.62 

mm qui est aussi considéré comme une valeur relativement faible (on note aussi que sa valeur 

expérimentale semble être non précise vu la différence en la comparant avec celle du 

diamètre très proche de 1.54 mm. Même pour la vitesse terminale qui augmente en fonction 

du diamètre de goutte, la valeur pour la goutte de 1.62 mm n’est pas raisonnable), et d’après 

ce qui a été déjà développé dans la partie recherche bibliographique, les gouttes oscillantes 

suivent souvent les modèles à circulation interne turbulente. Pour une goutte ayant un 

diamètre élevé de 3 mm, la combinaison retenue est raisonnable, étant donné que les deux 

théories utilisées admettent une circulation turbulente, ce qui est le cas [37, 38]. 

 

- Coté phase dispersée : On voit qu’il n’y a que les deux théories de Kronig-Brink et 

Handlos-Baron qui apparaissent. Ceci confirme certaines observations expérimentales notant 

qu’il n’y a pas un saut apparent entre les valeurs données par les théories pour gouttes 

rigides, à circulation laminaire et turbulente en phase dispersée. Les résultats de certains 

travaux pour gouttes rigides sont donc confirmés où, les deux théories de Newman et Kronig-

Brink donnent les mêmes résultats. 

  

D’après les résultats montrés ci-dessus, il est clair que le phénomène de transfert varie 

en fonction de la taille des gouttes. Cependant, il se peut qu’il ne soit pas seul facteur 

permettant de retenir ou rejeter une combinaison de théories ou de corrélations de transfert de 

matière. Cependant, le passage attendu en fonction de la taille de goutte, à savoir contrôle par 

diffusion, contrôle par circulation laminaire ensuite turbulente et enfin oscillation (surtout 

pour des diamètres intermédiaires entre les deux limites : rigide et à circulation turbulente), 

n’a pas eu lieu. Or si on examine les propriétés physiques des deux phases rapportées dans le 

tableau 5.1, on remarque qu’elles sont proches sauf pour la viscosité où, la phase continue est 

deux fois plus visqueuse que la phase dispersée, la viscosité peut donc constituer un facteur 

déterminant pour le choix de la théorie ou corrélation à retenir, d’autant plus que cette 

propriété physique n’apparaît pas dans les nombres adimensionnels qui représentent la forme 

de la goutte et sa vitesse terminale, comme mentionné au chapitre2. Par conséquent, une 



 

  

étude hydrodynamique s’avère nécessaire pour mieux comprendre le comportement des 

gouttes. 

 

5.4.2. Etude hydrodynamique des systèmes à goutte unique utilisés 

 Dans ce paragraphe certains paramètres hydrodynamiques sont calculés, afin de 

mieux comprendre le comportement des gouttes ainsi que les modes de transfert 

prépondérants en fonction de la taille de goutte. Les paramètres hydrodynamiques pour la 

compréhension du comportement des gouttes sont calculés et donnés sur le tableau 5.5 pour 

le système : Acétone/Toluène/Eau. 

 

Tableau 5.5 Hydrodynamique du système: Acétone/Toluène/Eau 

d(mm) Re We Ped Eö Paramètres indépendants du diamètre 

0.77 

1.54 

1.62 

3.00 

28.14 

93.8 

78.94 

276.7 

0.05 

0.324 

0.218 

1.44 

1.2  104 

3.99  104 

3.36  104 

1.78  105 

0.032 

0.128 

0.1426 

0.489 

Mo = 1.78 10-10 

dcrit(Bond-Newton) = 4.289 mm 

dcrit(Klee-Treybal) = 5.78 mm 

Rem = 564.142 

 

En se referant au paragraphe où le comportement des gouttes a été résumé, il est noté que  

plusieurs conditions résultant de travaux expérimentaux ne sont pas vérifiées: 

§ La transition goutte stagnante à circulation apparaît à Ped = 200, or la valeur du Peclet 

pour notre système est très supérieure à celle-ci, même pour des gouttes à diamètre 

très faible et ayant un comportement de sphère rigide ; 

 

§ D’après Bond et Newton, la circulation commence à Eö > 4, et pour ce système la 

valeur d’Eö est inférieure à 1, même pour des gouttes larges ayant un comportement 

de circulation interne turbulente ; 

 

§ D’après Winnikao et Chao, l’oscillation a lieu à We proche de 4 et Re >200, ces 

conditions ne sont pas vérifiées; 

 

§ D’après Grace et al, la circulation commence a Re>150, cette condition est vérifiée, et 

si on calcule le diamètre correspondant pour une vitesse terminale moyenne de 0.05 

m/s on trouve 3mm ce qui est le cas pour ce système. Même la condition pour le Re 

maximum pour qu’il y’ait oscillation est satisfaite, cette valeur correspondrait à un 



 

  

diamètre de 1.2 cm, et il a été observé que pour plusieurs systèmes la goutte 

commence à osciller à un diamètre supérieur à 6mm. 

 

§ Le 1/Mo est égal à 5.72  109, donc d’après ce résultat la goutte peut être considérée 

comme sphère rigide seulement en régime laminaire. S’il est admis que la transition 

des régimes se fait à Re  proche de 100 comme indiqué dans [9] ceci est alors vérifié.  

 

D’après ces observations, on peut noter certaines déviations de ce qui a été 

recommandé par la littérature, et une parfaite connaissance du début de la circulation n’a 

pas encore été atteinte. Ceci est dû essentiellement au fait que le début de circulation n’est 

pas calculé avec précision par les corrélations proposées pour l’estimation du diamètre de 

circulation et qui est toujours très supérieur aux observations expérimentale. Il est 

remarqué que si le diamètre critique de circulation proposée par Bond et Newton est 

multiplié par le rapport des viscosités μd/μc, on obtient un diamètre de 2.11mm. Cette 

valeur est plus proche des résultats expérimentaux obtenus par d’autres travaux [37, 38] 

où, les gouttes de 3mm de diamètre pour ce même système obéissaient aux modèles de 

circulation interne turbulente. Donc le début de circulation interne se fait à des diamètres 

inférieurs à 3 mm, alors que les diamètres critiques de début de circulation de Bond et 

Newton et celui de Klee et Treybal sont très différents des observations expérimentales. 

En comparant la vitesse terminale expérimentale et celle calculée par l’équation de 

Vignes pour notre système, on peut aussi remarqué un écart par rapport au résultat 

expérimental, qui sera minimisé si on utilise le facteur (μd/μc)-1. Ces résultats sont 

montrés sur le tableau 5.6 suivant :  

Tableau 5.6. Comparaison des vitesses terminales du système : Acétone/Toluène/Eau 

d (mm) Vt exp (m/s) Vt Vignes 
(m/s) 

Vt* Vignes 
(m/s) 

Erreur 
relative 

Erreur 
relative* 

0.77 

1.54 

1.62 

3.00 

0.042 

0.07 

0.056 

0.106 

0.02 

0.04 

0.042 

0.073 

0.041 

0.08 

0.084 

0.147 

0.515 

0.427 

0.249 

0.309 

0.041 

0.08 

0.084 

0.147 
     *Utilisation du facteur de correction du rapport des viscosités 

 

L’influence de la viscosité de la phase dispersée, représentée par le rapport des viscosités 

des deux phase, apparaît clairement pour les deux paramètres clés de l’hydrodynamique : 



 

  

diamètre de début de circulation et vitesse terminale. On se propose de vérifier ces 

résultats pour le deuxième système : Butylacétate/Acétone/Eau. 

Les paramètres hydrodynamiques et les calculs des vitesses terminales sont donnés sur les 

tableaux 5.7 et 5.8, respectivement. 

 

Tableau 5.7. Hydrodynamique du système : Butylacétate/Acétone/Eau 

d(mm) Re We Ped Eö Paramètres indépendants du diamètre 
 
1.5 
3 

 
112.35 
282.31 

 
0.76 
2.39 

 
5.3 104 
1.33 105 

 
0.214 
0.856 

Mo = 7.73  10-10 
dcrit(Bond-Newton) = 3.24 mm 
dcrit(Klee-Treybal) = 4.87 mm 
Rem = 452 

 

Tableau 5.8. Comparaison des vitesses terminales du système: Butylacétate/Acétone/Eau 

d(mm) Vt exp 
(m/s) 

Vt Vignes 
(m/s) 

Vt* Vignes 
(m/s) 

Erreur 
relative 

Erreur 
relative* 

1.5 

3 

0.078 

0.098 

0.037 

0.066 

0.052 

0.093 

0.52 

0.33 

0.32 

0.048 

 

Pour ce système aussi, les mêmes remarques sur l’étude hydrodynamique sont valables, le 

1/Mo est du même ordre que pour le système précédent : 1.29  109. La différence de viscosité 

ne peut pas être négligée, et la vitesse terminale calculée par la corrélation corrigée est plus 

proche des valeurs expérimentales. De même pour le diamètre de début de circulation corrigé 

et qui est de 2.27mm où, pour ce système aussi et d’après des mesures expérimentales [22], 

des gouttes de 3mm de diamètre, suivent le modèle de circulation interne turbulente.  

On peut conclure donc que pour un système où, il y a une différence de viscosités des 

deux phases, le rapport des viscosités doit être pris en considération, toutefois, ce résultat ne 

peut être généralisé que si on arrive à le vérifier pour d’autres systèmes à propriétés 

physiques différentes. Cependant peu de travaux ont considéré l’effet des viscosités des deux 

phases sur le transfert de masse (Chapitre 2). 

 

5.5. Etude des coefficients de transfert 

Comme montré au chapitre 2, le nombre de corrélations proposées par la littérature 

complique le choix du modèle et de la combinaison adéquate à retenir. Se basant sur le seul 

facteur de taille des gouttes, peut pour certains systèmes, ne pas être suffisant.  La viscosité 

de la phase dispersée n’est généralement pas prise en considération, ce qui peut influer sur les 

résultats comme montré ci-dessus. Il serait donc très utile de proposer une ou deux 



 

  

corrélations uniformes applicables dans un large intervalle de conditions, réduisant ainsi le 

grand nombre existant. Pour cela dans cette étude, il est tenté, se basant sur des 

approximations numériques, de proposer de nouvelles corrélations à recommander pour 

chaque phase dans le cas de systèmes à goutte unique et les adapter ensuite au cas des 

colonnes à garnissage, en se basant sur les plus utilisées parmi celles proposées dans la 

littérature.  
 

5.5.1. Corrélations coté phase continue 

Les corrélations du nombre de Sherwood pour la phase continue sont proposées pour 

des intervalles d’utilisation bien précis. Il est tenté de trouver selon le comportement de la 

goutte une équation qui couvre un large intervalle de Re et qui aura la forme du Sh proposée 

dans la littérature :  
 

Shc= a Reb Pec
c        (5.1) 

 

a. Comparaison des corrélations existantes 

Les corrélations choisies pour cette phase sont représentées sur un même graphe en 

fonction du Reynolds pour un Scc de 1050 (Figure 5.4) afin de pouvoir les comparer. D’après 

ce graphe, il y a une grande différence entre les valeurs du Shc données par les différentes 

corrélations pour un même Scc. Les courbes peuvent être séparés en deux groupes : l’un pour 

goutte rigide, l’autre pour goutte à circulation interne et oscillante. Ceci a été vérifié par 

Steiner [9] dans son étude comparative des données expérimentales (Figure 1.2). Deux 

nouvelles corrélations du Shc peuvent être proposées : une pour le cas de goutte rigide et une 

autre pour goutte à circulation interne et oscillante. 
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Figure 5.4.  Les différentes corrélations du nombre de Sherwood en phase continue 

 

b. Nouvelles corrélations pour goutte unique  

La procédure de calcul du programme élaboré et dont l’organigramme est donné en 

annexe 5, pour générer les nouvelles corrélations est comme suit : 

§ Suivant le comportement de la goutte, le nombre de Re est varié (en variant le 

diamètre de goutte) et pour chaque Re,  un Shc  est calculé avec la corrélation adéquate 

(selon son intervalle d’utilisation)  noté  Shc-corrélations (Tableau 5.9). 

 

Tableau 5.9. Corrélations utilisées en phase continue pour le calcul de Shc-corrélations   

 
Goutte rigide 

Intervalle d’utilisation Goutte à 
circulation 

interne 
et oscillante 

Intervalle 
d’utilisation 

Friedlanker(3.39) 

Clift (3.40) 

Brauer (3.41) 

Lochiel (3.42) 

Clift (3.43) 

Pec>100 et Re<1 

Re<1 

1<Re<100 

Re élevé 

100<Re<2000 et 

Scc>200 

Griffith (3.44) 

Boussinesq (3.45) 

Weber (3.46) 

Clift (3.47) 

Garner (3.48) 

Hughmark (3.49) 

Re<1 

Re élevé 

Re>70 

10<Re<100 

 

§ Les valeurs du Shc stockées dans le vecteur Shc-corrélations, seront approximées par la 

méthode des Simplexes, afin d’avoir la forme de l’équation (5.1), le programme 

retourne les valeurs des coefficients a, b, et c. 



 

  

Les résultats obtenus sont comme suit : 

• Pour goutte rigide : a= 2.326, b= 0.268 et c=0.2  

• Pour gouttes à circulation interne et oscillante : a=1.728,  b=0.341 et c=0.3 

On obtient donc deux nouvelles corrélations recommandées pour les deux comportements de 

gouttes, et qui donnent des résultats très proches des différentes corrélations proposées par la 

littérature (Figure 5.5), et on peut donc dire que l’utilisation des onze corrélations montrées 

sur le tableau 5.9 se réduit à l’utilisation des deux corrélations suivantes : 

 

§ Shc-rig= 2.326 Re0.268 Pec
0.2       (5.2) 

 

§ Shc-cir = 1.728 Re0.341 Pec
0.3       (5.3) 
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Figure 5.5. Comparaison du Shc des différentes corrélations et celui obtenu par les nouvelles 

corrélations pour le cas de: a) goutte rigide et b) goutte à circulation interne et oscillante 
 

Discussion des résultats obtenus : 

§ Les exposants des Re et Pec augmentent en passant de goutte rigide à goutte à 

circulation, ce qui a été observé dans plusieurs travaux expérimentaux; 

 

§ A un certain Re de prés de 100, le Shc-rigid dévie des valeurs des corrélations, alors que 

le Shc-circ y est très proche, ce résultat peut être interprété en faisant le lien avec 



 

  

l’étude hydrodynamique citée ci-dessus, et on peut conclure que la circulation 

commence à un Re proche de 150, pour des systèmes ayant un Scc proche de 1000; 

§ Pour la plupart des corrélations proposées par la littérature, les exposants du Re et 

Pec, varient autour de 0.3 pour gouttes rigides et autour de 0.5 pour gouttes à 

circulation interne et oscillante. Dans les nouvelles corrélations proposées, ils varient 

autour de 0.2 et 0.3 respectivement, ceci peut être dû aux propriétés physiques du 

système utilisé. Donc ces corrélations sont recommandées pour des systèmes ayant un 

Scc proche de 1000. 

 

c. Nouvelle corrélation pour colonne d’extraction liquide-liquide 

Les nouvelles corrélations obtenues ci-dessus sont adaptées au cas de colonnes 

d’extraction liquide-liquide à garnissage. Cette extrapolation à l’échelle industrielle constitue 

le but essentiel de tous les travaux réalisés sur des systèmes à goutte unique et sur des 

colonnes pilotes. On remplace la vitesse terminale par la vitesse de glissement (on introduit la 

rétention de la colonne utilisée) et le diamètre de goutte par le diamètre moyen des gouttes 

(Chapitre 2). On compare l’utilisation des corrélations obtenues et adaptées avec la 

corrélation de Seibert et Fair [29] pour colonne à garnissage (3.63), (on utilise les propriétés 

de la colonne à garnissage décrite au dessous). Pour de faibles valeurs de Re, la corrélation 

(5.2) donne une bonne approximation du Shc jusqu’à prés de 60, à partir d’un Re de 160 la 

corrélation pour gouttes circulantes et oscillantes (5.3) devient la plus précise (Figure 5.6). 

Entre ces deux limites les valeurs restent intermédiaires. Cette valeur du Re constitue donc le 

régime de transition entre les deux comportements limites de la goutte, ce qui confirme le 

résultat obtenu précédemment. 
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Figure 5.6. Comparaison de l’adaptation des nouvelles corrélations obtenues aux cas des 

colonnes à garnissage 

 

Il est proposé de trouver une corrélation unique pour représenter les deux limites de 

comportements des gouttes afin de minimiser l’écart montré sur la figure5.6, et s’approcher 

des valeurs données par la corrélation de Seibert. On adopte la forme suivante qui a été 

utilisée par Steiner [9] :  

 

   ( )B
c

rigccirc

circ
c

PeA
ShSh

ShSh

exp1)1(
−=

−

−
−

−−

−φ      (5.4) 

 

Le programme Simplexe retourne les coefficients suivants : A = 2 et B = -0.15 

Cette nouvelle corrélation est très proche de celle de Seibert [29] pour le cas des colonnes 

d’extraction (Figure 5.7). Donc la nouvelle corrélation proposée par le présent travail, 

recommandée pour le calcul du Shc dans le cas de colonne d’extraction à garnissage et pour 

des systèmes ayant un Scc autour de 1000 couvrant un large intervalle de Re : de 1 à 1000, est 

la suivante : 

  ( )15.02exp1)1( −

−−

−

−=
−

−
−

c
rigccirc

circ
c

Pe
ShSh

ShSh
φ

     (5.5) 
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Figure 5.7. Comparaison des Shc de la corrélation de Seibert et la nouvelle corrélation 

proposée pour colonne à garnissage. 

 

 

5.5.2. Corrélations coté phase dispersée 

Dans cette partie nous allons procéder de la même manière que précédemment afin de 

proposer des corrélations uniformes pour chaque cas de comportement de goutte, et les 

adapter ensuite aux colonnes à garnissage. Sur le graphe de la figure 5.8, sont présentées les 

différentes corrélations et théories utilisées pour l’estimation du Sh coté goutte. 
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Figure 5.8. Comparaison des corrélations et théories existantes pour le Shd 

 



 

  

On remarque que pour cette phase aussi, les valeurs données par les différentes théories et 

corrélations sont divisées en deux groupes distincts : un groupe pour goutte rigide et à 

circulation laminaire, et un autre pour des gouttes à circulation turbulente et oscillantes. Les 

valeurs sont très variées, et les corrélations proposées pour gouttes oscillantes sont très 

proches ou confondues avec celles proposées pour gouttes à circulation interne (différents 

auteurs ont noté que les gouttes oscillantes obéissaient parfois aux modèles de la goutte à 

circulation turbulente). On note aussi que pour des valeurs de Re très élevées, la théorie de 

Handlos-Baron en fonction du temps se démarque nettement du deuxième groupe, ce qui 

explique le fait que la théorie donne de bons résultats pour certaines situations et s’éloigne 

beaucoup des valeurs expérimentales pour d’autres, de même que pour la deuxième 

corrélation de Rozen. Le modèle de Clift pour goutte oscillante a une allure très différente 

des autres courbes, et pour des valeurs de Re élevées, les résultats sont confondues avec ceux 

des modèles à circulation turbulente. Ces dernières théories ne seront donc pas retenues pour 

les calculs.  

On propose pour la phase dispersée de trouver deux nouvelles corrélations : une pour gouttes 

rigides et à circulation laminaire et l’autre pour gouttes à circulation turbulente. Le choix du 

modèle à utiliser a déjà été discuté au chapitre 3, les corrélations à développer auront donc la 

forme suivante : 

  

Shd=A ReB  FoC   MoD   Scd
E   We F   (1+μd/ μc)G      (5.6) 

 

a. Nouvelle corrélation pour gouttes rigides et à circulation laminaire 

Contrairement au coté continue, les corrélations proposées pour le coté goutte sont 

séparés en fonction du comportement des gouttes sans indications sur les conditions 

d’utilisation. La procédure de calcul du programme Mathcad élaboré et dont l’organigramme 

est présenté en annexe 6, sera donc différente et se résume comme suit : 

§ Pour chaque cas de comportement de goutte, on calcule une moyenne du Shd des 

différentes corrélations retenues pour le cas considéré; 

 

§ Les valeurs moyennes du Shd ainsi obtenues, seront approximées par le modèle 

linéaire de la méthode des moindres carrées, pour obtenir les coefficients de 

l’équation (5.6), ceci après linéarisation de cette dernière équation sous la forme : 

 



 

  

ln (Shd)= A+ B ln(Re)+C ln(Fo)+D ln(Mo)+E ln(Scd)+F ln(We)+G ln(1+μd/ μc) 

 (5.7) 

 

On représente sur la figure 5.9, le groupe de bas pour goutte rigide et circulation laminaire 

qui n’apparaît pas bien sur le graphe précédent. 
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Figure 5.9. Corrélations du Shd pour gouttes rigides et à circulation laminaire 

 

Ce graphe va nous permettre de choisir les corrélations à retenir pour avoir la moyenne à 

utiliser en approximation. La corrélation de Skelland ne sera pas retenue étant donné qu’elle 

donne des valeurs très inférieures à celles de Newman qui constitue la limite inférieure pour 

les gouttes rigides. On retiendra donc les deux théories de Newman et Kronig-Brink en 

fonction du temps. Ces deux modèles ont déjà prouvé leur fiabilité dans le cas des gouttes 

rigides et à circulation laminaire et cette étape d’interpolation nous permettra d’étudier la 

variation des différents exposants des nombres adimensionnels représentants l’effet des 

propriétés physiques et l’hydrodynamique du système et aussi d’uniformiser les équations à 

proposer. Le résultat donné par le programme pour le comportement rigide et à circulation 

laminaire est comme suit : 

 

Shd_rig =  Re3.01Fo 0.438 Mo0.176   Scd
-1.34   We -1.45   (1+μd/ μc)0.691      (5.8) 

 



 

  

L’influence de tous les nombres adimensionnels apparaît clairement dans cette dernière 

équation et aucun terme ne sera négligé, on remarque que le Sherwood est très dépendant du 

nombre de Re. 

 On représente sur le graphe de la figure 5.10, la nouvelle corrélation et les deux théories de 

Newman et Kronig-Brink en fonction du nombre de Reynolds. 
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Figure 5.10. Nouvelle corrélation du Shd pour goutte rigide et à circulation laminaire 

 

b. Nouvelle corrélation pour gouttes à circulation turbulente 

En se basant sur le graphe de comparaison des différentes théories et corrélations de la 

figure 5.8, on retient pour le cas de goutte à circulation turbulente et oscillante les modèles 

suivants : Handlos-Baron à long temps de contact, Wellek, Treybal, Higbie, Rozen, et la 

corrélation de Skelland pour goutte oscillante étant donné qu’elle ait été utilisée pour goutte 

turbulente avec succès dans certains cas. Comme précédemment, une approximation de la 

moyenne des théories et corrélations citées ci-dessus, nous donne le résultat suivant : 

 

Shd_cir =  44.3 Re0.272  Fo0.092   Mo0.038   Scd
0.236   We0.75    (1+μd/ μc)-1.34 (5.9) 

 

Les nombres adimensionnels portant des exposants de l’ordre de 0.092 et 0.038 ne seront pas 

négligés comme cela a été fait par certains travaux [8], car leur influence sur le Shd est 

importante (Mo0.038=0.43 et Fo0.092 varie de 1 jusqu’à 0.56 pour des diamètres de gouttes de 

0.4mm à 1cm). Sur le graphe de la figure 5.11, on représente la nouvelle corrélation avec les 

théories et modèles existants.  
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Figure 5.11. Nouvelle corrélation du Shd pour gouttes à circulation turbulente  

 

c. Nouvelle corrélation pour colonne d’extraction liquide-liquide 

Comme pour le cas du coté phase continue, on adapte les nouvelles corrélations 

obtenues pour cette phase au cas des colonnes d’extraction liquide-liquide, et on compare le 

résultat avec les corrélations de Seibert et Fair [29] proposées par la littérature (équations 

3.65 et 3.66). Le résultat donné par la figure 5.11, montre que la corrélation de Seibert donne 

des valeurs plus élevées que la limite supérieure proposée pour gouttes à circulation 

turbulente, notons aussi que coté goutte, plusieurs auteurs [37] et [38] recommandent 

l’utilisation de la théorie de Handlos-Baron à long temps de contact adaptée aux colonnes, 

cette théorie a été prise en considération pour l’approximation qui a donné lieu à la 

corrélation pour gouttes à circulation turbulente. Pour ceci et étant donné le manque de 

modèles pour coté phase dispersée dans le cas de colonnes à garnissage, on a proposé de 

représenter les deux limites de comportement de goutte ainsi que la région de transition par 

une équation analogue à celle proposée pour le coté phase continue. Le programme retourne 

le résultat suivant et qui est représenté sur la figure 5.12 par Shd-colonne:   
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Figure 5.12..Nouvelle corrélation du Shd pour colonne à garnissage 

 

5.5.3. Application des nouvelles corrélations 

 Dans cette partie, les nouvelles corrélations obtenues pour le calcul du coefficient 

global de transfert de matière seront appliquées pour système à goutte unique et colonne 

d’extraction à garnissage, on utilisera des combinaisons entre corrélations coté phase 

continue et corrélations coté phase dispersée, et étant donné qu’on ait proposé deux 

corrélations pour chaque phase, au total quatre combinaisons différentes, montrées par le 

schéma de la figure 5.13 seront testées. En comparant avec la figure 5.2, le nombre de 

combinaisons s’est réduit et le choix sera donc beaucoup plus facile. 

 
Figure 5.13. Nouvelles combinaisons pour le calcul du coefficient global de transfert de 

matière 
 

 

Phase continue Phase dispersée 

1. Shc-rig eq (5.2) 

2. Shc-cir eq(5.3) 

1. Shd-rig eq (5.8) 

2. Shd-cir eq(5.9) 



 

  

a. Système à goutte unique 

Nous allons tester la validité des corrélations obtenues et leurs combinaisons pour le 

calcul du coefficient global de transfert de matière, pour les deux systèmes à goutte unique 

dont on a les valeurs expérimentales à savoir : acétone/toluène/eau et 

butylacétate/acétone/eau. Pour ceci un programme Mathcad a été élaboré pour calculer en 

fonction du diamètre de goutte, la vitesse terminale avec la formule corrigée par le facteur 

des viscosités et combine les nouvelles corrélations obtenues dans le présent travail afin de 

calculer le coefficient de transfert global coté phase dispersée Kod . Les résultats obtenus sont 

montrés sur les graphes des figures 5.14 et 5.15 pour les deux systèmes respectivement. 
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Figure 5.14. Comparaison des combinaisons des nouvelles corrélations avec les valeurs 

expérimentales du coefficient global coté phase dispersée pour le système : 

acétone/toluène/eau 
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Figure 5.15. Comparaison des combinaisons des nouvelles corrélations avec les valeurs 

expérimentales du coefficient global coté phase dispersée pour le système : 

butylacétate/acétone/eau 

 

Les figures montrent que pour chaque diamètre de goutte une des combinaisons utilisées 

s’approche de la valeur expérimentale et est donc à retenir. Les valeurs obtenues ainsi que les 

erreurs relatives par rapport à ceux de l’expérimental sont données aux tableaux 5.10 et 5.11 

pour les deux systèmes. 

 

Tableau 5.10. Comparaison entre nouvelles combinaisons et l’expérimental pour le système 

acétone/toluène/eau 

Diamètre 
(mm) 

Kod(cal) 
(m/s) 

Kod (exp) 
m/s Combinaison retenue (kc,kd)   

Erreur 
Relative 

0.77 1.907 10-5 1.90  10-5 (1,1)   3.68  10-3  

1.54 3.30  10-5 3.88  10-5 (1,2)   0.149 

1.62 5.68  10-5 5.58  10-5 (2,2)   0.018 

3 1.03  10-4 1.06  10-4 (2,2)   0.028 

 

Tableau 5.11. Comparaison entre nouvelles combinaisons et l’expérimental pour le système 

Butylacétate/Acétone/eau 

Diamètre 
(mm) 

Kod(cal) 
(m/s) 

Kod (exp) 
m/s Combinaison retenue (kc,kd)   

Erreur 
Relative 

1.5 3,63  10-5 5.04  10-5 (1,2)   0.28 

3 1.10  10-4 1.26  10-4 (2,2)   0.12 



 

  

D’après ces résultats on peut dire que la combinaison des nouvelles corrélations donne de 

meilleurs résultats que celle des théories et corrélations existantes montrée au paragraphe 5.4 

et ceci pour le premier système. Le résultat est plus précis surtout pour des gouttes dont le 

comportement suit le modèle attendu, à savoir les gouttes très petites de 0.77 mm de 

diamètre, avec un comportement de goutte rigide, le coefficient global est calculé donc avec 

une combinaison entre corrélations pour gouttes rigides pour les deux phases. De même pour 

les gouttes à diamètre élevé de 3mm et qui est supérieur au diamètre critique de circulation, 

le coefficient global est calculé avec précision avec la combinaison des corrélations pour 

circulation interne turbulente pour les deux cotés. Pour les deux diamètres intermédiaires de 

1.54 mm et 1.62 mm, le résultat pour le premier est obtenu avec combinaison des deux 

comportements : rigide pour la phase continue et à circulation turbulente pour la phase 

dispersée, les deux diamètres sont très proches, et on devrait s’attendre à des valeurs des 

coefficients qui soient aussi très proches, on remarque que dans ce cas la valeur à retenir 

serait 3.38  10-5 m/s donnée par la combinaison (1,2) qui représente un résultat plus logique 

or, la valeur expérimentale de ce diamètre est très supérieure à celle d’une goutte à 1.54 mm 

de diamètre. Même en retenant la combinaison (1,2) pour le troisième diamètre de goutte le 

résultat reste satisfaisant avec une moyenne de l’erreur relative de 14.4%. La transition entre 

comportement de goutte rigide à goutte à circulation interne turbulente est respectée si on se 

réfère au diamètre critique de circulation corrigé par le facteur de rapport des viscosités et qui 

est pour ce système de 2.11mm. 

Pour le deuxième système le résultat est comparable au premier et étant donné qu’on ait 

seulement deux diamètres de goutte différents, le comportement de goutte large est 

représenté par combinaison de corrélations pour goutte à circulation interne turbulente. Pour 

goutte à diamètre moyen, le meilleur résultat a été obtenu en combinant, corrélation pour 

goutte rigide en phase continue et celle pour goutte à circulation turbulente pour phase 

dispersée. Le diamètre critique de circulation corrigé par le facteur : rapport des viscosités est 

de 2.27 mm. 

En résumé pour un système à goutte unique, la combinaison à utiliser dépend du diamètre de 

la goutte et est directement liée au diamètre critique de circulation, plus ce diamètre est 

estimé avec précision et plus la combinaison retenue donnera un résultat précis. Toutefois, les 

deux cas limites de comportement de goutte, impliquent l’utilisation de corrélations 

spécifique au comportement pour les deux phases, alors que pour des diamètres 

intermédiaires, notre étude a montré que la combinaison à retenir est : corrélation pour goutte 

rigide en phase continue et celle pour goutte à circulation turbulente en phase dispersée. Ce 



 

  

résultat peut être expliqué par le fait que la transition entre mécanismes en phases dispersée 

se fait plus rapidement que celle en phase continue (figures 5.4 et 5.8) et traduit par la 

séparation des groupes de corrélations en deux, en phase continue : groupe pour goutte rigide 

et un pour goutte à circulation, et en phase dispersée : groupe pour goutte rigide et à 

circulation laminaire et un autre pour goutte à circulation turbulente. Un autre facteur, ayant 

une influence directe sur le diamètre critique de circulation et aussi sur le transfert de masse 

peut influencer le choix de la combinaison, à savoir la différence des viscosités des deux 

phases, en effet pour les deux systèmes considérés, la phase continue est plus visqueuse que 

celle dispersée. Sur ce, on propose d’utiliser les combinaisons comme suit : 

 

§ Si  d<< dcrit :  kc (Shc-rig), kd  (Shd-rig) 

§ Si  d>> dcrit :  kc (Shc-cir), kd  (Shd-cir) 

§ Si  d<dcrit :  kc (Shc-rig), kd  (Shd-cir) 

 

b. Colonne d’extraction à garnissage 

 De même que pour les systèmes à goutte unique, les corrélations obtenues et leurs 

combinaisons seront testées pour le cas de colonnes à garnissage, et les valeurs des 

coefficients globaux de transfert de matière obtenues seront comparées à celles de 

l’expérimental. Pour ce cas nous avons utilisé deux systèmes, le premier : 

acétone/toluène/eau et le deuxième : n-butanol/acide succinique/eau. Ces deux systèmes ont 

été recommandés par la fédération européenne de génie chimique, le premier est un système 

à haute tension interfaciale qui se disperse en gouttes relativement larges, le deuxième se 

disperse en fines gouttelettes à cause de sa faible tension interfaciale (γ=0.0015 N/m). Les 

propriétés physiques du premier système ont déjà été données au tableau 5.1, celles du 

deuxième sont résumées sur le tableau 5.12 suivant: 

 

 Tableau 5.12. Propriétés physiques du système : n-butanol/acide succinique/eau 

Propriété physique Phase 
continue 

(Eau) 

Phase dispersée 
(Acide succinique) 

Masse volumique ρ (kg/m3) 

Viscosité μ (kg/m s) 

Diffusion D (m2/s) 

988 

    1.45 10-3 

  2.3 10-9 

852 

3.41 10-4 

0.55 10-9 

 



 

  

Pour le cas de colonnes à garnissage nous avons utilisé les résultats expérimentaux de 

Seibert et Humphrey [37] pour les deux systèmes cités ci-dessus. La colonne utilisée et une 

colonne à garnissage de 1.524 m de hauteur et de 10.2 cm de diamètre, remplie d’anneaux 

Raschig de 1.27 cm de diamètre avec une aire interfaciale de 347.72 m2/m3 et un facteur de 

vide de 0.64. Les résultats expérimentaux des coefficients globaux de transfert de matière 

coté phase continue sont donnés pour différents points opératoires de vitesses superficielles 

des deux phases : Vc et Vd.  

Dans ce cas les corrélations à utiliser seront adaptées en utilisant : vitesse de glissement, le 

diamètre moyen des gouttes, rétention de la phase dispersée, propriétés du garnissage…etc. 

Et en plus des quatre combinaisons déjà citées ci-dessus, on ajoute celle proposée pour 

colonne à garnissage (équations 5.5 et 5.10). Les résultats expérimentaux disponibles sont en 

fonction des points opératoires de la colonne et pour un diamètre moyen de goutte fixe et 

calculé pour chaque système. Le premier système se disperse en gouttes d’un diamètre 

moyen de 3.94 mm et le deuxième en fines gouttes de 0.97 mm de diamètre.  

Les résultats obtenus pour les deux systèmes par les différentes combinaisons sont présentés 

sur les graphes des figures 5.16  et 5.17 où, chaque point opératoire correspondant à (Vc,Vd) 

est représenté par un point en abscisse, les valeurs calculées et expérimentales sont données 

sur les deux tableaux 5.13  et 5.14 respectivement. 
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Figure 5.16. Comparaison du Koc expérimental pour la colonne à garnissage et celui calculé 

par les nouvelles combinaisons pour différents points opératoires de la colonne 

(Système : acétone/toluène/eau) 

 



 

  

 

Tableau 5.13.  Coefficient de TDM global Koc donné par les différentes combinaisons et 

l’expérimental pour le système : acétone/toluène/eau 

Vd 
mm/s 

Vc 
mm/s 

Re (rig,rig) 
m/s 

(rig,cir) 
m/s 

(cir,rig) 
m/s 

(cir,cir) 
m/s 

(colc,cold) 
m/s 

Exp 
m/s 

2.62 

4.75 

0.93 

5.30 

3.82 

3.82 

3.52 

3.59 

1.56 

2.10 

2.10 

1.97 

2.10 

2.10 

4.90 

2.29 

0.59 

1.85 

208.81 

176.27 

239.89 

169.65 

188.43 

182.35 

191.92 

194.53 

224.91 

1,41E-5 

1,40E-5 

1,41E-5 

1,39E-5 

1,40E-5 

1,40E-5 

1,40E-5 

1,40E-5 

1,41E-5 

1,78E-5 

1,50E-5 

2,04E-5 

1,44E-5 

1,61E-5 

1,55E-5 

1,64E-5 

1,66E-5 

1,92E-5 

2,09E-5 

2,14E-5 

2,04E-5 

2,15E-5 

2,12E-5 

2,13E-5 

2,12E-5 

2,11E-5 

2,06E-5 

3,05E-5 

2,39E-5 

3,70E-5 

2,26E-5 

2,63E-5 

2,51E-5 

2,70E-5 

2,75E-5 

3,38E-5 

2,19E-5 

1,93E-5 

2,47E-5 

1,87E-5 

2,02E-5 

1,98E-5 

2,05E-5 

2,07E-5 

2,33E-5 

1,57E-5 

1,28E-5 

1,57E-5 

8,98E-6 

1,33E-5 

1,52E-5 

1,24E-5 

7,52E-6 

1,54E-5 

 

 

1 2 3 4 5
1E-6

1E-5

1E-4

K oc
 (m

/s
)

Combinaisons

 exp
(rig,rig)
(rig,cir)
(cir,rig)
(cir,cir)
(col,col)

 
Figure 5.17. Comparaison du Koc expérimental pour la colonne à garnissage et celui calculé 

par les nouvelles combinaisons pour différents points opératoires de la colonne 

(Système : n-butanol/acide succinique/eau) 

 

 

 

 



 

  

 

Tableau 5.14. Coefficient de TDM global Koc donné par les différentes combinaisons et 

l’expérimental pour le système : n-butanol/acide succinique/eau 

Vd 
(mm/s) 

Vc 
(mm/s) 

Re (rig,rig) 
m/s 

(rig,cir) 
m/s 

(cir,rig) 
m/s 

(cir,cir) 
m/s 

(colc,cold) 
m/s 

Exp 
m/s 

0.92 

2.72 

2.1 

1.23 

1.29 

2.09 

2.09 

2.09 

0.89 

4.13 

22.51 

15.43 

18.10 

21.58 

18.70 

3,30 10-6 

3,67 10-6 

3,51 10-6 

3,34 10-6 

3,48 10-6 

5,44 10-5 

4,07 10-5 

4,62 10-5 

5,27 10-5 

4,74 10-5 

3,39 10-6 

3,81 10-6 

3,63 10-6 

3,44 10-6 

3,59 10-6 

1,02 10-4 

6,75 10-5 

8,07 10-5 

9,76 10-5 

8,37 10-5 

1,37 10-5 

2,02 10-6 

5,62 10-6 

1,18 10-5 

6,58 10-6 

3,91 10-6 

3,67 10-6 

4,10 10-6 

5,37 10-6 

6,85 10-6 

 

Pour les deux systèmes, à diamètre fixe, le coefficient global varie en fonction des 

vitesses superficielles des deux phases, et donc du nombre de Reynolds. 

Pour le premier système, les gouttes sont relativement larges et il peut être remarqué que le 

résultat donné par la combinaison des nouvelles corrélations (équations 5.5 et 5.10) est 

proche de celui donné par [37] et les points qui montrent des écarts importants à savoir le 4 et 

le 8 correspondent à des vitesses superficielles très élevées de l’une des deux phases. On note 

aussi que pour ce système l’application de la nouvelle combinaison (rigide, rigide) donne un 

meilleur résultat, ceci peut être du, au fait que le Re soit celui d’un régime plutôt laminaire.  

Ce qui confirme des observations notées par certains auteurs concernant les valeurs 

expérimentales des coefficients de transferts de matière dans le cas des colonnes, et  qui sont 

très inférieures à ceux calculées par différentes corrélations et théories existantes [5]. 

Pour le deuxième système, les gouttes sont très fines, et le résultat obtenu est exactement 

celui auquel on s’attendait : c’est la nouvelle combinaison (rigide, rigide) qui donne un 

résultat très satisfaisant, avec une erreur relative moyenne de 23.2% cette combinaison peut 

être retenue pour ce cas limite de comportement de goutte étant donné la taille moyenne des 

gouttes et aussi le Re qui varie entre 15.5 et 22.5. 

Le régime d’écoulement est un facteur très important dans le choix de la combinaison 

adéquate, lorsque le diamètre de goutte est supposé moyen et est égal à une valeur moyenne. 

Donc en résumé, la combinaison à retenir pour système à goutte unique peut s’avérer ne pas 

être adéquate dans le cas de colonne à garnissage. 

 

5.6. Modélisation de la colonne d’extraction à garnissage 



 

  

Dans cette partie nous allons modéliser une colonne d’extraction liquide-liquide à 

garnissage et obtenir les profils des concentrations le long de la colonne, en considérant les 

différents cas suivants: unidimensionnel avec dispersion axiale en régime permanent et 

transitoire, et bidimensionnel avec dispersion axiale et radiale en régime permanent. 

Le système utilisé est : acétone/toluène/eau, où le transfert de l'acétone se fait de la 

phase dispersée (organique) vers la phase continue (aqueuse). La phase dispersée entre avec 

une certaine fraction molaire du soluté, notée ye de 0.0553, et la fraction à la sortie de la 

colonne est obtenue expérimentalement par analyse et est notée ys, la phase continue entre 

pure en soluté et sort avec une fraction molaire de xs de 0.0456. La colonne utilisée est celle 

décrite dans la section précédente. Le coefficient de transfert global en phase dispersée est 

calculé par la nouvelle combinaison retenue. Les résultats expérimentaux de Seibert et 

Hamphrey [37], ne donnent pas la variation de la concentration ou des fractions molaires le 

long de la colonne mais uniquement la fraction molaire à la sortie de la colonne ys, et la 

validité des résultats obtenus dans ce présent travail ne concernera donc que cette dernière 

valeur. La résolution de l’équation différentielle du cas considéré est obtenue en utilisant la 

méthode des éléments finis et un code Mathcad dont l’organigramme est donné en annexe 3, 

a été utilisé. La validité des résultats et la précision de la méthode utilisée ont déjà été testées 

en comparant le résultat analytique du problème simplifié à celui donné par le programme 

[39]. Nous allons donc étudier l’effet de la dispersion sur les profils axial et radial, ainsi que 

l’effet du changement des conditions aux limites à la paroi. 

 

5.6.1. Cas unidimensionnel avec dispersion axiale en régime permanent 

On résout l’équation différentielle obtenue pour le cas permanent en prenant en  

considération la dispersion axiale, ce qui se résume en l’équation différentielle suivante : 

 

( ) 02

2

=+−
∂
∂

+
∂
∂

− βαφφ yaK
z
yE

z
yV odzd                (5.10) 

 

Avec Ez, est le coefficient de dispersion en phase dispersée exprimée en terme de nombre 

adimensionnel de Ped et qu’on calcule en fonction du point opératoire considéré :Vc, Vd.  

Les conditions limites utilisées sont comme suit: 

À  z = 0,  y = ye et  à    z = H,  ∂
∂

y
z

 = 0                      (5.11) 



 

  

On utilise 12 éléments linéaires avec deux nœuds par élément (Figure 5.18) et un polynôme 

de Lagrange du premier degré. En régime permanent, la variation de la fraction molaire le 

long de la colonne est montrée sur le graphe de la figure 5.19. Elle diminue en fonction de la 

hauteur de la colonne. 

 

 

 
 

Figure 5.18  Discrétisation du domaine avec 12 éléments linéaires 
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Figure 5.19 Variation de la fraction molaire du soluté en phase dispersée le long de la 

colonne (Vc=2.10mm/s, Vd=4.75mm/s  et Ez = 1.66  10-3 m2/s ou Ped=0.023) 

 



 

  

Afin d'étudier l’effet de la dispersion axiale sur le profil de la fraction molaire le long de la 

colonne, on compare le résultat obtenu avec celui dans le cas où la dispersion axiale est 

considérée nulle. Pour ce dernier cas l’équation différentielle est simplifiée et une solution 

analytique donnant la variation de la fraction molaire en fonction de la hauteur de la colonne 

est donnée par : 
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Les valeurs obtenues sont données au tableau 5.15. D'après ces résultats, les fractions 

molaires augmentent légèrement en présence de dispersion axiale le long de la colonne, mais 

son effet est considéré négligeable et s'annule même lorsqu'on s'approche de la sortie de la 

colonne. L'erreur relative entre valeur expérimentale de la fraction molaire et calculée à la 

sortie de la colonne est de: 28%  

 

 Tableau 5.15. Effet de la dispersion axiale sur le profil axiale de la fraction molaire 

 

Hauteur 
(m) 

Fractions molaires du soluté dans 
la phase dispersée 

Sans dispersion 
(analytique) 

Avec dispersion 
axiale 

0 0,0553 0,0553 

0,127 0,04339062 0,04344338 

0,254 0,03593471 0,03600168 

0,381 0,03126692 0,03132914 

0,508 0,02834463 0,02839757 

0,635 0,02651512 0,02655552 

0,762 0,02536976 0,02540146 

0,889 0,02465269 0,02467429 

1,016 0,02420378 0,02422119 

1,143 0,02392273 0,02393264 

1,27 0,02374678 0,02375658 

1,397 0,02363662 0,02363985 

1,524 0,02356766 0,02357419 



 

  

ys (exp) 0.0328 

 
 
5.6.2. Cas unidimensionnel avec dispersion axiale en régime transitoire 

 On cherche le profil de la fraction molaire le long de la colonne en fonction du temps, 

en prenant en considération la dispersion axiale, on résout donc l’équation différentielle 

suivante: 
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             (5.13) 

 

En plus des conditions aux limites utilisées ci-dessus, on utilise la condition initiale : 

 

À   t = 0  :    y =  ye 

 

Dans le domaine du temps, la méthode des différences finies est utilisée avec les algorithmes 

d’Euler, de Cranck-Nicholson, de Galerkine et des différences finies en arrière (Backward). 

Ceux d’Euler et de Cranck-Nicholson se sont avérés inadéquats donnants des résultats 

physiquement inacceptables (fractions négatives ou très supérieures à zéro, de l’ordre de 1020 

et plus), la stabilité de la réponse des différents algorithmes est donnée sur le tableau 5.16. 

Nous avons donc représenté la fraction molaire à la sortie de la colonne donnée par 

l’algorithme de Galerkine et celui des différences finies en arrière (backward) sur la figure 

5.20, avec un pas de 2s (on utilise les mêmes conditions opératoires que précédemment). Les 

deux algorithmes tendent vers la même valeur caractérisant le régime permanent mais 

l’algorithme des différences en arrière est plus stable et converge beaucoup plus vite. La 

figure 5.21, montre que le régime permanent est atteint pour tous les points de la colonne en 

utilisant l’algorithme backward et avec un pas de 2s. Après prés de 10s, les fractions molaires 

sont exactement les mêmes obtenues en régime permanent et données au tableau 5.15, donc 

même sur le profil transitoire l’effet de la dispersion axiale est négligeable. 

 

Tableau 5.16. Stabilité des algorithmes utilisés 

Algorithme Euler 
θ=0 

Crank-Nicholson 
θ =0.5 

Galerkine 
θ =2/3 

Backward 
θ =1 

∆tcrit -0.5 indéterminé 1.5 0.5 

Stabilité Très instable Très instable jusqu’à Oscille jusqu’à Oscille jusqu’à 
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Figure 5.20. Profil transitoire de la fraction molaire à la 

sortie de la colonne avec ∆t = 2s 
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Figure 5.21. Profil transitoire le long de la colonne avec  

l’algorithme des différences en arrière avec ∆t = 2s 

 

5.6.3. Cas bidimensionnel en régime permanent 

 Le traitement du problème bidimensionnel permet d’étudier l’effet de la dispersion 

radiale sur le profil de la concentration le long de la colonne. L’équation différentielle à 

résoudre est : 



 

  

 

 ( ) 02

2

=+−







∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

− βαφφφ yaK
r
yr

r
E

z
yE

z
yV odrzd              (5.14) 

 

La dispersion radiale Er a souvent été négligée, car les profils obtenus radialement étaient 

plats, et ce résultat a été attribué par [13] lors de leur modélisation d’une colonne de 

distillation, au fait qu’on ait utilisé des conditions aux limites sur les gradients de 

concentrations à la paroi et à l’axe de la colonne nuls : 

 

À   r = 0,      ∂
∂

y
r

 = 0    et sur la paroi  à  r = R,  ∂
∂

y
r

 = 0                  (5.15)      

En effectuant des expériences numériques et en attribuant au gradient à la paroi des valeurs 

différentes de zéro (sans sens physique), ils ont trouvé que le  profil radial n’était plus plat et 

la concentration changeait radialement en fonction des valeurs de la limite imposée. 

Dans le cas de l’extraction liquide-liquide le gradient à la paroi est différent de zéro et est 

donné par certains auteurs [5, 13], comme suit :  

 

)( ∞= −−= yy
D
K

dr
dy

r

od
Rr                  (5.16) 

 

Avec y∞ : fraction obtenue à hauteur ∞ de la colonne (considérée nulle) 

 

Nous avons testé l’utilisation des deux conditions limites proposées, afin de voir leur 

influence sur le profil radial. 

 Le maillage du domaine est discrétisé par des éléments triangulaires linéaires, en 

coordonnées naturelles pour simplifier la différentiation et l’intégration des termes des 

matrices et vecteurs caractéristiques des éléments. On a utilisé 36 éléments triangulaires 

linéaires (avec 3 éléments pour le rayon et 7 éléments pour la hauteur) et 48 éléments (on a 

augmenté le nombre d’éléments utilisé radialement). La figure 5.22, montre les maillages 

utilisés pour discrétiser la colonne.  



 

  

 
 

Figure 5.22. Discrétisation du domaine par a) 36 éléments et b) 48 éléments 

 

 

a. Gradient nul à la paroi 

Sur les tableaux 5.17 et 5.18 sont montrés les résultats obtenus en utilisant 36 

éléments et 48 respectivement, et ceci pour le cas ou le gradient à la paroi est considéré nul. 

Le changement de la fraction molaire dans la direction radiale existe mais il est négligeable 

même en augmentant le nombre d’éléments dans cette direction on obtient le même résultat. 

On note par contre une variation des fractions molaires à l’axe de la colonne, par rapport à 

ceux du cas unidimensionnel. L'erreur relative entre valeur expérimentale de la fraction 

molaire et calculée à la sortie de la colonne est de: 23% pour les deux maillages considérés. 

 Si on trace le profil radial de la fraction molaire on obtiendrait des profils plats, où la 

variation n’apparaît pas (Figure 5.23), pour cette raison pour mieux la montrer, nous avons 

choisi de tracer la variation d’une certaine fraction adimensionnelle donnée comme suit : 
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Le profil obtenu avec cette dernière fraction adimensionnelle montre la variation radialement 

(a) (b) 



 

  

même si elle est considérée négligeable (Figure 5.24), et qui est la même pour les deux 

maillage utilisés. Donc on peut dire que la dispersion radiale n’a pas d’effet sur le profil 

radial mais elle influe sur le profil axial et ceci en utilisant un gradient nul à la paroi. 

 

Tableau 5.17. Profil bidimensionnel avec gradient nul à la paroi (36 éléments) 

Hauteur 
 

(m) 

Fraction 
molaire 

 
analytique 

Fraction molaire à différents points radiaux 
0 R/3 2R/3 R 

0 

0.254 

0.508 

0.762 

1.016 

1.27 

1.524 

0.0553 

0.03593 

0.02833 

0.02536 

0.02419 

0.02374 

0.02356  

0.0553 

0.041957 

0.034209 

0.029709 

0.027113 

0.025688 

0.025201  

0.0553 

0.041962 

0.034213 

0.029711 

0.027114 

0.025688 

0.025204  

0.0553 

0.041968 

0.034216 

0.029713 

0.027115 

0.025688 

0.025207  

0.0553 

0.041974 

0.034219 

0.029715 

0.027115 

0.025688 

0.02521 

 

 

Tableau 5.18. Profil bidimensionnel avec gradient nul à la paroi (48 éléments) 

Hauteur 
 

(m) 

Fraction molaire 
 

analytique 

Fraction molaire à différents points radiaux 
0 R/4 R/2 3R/4 R 

0 

0.254 

0.508 

0.762 

1.016 

1.27 

1.524 

0.0553 

0.03593 

0.02833 

0.02536 

0.02419 

0.02374 

0.02356  

0.0553 

0.04196 

0.034211 

0.02971 

0.027113 

0.025688 

0.025202 

0.0553 

0.041963 

0.034213 

0.029711 

0.027114 

0.025688 

0.025204 

0.0553 

0.041966 

0.034215 

0.029712 

0.027114 

0.025688 

0.025206 

0.0553 

0.041969 

0.034217 

0.029713 

0.027115 

0.025688 

0.025207 

0.0553 

0.041972 

0.034219 

0.029714 

0.027115 

0.025688 

0.025209 
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Figure 5.23 Profil bidimensionnel de la fraction molaire avec gradient nul à la paroi (48 

éléments) 
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Figure 5.24 Profil bidimensionnel de la fraction adimensionnelle avec gradient nul à 

la paroi (48 éléments) 

b. Gradient non nul à la paroi 

 Sur les tableaux 5.19 et 5.20, sont montrés les résultats obtenus en utilisant un 

gradient non nul comme condition limite à la paroi de la colonne pour les deux maillages 

montrés ci-dessus. La variation radiale reste faible mais elle est plus importante que pour le 



 

  

cas précédent, et en plus il y a aussi une différence en augmentant le nombre d’éléments 

radialement. Le profil bidimensionnel en fonction de la fraction molaire (figure 5.25) est 

presque plat, comparé à celui de la figure 5.23, une légère variation apparaît vers la paroi et la 

sortie de la colonne. Les profils, en fonction de la fraction molaire adimensionnelle comme 

définie précédemment, sont montrés sur les graphes des figures : 5.26 et 5.27. Par contre, on 

remarque que radialement, l’influence de la dispersion radiale est importante et l’erreur 

relative entre la valeur de la fraction molaire à la sortie donnée par ce modèle est celle 

expérimentale se réduit à 3.6%.  

 

Tableau 5.19. Profil bidimensionnel avec gradient non nul à la paroi (36 éléments) 

Hauteur 
 

(m) 

Fraction 
molaire 

 
analytique 

Fraction molaire à différents points radiaux 
0 R/3 2R/3 R 

0 

0.254 

0.508 

0.762 

1.016 

1.27 

   1.524 

0.0553 

0.03593 

0.02833 

0.02536 

0.02419 

0.02374 

0.02356 

0.0553 

0.046771 

0.041437 

0.037995 

0.035798 

0.034484 

0.033997 

0.0553 

0.046835 

0.041494 

0.038048 

0.035846 

0.034529 

0.03405 

0.0553 

0.04698 

0.041626 

0.038167 

0.035957 

0.034636 

0.034167 

0.0553 

0.04722 

0.041839 

0.038361 

0.03614 

0.034811 

0.034353 
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Figure5.25. Profil bidimensionnel de la fraction molaire avec gradient non nul à la paroi (48 

éléments) 
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Figure 5.26. Profil bidimensionnel de la fraction adimensionnelle avec gradient non nul à la 

paroi (36 éléments) 

 

Tableau 5.20. Profil bidimensionnel avec gradient non nul à la paroi (48 éléments) 

Hauteur 
 

(m) 

Fraction 
molaire 

 
analytique 

Fraction molaire à différents points radiaux 
0 R/4 R/2 3R/4 R 

0 

0.254 

0.508 

0.762 

1.016 

1.27 

   1.524 

0.0553 

0.03593 

0.02833 

0.02536 

0.02419 

0.02374 

0.02356 

0.0553 

0.0467841 

0.0414485 

0.0380059 

0.035807 

0.0344921 

0.0340092 

0.0553 

0.0468202 

0.0414811 

0.0380352 

0.0358342 

0.0345177 

0.0340389 

0.0553 

0.0469016 

0.0415549 

0.0381022 

0.0358968 

0.0345775 

0.0341049 

0.0553 

0.0470344 

0.0416744 

0.0382111 

0.0359987 

0.0346752 

0.0342088 

0.0553 

0.0472216 

0.041841 

0.038363 

0.0361412 

0.0348119 

0.0343517 
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Figure 5.27. Profil bidimensionnel de la fraction adimensionnelle avec gradient non nul à la 

paroi (48 éléments) 

 

On arrive donc au résultat suivant : le modèle bidimensionnel avec gradient non nul à la paroi 

comme condition limite à la paroi, est celui qui régit le mieux le comportement de la colonne, 

même si l’effet de la dispersion radiale ne se manifeste pas beaucoup radialement, elle doit 

être prise en considération lors de la modélisation des colonnes car son influence est 

considérable sur le profil axial, cet effet est représenté sur le graphe de la figure 5.28. 
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Figure 5.28. Influence des dispersions : axiale et radiale sur le profil axial 



 

  

 

    

CONCLUSION GENERALE 

 
 

 
 

Le travail réalisé est constitué de deux parties, la première concerne l’étude du 

transfert de matière et la proposition de nouveaux modèles pour représenter le coefficient de 

transfert pour chaque phase, dans le but d’uniformiser le type de corrélations à proposer, d’y 

inclure tous les paramètres pouvant influencer le taux de transfert, et de réduire le nombre de 

modèles proposés dans la littérature afin de simplifier le choix d'une combinaison adéquate. 

La deuxième, concerne la modélisation de la colonne d’extraction à garnissage, en utilisant le 

modèle bidimensionnel, prenant ainsi en considération la dispersion dans les deux directions : 

axiale et radiale, ainsi que l’utilisation d’un gradient non nul comme condition limite à la 

paroi. Les deux parties sont liées par l’utilisation de la combinaison adéquate pour le calcul 

du coefficient global de transfert de matière, dans l'équation différentielle représentant le 

comportement de la colonne.  

Pour la première partie, nous avons commencé par une comparaison des corrélations 

et théories existantes, en les combinant pour calculer le coefficient de TDM global, en effet,  

pour chaque diamètre de goutte, il est possible de trouver une combinaison très proche du 

résultat expérimental, toutefois, la recommandation d’une combinaison adéquate pour une 

taille de goutte donnée reste difficile, les résultats obtenus ne suivent pas toujours la 

transition entre les modèles suivant la taille de la goutte, ceci est dû d’une part, au nombre 

important de modèles utilisés et d’une autre, au manque de paramètres pris en considération 

par ceux-ci. Cette première étude nous a permis de noter que pour un système de viscosités 

très différentes entre les deux phases, le rapport de celles-ci peut avoir une influence et doit 

par conséquent être pris en considération. En effet, en l’introduisant dans les équations du 

diamètre critique de circulation et de la vitesse terminale, les résultats obtenus sont mieux 

interprétés, toutefois cette correction ne peut être généralisée sauf si elle peut être vérifiée 

pour d’autres systèmes à propriétés physiques différentes des deux phases. 

Cette comparaison nous a conduit à proposer l’approximation des corrélations et 

théories existantes par de nouvelles formules pour les deux phases, qui auraient pour la phase 



 

  

continue la forme la plus recommandée par la littérature à savoir:  Shc = A ReB Pec
C  , qui a 

déjà prouvé son efficacité. En revanche, en phase dispersée il y a plus de problèmes et plus 

de modèles divergents. D’après les corrélations proposées par différents travaux, on a 

remarqué que les équations n’avaient pas toutes une forme uniforme, en effet, certains 

nombres adimensionnels sont présents dans certaines équations et pas dans d’autres. L’idée 

donc, et de proposer pour la phase dispersée, une formule regroupant tous les nombres 

adimensionnels ayant une influence sur le taux de transfert de matière prouvée par leur 

utilisation séparément. La forme du nombre de Sherwood adoptée est alors : Shd=AReBFoC 

MoD Scd
E We F(1+μd/ μc)G . Les équations développées ont été testées pour systèmes à goutte 

unique et ont donné des résultats satisfaisants, et ce pour les deux systèmes : 

toluène/acétone/eau et butylacétate/acétone/eau, les gouttes de ces deux systèmes, suivent les 

modèles recommandés pour les cas limites : rigide et à circulation turbulente. Pour la phase 

de transition, le modèle à suivre dépend du diamètre critique de début de circulation et du 

rapport des viscosités, en effet, une étude hydrodynamique sur les deux systèmes utilisés, a 

montré qu’en utilisant un facteur du rapport des viscosités pour corriger les équations du 

diamètre critique et de la vitesse terminale, les résultats obtenus sont plus proches de 

l’expérimental. Les combinaisons recommandées dépendent donc de ce diamètre critique.  

Les formes adaptées aux cas des colonnes ont été utilisées pour une colonne 

d’extraction à garnissage, les résultats obtenus pour les deux systèmes : toluène/acétone/eau 

et n-butanol/acide succinique/eau, sont proches de ceux donnés par l’expérimental pour 

certaines combinaisons. On a montré aussi que les combinaisons recommandées pour 

système à goutte unique ne sont pas valables pour le cas des colonnes d’extraction, même 

pour un même système.  

Dans la deuxième partie, les résultats de la modélisation de la colonne, ont montré que 

la dispersion radiale n’a pas d’effet sur le profil radial, mais le profil axial y est très 

dépendant. Le modèle bidimensionnel, tenant en compte la dispersion dans les deux 

directions, avec un gradient non nul comme condition limite à la paroi, est celui qui 

représente le mieux le comportement de la colonne.  

Le manque de données expérimentales sur différents systèmes et pour différentes 

propriétés physiques des deux phases, ne permet pas une généralisation systématique des 

résultats obtenus. Cependant les programmes développés sont assez flexibles et offrent la 

possibilité de changer les propriétés physiques des deux systèmes ainsi que les propriétés du 

garnissage et les dimensions de la colonne par le biais de différentes expériences numériques. 
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ANNEXE 1 

 

VALEURS PROPRES DES EQUATIONS  

DE KRONIG-BRINK ET HANDLOS-BARON 

 

   A.1 Tableau des valeurs propres du modèle de Kronig-Brink  

Shc λ 1 λ 2 λ 3 A1 A2 A3 

3.20 
5.33 
8.00 
10.7 
16.0 
21.3 
26.7 
53.3 
107 
213 
320 
∞ 

0.262 
0.386 
0.534 
0.680 
0.860 
0.982 
1.082 
1.324 
1.484 
1.560 
1.600 
1.656 

4.24 
 
 
4.92 
5.26 
5.63 
5.90 
7.04 
7.88 
8.50 
8.62 
9.08 

 
 
 
 
 
 
15.7 
17.5 
19.5 
20.8 
21.3 
22.2 

1.49 
 
 
1.49 
1.48 
1.47 
1.49 
1.43 
1.39 
1.31 
1.31 
1.29 

0.107 
 
 
0.300 
0.382 
0.428 
0.495 
0.603 
0.603 
0.588 
0.583 
0.596 

 
 
 
 
 
 
0.205 
0.298 
0.384 
0.396 
0.391 
0.386 

 

 

A2. Tableau des valeurs propres du modèle de Handlos-Baron  

Shc λ 1 λ 2 λ 3 λ 4 C1 C2 C3 C4 

4 
6 
8 
10 
12 
14 
16 
18 
20 
22 
32 
42 
62 
82 
102 

2.029 
2.289 
2.456 
2.570 
2.654 
2.717 
2.765 
2.804 
2.836 
2.863 
2.948 
2.993 
3.041 
3.080 
3.080 

4.913 
5.087 
5.233 
5.354 
5.454 
5.538 
5.608 
5.667 
5.717 
5.761 

7.979 
8.096 
8.205 
8.303 
8.391 
8.470 
8.541 
8.603 
8.659 
8.708 

11.086 
11.173 
11.256 
11.335 
11.409 
11.477 
11.541 
11.599 
11.653 
11.703 

0.159 
0.153 
 
0.142 
 
0.134 
 
0.129 
 
0.125 
0.118 
 
0.111 
 
0.107 

0.00634 
0.0109 
 
0.0179 
 
0.0220 
 
0.0242 
 
0.0255 

 
 
 
0.00408 
 
0.00600 
 
0.0119 
 
0.00858 

 
 
 
 
 
 
 
0.00291 
 
0.00359 

 

 

 

 



 

  

ANNEXE 2 

 

THÉOREME DE GREEN-GAUSS 

 

 Dans la dérivation des équations des éléments finis pour les problèmes 

bidimensionnels, on a souvent besoin d’évaluer des intégrales du type : 

∫∫ ∂
∂

A

dydx
x
ϕ

ψ         (1) 

Où A est la surface d’intégration. 

On peut intégrer l’équation précédente par parties pour obtenir : 

∫∫ ∫∫ ∫+
∂
∂

−=
∂
∂

A A

y

y

x
x dydydx

x
dydx

x

2

1

2
1)( ϕψϕ

ψϕ
ψ      (2) 

Avec dy = dC lx où C est la courbe qui délimite la surface A et lx est le cosinus de l’angle 

entre la normale n et la direction x (figure A.1), donc : ∫∫ =
C

x

y

y

x
x ldCdy )()(

2

1

2
1 ϕψϕψ  (3) 

 
Figure A.1. Courbe limitante de la surface d’intégration 

 

L’intégrale de l’équation (2) devient alors : 

∫∫ ∫∫ ∫+
∂
∂

−=
∂
∂

A A C
xldCdydx

x
dydx

x
)( ϕψϕ

ψϕ
ψ      (4) 

Les conditions aux limites sur le contour de la surface considérée apparaissent dans le terme 

de l’intégrale de la courbe. 
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ANNEXE 3 

 

ORGANIGRAMME DU PROGRAMME DES ELEMENTS FINIS 

 

Début

Entrer les données : Vd, Kod, a, φ, xs,
ye, Dz, Dr, H, R

Calcul de α, β

Choix du nombre
d'éléments

Choix du cas:
-Unidimensionnel

-Unidimensionnel transitoire
-Bidimensionnel

Suivant le cas choisis calcul des
coordonnées, de l(e) ou A(e)

Do Loop
I = 1, nombre d'éléments

Calcul des termes des matrices
et vecteurs caractéristiques

Phase d'assemblage et obtention de la
matrice et vecteur globaux

Incorporation des
conditions aux limites

Call Gauss:
Subroutine qui résoud le système d'équations

obtenu par la méthode de Gauss

Affichage des résultats

Fin
 

 

 

 



 

  

 

ANNEXE 4 

 

ORGANIGRAMME DU PROGRAMME DES COMBINAISONS DES THEORIES 

EXISTANTES POUR LE CALCUL DE Kod 

 

 
 

Début 

Entrée des données : ρc, ρd μc, 
μd, γ,Dd,Dc,m,  

Calcul des nombres adimensionnels : 
Rep,Scc, Scd,Pec 

kdj (j=1,5) 
(figure5.2) 

kci (i=1,5) 
(figure 5.2 et tableau5.9) 

Do i=1,5 
   Do j=1,5 

Kod(i,j)=kci,kdj 

Affichage des 
résultats : d , matrice 

des Kod(i,j) 

Fin 

d, Vt 



 

  

ANNEXE 5 

ORGANIGRAMME DU PROGRAMME DE LA NOUVELLE CORRELATION 

COTE PHASE CONTINUE 

 
 

Début 

Entrée des données : ρc, ρd,g 
μc, μd, γ,Dc  

 

Do i=1,35 
d=10-5+i*10-4 

Calcul des nombres 
adimensionnels :Scc, Eö,Pec 

Vt*, Rep 

Rep,Pec 
Tableau5.9 

Shc-rigide(i) Shc-circul(i) 

Call subroutine 
Simplexe 

Affichage des résultats : 
a,b,c : Shc-rigide 
a,b,c : Shc-circul 

 

Fin 



 

  

ANNEXE 6 

 

 

ORGANIGRAMME DU PROGRAMME DE LA NOUVELLE CORRELATION 

COTE PHASE DISPERSEE 

 
 

 

Débu
t 

Entrée des données : ρc, 
ρd,g μc, μd, γ,Dd  

 

Do i=1,35 
d=10-5+i*10-4 

Calcul des nombres 
adimensionnels :Scd,Ped,

Mo,We,Rep 
 

Eö,Vt* 

Choix du 
cas  

Shd-rigid(i) = 
Mean(Shd-

Newman(i) , Shd-
KronigB(i)) 

Shd-circul(i)= 
Mean(Shd-HandlosB(i), 

Shd-Wellek(i), Shd-Treyb(i), 
Shd-Higbie(i),Shd-Rozen(i), 

Shd-Skelland(i)) 

Call moindres carrées 

Affichage des coefficients : 
A,B,C,D,E,F,G 

Fin 

Phase de linéarisation : 
ln(Shd),ln(Rep),ln(Fo),ln(Mo) 
Ln(Scd),ln(We),ln(1+ μd/μc) 



 

  

 
  مـــلــخــص

  
 اذ ھ  ـ راس ـة د أن غـی ـر  سـائ ـل -سـائ ـل  سـتـخ ـلاص الا عـمـلـی ـات  فـى كـبـیـرة اسـتـعـمـالات الـمـعـبـئـة ةدالأعـم تـلـقى

  .الـطـبـقـات اتذ  ةدبلاعـمـ قـورن مـا اذ ا كـبـیـر بـاھـتـمام یـحـضى لم ةداللأعـمـ مـن الـنـوع

 حـیـةالـصـطـ الـظـواھـر لـكـن ةدالأعـمـ هذ ھـ مـحـاكـاة و راسـةد فـى أسـاسى عـنـصر ةدالـمـا انـتـقـال مـعـامـل یـعـتـبـر

 الـمـخ ـبر  مسـت ـوى  ع ـلى  حت ى  ادتـعـقـی  ـ أكـثر الـمـعـامل اذھ حـسـاب یـجـعـل اد جـیـ معـرفـتـھـا مـن الـتـمـكـن مدعـ و

 عـنـھا نـتـجـت التـطـبـیـقـیة الأعـمـال و البحوث من دیدالعـ المـجال اذھ اسـتـقـطب .ةدالـواحـ الـقـطرة وذ  لـنظـام بالـنـسبة

 ادتـعـقـی  ـ الم ـناسب  جدالن ـمو  اخـتی ـار  عـمـل ـیة  دزا م ـا  اذھـ و المـعـامل اذھـ لحـساب العلاقات و النظریـات نم الكـثـیر

  .جدالـنـمـا مـخـتلـف مـن الـمـعطاة الـقـیم فى كـبـیر اخـتلاف النـظـام لـنـفـس دنـجـ حـیـث

 ةدالـمـوجـو النماذج مـخـتلف بـمـقـارنة اذ ھـ و ةدالـمـا تـقـالانـ- مـعـامل حـساب الى الـعـمل اذ ھـ مـن الأول الـقـسم كـرس

 أنـظـمة عـلى لكذ  دبـع ضـبـطـھا و ةدالـواحـ الـقـطـرة اتذ  أنـظـمة-حـالة فى لاسـتـعـمـالھا ةدیدجـ عـلاقـات اقـتراح تـم و

  .الـمـعـبـئة ةدالأعـمـ

 الـطـری ـقة  بـاسـتعـم ـال  الاسـت ـخلاص  دعـم ـو  لـمـحـاك ـاة  ریاض ي  جذ ونـم  ـ انـجـاز تـم الـعـمل مـن الـثـانى الـقـسم فـى

 اتدال ـوح  ح ـالة  ف ـى  اذ ھ  ـ و دالـعـم ـو  ط ـول  عل ى  الـتركـیز تـغـیـرات عـلى الـحـصول و قـیـقةدال للـعـنـاصر یةددالـعـ

  .الزمـن تـغـیر حـالة فى لكذك و الـثـنـائـیة و یةدالأحـا

  ,مـاء/طـولیان/أسیتون ھـمـا و الكـیـمـیائیة سـةدللھـنـ الأوروبـیة الفیدرالیة طـرف مـن مـقـترحـیـن نـظـامین استعمال تـم

 الـن ـتائج  و قـطـرات شـكـل عـلى الـمـبـعـثـرة الـطـبـقـة تـكـون الـحالـتیـن كلتا في و مـاء/السكسینـیـك-حـمـض/بـیـتانـول

  .الـمـعـبئ دللعـمـو و ةدالـواحـ للقـطرة بالنـسـبـة اذھـ و الـتجـریـبـیة نتائجال مـن ادجـ قـرـیـبة عـلـیـھا الـمـحـصل

 و الـنـظ ـام  الداسـتب  ـ امـكـانیـة تـوفـر مـةدالـمـقـ الـنـتائج عـلى للـحـصـول الـمـسـتعـمـلة و ةدالـمـعـ الـبـرامـج

  .ةدیدجـ نـتـائـج عـلى الـحـصـول و خـصـائـصھ و دالـعـمـو دأبـعـا

  

  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

  

 
 

RESUMÉ 

 

Les colonnes à garnissage trouvent une large application comme contacteur pour systèmes 

liquide-liquide, telle les processus d'extraction par solvant. Dans la littérature, la modélisation de ce 

type d'équipement a reçu moins d'attention en comparaison avec les systèmes à étages. 

Le coefficient de transfert de masse est un paramètre clé dans l’étude et la modélisation de ce type de 

colonne, les phénomènes interfaciales rendent l’estimation de ce paramètre difficile même à l’échelle 

pilote et pour systèmes à goutte unique. Ce sujet a fait l’objet de beaucoup de travaux de recherche et 

le nombre de corrélations et théories qui ont été proposées par différents travaux compliquent encore 

plus le choix du modèle à utiliser pour chaque phase. 

Dans la première partie de ce présent travail nous nous sommes intéressé au calcul du 

coefficient de transfert de matière en comparant les modèles existants et en proposant de nouvelles 

corrélations comme résultat des différents travaux couvrant un large intervalle d’utilisation. Les 

modèles sont ensuite adaptés au cas des colonnes d’extraction à garnissage. Les résultats obtenus sont 

satisfaisants pour les deux cas de systèmes : à goutte unique et en colonnes. 

En deuxième partie un modèle mathématique de simulation de colonne a été développé en utilisant la 

méthode des éléments finis et en adoptant le modèle de remélange axial (backmixing). Des profils de 

concentration sont obtenus le long de la colonne : profil axial en prenant en compte la dispersion 

axiale en régime permanent et transitoire, profil bidimensionnel avec dispersion dans les deux 

directions radiale et axiale, le modèle utilise les paramètres hydrodynamiques et de transfert de 

matière obtenus dans la première partie. 

Trois systèmes standards recommandés par la fédération européenne de génie chimique: 

toluène /acétone /eau , butylacétate/acétone/eau et n butanol/acide succinique/eau, ont été utilisés pour 

valider les résultats obtenus dans la première étude hydrodynamique et de transfert de matière. Les 

résultats donnés, sont proches de ceux de l’expérimental dans le cas de système à goutte unique et 

aussi pour colonne à garnissage. 

          Dans chaque partie, des programmes ont été développés et qui offrent la possibilité de changer 

les données d’entrée, à savoir les propriétés physiques des deux phases ainsi que les propriétés du 

garnissage et les dimensions de la colonne. 

 

Mots clés : Extraction; Transfert de matière; Goutte; Phase dispersée; Continue; Coefficient de 

transfert, modélisation des colonnes garnies; mélange axial 



 

  

ABSTRACT 
 
 
 
 

The packed columns find a large application like contactor for liquid-liquid systems 
such process of solvent extraction. In the literature, the modeling of this type of equipment 
received less attention in comparison with the stage systems.  
The mass transfer coefficient is a key parameter in the study and the modeling of this type of 
column. The interfacial phenomena return the estimate of this parameter so difficult even on 
a pilot scale and for the single drop systems. This was the subject of many research tasks and 
the number of correlations and theories which were proposed by various work complicate 
even more the choice of the model to be used for each phase with an aim of a good estimate 
of the global mass transfer coefficient, more especially as for the same system the difference 
between the values given by various models is sometimes very significant.   
In the first part of this present work we were interested in calculation of the mass transfer 
coefficient by comparing the existing models and by proposing new correlations like result of 
various work and covering a broad interval of use. The models are then adapted to the case of 
the packed columns of extraction and the results are satisfactory for the two cases of systems: 
with single drop and in columns.  
In second part a mathematical model of simulation of column was developed by using the 
finite element method by adopting the backmixing model and concentration profiles are 
obtained along the column: axial profile by taking of account axial dispersion in steady and 
transitory operation and two-dimensional profile with dispersion in the two directions radial 
and axial, the model uses the hydrodynamic the mass transfer parameters obtained in the first 
part.  
A standard system recommended by European federation of chemical engineering: 
toluene/acetone/water, butyle acetate/acetone/water and n butanol / succinic acid / water, 
where the dispersed phase is injected in the form of drops, were used to validate the results 
obtained in the first hydrodynamic and mass transfer study and also to validate the 
mathematical model, the results given are close to those experimentally obtained in the case 
of single drop system and also for packed column.  
In each part, programs were developed and which make possible to change the data input, 
namely the physical properties of the two phases as well as the properties of the packing and 
dimensions of the column. 
 
Key words : Extraction; Mass transfer ; Drop; Dispersed phase ; Continuous phase ; transfer 
coefficient, packed column modelisation ; axial mixing 
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Résumé 

 Un modèle numérique utilisant la méthode 

numérique des éléments finis a été développé afin de 

simuler des profiles de concentration le long d’une 

colonne d’extraction liquide-liquide à garnissage. Le 

modèle utilise la méthode de Galerkine pour la 

formulation des matrices et vecteurs caractéristiques, le 

polynôme d’interpolation de Lagrange et offre la 

possibilité d’augmenter le nombre d’éléments afin de 

tester l’exactitude de la méthode. 

 L’étude traite le problème unidimensionnel avec et 
sans dispersion dans le cas permanent et transitoire ainsi 
que le problème bidimensionnel pour vérifier l’effet de la 
dispersion radiale sur le profile axiale de la 
concentration le long de la colonne. 
 

Mots clés : Modélisation des colonnes, colonnes à garnissage, dispersion, extraction liquide-
liquide, méthode des éléments finis. 
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Résumé 

Il existe plusieurs théories qui permettent de calculer le coefficient de transfert individuel 

et chacune a un domaine d’application bien précis qui dépend de la nature de la phase : 

continue ou dispersée et de la taille des gouttes dans le cas d’une phase dispersée. Chaque 

théorie est fondée sur un mode de transfert différent, pour la phase dispersée il dépend 

essentiellement du comportement des gouttes, qui est directement lié a leur taille. Cependant 

une estimation précise du coefficient de transfert global dépendra du choix de la théorie a 

utiliser afin de calculer le coefficient individuel côté phase continue et celui de la phase 

dispersée. Dans ce présent travail nous avons proposé plusieurs combinaisons pour le calcul 

du coefficient global pour deux systèmes différents : Acétone/ toluène/ eau et n-butanol/ 

acide succénique/ eau, dont le premier se disperse en gouttes de taille relativement grande et 

le deuxième en petites gouttes. 

 

 

 

 

Mots clés : Extraction; Transfert de matière; Goutte; Phase dispersée; Continue; 

Coefficient de transfert, modélisation des colonnes garnies 
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Abstract 

A large number of theories are reported in the literature for the calculation of 

individual mass transfer coefficients and each has a well defined application range, 

which depends on the nature of the phase and the transfer mode which depends 

essentially on the drop behaviour. The reliability of the design of any liquid-liquid 

extraction equipment depends upon the accuracy of the correlation chosen for the 

calculation of the coefficient; the designer is very often faced with the problem of 

choosing the most appropriate one. In the present work, different correlations for 

the calculation of the Sherwood number for the continuous phase are compared and 

new correlations are developed numerically for rigid drops, circulating and 

oscillating drops in single drops systems. For liquid-liquid extraction packed 

columns, a correlation is obtained which combined the different transfer mode. The 

values of the individual mass transfer coefficients in the continuous phase were 

correlated and expressed in the form of criterial equation: Shc= A ReB PecC . The 

values calculated by these correlations are very close to the values using the 

adequate correlation chosen from a large number of those proposed in the 

literature. 
 

 

Keywords: Mass transfer coefficient, Liquid-liquid extraction, Sherwood number, 

continuous phase mass transfer 
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