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INTRODUCTION
Le terme "problème mal posé" est connu depuis le 20 ième siècle. La phy-

sique mathématique a longtemps ignoré les problèmes mal posés, les considé-
rant soit dénués de sens physique, soit re�étant une modélisation inadéquate,
mais actuellement c�est une autre chose, ils sont appliqués dans de nombreux
domaines.
La notion a été introduite par Hadamard qui a de�ni pour la premiere fois

la notion de probléme bien posé s�il satisfait les trois conditions suivantes :
-l�existence d�une solution
-l�unicité de la solution
-la stabilité de la solution ( la dépendance continue de la solution par

rapport aux données ).
Un problème est dit mal posé si une ou plusieurs de ces conditions ne

sont pas satisfaites.
Ce travail est composé de trois chapitres et est initié d�une introduction

générale.
Le premier chapitre est composé de deux parties :
Dans la première partie nous considérons le problème :�

ut + Au = 0 0 < t < T

ku(T )� fk � "

avec ku (0)k � E où A est un opérateur linéaire, positif, non borné et
auto adjoint, E > " > 0.
Ce problème est régularisé par :�

ut + Au = 0 0 < t < T

�u (0) + u(T ) = f

Dans la deuxième partie, on étudie la méthode de la valeur quasi limite où
on montre que le problème approché est bien posé et que sa solution converge
si le problème original admet une solution classique.
Le deuxième chapitre est consacré à la régularisation d�un problème mal

posé pour une equation di¤erentielle operationnelle du second ordre à coef-
�cient operatoriel A non borné, positif et auto adjoint. Plus exactement on
considère le probléme suivant :�

u00 + Au = 0 0 < t < T

u(0) = 0; u(T ) = u0

Au troisiéme chapitre on géneralise l�étude faite au chapitre précedent au
cas ou le coe¢ cient opératoriel est à spectre continu.
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Chapitre 1

Regularisation d�un probleme
parabolique retrograde de
premier ordre
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1.1 La méthode de la valeur bornée non lo-
cale

1.1.1 Introduction

Soit H un espace de Hilbert avec le produit scalaire (:; :) et la norme
k:k. Soit A : D (A) � H ! H un opérateur auto adjoint sur H tel que �A
est un générateur d�un semi groupe compact de contraction sur H:
Soit " < E des nombres positifs.Pour un nombre positif T , on considère

le problème de trouver une fonction u : [0; T ]! H telle que�
ut + Au = 0 t 2 ]0; T [
ku (T )� fk � " f 2 H (1.1)

avec
u (0) � E (1.2)

On suppose que A admet une base propre orthonormale f�igi�1dans H,
associée avec les valeurs propres f�igi�1tel que :

0 < �1 < �2 < :::et lim
i!+1

�i = +1

Le problème (1.1) est mal posé, pour le régulariser il existe des méthodes :
la méthode de quasi-reversibilité, la méthode des equations de Sobolev, la
méthode de perturbation de l�equation, la régularisation de Tikhonov. La
méthode de la valeur bornée non locale où Clark et Oppenheimer [7] ont
régularisé le problème (1.1)-(1.2) par la méthode de la valeur bornée non
locale : �

ut + Au = 0 t 2 ]0; T [
�u (0) + u (T ) = f � > 0

(1.3)

Denche et Bessila approchent le problème par :�
ut + Au = 0 t 2 ]0; T [

��ut (0) + u (T ) = f � > 0
(1.4)

Notation 1 X
n�1
�2�n (u (0) ;�n)

2 � E21 E1; � > 0 (1.5)

X
n�1
e2��n (u (0) ;�n)

2 � E22 E2 > 0 (1.6)

3



Notation 2 On note la solution de (1.1)-(1.2) par u (t) et la solution de
(1.3)par v (t) .

De�nition 1 Une fonction

v : [0; T ]! H

est appelée une solution classique de (1.3) si v (t) 2 D (A) 8t 2 ]0; T [
et v 2 C1 ((0; T ) ; H)\C ((0; T ) ; H), et satisfaite vt+Av = 0 8t 2 ]0; T [

et �v (0) + v (T ) = f .

Théorème 3

kv(t)� u(t)k � Q (t; �)
�
�

t
T�1 "+ �

t
T E
�
;8t 2 [0; T ] (1.7)

si on choisit � = "
E
; alors

kv(t)� u(t)k � 2Q
�
t;
"

E

�
"
t
T E1�

t
T , 8t 2 [0; T ] (1.8)

où
Q (t; �) = min fH (t; �) ; K(t)g ; 8t 2 [0; T ]

H (t; �) =

vuut� t
T

� t
T �

1� t

T

�1� t
T p
2�+ 1

� t
T 2 (0; 1) 8t 2 ]0; T [

H (0) = 1; H (T ) =
1p
2�+ 1

K(t) :=

�
t

T

� t
T �

1� t

T

�1� t
T

2 (0; 1) 8t 2 ]0; T [

K(0) = K(T ) = 1

Pour démontrer le théorème précédent on a besoin des lemmes suivants :

Lemme 1 Si v(t) est une solution de (1.3) alors

kfk2 � �2 kv(0)k2 + (2�+ 1) kv(T )k2

4



Démonstration. on a

f = �v(0) + v(T )

kfk2 = k�v(0) + v(T )k2

= �2 kv(0)k2 + kv(T )k2 + 2� (v(0); v(T )) (1.9)

soit
h (t) = (v(t); v(T � t)) 8t 2 [0; T ]

h0 (t) = (v0(t); v(T � t)) + (v(t);�v0(T � t))
= (v0(t); v(T � t))� (v(t);�Av(T � t))
= (�Av(t); v(T � t)) + (v(t); Av(T � t))
= � (v(t); Av(T � t)) + (v(t); Av(T � t))

= 0

donc
h0 (t) = 0 8t 2 ]0; T [

on a ]0; T [ un intervalle convexe dans R2; alors h (t) = c; 8t 2 [0; T ] donc h
est constante.

h (0) = h

�
T

2

�
, (v(0); v(T )) =

�
v(
T

2
); v(

T

2
)

�
alors

(v(0); v(T )) =

v(T2 )
2

soit
g(t) = kv(t)k2 =) g0(t) = 2 (v0(t); v(t))

= �2 (Av(t); v(t)) � 0 8t 2 ]0; T [
donc g est décroissante .

T

2
� T =) g

�
T

2

�
� g (T ),

�
v(
T

2
); v(

T

2
)

�
� kv(T )k2

selon (2.3) on obtient :

kfk2 � �2 kv(0)k2 + kv(T )k2 + 2� kv(T )k2

� �2 kv(0)k2 + (2�+ 1) kv(T )k2
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Lemme 2 Si x � 0; y � 0; q > 0

x+ qy � (1 + q)x
1

1+q y
q

1+q

Lemme 3 Si v(t) une solution de (1.3) , alors

kv(t)k � H (t; �)� t
T
�1 kfk 8t 2 [0; T ]

Démonstration. Par les lemmes précédents et en posant :

x = (2�+ 1) kv(T )k2

q =

�
1� t

T

�
=
t

T

y =
t
T�

1� t
T

�
�2 kv(0)k2

kfk2 � x+ qy � (1 + q)x
1

1+q y
q

1+q

on a

1 + q = 1 +
1� t

T
t
T

=) 1 + q =
T

t

=) 1

1 + q
=
t

T
;
q

1 + q
=
T � t
t

kfk2 � T

t
x

t
T y

T�t
t � T

t

�
(2�+ 1) kv(T )k2

� t
T

�
t

T
=

�
1� t

T

�
�2 kv(0)k2

�T�t
t

kfk2 �
�

1

H (t; �)
�1�

t
T kv(T )k

t
T kv(0)k1�

t
T

�2
kfk � 1

H (t; �)
�1�

t
T kv(T )k

t
T kv(0)k1�

t
T

par la méthode de" log-convexity " on a :

kv(T )k
t
T kv(0)k1�

t
T � kv(t)k 8t 2 [0; T ]

on trouve :
kfk � 1

H (t; �)
�1�

t
T kv(t)k

alors
kv(t)k � H (t; �)� t

T
�1 kfk 8t 2 [0; T ]
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Notation 4 soit w la solution de�
wt + Aw = 0 8t 2 ]0; T [
�w (0) + w (T ) = u (T )

Lemme 4

kv (t)� w (t)k � H (t; �)� t
T
�1" 8t 2 [0; T ]

Démonstration. Soit


 (t) = v (t)� w (t) 8t 2 [0; T ]


 (t) est la solution de problème :�

t + A
 = 0 8t 2 ]0; T [
�
 (0) + 
 (T ) = f � u (T )

selon le lemme précédent on a :

kf � u (T )k � 1

H (t; �)
�1�

t
T kv(t)k

t
T kv(0)k1�

t
T

k
 (t)k � H (t; �)� t
T
�1 kf � u (T )k

kv (t)� w (t)k � H (t; �)� t
T
�1 kf � u (T )k

si kf � u (T )k � " donc

kv (t)� w (t)k � H (t; �)� t
T
�1" 8t 2 [0; T ]

Lemme 5

kw (t)� u (t)k � H (t; �)� t
T E 8t 2 [0; T ]

Démonstration. Soit

z (t) := u (t)� w (t) 8t 2 [0; T ]

alors
�z (0) + z (T ) = �u (0)

car
�z (0) + z (T ) = � (u (0)� w (0)) + u (T )� w (T )

7



= �u (0) + u (T )� (w (0) + w (T ))
= �u (0) + u (T )� u (T )

= �u (0)

z (t) est la solution de problème :�
zt + Az = 0 8t 2 ]0; T [
�z (0) + z (T ) = �u (0)

En utilisant le lemme (1.7) on obtient :

kz (t)k � H (t; �)� t
T
�1 k�u (0)k

� H (t; �)� t
T E 8t 2 [0; T ]

Remarque 5 Sachant que 8t 2 [0; T ]

u(t) =
X
n�1
e(T�t)�n (u(T );�n) �n (1.10)

v(t) =
X
n�1

e�t�n

�+ e��nT
(f;�n) �n (1.11)

w (t) =
X
n�1

e�t�n

�+ e��nT
(u(T );�n) �n (1.12)

Lemme 6 Si v (t) est une solution de (1.3), alors

kv(t)k � K (t)� t
T
�1 kfk 8t 2 [0; T ]

Démonstration. La représentation (1.11) implique que

kv(0)k � 1

�
kfk

car

kv(0)k =


X
n�1

1

�+ e��nT
(f;�n)

n�1

�n


�
X
n�1

1

�
(f;�n) �n

 = 1

�

X
n�1

(f;�n) �n
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alors
kv(0)k � 1

�
kfk

kv(T )k � kfk
car

kv(T )k =
X
n�1

e��nT

�+ e��nT
(f;�n) �n


�
X
n�1

e��nT

e��nT
(f;�n) �n

 =
X
n�1

(f;�n) �n


alors

kv(T )k � kfk
Maintenant pour t 2 ]0; T [, on applique le deuxième lemme avec

x = �
t
T

y =
1� t

T
t
T

�
t
T
�1e��nT

q =
t
T

1� t
T

=
t

T � t
on obtient

�
t
T + �

t
T
�1e��nT � (q + 1) x

1
1+q y

q
1+q

=

�
1

1� t
T

��
1� t

T
t
T

� t
T

e��nt

=
1�

1� t
T

�1� t
T
�
t
T

� t
T

e��nt

=
1

K (t)
e��nt

e��nt

�+ e��nT
� K (t)� t

T
�1 8t 2 [0; T ]

donc
kv(t)k � K (t)� t

T
�1 kfk 8t 2 [0; T ]

Lemme 7
kv (t)� w (t)k � K (t)� t

T
�1" 8t 2 [0; T ]

9



Lemme 8
ku (t)� w (t)k � K (t)� t

T E 8t 2 [0; T ]

Démonstration. On a

ku (t)� w (t)k2 =
X
n�1

�
e�n(T�t) � e��nt

�+ e��nT

�2
(u (t) ;�n)

2

= �2
X
n�1

�
e��nt

�+ e��nT

�2
e2�nT (u (t) ;�n)

2

� �2
X
n�1

�
K (t)�

t
T
�1
�2
e2�nT (u (t) ;�n)

2

�
�
K (t)�

t
T

�2X
n�1
e2�nT (u (t) ;�n)

2

�
�
K (t)�

t
T

�2
ku(0)k2 �

�
K (t)�

t
T ku(0)k

�2
donc

ku (t)� w (t)k � K (t)� t
T E 8t 2 [0; T ]

Remarque 6
2Q (t; �) 2 [1 ; 2] 8t 2 [0; T ]

2Q

�
T

2
; �

�
� 2K

�
T

2

�
= 1

Q (t; �) = min fH (t; �) ; K (t)g 8t 2 [0; T ]

Q

�
T

2
; �

�
= min

t2[0;T ]

�
H

�
T

2
; �

�
; K

�
T

2

��
2Q

�
T

2
; �

�
� 2H (t; �) � 2 1p

2�+ 1
< 2

L�erreur trouvée pour identi�er u (t) sous les propositions (1.1)-(1.2) est don-
née par :

w (t) = "
t
T E1�

t
T

Si on choisit � = "
E

1� t
T
t
T

, 8t 2 ]0; T [ Le théorème (1) ne donne aucune

information sur la stabilité de la solution en t = 0 et la condition (1.2)
est faible. Pour bien comprendre cela on suppose (1.5) ou (1.6).On va voir
que par ces conditions, l�estimation de la stabilité de type logarithmique et
Hölder en t = 0 sont respectivement garanties.
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Démonstration.On suppose queA admet une base propre orthonormale
f�igi�1dans H, associés avec les valeurs propres f�igi�1 telles que :

0 < �1 < �2 < :::et lim�i
i!+1

= +1

avec � = �2 := "
E

1� t
T
t
T

; on obtient

kv (t)� u (t)k � Q (t; �2)
�
�

t
T
�1

2 "+ �
t
T
2 E
�

� K (t)
�
�

t
T
�1

2 "+ �
t
T
2 E
�

= K (t)

 
"
t
T E1�

t
T

�
1� t

T
t
T

� t
T
�1

+ "
t
T E1�

t
T

�
1� t

T
t
T

� t
T

!

= K (t) "
t
T E1�

t
T

�
1� t

T
t
T

� t
T

"�
1� t

T
t
T

��1
+ 1

#

= K (t) "
t
T E1�

t
T

�
1� t

T
t
T

� t
T
�

1

1� t
T

�

= K (t) "
t
T E1�

t
T

�
1
t
T

� �
1� t

T

� t
T

1� t
T

= K (t) "
t
T E1�

t
T

1�
t
T

� t
T
�
1� t

T

�1� t
T

� K (t) " t
T E1�

t
T

1

K (t)

alors
kv (t)� u (t)k � " t

T E1�
t
T

Théorème 7 On suppose que (1.5) est véri�ée, alors 8t 2 [0; T ] :

ku (t)� v (t)k � Q (t; �)� t
T
�1"+ �

t
T

0BB@ T

ln

��
T�1e
�(t)

��(t)
=�

�
1CCA
�

C (t)
t
T
�1E1
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si

0 < � <

�
T�1
� (t)

��(t)
et

ku (t)� v (t)k � Q (t; �)� t
T
�1"+ �

 
eT�1

�
�(t)
1 C (t)

!1� t
T

E1

si

� �
�
T�1
� (t)

��(t)
où

� (t) =
�T

T � t ;8t 2 [0; T )

et

C (t) =

�
1 si 0 < � (t) < 1
21��(t) si � (t) � 1

si on choisit � = �0 := "1��

E1
où 0 < � < 1. Alors 8t 2 [0; T ) : si 0 < �0 <�

T�1
�(t)

��(t)
ku (t)� v (t)k �8>><>>:"

t
T E1�

t
T

1

8>><>>:Q(t; �0)"�(1�
t
T
) + "��

t
T

0BB@ T

ln

��
T�1e
�(t)

��(t)
E1="1��

�
1CCA
�

C (t)
t
T
�1

9>>=>>;
(1.13)

si �0 �
�
T�1
�(t)

��(t)
ku (t)� v (t)k �

"
t
T E1�

t
T

1

8<:Q(t; �0)"�(1� t
T
) + "1���

t
T

 
e�;T

�
�(E)
1 C (t)

!1� t
T

E
t
T
�1

1

9=; (1.14)

Démonstration. Selon les représentations (1.10) et (1.12) on a

ku(t)� w(t)k2 =
X
n>1
(e(T�t)�n � e��nt

�+ e��nT
)(u(T );�n)�n


2

=

X
n>1
(
�e(T�t)�n + e��nT+(T�t)�n � e��nt

�+ e��nT
)(u(T );�n)�n


2
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=

X
n>1
(
�e(T�t)�n + e��nt � e��nt

�+ e��nT
)(u(T );�n)�n


2

=

X
n>1

�e(T�t)�n

�+ e��nT
(u(0);�n)�n


2

=
X
n>1

�
�e(T�t)�n

�+ e��nT

�2
j(u(0);�n)j2

= �
2t
T

X
n>1

e�2�nt

(�+ e��nT )
2t
T

�
�

�+ e��nT

�2(1� t
T )
j(u(0);�n)j2

� � 2t
T

X
n>1

�
�

�+ e��nT

�2(1� t
T )
j(u(0);�n)j2

= �
2t
T

X
n>1

 
�

��
�T
T�t
n + �

�T
T�t
n e��nT

!2(1� t
T )

�2�n j(u(0);�n)j
2 (1.15)

si � (t) = �T
T�t � 1; on a

���(t)n + ��(t)n e��nT =
�
�

1
�(t)�n

��(t)
+
�
�1e

��nT
�(t)

��(t)

� 2
 
�

1
�(t)�n + �1e

��nT
�(t)

2

!�(t)

= 21�
�(t)
�
�

1
�(t)�n + �1e

��nT
�(t)

��(t)
si 0 < � (t) < 1

��(t)n + ��(t)n e��nT =
�
�

1
�(t)�n

��(t)
+
�
�1e

��nT
�(t)

��(t)
� ��(t)n + ��(t)n e��nT =

�
�

1
�(t)�n + �1e

��nT
�(t)

��(t)
C (t) =

�
1 si 0 < � (t) < 1

21��(t) si � (t) = �T
T�t � 1

on obtient

���(t)n + ��(t)n e��nT � C (t)
�
�

1
�(t)�n + �1e

��nT
�(t)

��(t)
(1.16)
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soit
g (�) =

�
�

1
�(t)�+ �1e

��nT
�(t)

��1
g0 (�) =

�
�
�

1
�(t)�+ �1e

��nT
�(t)

�0
�
�

1
�(t)�+ �1e

��nT
�(t)

�2
=
��

1
�(t) + T

�(t)
�1e

��T
�(t)�

�
1

�(t)�+ �1e
��nT
�(t)

�2
g0 (�) = 0, ��

1
�(t) +

T

� (t)
�1e

��T
�(t) = 0

=) �
1

�(t) =
T

� (t)
�1e

��T
�(t)

=) �
1

�(t)� (t)

T�1
= e

��T
�(t)

=) ln

 
�

1
�(t)� (t)

T�1

!
=
��T
� (t)

=) � =
�� (t)
T

ln

 
�

1
�(t)� (t)

T�1

!

=) � =
� (t)

T
ln

 
T�1

�
1

�(t)� (t)

!

=) � =
1

T
ln

 
T�1

�
1

�(t)� (t)

!�(t)

=) � =
1

T
ln

"�
T�1
� (t)

��(t)
=�

#

sup
���1

g (�) � g
 
1

T
ln

"�
T�1
� (t)

��(t)
=�

#!

sup
���1

g (�) �

24� 1
�(t)

 
1

T
ln

"�
T�1
� (t)

��(t)
=�

#!
+ �1e

�T ln
"
(T�1�(t) )

�(t)
=�

#
T�(t)

35�1

14



=
1

�
1

�(t)

�
1
T
ln

��
T�1
�(t)

��(t)
=�

��
+ �1e

�T ln
"
(T�1�(t) )

�(t)
=�

#
T�(t)

=
1

�
1

�(t)

�
1
T
ln

��
T�1
�(t)

��(t)
=�

��
+ �1

��
T�1
�(t)

��(t)
=�

� �1
�(t)

=
1

�
1

�(t)

�
1
T
ln

��
T�1
�(t)

��(t)
=�

��
+ �1

�
T�1
�(t)

��1
=�

�1
�(t)

=
1

�
1

�(t)

�
1
T
ln

��
T�1
�(t)

��(t)
=�

��
+ �1

�(t)
T�1
�

1
�(t)

=
1

�
1

�(t)

�
1
T
ln

��
T�1
�(t)

��(t)
=�

��
+ �(t)

T
�

1
�(t)

=
1

�
1

�(t)

�
1
T
ln

��
T�1
�(t)

��(t)
=�

�
+ �(t)

T

�
=

T

�
1

�(t)

�
ln

��
T�1
�(t)

��(t)
=�

�
+ � (t)

�
=

T

�
1

�(t)

�
ln

��
T�1
�(t)

��(t)
=�

�
+ ln e�(t)

�

=
T

�
1

�(t) ln

��
T�1e
�(t)

��(t)
=�

� si 0 < � <
�
T�1
� (t)

��(t)
(1.17)

et

sup
���1

g (�) = g (�1) <
�
�1e

�T�1
�(t)

��1
=
e
T�1
�(t)

�1
si � �

�
T�1
� (t)

��(t)
(1.18)
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d�après (1.15), (1.17) et (1.18) on obtient :

ku (t)� w (t)k �

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

�
t
T

 
T

ln

�
(T�1e�(t) )

�(t)
=�

�
!�(t)(1� t

T )

C (t)
t
T
�1E1

si 0 < � <
�
T�1
�(t)

��(t)
�

�
eT�1

�
�(t)
1 C(t)

�1� t
T

E1 si � �
�
T�1
�(t)

��(t)
(1.19)

par un lemme précédent et l�equation (1.19) et l�inégalité triangulaire on
obtient :

ku (t)� v (t)k = ku (t)� w (t) + w (t)� v (t)k
� ku (t)� w (t)k+ kw (t)� v (t)k

� � t
T

0BB@ T

ln

��
T�1e
�(t)

��(t)
=�

�
1CCA
�(t)(1� t

T )

C (t)
t
T
�1E1 +H (t; �)�

t
T
�1"

� (t) =
�T

T � t ) � (t)

�
1� t

T

�
=
�T
�
1� t

T

�
T � t = �

si

0 < � <

�
T�1
� (t)

��(t)

ku (t)� v (t)k � � t
T

0BB@ T

ln

��
T�1e
�(t)

��(t)
=�

�
1CCA
�

C (t)
t
T
�1E1 +Q (t; �)�

t
T
�1"

et

� �
�
T�1
� (t)

��(t)

ku (t)� v (t)k � ��
 

eT�1

�
�(t)
1 C (t)

!1� t
T

E1 +Q (t; �)�
t
T
�1"

et si � = �0 = "1��

E1
on obtient le théorème.
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Remarque 8

lim
"!0+

ln
�
E1
"

�
ln

��
T�1e
�(t)

��(t)
E1="1��

� = 1

1� �

d�après (1.13)-(1.14) avec � = �0; " > 0;9C1 constant positif tel que :

ku (t)� v (t)k � C1e(1��)t=TE
1� t

T
1

�
1

T
ln

�
E1
"

����
8t 2 [0; T [

et pour (1.13)-(1.14) en t = 0, on a :

ku (0)� v (0)k �

�E1
8<:"� +

 
T

ln

�
(T�1e� )

�(t)
E1="1��

�
!�
C (0)�1

9=; si 0 < �0 <
�
T�1
�

��
E1

n
"� + "1��

�
e�1T

��1C(0)

�
E�11

o
si �0 �

�
T�1
�

��
soit C =

�
T
1��
��
C (0)�1E1 et on suppose que

�
T�1e
�

��
E1 � 1; alors

ln

 �
T�1e

�

��
E1="

1��

!
= ln

 �
T�1e

�

��
E1

!
+ ln

1

"1��

� ln 1

"1��
= (1� �) ln 1

"

ku (0)� v (0)k �

8><>:
E1"C

�
ln 1

"

���
si 0 < �0 <

�
T�1
�

��
E1"

� + "1�� eT�1

��1C(0)
si �0 �

�
T�1
�

��
si � = 1, on a l�estimation de l�erreur en t = 0 comme montré dans Denche
et Bessila [9].

Remarque 9 si � est donnée, on suppose que � = "
E1

�
1
T
ln E1

"

��
, alors pour

" > 0;il existe C2 > 0 tel que :

kv (t)� u (t)k � C2"
t
T E

1� t
T

1

�
1

T
ln
E1
"

���(T�t)=T
8t 2 [0; T [
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Remarque 10 Pour identi�er u (t) sous la proposition (1.1)-(1.5) l�erreur

va être d�ordre "
t
T E

1� t
T

1

�
1
T
ln E1

"

���(T�t)=T
(1 + o (1)). Si on suppose le para-

mètre de la régularisation � = "
E1

�
1
T
ln E1

"

��+�
pour � > 0, alors

ku (0)� v (0)k � E1
�
1

T
ln
E1
"

���
(1 + o (1)) (1.20)

si � := 1� 1
T

1
T

"
E1

�
1
T
ln E1

"

���
, alors

kv (t)� u (t)k � " t
T E

1� t
T

1

�
1

T
ln
E1
"

���(T�t)=T
(1 + o (1)) (1.21)

Démonstration. si 0 < � � 1 en utilisant le théorème (2), on a

ku (0)� v (0)k � "

�
+

 
T

ln
�
C
�

�!� E1 (1.22)

où C =
�
T�1e
�

��
, si on choisit � = "

E1

�
1
T
ln E1

"

��+�
; alors

"

�
= E1

�
1

T
ln
E1
"

��� �
1

T
ln
E1
"

���
= E1

�
1

T
ln
E1
"

���
o (1) ,"! 0

(1.23)
tant que

lim
"!0+

�
1

T
ln
E1
"

���
= 0

"! 0;

 
T

ln
�
C
�

�!� E1 =
0@ T

ln
�
C E1

"

�
1
T
ln E1

"

��(�+�)�
1A�

E1

= E1

�
1

T
ln
E1
"

���  ln E1
"

ln E1
"
+ lnC � (� + �) ln

�
1
T
ln E1

"

�!�

= E1

�
1

T
ln
E1
"

���
(1 + o (1)) (1.24)

on a

lim
"!0+

ln E1
"

ln E1
"
+ lnC � (� + �) ln

�
1
T
ln E1

"

� = 1
18



selon (1.22)-(1.23) et (1.24) on obtient

ku (0)� v (0)k � E1
�
1

T
ln
E1
"

���
(1 + o (1))

si � > 1

kw (0)� u (0)k2 �
�
sup
x>0
g� (x)

�2X
n�1
�2�n (u (0) ;�n)

2

�
�
sup
x>0
g� (x)

�2
E21 (1.25)

où
g� (x) :=

�

�x� + ��1e
�xT

, x > 0

g0� (x) =
��2�x��1 + �T��1e�xT�

�x� + ��1e
�xT
�2

g0� (x) = 0 =) ��2�x��1 + �T��1e�xT = 0

=) e�xT =
��x��1

T��1
(1.26)

si � > 1, il existe une solution unique x� de (1.26)

sup
x>0
g� (x) = g� (x�) =

�

�x�� + �
�
1e
�x�T

<

�
1

x�

��
(1.27)

� > 0, on utilise (1.26) , on trouve que si �! 0;alors x� ! +1

lim
�!0+

ln (T=�)

x�T
= 1 (1.28)

selon le lemme 7 et l�inégalité triangulaire ,(1.25) et(1.27) :

ku (0)� v (0)k � "

�
+

�
1

x�

��
E1

=
"

�
+

�
T

ln (T=�)

��
E1

�
ln (T=�)

x�T

��
(1.29)
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avec � = "
E1

�
1
T
ln E1

"

��+�
; "! 0

"

�
= E1

�
1

T
ln
E1
"

��� �
1

T
ln
E1
"

���
= E1

�
1

T
ln
E1
"

���
o (1) (1.30)

si on a :

lim
"!0+

�
1

T
ln
E1
"

���
= 0

on trouve : �
T

ln (T=�)

��
E1

�
ln (T=�)

x�T

��
=

= E1

�
1

T
ln
E1
"

���  ln E1
"

ln E1
"
+ lnT � (� + �) ln

�
1
T
ln E1

"

�!� � ln (T=�)
x�T

��
= E1

�
1

T
ln
E1
"

���
(1 + o (1)) (1.31)

si

lim
"!0+

ln E1
"

ln E1
"
+ lnT � (� + �) ln

�
1
T
ln E1

"

� = 1
et par (1.28)

lim
"!0+

ln (T=�)

x�T
= lim

�!0+
ln (T=�)

x�T
= 1

selon (1.29) et (1.30) on obtient(1.20). Maintenant, on va démontrer (1.21)
on a :

ku (t)� w (t)k � K (t)� t
T

�
T

ln 1
�

�
E11 + o (1) (1.32)

par le lemme 7, l�inégalité triangulaire et (1.32) on obtient :

ku (t)� v (t)k � K (t)� t
T
�1"+K (t)�

t
T

�
T

ln 1
�

��
1 + o (1) :

En choisissant � = "
E
1�t=T
t=T

�
1
T
ln E1

"

��
; on obtient 1.21.

Théorème 11 On suppose (1.6), alors 8t 2 [0; T [ :

ku (t)� v (t)k �
�
Q (t; �)�

t
T
�1"+ �(t+�)=TE2 si 0 < � < T � t

Q (t; �)�
t
T
�1"+ �E2 si � � T � t

(1.33)
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si � = �1 := "1��

E2
pour 0 < � < 1; alors 8t 2 [0; T [

ku (t)� v (t)k �
� "

t
T E1�

t
T

2

�
Q(t; �1)"

�(1� t
T
) + "(�(1��)��t)=TE

t
T
�1

2

�
si 0 < � < T � t

"
t
T E1�

t
T

2

�
Q(t; �1)"

�(1� t
T
) + "(1�

t
T
��)=TE

t
T
�1

2

�
si � � T � t

(1.34)

Démonstration. On a

�2
t
T

X
n>1

�
�

�+ e�T�n

�2(1� t
T
)

(u (0) ;�n)
2 =

= �2
t
T

X
n>1

�
�

�+ e�T�n

�2(1� t
T
)

(u (0) ;�n)
2

où pn(t) = e
��nT=(T�t);8t 2 [0; T [

1/ si � � T � t alors

pn(t)e
��nT = e

�
nT (

�
T�t�1) > 1

ku(t)� !(t)k2 � � 2t
T

X
n�1
(

�

�pn(t) + 1
)2(1�

t
T
)e2��n(u(0); 'n)

2

� � 2t
T �2(1�

t
T
)
X
n�1
e2��n(u(0); 'n)

2

� �2:E22
donc

ku(t)� !(t)k � �E2
2/ si 0 < � < T � t on applique le lemme 2 avec x = �pn(t); q = �

T�t��

et y = pn(t)e
��nT ( (T�t��)�

), on obtient

x+ qy � (1 + q)x
1

1+q y
q

1+q

� T � t
T � t� �

�
T � t� �

�

� �
T�t

�
T�t��
T�t

�
�

�pn(t) + pn(t)e��nT

�1� t
T

� ��=T
�
T � t� �
T � t

�T�t
T
�

�

T � t� �

��=T
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� ��=T
�
T � t� �
T � t

�T�t
T
�

T � t
T � t� �

��=T �
�

T � t

��=T
� ��=T

�
T � t� �
T � t

�T�t
T
�
T � t� �
T � t

���=T �
�

T � t

��=T
� ��=T

�
T � t� �
T � t

�T�t��
T
�

�

T � t

��=T
< ��=T

ku(t)� !(t)k2 � � 2t
T �2�=TE22

� �
2(t+�)
T E22

ku(t)� !(t)k � �
t+�
T E2 (1.35)

selon les lemmes 4 et 7 avec (1.34) et (1.35) on obtient

ku(t)� v(t)k � ku(t)� !(t)k+ k!(t)� v(t)k

� �E2 +Q (t; �)�
t
T
�1" si � � T � t

ku(t)� v(t)k � Q (t; �)� t
T
�1"+ �

t+�
T E2 si 0 < � < T � t

alors

ku (t)� v (t)k �
�
Q (t; �)�

t
T
�1"+ �(t+�)=TE2 si 0 < � < T � t

Q (t; �)�
t
T
�1"+ �E2 si � � T � t

1.2 Méthode des valeurs quasi-limites

On va présenter quelques méthodes de régularisation des problèmes mal
posés.
Le problème de la valeur �nale dé�ni par :�

u0 (t) + Au (t) = 0; 8t 2 ]0; T [
u (T ) = f

(PV F )

où A est un opérateur positif, auto-adjoint et non borné sur un espace de
Hilbert H, le problème (PVF) est mal posé.

Plusieurs auteurs utilisent di¤érentes approximations pour le régulariser,
par exemple :
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1) Lattes et Lions (1960)[15] ont utilisé la méthode de quasi-réversibilité
et ont remplacé le (PVF) par un problème approximatif et ont utilisé les so-
lutions de ce nouveau problème pour construire les solutions approximatives
de (PVF).
Dans la méthode originale de quasi-réversibilité, Lattes et Lions[15] ont

approché le (PVF) par :�
v0� (t) + Av� (t)� �A2v� (t) = 0 8t 2 ]0; T [

v� (T ) = f

où A est perturbé par A��A2; ensuite ils ont utilisé la valeur initiale v� (0) =
u0 dans le problème :�

u0� (t) + Au� (t) = 0; 8t 2 ]0; T [
u� (0) = v� (0)

En�n, ils ont démontré que u� (T ) converge vers f si � �! 0, la méthode
ne considère pas u (t) pour t < T et l�opérateur transportant f à v� (0) a
une grande norme pour un petit � (d�ordre de e

c
� ):

2) Showalter[20] a approximé le (PVF) par :�
v0� (t) + �Av

0
� (t) + Av� (t) = 0; 8t 2 ]0; T [

v� (T ) = f

Et comme ci dessus, pour chaque � > 0 , il utilise la valeur initiale v� (0) = u0
dans : �

u0� (t) + Au� (t) = 0 8t 2 ]0; T [
u� (0) = v� (0)

Les solutions u� calculées pour approximer la solution u (t) de (PVF) au sens
où u� (T ) converge vers f quand � tend vers zéro. Ainsi que u� (t) converge
vers la solution u (t) de (PVF) si et seulement si cette solution existe, et
l�opérateur transportant f à v� (0) a aussi une grande norme pour un petit
� .
3) Miller [18]aborde le problème de la grande norme par perturbation

optimale de l�opérateur A, il indique qu�il est possible de rendre la norme de
l�ordre c

�
plutôt que e

c
� et tire les conditions sur la perturbation f (A) pour

obtenir les meilleurs résultats possibles.Comme dans les méthodes ci-dessus,
il approche le (PVF) par :�

v0 (t) + f (A) v (t) = 0; 8t 2 ]0; T [
v (T ) = f
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En�n, Showalter [20]par une autre méthode approche le problème :�
u0 (t) + Au (t)�Bu (t) = 0 8t 2 ]0; T [

u (0) = f

par : �
u0 (t) + Au (t)�Bu (t) = 0 8t 2 ]0; T [

u (0) + �u (T ) = f

C�est la méthode de la valeur quasi-limite, et il suggère que cette dérnière
donne une meilleure approximation que les autres types de régularisation.
Dans ce travail, on va utiliser cette méthode pour régulariser (PVF).

1.2.1 Perturbation des conditions �nales.

De�nition 2 On approche le (PVF) par le problème de la valeur quasi-limite
(PVQB) : �

u0 (t) + Au (t) = 0 8t 2 ]0; T [
�u (0) + u (T ) = f

où A est un opérateur positif, auto-adjoint et non borné sur un espace
de Hilbert H séparable tel que �A générateur d�un semi groupe compact de
contraction S (t) :
On suppose que 0 est dans l�ensemble résolvant de A:
Puisque A�1est compact il existe donc une base orthonormale des vecteurs

propres �n; n � 1 dans H associés aux valeurs propres �n et �
�1
n de A�1et

e�t�n de S (t).
Soit u =

P
i�1
ai�i

S (T )u =
X
i�1
e�T�iai�i

et
(S (T )u; u) =

X
i�1
e�T�ia2i � 0

on obtient donc :

k (�I + S (T ))�1 k� 1

�
; � > 0

Le lemme suivant est utile pour montrer l�existence de la solution de
(PVF).
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Lemme 9 Si f =
P
i�1
bi�i , alors le (PVF) a une solution si et seulement siP

i�1
b2i e

2T�i converge

Démonstration. Si
P
i�1
b2i e

2T�i < +1; alors 9 u (t) =
P
i�1
e(T�t)�ibi�i une

solution de (PVF).
Soit u une solution de (PVF);et u (0) 2 H

u =
X
i�1
ai�i (1.36)

On a
S (T )u :=

X
i�1
e�T�i = f =

X
i�1
bi�i

donc e�T�iai = bi ;8i � 1 =) ai = bi e
T�i ;8i � 1:

Comme u (0) 2 H =)k u k2=
P
i�1
a2i < +1 d�après (1.36) alors

X
i�1
b2i e

2T�i < +1:

De�nition 3 On dé�nit u� (t) := S (t) (�I + S (T ))
�1 f , 8f 2 H;8� > 0

et 8t 2 [0; T ] :

Théorème 12 La fonction u� (t) est la solution unique de (PVQB), et dé-
pend continûment de f:

Démonstration. Si (�I + S (T ))�1 f 2 D (A) alors u� est une solution
classique de l�equation di¤erentielle donnée, et

�u� (0) + u� (T ) = f

car

�u� (0) + u� (T ) = � (�I + S (T ))
�1 f + S (T ) (�I + S (T ))�1 f

= (�I + S (T )) (�I + S (T ))�1 f = f

On va démontrer la stabilité de la solution :

k S (t) (�I + S (T ))�1 f1 � S (t) (�I + S (T ))�1 f2 k=

= k S (t) (�I + S (T ))�1 (f1 � f2) k
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� k S (t) kk (�I + S (T ))�1 (f1 � f2) k
� k S (t) kk (�I + S (T ))�1 kk (f1 � f2) k

� 1

�
k (f1 � f2) k 8f1; f2 2 H; 8� > 0

L�unicité découle du fait que toute solution v satisfait v (0) = (�I + S (T ))�1 f
et de l�unicité de la solution du problème direct.
On fait deux observations qui seront utiles plus tard :
1/k u� (t) k� 1

�
k f k car

k u� (t) k=k S (t) (�I + S (T ))�1 f k

� k S (t) kk (�I + S (T ))�1 kk f k

� 1

�
k f k

2/ Si u =
P
i�1
ai�i, alors

(�I + S (T ))u =
X
i�1
(�+ e�T�i)ai�i

et
(�I + S (T ))�1 u =

X
i�1
(�+ e�T�i)�1ai�i

Théorème 13 Pour tout f 2 H et t 2 [0; T ] ; � > 0 on a :

k u� (t) k� �
t�T
T k f k

Démonstration. Si f =
P
i�1
bi�i;on a

k u� (t) k2=k S (t) (�I + S (T ))�1 f k2

=k
X
i�1
e�t�i(�+ e�T�i)�1bi�i k2

=
X
i�1
e�2t�i(�+ e�T�i)�2b2i

�
X
i�1
e�2t�ib2i

h
(�+ e�T�i)

t
T (�+ e�T�i)1�

t
T

i�2
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�
X
i�1
e�2t�ib2i e

2t�i��2(1�
t
T )

�
X
i�1

b2i�
�2(1� t

T )

� ��2(1�
t
T )
X
i�1
b2i

� �2(
t
T
�1) k f k2

�
�
�
t�T
T

�2
k f k2

donc
k u� (t) k2�

�
�
t�T
T

�2
k f k2

Alors
k u� (t) k�

�
�
t�T
T

�
k f k;8f 2 H;� > 0

Théorème 14 Pour tout f dans H; k u� (T )� f k tend vers zéro quand �
tend vers zéro, c�est-à-dire u� (T ) converge vers f dans H:

Démonstration. Si f =
P
i�1
bi�i, alors

k u� (T )� f k2=k u� (T )� �u� (0)� u� (T ) k2=k �u� (0) k2

= �2 k u� (0) k2

= �2 k (�I + S (T ))�1 f k2

= �2 k
X
i�1
(�+ e�T�i)�1bi�i k2

= �2
X
i�1
(�+ e�T�i)�2b2i

Soit " > 0, et on choisit N tel que
+1P
i=N

b2i <
"
2

k u� (T )� f k2=
�2X

i�1
(�+ e�T�i)�2b2i


= �2

N�1X
i=1

(�+ e�T�i)�2b2i + �
2

+1X
i=N

(�+ e�T�i)�2b2i
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= �2
N�1X
i=1

(�+ e�T�i)�2b2i +
"

2

� �2
N�1X
i=1

�
e�T�i

��2
b2i +

"

2

� �2
N�1X
i=1

e2T�ib2i +
"

2

Soit � > 0 tel que

�2 � "

2

"
2

N�1X
i=1

e2T�ib2i

#�1
donc

k u� (T )� f k2�
"

2

"
2
N�1X
i=1

e2T�ib2i

#�1 N�1X
i=1

e2T�ib2i +
"

2

� "

2
+
"

2
= "

Alors
k u� (T )� f k2< " =) u� (T ) !

�!0
f

Théorème 15 8f 2 H; le (PVF) a une solution si et seulement si la suite
(u� (0)) converge dans H;ainsi que (u� (t)) converge uniformement vers u (t)
si �! o:

Démonstration. Est ce qu�il existe une solution de (PVF) ? On considère
que lim

�!0
u� (0) = u0

Soit u (t) = S (t)u0, on a d�après le théorème précédent :

lim
�!0

k u� (t)� u (t) k= lim
�!0

k S (t) u0 � u� (t) k

= lim
�!0

k S (t) u0 � S (t) (�I + S (T ))�1 f k

= lim
�!0

k S (t)
�
u0 � (�I + S (T ))�1 f

�
k

� lim
�!0

k u0 � (�I + S (T ))�1 f k

= lim
�!0

k u0 � u� (0) k= 0 car u� (0)! u0:
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Donc lim
�!0

u� (t) = u (t) et u (t) = S (t)u0 est une solution de (PVF). Alors

il existe une solution de notre problème (PVF). On considère que u (t) est
la solution de(PVF). Soit " > 0 et f =

P
i�1
bi�i. Selon le lemme 1 on a k

u (0) k2=
P
i�1
b2i e

2T�I :On choisit N tel que :

+1X
i=N

b2i e
2T�i <

"

2

Soient � > 0;  > 0,et

k u� (0)� u (0) k2=k (�I + S (T ))�1 f � (I + S (T ))�1 f k2

=k
X
i�1
(�+ e�T�i)�1bi�i �

X
i�1
( + e�T�i)�1bi�i k2

=k
X
i�1
((�+ e�T�i)�1 � ( + e�T�i)�1)bi�i k2

=
X
(

i�1
(�+ e�T�i)�1 � ( + e�T�i)�1)2b2i

=
X
(

i�1

 � �
� + (�+ ) e�T�i + e2T�i

)2b2i

=
X
i�1
( � �)2

�
� + (�+ ) e�T�i + e2T�i

��2
b2i

Soit
( � �)2

�
� + (�+ ) e�T�i + e2T�i

��2
= (�)

k u� (0)� u (0) k2=
NX
i=1

(�)b2i +

+1X
i=N+1

(�)b2i

�
NX
i=1

( � �)2
�
e�2T�i

��2
b2i +

+1X
i=N+1

( � �)2
�
(�+ ) e�T�i

��2
b2i

�
NX
i=1

( � �)2 e4T�ib2i +
+1X

i=N+1

�
 � �
 + �

�2
e2T�ib2i

�
NX
i=1

( � �)2 e4T�ib2i +
+1X

i=N+1

e2T�ib2i
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�
NX
i=1

( � �)2 e4T�ib2i +
"

2

On choisit � � 1 tel que � > � et �2 < "
�
2
NP
i=1

e4T�ib2i

��1
=)  � � < � et

k u� (0)� u (0) k2�
NX
i=1

�2e4T�ib2i +
"

2
:

� "
 

NX
i=1

2e4T�ib2i

!�1 NX
i=1

e4T�ib2i +
"

2

� "

2
+
"

2
= ":

Alors k u� (0) � u (0) k� " =) (u� (0)) est de Cauchy dans Hun espace
complet =) (u� (0)) est convergente dans H. Selon la première partie où
on a trouvé que :

lim
�!0

k u� (t)� u (t) k= lim
�!0

k u0 � u� (0) k

et (u� (0)) est convergente donc lim
�!0

u� (0) = u0 et lim
�!0

u� (0) = u (t). La

convergence simple de (u� (t)) sur la partie [0; T ] qui est une partie compacte
donc (u� (t)) converge uniformement sur [0; T ] :

Théorème 16 Si f =
P
i�1
bi�i est dans H et s�il existe " > 0 tel queP

b2i e
i�1

"�iT est convergente, alors k u� (T )� f k! 0
�!0

avec un ordre �""�2:

Démonstration. Soit " 2 ]0; 2[ tel que
P
b2i e

i�1

"�iT converge, et soient k 2

]0; 2[ et n un nombre naturel �xe.On dé�nit

gn (�) =
�k

(�+ e��nt)2

On a

g0n (�) = �
k�1 (k � 2)�+ ke��nt

(�+ e��nt)3

g0n (�) = 0 =) �k�1
�
(k � 2)�+ ke��nt

�
= 0

=) (k � 2)�+ ke��nt = 0
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=) � =
ke��nt

2� k ; k 2 ]0; 2[

On a gn (�) > 0;8� > 0 et lim
�!+1

gn (�) = 0; gn (0) = 0. Soit le point critique

�0 =
ke��nT

2�k

gn (�) � gn (�0), gn (�) �
�

k
2�k
�k
e�kT�n

(�+ e��nT )2

d�aprés un théorème précédent :

k u� (T )� f k2=
X
n�1
�2b2n

�
�+ e��nT

��2
=
X
n�1
�2�kb2ngn (�)

= �2�k
X
n�1
b2ngn (�)

� �2�k
X
n�1
b2n

�
k

2� k

�k
e�Tk�n

�
�+ e��nT

��2
� �2�k

X
n�1
b2n

�
k

2� k

�k
e�Tk�n

�
�20 + 2�0e

��nT + e�2�nT
�

� �2�k
X
n�1
b2n

�
k

2� k

�k
e�Tk�n

1

e�2�nT (e2�nT + 2�0e�nT + e4�nT )

� �2�k
X
n�1
b2n

�
k

2� k

�k
e�Tk�n

e2�nT

(e2�nT + 2�0e�nT + e4�nT )

� �2�k
X
n�1

�
k

2� k

�k
e(2�k)T�nb2n

� �2�k
�

k

2� k

�kX
n�1
e(2�k)T�nb2n

Si on choisit k = 2� " on obtient

k u� (T )� f k2� �2�(2�")
�

2� "
2� (2� ")

�(2�")X
n�1
e"T�nb2n
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� �"
�
2� "
"

�(2�")X
n�1
e"T�nb2n

� �"
�
2

"

�2X
n�1
e"T�nb2n

= �"

 
22
X
n�1
e"T�nb2n

!
"�2

= �"c"�2

où c = 22
P
n�1
e"T�nb2n, donc

k u� (T )� f k2� �"c"�2

Si on considère que
P
n�1
e("+2)T�nb2n < +1 on obtient

k u� (0)� u (0) k2 = �2�k
X
n�1
b2ngn (�) e

2T�n

k u� (0)� u (0) k2� �2�k
X
n�1
b2n

�
k

2� k

�k
e(4�k)T�n

si k = 2� " on obtient k u� (T )� f k2� �"c"�2:

Corollaire 1 Si f =
P
i�1
bi�i 2 H et 9" > 0 tel que

P
n�1
e(2+")�iT < +1;

alors k u� (t) � u (t) k converge uniformement vers zéro avec un ordre
�""�2:

Démonstration. Selon les théorèmes 4 et 5, . on a
P
i�1
b2i e

"�iT �
P
i�1
b2i e

:

(2+")�iT si

on a
P
i�1
b2i e

(2+")�iT < +1; alors la série
P
b2i

i�1
e"�iT < +1:

(u� (t)) converge uniformement vers u (t) sur [0; T ] ;et k u� (t)�u (t) k2�
�"c"�2. (u�)�>0 converge uniformement en t vers u:
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Chapitre 2

Régularisation d�un problème
pour une equation di¤erentielle
operationnelle du second ordre
à coe¢ cient opératoriel à
spectre discret
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2.1 Stabilisation et la régularisation :

Le problème est de trouver u : [0; T ] ! D (A) � H, H un espace de
Hilbert tel que :�

d2u
dt2
+ Au = 0

u (0) = 0; u (T ) = u0
(BV)

où A : D (A) � H ! H; A est un opérateur linéaire, positif non nul et auto-
adjoint avec un inverse compact et A�1 admet une suite des vecteurs propres
fxngn�1orthonormale et complète tel que : Axn = �nxn:

2.1.1 L�existence et l�unicité de la solution

Théorème 17 Si A satisfait les hypothèses précédentes, u0 2 H; et

�n =2
�
k2�2

T 2
; k 2 N�+

�
(2.1)

X
n�1
�2n j hu0; xni j2

h
sin
�p

�nT
�i�2

< +1 (2.2)

Alors (BV) possède une solution unique donnée par la formule :

u(t) =
X
n�1
hu0; xni

sin
�p
�nt
�

sin
�p
�nT

�xn
Démonstration. - L�unicité est une conséquence de l�hypothèse (2.1).
- L�existence :
D�après le théorème de Hilbert- Schmidt on a u(t) =

P
n�1
hu(t); xnixn, et

�
d2u
dt2
+ Au = 0

u (0) = 0; u (T ) = u0 2 H

d2

dt2

 X
n�1
hu(t); xnixn

!
+
X

�n
n�1

hu(t); xnixn = 0

=)
X
n�1

�
h d

2

dt2
u(t); xni+ �nhu(t); xni

�
xn = 0
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=)
X
n�1
h d

2

dt2
u(t) + �nu(t); xnixn = 0; xn 2 H

=) d2

dt2
u(t) + �nu(t) 2 H? = f0g

=) d2

dt2
u(t) + �nu(t) = 0; n � 1

avec
u (0) = 0; u (T ) = u0 2 H

la solution u(t) est donnée par :

u(t) = �cos
�p

�nt
�
+ � sin

�p
�nt
�

� et � sont constants:

u (0) = 0() �cos
�p

�n0
�
+ � sin

�p
�n0
�
= 0

=) � = 0

u (T ) = u0 () �cos
�p

�nT
�
+ � sin

�p
�nT

�
= u0

=) � sin
�p

�nT
�
= u0 car � = 0

=) � =
u0

sin
�p
�nT

�
u(t) = � sin

�p
�nt
�
=) u(t) =

u0

sin
�p
�nT

� sin�p�nt�
=) u(t) =

sin
�p
�nt
�

sin
�p
�nT

�u0
=) u(t) =

X
n�1

 
sin
�p
�nt
�

sin
�p
�nT

�u0; xn!xn
u(t) =

X
n�1

(u0; xn)
sin
�p
�nt
�

sin
�p
�nT

�xn
La solution de notre problème existe et est sous la forme :

u(t) =
X
n�1

(u0; xn)
sin
�p
�nt
�

sin
�p
�nT

�xn
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u(t) 2 D (A) car on a l�hypothèse (2.2). En e¤et,

X
n�1
�2n j(u0; xn)j

2 sin
2
�p
�nt
�

sin2
�p
�nT

� �X
n�1
�2n

j(u0; xn)j2

sin2
�p
�nT

� < +1:
On a la somme partielle

uN(t) =

NX
n=1

(u0; xn)

sin
�p
�nT

� sin�p�nt� xn
et a les propriétés suivantes :

a) uN 2 C1 ((0; T ) ; H)
b) uN !

N!+1
u dans L2 ((0; T ) ; H)

c) fu0Nget fu�Ngsont des suites de Cauchy dans L2 ((0; T ) ; H) :
Tant que (�k)k�1 une suite croissante, on a pour M � N:

ku0N � u0Mk
2
L2 +

u�N � u�M2L2 = Z T

0

ku0N (t)� u0M (t)k
2
H dt+

+

Z T

0

u�N (t)� u�M (t)2H dt
u0N (t) =

d

dt

 
NX
n=1

(u0; xn)

sin
�p
�nT

� sin�p�nt� xn!

=
NX
n=1

p
�n

sin
�p
�nT

� cos�p�nt� (u0; xn)xn
Z T

0

ku0M (t)� u0N (t)k
2
H dt =

Z T

0


MX

n=N+1

p
�n

sin
�p
�nT

� cos�p�nt� (u0; xn)xn

2

dt

�
Z T

0


MX

n=N+1

�n

sin2
�p
�nT

� cos2 �p�nt� j(u0; xn)j2

2

dt

�
Z T

0

MX
n=N+1

�n

sin2
�p
�nT

� j(u0; xn)j2 dt
�

MX
n=N+1

�n

sin2
�p
�nT

� j(u0; xn)j2 t jT0
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M

� T
X

n=N+1

�n

sin2
�p
�nT

� j(u0; xn)j2
et on a

u�N (t) =
d

dt

 
NX
n=1

p
�n

sin
�p
�nT

� cos�p�nt� (u0; xn)xn!

=

NX
n=1

�
p
�n
p
�n

sin
�p
�nT

� sin�p�nt� (u0; xn)xn
=

NX
n=1

��n sin
�p
�nt
�

sin
�p
�nT

� (u0; xn)xn

Z T

0

u�N (t)� u�M (t)2H dt = Z T

0


MX

n=N+1

��n sin
�p
�nt
�

sin
�p
�nT

� (u0; xn)xn


2

dt

=

Z T

0

MX
n=N+1

�2n sin
2
�p
�nt
�

sin2
�p
�nT

� j(u0; xn)j2 dt

�
Z T

0

MX
n=N+1

�2n
sin2

�p
�nT

� j(u0; xn)j2 dt
M

� T
X

n=N+1

�2n
sin2

�p
�nT

� j(u0; xn)j2
ku0N � u0Mk

2
L2 +

u�N � u�M2L2 M

� T
X

n=N+1

�2n
sin2

�p
�nT

� j(u0; xn)j2+
+T

MX
n=N+1

�n

sin2
�p
�nT

� j(u0; xn)j2
� T

 
MX

n=N+1

�2n
sin2

�p
�nT

� j(u0; xn)j2 + MX
n=N+1

�n

sin2
�p
�nT

� j(u0; xn)j2!

� T
 

MX
n=N+1

�n
�n

�n

sin2
�p
�nT

� j(u0; xn)j2 + MX
n=N+1

�2n
sin2

�p
�nT

� j(u0; xn)j2!

� T
MX

n=N+1

 
�2n

�1 sin
2
�p
�nT

� j(u0; xn)j2 + �2n
sin2

�p
�nT

� j(u0; xn)j2!
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� T
MX

n=N+1

�2n j(u0; xn)j
2

sin2
�p
�nT

� � 1
�1
+ 1

�

�
�
1

�1
+ 1

�
T

MX
n=N+1

�2n j(u0; xn)j
2

sin2
�p
�nT

�
alors fu0Ng et

�
u�N
	
sont de Cauchy dans L2 (complet) donc elles sont conver-

gentes. u 2 L2 ((0; T ) ; H) et u� 2 L2 ((0; T ) ; H) =) u 2 W 2 ((0; T ) ; H),
u (T ) = u0 et AuN �! Au dans L2 ((0; T ) ; H). uN �! u et fu0Ng et

�
u�N
	

convergent dans L2 donc u�N �! u� alors u est la solution de (BV).

2.1.2 La stabilité :

En général on n�a pas la stabilité.En e¤et si f�nkg est une sous suite de
f�ng et fmkg est une sous suite des entiers positifs non nuls tel que :

lim
k�!+1

�����nk � �2m2
k

T 2

���� = 0
On considère la donnée �nale :

uk0 =
���sin�p�nkT���� 12 xnk

et les solutions correspondantes :

uk (t) =

��sin �p�nkT��� 12
sin
�p
�nkT

� sin
�p

�nkt
�
xnk (2.3)

Lorsque k �! +1 on auk0H = ���sin�p�nkT���� 12 �! 0 (2.4)

uk
L2((0;T );H)

=

�Z T

0

uk (t)2
H
dt

� 1
2

=

0@Z T

0


��sin �p�nkT��� 12
sin
�p
�nkT

� sin
�p

�nkt
�
xnk


2

H

dt

1A
1
2

=

 Z T

0

sin2
�p
�nkt

���sin �p�nkT���dt
! 1

2
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=
1��sin �p�nkT��� 12

�Z T

0

sin2
�p

�nkt
�
dt

� 1
2

=
1��sin �p�nkT��� 12

�Z T

0

�
1

2
� 1
2
cos
�
2
p
�nkt

��
dt

� 1
2

=
1��sin �p�nkT��� 12

�
1

2
T � 1

2

Z T

0

cos
�
2
p
�nkt

�
dt

� 1
2

=
1��sin �p�nkT��� 12

"
1

2

 
T �

sin
�
2
p
�nkt

�
2
p
�nk

jT0

!# 1
2

=
1

p
2
��sin �p�nkT��� 12

 
T �

sin
�
2
p
�nkT

�
2
p
�nk

! 1
2

�! +1 si k �! +1

On peut utiliser le problème par une condition
du
dt
(0)
 � E ; E est une

borne a-priori. Par exemple pour
�
uk (t)

	
précédente on a :

dukdt (t)
2
H

=


��sin �p�nkT��� 12
sin
�p
�nkT

� p�nk cos�p�nkt� xnk

2

H

=
1

sin
�p
�nkT

��nk cos2 �p�nkt�dukdt (0)
2
H

=
�nk

sin
�p
�nkT

�
on ne peut pas le borner par E 2 lorsque k �! +1:

Théorème 18 Si u est la solution de (BV) satisfaite
du
dt
(0)
 � E et s�il

existe c , � > 0 tel que :

sin2
�p

�nT
�
� 1

c2��n

alors
max
t 2[0;T ]

ku (t)kH � (c ku (T )k)
1

1+� E
�

�+1
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Démonstration. on a

u(t) =
X
n�1

(u0; xn)
sin
�p
�nt
�

sin
�p
�nT

�xn
et dudt (0)

 � E
donc

ku (t)k2H =
X
n�1

j(u0; xn)j2
sin2

�p
�nt
�

sin2
�p
�nT

�
et

ku0 (t)k2H =
X
n�1

p
�n cos

�p
�nt
�
(u0; xn)

sin2
�p
�nT

� xn


2

=
X
n�1

j(u0; xn)j2 �n cos2
�p
�nt
�

sin2
�p
�nT

�
ku0 (0)k2H =

X
n�1

�n j(u0; xn)j2

sin2
�p
�nT

� � E2:
Soit � > 0;� (x) = x1+� ; � est une fonction continue et convexe et � (0) = 0
1/ D (�) = [0;+1[
2/ � est croissante car �0 (x) = (1 + �)x� � 0
3/ � est convexe car �00 (x) = � (1 + �)x��1 � 0
par l�inégalité de Jensen : si � est convexe et croissante et � (0) = 0 alors

�

 
NX
n=1

�nxn

!
�

NX
n=1

�n� (xn)

et 0 � �n � 1:on a xn = 1
�n
et � (x) = x1+� ; � > 0

�n =
�n j(u0; xn)j2 sin�2

�p
�nT

�
NP
n=1

�n j(u0; xn)j2 sin�2
�p
�nT

� � 1
on a

ku (t)k2H
ku0 (0)k2H

=

NP
n=1

j(u0; xn)j2 sin2
�p
�nt
�
sin�2

�p
�nT

�
NP
n=1

�n j(u0; xn)j2 sin�2
�p
�nT

�
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�

 
ku (t)k2H
ku0 (0)k2H

!
= lim

N�!+1
�

0BB@
NP
n=1

j(u0; xn)j2 sin2
�p
�nt
�
sin�2

�p
�nT

�
�n

1
�n

NP
n=1

�n j(u0; xn)j2 sin�2
�p
�nT

�
1CCA

= lim
N�!+1

�

0BB@ NX
n=1

�n j(u0; xn)j2 sin�2
�p
�nT

�
NP
n=1

�n j(u0; xn)j2 sin�2
�p
�nT

� 1�n
1CCA

� lim
N�!+1

NX
n=1

�n�

�
1

�n

�

� lim
N�!+1

NX
n=1

�n j(u0; xn)j2 sin�2
�p
�nT

�
NP
n=1

�n j(u0; xn)j2 sin�2
�p
�nT

��
�
1

�n

�

= lim
N�!+1

NP
n=1

�n j(u0; xn)j2 sin�2
�p
�nT

�
NP
n=1

�n j(u0; xn)j2 sin�2
�p
�nT

��
�
1

�n

�

�

+1P
n=1

�
�
1
�n

�
�n j(u0; xn)j2 sin�2

�p
�nT

�
+1P
n=1

�n j(u0; xn)j2 sin�2
�p
�nT

�

=

+1P
n=1

j(u0; xn)j2 c2 sin2
�p
�nT

�
sin�2

�p
�nT

�
+1P
n=1

�n j(u0; xn)j2 sin�2
�p
�nT

�

=

+1P
n=1

j(u0; xn)j2 c2

ku0 (0)k2H

=
c2

ku0 (0)k2H

+1X
n=1

j(u0; xn)j2

�

 
ku (t)k2H
ku0 (0)k2H

!
� c2

ku0 (0)k2H
ku0k2
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��1

"
�

 
ku (t)k2H
ku0 (0)k2H

!#
=
ku (t)k2H
ku0 (0)k2H

� ��1
"

c2

ku0 (0)k2H
ku0k2

#
donc

ku (t)k2H � ku0 (0)k
2
H �

�1

"
c2

ku0 (0)k2H
ku0k2

#

ku (t)kH � ku0 (0)kH

"
��1

 
c2

ku0 (0)k2H
ku0k2

!# 1
2

ku (t)kH � E
"
��1

 
c2

ku0 (0)k2H
ku0k2

!# 1
2

donc

max
t 2[0;T ]

ku (t)kH � E
"
��1

 
c2 ku0k2

ku0 (0)k2H

!# 1
2

on a
� (x) = x1+� =) ��1 (x) = x

1
1+�

��1

 
c2 ku0k2

ku0 (0)k2H

!
=

 
c2 ku0k2

ku0 (0)k2H

! 1
1+�

=

�
c ku0k
ku0 (0)kH

� 2
1+�

max
t 2[0;T ]

ku (t)kH � E
�

c ku0k
ku0 (0)kH

� 2
1+�

= E (c ku0k)
2

1+� (ku0 (0)kH)
�2
1+�

max
t 2[0;T ]

ku (t)kH � E (c ku0k)
2

1+� (ku0 (0)kH)
�2
1+� :

2.1.3 La régularisation
Est ce que nous pouvons trouver une solution de (1.1)-(1.2) telle que

ku (t)� vk � " (2.5)

et dudt (0)
 � E (2.6)
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" et E sont des constantes ?
Le problème est de trouver une fonction u (T ) = uT 2 H telle queX

n�1

j(uT ; xn)j2

sin2
�p
�nT

� < +1
X
n�1

j(u (t)� v; xn)j2 � "2

et X
n�1

�n j(uT ; xn)j2

sin2
�p
�T
� � E2

De�nition 4 Soit F une fonctionnelle telle que

F : D (F ) � H ! [0;+1[

w 7! F (w) =
X
n�1

jw � (v; xn)j2 +
"2

E2

X
n�1

�n j(w; xn)j2

sin2
�p
�nT

� (2.7)

et soit G un opérateur :

G : D (G) � H ! H

w 7! Gw =
X
n�1

 
1 +

"2�n

E2 sin2
�p
�nT

�! (w; xn)xn
On va démontrer que G est un opérateur régularisant de F:

Remarque 19 Soit w� la solution de Gw = v donc

Gw� = v 2 H =)
X
n�1

 
1 +

"2�n

E2 sin2
�p
�nT

�! (w�; xn)xn =X
n�1

(v; xn)xn

(w�; xn) = w
�
n =

(v; xn)

1 + "2�n
E2 sin2(

p
�nT)

Lemme 10 8v 2 H;E et " positifs�P
n�1

j(u (t)� v; xn)j2 � "2P
n�1

�nj(uT ;xn)j2

sin2(
p
�T)

� E2
(2.8)

2:8, F (u�n) � "2
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Démonstration. Supposant que (2.8) est véri�ée, on a

F (u�n) =
X
n�1

j u�n � (v; xn)j
2 +

"2

E2

X
n�1

�n ju�nj
2

sin2
�p
�nT

�
�
X
n�1

j (v; xn)j2 = F (0) � "2

donc F (u�n) � "2. On va démontrer (2.8) :

F (u�n) � "2 ()
X
n�1

j u�n � (v; xn)j
2 +

"2

E2

X
n�1

�n ju�nj
2

sin2
�p
�nT

� � "2
=)

X
n�1

j u�n � (v; xn)j
2 � "2 � "2

E2

X
n�1

�n ju�nj
2

sin2
�p
�nT

� � "2
et

"2

E2

X
n�1

�n ju�nj
2

sin2
�p
�nT

� � "2 �X
n�1

j u�n � (v; xn)j
2

alors
"2

E2

X
n�1

�n ju�nj
2

sin2
�p
�nT

� � "2 =)X
n�1

�n ju�nj
2

sin2
�p
�nT

� � E2
=)

X
n�1

�n j(uT ; xn)j2

sin2
�p
�nT

� � E2

Lemme 11

F (u�n) � "2 ()
X
n�1

�n j(v; xn)j2

"2�n + E2 sin
2
�p
�nT

� � 1
Démonstration. On a

F (u�n) = F

 
E2 (v; xn) sin

2
�p
�nT

�
"2�n + E2 sin

2
�p
�nT

�!

=
X
n�1

�����E2 (v; xn) sin2
�p
�nT

�
"2�n + E2 sin

2
�p
�nT

� � (v; xn)
�����
2

+
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+
"2

E2

X
n�1

�n

sin2
�p
�nT

� �����E2 (v; xn) sin2
�p
�nT

�
"2�n + E2 sin

2
�p
�nT

������
2

F (u�n) =
X
n�1

����� "2�n (v; xn)

"2�n + E2 sin
2
�p
�nT

������
2

+

+"2
X
n�1

�nE
2 j(v; xn)j2 sin2

�p
�nT

���"2�n + E2 sin2 �p�nT���2
F (u�n) =

X
n�1

j"2�n (v; xn)j2 + "2�nE2 sin2
�p
�nT

�
j(v; xn)j2�

"2�n + E2 sin
2
�p
�nT

��2
=
X
n�1

"2�n j(v; xn)j2
�
E2 sin2

�p
�nT

�
+ "2�n

��
"2�n + E2 sin

2
�p
�nT

��2
=
X
n�1

"2�n j(v; xn)j2

"2�n + E2 sin
2
�p
�nT

�
= "2

X
n�1

�n j(v; xn)j2

"2�n + E2 sin
2
�p
�nT

�
si

F (u�n) � "2 () "2
X
n�1

�n j(v; xn)j2

"2�n + E2 sin
2
�p
�nT

� � "2
alors

F (u�n) � "2 ()
X
n�1

�n j(v; xn)j2

"2�n + E2 sin
2
�p
�nT

� � 1

Théorème 20 Si v 2 H;E et " positifs tel que

X
n�1

�n j(v; xn)j2

"2�n + E2 sin
2
�p
�nT

� � 1
alors

u (t) =
X
n�1

E2 (v; xn) sin
�p
�nT

�
sin
�p
�nt
�

"2�n + E2 sin
2
�p
�nT

� xn

véri�e �(2.5)-(2.6) et u 2 D (A) ;8t 2 ]0; T [ et u 2 W 2 ((0; T ) ; H)
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Démonstration.

ku (t)� vk2 =
X
n�1

E2 (v; xn) sin
�p
�nT

�
sin
�p
�nt
�

"2�n + E2 sin
2
�p
�nT

� � (v; xn)

2

ku (T )� vk2 =
X
n�1

"
E2 (v; xn) sin

2
�p
�nT

�
"2�n + E2 sin

2
�p
�nT

� � (v; xn)#

2

=

X
n�1

E2 (v; xn) sin
2
�p
�nT

�
� E2 sin2

�p
�nT

�
(v; xn)� "2�n (v; xn)

"2�n + E2 sin
2
�p
�nT

� 
2

=

X
n�1

"2�n (v; xn)

"2�n + E2 sin
2
�p
�nT

�
2

=
X
n�1

"4�2n j(v; xn)j
2�

"2�n + E2 sin
2
�p
�nT

��2
= "2

X
n�1

"2�2n
"2�n + E2 sin

2
�p
�nT

� j(v; xn)j2

"2�n + E2 sin
2
�p
�nT

�
� "2

X
n�1

j(v; xn)j2

"2�n + E2 sin
2
�p
�nT

�
car

"2�2n
"2�n + E2 sin

2
�p
�nT

� � 1
d�autre part on a :dudt (t)

2 =
 ddtX

n�1

E2 (v; xn) sin
�p
�nT

�
sin
�p
�nt
�

"2�n + E2 sin
2
�p
�nT

� xn


2

dudt (0)
2 =

X
n�1

p
�nE

2 (v; xn) sin
�p
�nT

�
cos
p
�n (0)

"2�n + E2 sin
2
�p
�nT

� xn


2

=

X
n�1

p
�nE

2 (v; xn) sin
�p
�nT

�
"2�n + E2 sin

2
�p
�nT

� xn


2

=
X
n�1

�nE
4 j(v; xn)j2 sin2

�p
�nT

��
"2�n + E2 sin

2
�p
�nT

��2
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�
X
n�1

�n j(v; xn)j2�
"2�n + E2 sin

2
�p
�nT

��2
car

E2

"2�n + E2 sin
2
�p
�nT

� � 1
dudt (0)

2 � E2 =) dudt (0)
 � E

u (t)
?
2 D (A). on a v 2 H et

kAuk2 =
X
n�1

�nE
2 (v; xn) sin

�p
�nT

�
sin
�p
�nt
�

"2�n + E2 sin
2
�p
�nT

� xn


2

=
X
n�1

�2nE
4 j(v; xn)j2 sin2

�p
�nT

�
sin2

�p
�nt
��

"2�n + E2 sin
2
�p
�nT

��2
�
X
n�1

�2n j(v; xn)j
2

"2�n + E2 sin
2
�p
�nT

�
car

E4

"2�n + E2 sin
2
�p
�nT

� � 1
alors

kAuk2 �
X
n�1

�2n j(v; xn)j
2

"2�n

donc u (t) 2 D (A). u
?
2 W 2 ((0; T ) ; H) : Il su¢ t de montrer :

a/ uN ! u dans L2 ((0; T ) ; H)
b/ uN !

N!+1
u dans L2 ((0; T ) ; H)

c/ fu0Nget fu�Ng sont des suites de Cauchy dans L2 ((0; T ) ; H). on va
démontrer que :

uN
?!

N!+1
u, kuN � uk2L2 ! 0

kuN � uk2L2 =
Z T

0

kuN (t)� u (t)k2H dt

=

Z T

0


 

NX
n=1

(u0; xn)

sin
�p
�nT

� sin�p�nt�� +1X
n=1

(u0; xn)

sin
�p
�nT

� sin�p�nt�!xn

2

dt
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=

Z T

0


+1X
n=N+1

(u0; xn)

sin
�p
�nT

� sin�p�nt�

2

dt

+1

=

Z T

0

X
n=N+1

j(u0; xn)j2

sin2
�p
�nT

� sin2 �p�nt� dt
+1

=
X
n=N+1

j(u0; xn)j2

sin2
�p
�nT

� Z T

0

sin2
�p

�nt
�
dt

+1

=
X
n=N+1

j(u0; xn)j2

sin2
�p
�nT

� Z T

0

�
1

2
� 1
2

�
cos 2

p
�nt
��

dt

+1

=
X
n=N+1

j(u0; xn)j2

sin2
�p
�nT

� Z T

0

1

2

�
1� cos 2

p
�nt
�
dt

+1

=
X
n=N+1

j(u0; xn)j2

sin2
�p
�nT

� 1
2

"
T �

sin
�
2
p
�nt
�

2
p
�n

jT0

#
+1

=
1

2

X
n=N+1

j(u0; xn)j2

sin2
�p
�nT

�  T � sin �2p�nT�
2
p
�n

!

� T

2

+1X
n=N+1

j(u0; xn)j2

sin2
�p
�nT

�
car

T �
sin
�
2
p
�nT

�
2
p
�n

� T

et

�n =2
�
k2�2

T 2
; k 2 N�+

�
donc

kuN � uk2L2 �
T

2

+1X
n=N+1

j(u0; xn)j2

sin2
�p
�nT

�
� T

2
E2 < +1

alors
kuN � uk2L2 ! 0
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maintenant on va démontrer :

AuN
?! Au

kAuN � Auk2L2 =
Z T

0

kAuN (t)� Au (t)k2H dt

=

Z T

0


NX
n=1

�n (u0; xn)
sin
�p
�nt
�

sin
�p
�nT

�xn �X
n�1
�n (u0; xn)

sin
�p
�nt
�

sin
�p
�nT

�xn

2

H

dt

=

Z T

0

+1X
n=N+1

�n j(u0; xn)j2
sin2

�p
�nt
�

sin2
�p
�nT

�dt
=

+1X
n=N+1

�n j(u0; xn)j2

sin2
�p
�nT

� Z T

0

sin2
�p

�nt
�
dt

� T

2

+1X
n=N+1

�n j(u0; xn)j2

sin2
�p
�nT

� ! 0

alors
AuN ! Au
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Chapitre 3

Régularisation d�un problème
pour une équation di¤érentielle
opérationnelle du second ordre
à coe¢ cient opératoriel à
spectre continu
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3.1 Approximation spectrale :

3.1.1 Introduction
Soit le problème mal posé d�une équation des ondes dans un espace de

Hilbert :�
d2u(t)
dt2

+ Au (t) = 0 t 2 ]0; T [
u (0) = 0, u (T ) = u0 2 H

(P)

où A est un opérateur linéaire, et auto adjoint.

A : D (A)! H

On va étudier l�existence, l�unicité et la dépendance continue des données.

3.1.2 Existence,unicité et stabilité :
Supposant que A est positif, A�1est compact.

Théorème 21 On suppose que A est positif, et auto adjoint avec A�1est
compact .Soit u0 2 H et

�p (A) \
�
k2�2

T 2
; k 2 N+

�
= ;

et X
n�0

�2n jhu0;�nij
2

sin2
�p
�nT

� < +1 (3.1)

alors la solution de problème est unique et donnée par :

u (t) =
X
n�0

hu0;�ni
sin
�p
�nt
�

sin
�p
�nT

��n (3.2)

Démonstration. voir le cas �p (A) = � (A) :

De�nition 5 Supposons que A est positif, et auto adjoint et possède un in-
verse A�1non compact. Par la décomposition spéctrale :

A =

Z +1

0

�dE�
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avec

D (A) =

�
v 2 H;

Z +1

0

�2d hE�v; v i < +1
�

si � 2 [0;+1[ ;généralement A =
R
�(A)

�dE� , pour chaque opérateur A il
existe une famille continue à droite des opérateurs orthoprojecteurs

fE�g�2[0;+1[ : [0;+1[! B (H)

pour un opérateur A auto adjoint il existe une relation entre les fonctions
spectrales généralisées �� et la famille des projections E�:Habituellement on
trouve �� puis E�:

a/ si �c (A) 6= ; , on fait la décomposition suivante :

E� = T� + S�

T� =
X
�j��

�
E�j � S�j

�
où �j sont des valeurs propres de A; elles coincident avec les sauts discontinus
de E�:T� est comme une projection de H sur un sous espace engendrée par
les vecteurs propres associés desvaleurs propres �j tel que �j � �:
b/ si �p (A) = ; donc T� = 0 =) E� = S�:
c/ si �c (A) = ; donc S� = 0 =) E� = T�:
Pour la construction de S�, nous supposons qu�il existe 'l (x; �) des

plusieurs solutions telles qu�elles ne sont pas des vecteurs propres de Au =
�u; 8� 2 [0;+1[ avec k'lk = +1; l � 1 et elles forment un système fanda-
mental, alors on peut construire les fonctions spectrales

De�nition 6 Soit

�l� (x) =

Z �

0

'l (x; !) d�l (!) (3.3)

tel que �l (!) sont des fonctions continues pour avoir �l� (x) 2 D (A) ;
�l0 (x) = 0; l � 1. Les fonctions �l (!) sont choisies par une méthode que
�l� soit continue en � où � > 0 et

8l � 1; A�l� =
Z �

�0

A'l (x; !) d�l (!)

=

Z �

�0

!'l (x; !) d�l (!)
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=

Z �

�0

!d �l! (3.4)

Les fonctions propres �l! sont des fonctions spectrales

Au0 =

Z
�(A)

�dE�u0 =

Z
�p(A)

�dT�u0 +

Z
�c(A)

�dS�u0

=
+1X

j=1

�j hu0;�ji�j +
Z
�c(A)

�dS�u0 (3.5)

où S�u0 est une projection sur un sous espace engendré par les fonctions
spectrales �l�; l � 1 données par la construction (2.4) avec �l�0 = 0; et
�u0 (�) := hE�u0; u0i = kE�u0k

2 ;8� 2 [0;+1[. �u0 est une fonction borné,
continue à droite et croissante pour u0 �xe dans H:

lim�u0
�!0+

(�) = 0 et lim�u0
�!+1

(�) = ku0k2

�u0 (�) := hE�u0; u0i = h(T� + S�)u0; u0i
= hT�u0 + S�u0; u0i

= hT�u0; u0i+ hS�u0; u0i = �u0 (�) + �u0 (�)
où

�u0 (�) := hT�u0; u0i et �u0 (�) := hS�u0; u0i
�u0 (�) est continue et monotone (croissante). Soit A un opérateur positif et
auto adjoint et A�1est non compact et si :

� (A) \
�
k2�2

T 2
; k 2 N+

�
= ; (3.6)

alors il existe une solution unique pour (P). on dé�nit

S (t) =

Z
�(A)

sin
�p
�t
�

sin
�p
�T
�dE� (3.7)

alors
u (t) = S (t)u0

est une solution unique pour (P), 8u0 2 H:
Démonstration. L�equation (3.6) est su¢ sante pour l�existence de (3.7)
On a

uN (t) = SN (t)u0 (3.8)

53



où

SN (t)u0 =

Z N

0

sin
�p
�t
�

sin
�p
�T
�dE�u0

uN véri�e (P) car

d2uN (t)

dt2
+ AuN (t) = 0 8t 2 ]0; T [

et
uN (0) = 0 ; uN (T ) = ENu0

En e¤et,
duN (t)

dt
=
d

dt
SN (t)u0

=
d

dt

0@Z N

0

sin
�p
�t
�

sin
�p
�T
�dE�u0

1A

=

Z N

0

d

dt

0@ sin
�p
�t
�

sin
�p
�T
�dE�u0

1A
car 9 d

dt

sin(
p
�t)

sin(
p
�T)

et t 7�!
���� sin(p�t)sin(

p
�T)

���� est bornée.
duN (t)

dt
=

Z N

0

p
�

sin
�p
�T
� cos�p�t� dE�u0

d2uN (t)

dt2
=
d

dt

0@Z N

0

p
�

sin
�p
�T
� cos�p�t� dE�u0

1A
=

Z N

0

d

dt

0@ p
�

sin
�p
�T
� cos�p�t�

1A dE�u0
=

Z N

0

p
�

sin
�p
�T
� �p���� sin�p�t�� dE�u0

=

Z N

0

��
sin
�p
�T
� sin�p�t� dE�u0
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on a
AuN (t) = A (SN (t)u0)

= A

0@Z N

0

sin
�p
�t
�

sin
�p
�T
�dE�u0

1A

=

Z N

0

� sin
�p
�t
�

sin
�p
�T
� dE�u0

alors
d2uN (t)

dt2
+ AuN (t) = 0 8t 2 ]0; T [

uN (0) = SN (0)u0 = 0

uN (T ) = SN (T )u0 =) uN (T ) =

Z N

0

sin
�p
�T

�
sin
�p
�T

�dE�u0
=

Z N

0

dE�u0 = ENu0

l�equation

SN (t)u0 =

Z N+

0

sin
�p
�t
�

sin
�p
�T
�dE�u0 (3.9)

est traitée comme suit : soit �N
� une partition de [0; N ] tel que :

0 = �0 < �1 < ::: < �N = N+���N
�

�� = max
k=1;N

j�k � �k�1j

alors pour tout t 2 [0; T ] et u0 2 H , on a

SN (t)u0 =

Z �1

�0=0

sin
�p
�t
�

sin
�p
�T
�dE�u0 + Z �2

�1

sin
�p
�t
�

sin
�p
�T
�dE�u0+

:::+

Z �N=N+

�N�1

sin
�p
�t
�

sin
�p
�T
�dE�u0
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= lim
max
k=1;N

j�k��k�1j

NX
k=1

sin
�p
�kt
�

sin
�p
�kT

� �E�k � E�k�1�u0
= lim
j�N� j!0

NX
k=1

sin
�p
�kt
�

sin
�p
�kT

�E�ku0 � E�k�1u0 (3.10)

où �k un point dans l�intervalle [�k�1; �k] ;8k = 1; N:

Théorème 22 Soit u la solution de (P) véri�e

ku0(0)k � E

où E est une borne a-priori. Supposons qu�il existe a > 0 tel que hAv; vi �
a kvk2 ;8v 2 H:
Soit � une fonction convexe en � et croissante strictement et � (0) = 0

s�il existe un constant Ca > 0 tel que :

C2a sin
2
�p
�T
�
� ��

�
1

�

�
;8� 2 � (A) (3.11)

alors

max
t 2[0;T ]

ju (t)j � E
"
��1

 
C2a

ku0k2

ku0(0)k2

!# 1
2

(3.12)

Démonstration.

� 2 � (A) =) 9u 6= 0=Au = �u

=) hAu; ui = h�u; ui � a kuk2

=) � hu; ui = � kuk2 � a kuk2 ; u 6= 0
=) � � a

=) � 2 [a;+1[
alors

� (A) � [a;+1[
On note E� = 0 si � < a:Selon l�equation (3.7) on obtient :

u (t) = S (t)u0 =) ku (t)k2 = kS (t)u0k2

=


Z
�(A)

sin
�p
�t
�

sin
�p
�T
�dE�u0


2
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=

Z
�(A)

sin2
�p
�t
�

sin2
�p
�T
�d kE�u0k2

alors

=

Z
�(A)

sin2
�p
�t
�

sin2
�p
�T
�d�u0 (�) (3.13)

et on a
du

dt
(t) = u0(t)

=
d

dt

0@Z
�(A)

sin
�p
�t
�

sin
�p
�T
�dE�u0

1A
=

Z
�(A)

d

dt

0@ sin
�p
�t
�

sin
�p
�T
�dE�u0

1A
=

Z
�(A)

p
�

sin
�p
�T
� cos�p�t� dE�u0

u0(0) =

Z
�(A)

p
�

sin
�p
�T
�dE�u0 =) ku0(0)k2 =

Z
�(A)

�

sin2
�p
�T
�d�u0 (�)

et on a ku0(0)k � E, alors

ku0(0)k2 =
Z
�(A)

�

sin2
�p
�T
�d�u0 (�) � E2 (3.14)

ku(t)k2

ku0(0)k2
=

1

ku0(0)k2
Z
�(A)

sin2
�p
�t
�

sin2
�p
�T
�d�u0 (�)

�

 
ku(t)k2

ku0(0)k2

!
�
Z
�(A)

��
�
1
�

�
ku0(0)k2 sin2

�p
�T
�d�u0 (�) (3.15)

et selon les equations (3.11) et (3.12) :

(3:15)() �

 
ku(t)k2

ku0(0)k2

!
�
Z
�(A)

C2a sin
2
�p
�T
�

ku0(0)k2 sin2
�p
�T
�d�u0 (�)
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�

 
ku (t)k2

ku0 (0)k2

!
�
Z
�(A)

C2a
ku0 (0)k2

d�u(0) (�)

� C2a
ku0 (0)k2

Z
�(A)

d�u(0) (�)

� C2a
ku0 (0)k2

ku0k2�
9��1 : ]0;+1[! ]0;+1[

� 7! ��1 (�)
=

��1

"
�

 
ku (t)k2

ku0 (0)k2

!#
� ��1

�
C2a

ku0 (0)k2
ku0k2

�
alors

ku (t)k2 � ku0 (0)k2��1
�

C2a
ku0 (0)k2

ku0k2
�

ku (t)k � ku0 (0)k
�
��1

�
C2a

ku0 (0)k2
ku0k2

�� 1
2

ku (t)k � E
�
��1

�
C2a

ku0 (0)k2
ku0k2

�� 1
2

Alors

max
t 2[0;T ]

ju (t)j � E
"
��1

 
C2a

ku0k2

ku0(0)k2

!# 1
2

Example 1 Soit � (x) = x1+�; � > 0
a/ � est strictement croissante sur D�? on a

D� = ]0;+1[ =) � (x) > 0;8x 2 D�

b/ � est convexe ?

�0 (x) = (1 + �)x� =) ��(x) = � (1 + �)x��1 > 0 car � > 0 et x > 0

c/ � (0) = 0
d/ l�inverse de � est donné par

��1 (x) = x
1

(1+�)
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sous les conditions précédentes et selon le théorème on a l�estimation sui-
vante : �

��1
�

C2a
ku0 (0)k2

ku0k2
�� 1

2

=

�
C2a

ku0 (0)k2
ku0k2

� 1
2(1+�)

=

"�
C2a

ku0 (0)k2
ku0k2

� 1
2

# 1
1+�

=

�
Ca

ku0 (0)k ku0k
� 1
1+�

= (Ca ku0k)
1

1+�
1

(ku0 (0)k)
1

1+�

donc

E

�
��1

�
C2a

ku0 (0)k2
ku0k2

�� 1
2

= E (Ca ku0k)
1

1+�
1

(ku0 (0)k)
1

1+�

Corollaire 2 Si on remplace la condition u (0) = 0 par u0 (0) = 0 dans (P)
on obtient même résultats, mais la condition ku0(0)k � E sera automatique-
ment. Le problème �d2u(t)

dt2
+ Au (t) = 0 8t 2 ]0; T [
u0 (0) = 0; u (T ) = u0 2 H

est un problème mal posé.

C2a cos
2
�p
�T
�
� ��

�
1

�

�
;8� 2 � (A)

hAu (0) ; u (0)i � E2

et on a besoin au

� (A) \
(
(2k � 1)2 �2

4T 2
; k 2 N+

)
= ;

pour obtenir l�estimation (3.12).
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3.1.3 Régularisation
On pose u (T ) = u0. Est ce que nous pouvons trouver une solution de (P)

tel que
ku (t)� vk � " (3.16)

et dudt (0)
 � E (3.17)

" et E sont des données. Le problème est de trouver une fonction u (T ) =
uT 2 H tel que

uT 2 D (A)()
Z
�(A)

�2

sin2
�p
�T
�d�uT (�) < +1 (3.18)

et

ku (T )� vk2 =
Z
�(A)

d�(uT�v) (�) � "
2 (3.19)dudt (0)

2 = Z
�(A)

�

sin2
�p
�T
�d�uT (�) � E2 (3.20)

De�nition 7 Soit F une fonctionnelle telle que

F : D (F ) � H ! [0;+1[

! 7! F (!) =

Z
�(A)

d�(!�v) (�) +
"2

E2

Z
�(A)

�

sin2
�p
�T
�d�! (�) (3.21)

et soit G un opérateur :

G : D (G) � H ! H

! 7! G! =

Z
�(A)

0@1 + "2�

E2 sin2
�p
�T
�
1A dE�! (3.22)

G dépend de ":

On va démontrer que G est un opérateur régularisant et F est la fonc-
tionnelle de stabilité.
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Théorème 23 Supposant pour chaque r < 0; l�ensemble

Y :=

8<:z 2 H;
Z
�(A)

�

sin2
�p
�T
�d�z (�) � r

9=; (3.23)

est relativement compact dans H. Si v 2 H; "; E > 0 sont des données telles
que l�equation opératorielle Gw = v possède une solution !� 2 D (A) et pour
cette solution

F (w�) � "2

alors

u (t) =

Z
�(A)

sin
�p
�t
�

sin
�p
�T
�dE�w� (3.24)

Démonstration. u (t) véri�e (P) et u (t) 2 D (A) pour t 2 ]0; T [ et
u (:) 2 W 2:2 ((0; T ) ; H) :
Si Gw = v possède une solution donc

w� 2 D (A)()
Z
�(A)

�2

sin2
�p
�T
�d�w� (�) < +1 (3.25)

on a
E4

"4
kvk2 = E4

"4
kGw�k2

=
E4

"4


Z
�(A)

0@1 + "2�

E2 sin2
�p
�T
�
1A dE�w�


2

=
E4

"4

Z
�(A)

0@1 + "2�

E2 sin2
�p
�T
�
1A2

d�w� (�)

� E4

"4

Z
�(A)

0@ "2�

E2 sin2
�p
�T
�
1A2

d�w� (�)

� E4

"4

Z
�(A)

"4�2

E4 sin4
�p
�T
�d�w� (�)

�
Z
�(A)

�2

sin4
�p
�T
�d�w� (�)
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Notre but est de trouver uT tel que (1.20) et (1.21) sont véri�ées.Pour cela on
va démontrer que F possède une fonction minimisante appartenant à D (A).
On a F est une fonctionnelle continue de Y dans R et (1.20) et (1.21) sont
automatiquement véri�ées si et seulement si :

F (w�) � "2

On va démontrer que

(3:20) et (3:21) sont véri�ées ?, F (w�) � "2

?
=))

kw� � vk2 =
Z
�(A)

d�(w��v) (�) � "2

et du (0)dt

2 = Z
�(A)

�

sin2
�p
�T
�d�w� (�) � E2; w� 2 D (A)

Z
�(A)

d�(w��v) (�) +
"2

E2

Z
�(A)

�

sin2
�p
�T
�d�w� (�) = F (w�)

� "2 + "2

E2
E2 = "2

donc
F (w�) � "2

?()

F (w�) =

Z
�(A)

d�(w��v) (�) +
"2

E2

Z
�(A)

�

sin2
�p
�T
�d�w� (�) � "2 (3.26)

Z
�(A)

d�(w��v) (�) � "2 �
"2

E2

Z
�(A)

�

sin2
�p
�T
�d�w� (�)

Z
�(A)

d�(w��v) (�) � "2

selon l�equation (3.26) :

"2

E2

Z
�(A)

�

sin2
�p
�T
�d�w� (�) � "2 � Z

�(A)

d�(w��v) (�) � "2

62



donc Z
�(A)

�

sin2
�p
�T
�d�w� (�) � E2

alors (3.20) et (3.21) sont véri�ées si et seulement si F (!�) � "2où !�

est la fonction minimisante de F , la condition pour avoir un minimum est
F 0 (!�) = 0 ou d

d�
F (! + �h) j�=0;8h 2 H:On utilise l�equation suivante :

1

2

d

d�

Z
�(A)

g (�) d�f +�q (�) j�=0=
Z
�(A)

g (�) d hE�f; gi

8g dé�nie sur � (A) et qu�elle n�a pas les même points de discontinuité que
�, et f , q 2 H

1

2
F 0 (w) =

Z
�(A)

d hE� (w � v) ; hi+
"2

E2

Z
�(A)

�

sin2
�p
�T
�d hE�w; hi

1

2
F 0 (w) =

�Z
�(A)

d (E�w)� v; h
�
+

*
"2

E2

Z
�(A)

�

sin2
�p
�T
�d E�w; h+

=

*Z
�(A)

d (E�w)� v +
"2

E2

Z
�(A)

�

sin2
�p
�T
�d E�w; h+

=

*Z
�(A)

0@1 + "2

E2
�

sin2
�p
�T
�
1A d E�w � v; h

+
;8h 2 H:

donc Z
�(A)

0@1 + "2

E2
�

sin2
�p
�T
�
1A d E�w � v 2 H:? = f0g

Z
�(A)

0@1 + "2

E2
�

sin2
�p
�T
�
1A d E�w = v =) Gw = v

alors la solution minimisante w satisfait Gw = v. F atteint leur minimum
dans Y ? On sait que la mesure �w est positive et croissante 8w 2 H; et on
a F (w) � 0; 8w 2 Y car

F (w) =

Z
�(A)

d�(w�v) (�) +
"2

E2

Z
�(A)

�

sin2
�p
�T
�d�w (�) � 0
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alors inf
w2Y

F (w) = F (w0) existe et 9 lim
n�!+1

F (wn) = F (w0). On suppose que :

8n > 1;F (wn) � F (w1) < +1

wn = fw 2 H;F (w) � F (w1)g
on va démontrer que

wn 2 H;
Z
�(A)

�

sin2
�p
�T
�d�wn (�) ?

� r

wn 2 H;
Z
�(A)

d�(wn�v) (�) +
"2

E2

Z
�(A)

�

sin2
�p
�T
�d�wn (�) � F (w1) < +1

"2

E2

Z
�(A)

�

sin2
�p
�T
�d�wn (�) � F (w1)� Z

�(A)

d�(wn�v) (�)

"2

E2

Z
�(A)

�

sin2
�p
�T
�d�wn (�) � F (w1)

alors Z
�(A)

�

sin2
�p
�T
�d�wn (�) � E2

"2
F (w1)

on note que :

r =
E2

"2
F (w1) > 0

alors Z
�(A)

�

sin2
�p
�T
�d�wn (�) � r =) wn 2 Y =) fwng � Y

L�ensemble Y est compact dans H, alors fwng a une sous-suite convergente
fwnkg tel que :

wnk �! w� 2 Y
F est continu donc

F (wnk) �!
nk
�!+1

F (w�)

on a
inf
w2Y

F (w) = F (w�) , inf
w2Y

F (w) = lim
n�!+1

F (wn)

lim
nk�!+1

F (wnk) = F (w�) = inf
w2Y

F (w) = lim
n�!+1

F (wn)
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alors la fonction qui minimise F est la fonction régularisante de l�equation
Gw = v .

Y" = Y \
�
w 2 D (A) ; kGw � vk2 � "2

	
où f"ng est une suite des nombres positifs

"n !
n!+1

0

8n � 0; "n > 0 l�ensemble Y"n est bien dé�nie.

Chaque Y"n possède un élément w
�
n qui minimise la fonctionnelle F sur cet

ensemble.Correspondant la suite f"ng il existe une suite des fonctions fw�ng �
Y un ensemble compact dans H:Alorsfw�ng possède une sous suite

�
w�nk
	

convergente tel que :
lim

nk�!+1
w�nk = w

�

w�n 2 Y"n =)
Gw�nk � vnk2 � "2nk

=) 0 � lim
nk�!+1

Gw�nk � vnk2 � lim
nk�!+1

"2nk

=) lim
nk�!+1

Gw�nk � vnk2 = 0
=) kGw� � vk = 0
=) Gw� = v
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Sur un problème mal posé pour une
équation d’évolution

Résumé

Si le problème a une solution unique mais n’est pas continue par rapport aux

faibles variations des données ce problème est  mal posé. Les méthodes utilisées

pour stabiliser les problèmes mal posés sont connues par la régularisation.

Le but de ce papier est de présenter quelques méthodes de la régularisation

appliquées pour résoudre un problème mal posé associé à un opérateur non

borné linéaire dans un espace de Hilbert.



حول مسألة غیر مطروحة جیدا من أجل معادلة تطور

.ملخص

لمعطیات فإن اعلى لكن ھذا الحل لیس مستمرا بالنسبة لتغیرات صغیرة مسألةلوجد حل وحیدإذا 

.ھذه المسألة غیر مطروحة جیدا

.الطرق المستخدمة من أجل جعل ھذه المسائل مستقرة تعرف باسم التعدیل

الھدف من ھذا العمل ھو عرض بعض الطرق المعدلة المستعملة لحل المسائل غیر المطروحة جیدا 

.تبمؤثر خطي غیر محدود في فضاء ھلبرالمقترنة 



On an ill-posed problem for an equation of evolution

Abstract.

If a problem has a unique solution, but this solution is not continuous with

respect to small variations of data this problem is ill posed. The methods used to

stabilize ill-posed problems are known to stabilize.

The purpose of this paper is to present some methods of regularization applied

to solve an ill-posed problem associated with a linear unbounded operator in a

Hilbert space.


