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Résumé : Dans ce travail, on présente la théorie non-locale de cisaillement des nano-poutres
fonctionnellement graduées (FGM), pour la flexion et la vibration libre en utilisant les relations
constitutives différentielles d’Eringen. Cette théorie développée dans ce travail prend en compte la
variation d’ordre élevé de la déformation due au cisaillement a travers 1’épaisseur du nano-poutre, et
satisfait les conditions de la nullité des contraintes aux surfaces supérieures et inférieures. En outre, ce
modele de nano-poutre non-locale intégre le paramétre d'échelle de longueur qui peut traduire 1’effet
de petite échelle. Les propriétés matérielles de la poutre nano-FGM sont considérées variables a travers
I’épaisseur. Les équations de mouvement sont dérivées a partir du principe d’Hamilton. Des solutions
analytiques sont présentées pour des nano-poutres simplement appuyées.

Mots clés : Nano-poutre; La théorie d’élasticité non locale; Flexion; Vibration; Matériaux a
gradient fonctionnelle.

1. Introduction générale

Les nanotechnologies concernent la conception, la caractérisation, la production et I’application de
structures, dispositifs et systemes par le contrble de la forme et de la taille a une échelle nanométrique.
Par conséquent, les effets d’échelle sont importants dans le comportement mécanique de ces structures
dans lesquelles les dimensions sont faibles et comparables aux dimensions des molécules. Cet effet
peut étre capturé en utilisant des théories comme la théorie de gradient de déformation, la théorie des
moments modifiés et la théorie d’élasticité non-locale [1, 2]

Contrairement aux théories classiques, les théories non-locales contient un parameétre de longueur
interne de matériau qui peut représenter la dépendance de I’effet d’échelle. Un exposé de divers
modeles non locaux peut étre trouvé dans [3].

Une nouvelle classe des matériaux composites qui s’appelle « les matériaux fonctionnellement
gradués » (FGM) a une grande importance pratique par ces vastes applications dans différents secteurs
industriels comme les systemes micro/nano-électromecaniques (MEMS/NEMS), les dispositifs MEMS
électriguement actionnés et les microscopes a force atomique [4, 5].

Le but de ce travail est de proposer une théorie non locale raffinée de poutre pour la flexion et la
vibration des nano-poutres FGM. En outre, 1’effet d'échelle est pris en compte en utilisant les relations
constitutives non locales d’Eringen. Pour illustrer I'exactitude de la théorie actuelle, les résultats
obtenus sont comparés avec ceux prédits par la théorie classique des poutres et celles de Timoshenko.
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Enfin, les influences de paramétre non local, I'indice de matériel, et le ratio de longueur/épaisseur de la
flexion et la vibration libre des nano-poutres FGM sont discutées.

2. Formulation théorique :

La formulation théorique de la nano-poutre FGM est basée sur des hypothéses cinématiques et
physiques. La poutre est considérée qu’elle occupe le domaine :

0<x<L; —-b/2<y<b/2; —-h/2<z<h/2,
(

oux,Y, z sont les coordonnées cartésiennes, L est la longueur, b est la largeur et h est la hauteur
totale du nano-poutre. Le nano-poutre est charge transversalement par une charge uniforme q(x).

3. Les matériaux fonctionnellement gradués

On considere que les propriétés matériels de la nano-poutre FGM, comme le module de Young (E),
le coefficient de Poisson le module, d’élasticité transversale et la densité massique, varient
continuellement a travers 1’épaisseur de la poutre en suivant une loi de puissance [6, 7, 8], qui peut étre
décrit par :

k
z 1
P(z)=(R-R)| -+ | +R (2)
h 2
Ou PR, et B, sont les propriétés matérielles correspondantes aux surfaces supérieure et inférieure de
la poutre, k est un nombre positif qui dicte le profile de variation matérielle a travers 1’épaisseur.
4. Les hypotheses de base

Le champ de déplacement, dans la direction des « x » est u(x,z,t), et dans celle des «z » est
wW( X,z,t), peut se définir, comme suit :

OW,

ow,
u(x,z,t)=u,(x,t)-z > f(z) > (3a)
W(X,z,t)=w,(X,t)+w,(x,t)
(3b)
tel que u,est le deplacement de la fibre médiane ; w,et w,est la fleche due a la flexion et au
1 5(zY
cisaillement, respectivement ; f(Z)={Z—§(Hj }est la fonction de gauchissement. Le champ de
déformation s’écrit comme suit :
_ .0 b s _ s
‘9x_8x+2kx+f(z)kx et }/XZ—g(Z)}/XZ (4)
ou
au 2 2 ow . ? 2
=20 o O k§=—a—vgs, po =2 12Tl 24[ 2] g=2-g 2] 5)
OX ox? OX OX 4 3 \h 4 h
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5. Les relations constitutives :

L’¢élasticité non locale est considérée pour la premiére fois par Eringen [1, 2]. Il a supposé que la
déformation dans un point référentiel est fonction des déformations de tous les points de la structure.
Eringen [1, 2] a proposé la forme différentielle des relations constitutives non-locales suivantes :

d?
o, — d(z =Ee, (6a)
d?r
_ Xz — G 6b
Ta “H G2 Y (6b)

OU = (e,a)® est le parametre non-local, e, est une constante appropriée pour chaque matériau et

a est le rapport entre la longueur caractéristique interne et celle des caractéristiques externes. En
général, une estimation est prise pour le produit e,a < 2.0nm pour les nanotubes en carbone [9, 7].

6. Equations de mouvement :

En utilisant la version dynamique du principe des travaux virtuels, I’équation différentielle pour la
nano-poutre fonctionnellement graduée est obtenue. Le principe des travaux virtuels appliqué sur la

nano-poutre Nnous amene a:

(c6&,+7,07,)dAdx— Hp[u 8 Uy + (W, + Vi, )5 (w, +w, )]dAdx
()

qo(w, +w, )dx =0

[
-Ja
0

En collectant les coefficients des u,, o w, et o w, de I’équation (7), les équations de mouvement

sont :

_ dN
ou,: d——l oUo (8a)
d*M L d 2w
SW,: e b+q:|0(Wb+Ws)—|2T2b (8h)
d*M. dQ 1, d?w,
oW, : S+ —+q=I,(W, +W, 5 8c
ST ko o(Wh +W, )= 84 dx? (8e)

OuN, M, M, et Q sont les efforts internes résultants, défini comme :
(N.M,,M)=[(Lz f)o,dA et Q=]gr,dA )
A A

et (1,,1,) sont les inerties massiques définis comme :

(Ip.1,)= Ilz )p(2)dA (10)
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Quand on néglige I’effet de cisaillement (w, =0), les équations d’équilibre Eq. (8) coincident avec
celles trouvées par la théorie de poutre d’Euler Bernoulli. En substituant Eqg. (5) dans Eq. (6) et les
résultats ultérieurs dans Eq. (9), il en résulte les efforts internes :

d’N  du, _d’w, d’w,
d*™m, du, d?w, d?w,
M, —u dx? =B dx P dx? D dx? (11b)
d*M, du, d?w, d 2w,
Ms —n dx? =B dx P dx? A dx? (11c)
d’Q dw
_ =A s
Q-2 =A 4, (11d)
Ou les composantes de la rigidité sont données par :
{AB.D.EF Hj=[{1222°2" 2*|E(2)dA,
A
BS:—EB+i2E,
4 3h
DS=—1D+i2F, (12)
4 3h
1y 5,25,

*"16 6h?  on*
{A55,D55,F55}:J.{l,ZZ,ZA}G(z)dA,

A

25 25 25
As :E'A’ss_WDss"'FFss’

En substituant Eq. (11) dans Eq. (8), les équations non-locales de mouvement peuvent étre
exprimées en terme de déplacements (u,, w, , W, ) comme suit :

d*u d®w, d’w du
A—C2-B—2-B, — =1, U, - u—2>

dx? dx® dx® dx? (13a)
d3u d'w, d*w, d?q
o p=¥% p W 4 %4
dx® dx* saxt e
. d? (i, + W, ) d 2w, d*w,
= IO((Wb + W )_:u dez j_ |2[ dXzb —H dXAb (13b)
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d’u, d*w, d W, d’q
-D b s s 4

L d?(w, +w,)) I, (d>w,  d*wi
_IO[(wb+W5)—,ude]—8—Z( a2 —H dx’ (13c)

Les équations de mouvement de la théorie locales peuvent étre obtenues a partir de 1’équation (13)
en mettant le paramétre non-locale & égale a zéro.

B

7. La solution analytique pour la poutre nano FGM simplement appuyée :

La solution de Navier est utilisée pour déterminer la solution analytique pour la poutre nano en
FGM simplement appuyée. La solution prend la forme suivante :

U, U, cos(a x)e'”"
W, =D qW,, sin(a x) e’
w,| "MW, sin(ax)e' "

S

(14)

ouU,,W,,,et W, sontdes paramétres arbitraires a determiner, @ est la fréquence propre associée
au mode propre n, et @ =nzx/L. Le chargement transversal g est aussi écrit sous forme de série de

Fourier: q(x)= iQn sinax, Q,= %Iq(x) sin( & Xx) dx (15)

Les coefficients de Fourier Q, associés a un chargement uniforme sont donnés par :

Cnx (16)

Substituant les expressions deu,,w,, w,, et 4 de Egs. (14) et (15) dans Eq. (13), les solutions
analytiques peuvent étre du systeme suivant :

Sii S Sig m, O 0 U, 0
Sz Sy Sy|-— A0’ 0 My Myy | [f W r =94Q, (17)
Siz Sy Sy 0 my my | )W, AQ,

Ou: Sll=Aa2, Slz=—BO£3, S,; =-B.a?, 822=Da4, S,,=D.a*, S,,=H.a"+Aa’

IZ 2 2
My =My =1, my,=I1,+1,a?, m33:|0+aa, A=1+ ua (18)

8. Caractéristiques des matériaux

Cette section est subdivisée en deux parties. La premiére présente une vérification du modeéle
proposé avec ceux précédemment publiées. La deuxiéme partie montre les effets du parameétre non-
local, I’indice matériel k et le rapport de la longueur L sur I’épaisseur h, sur la flexion statique et la
vibration libre de la poutre nano FGM. Dans ce qui suit, deux types de poutres nano FGM sont
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étudiées. La premiére a les caractéristiques suivantes: E, =0.25TPa,E, =1TPa, v, =v, =0.3 [6]. La
deuxieme poutre est composée du métal et céramique (Al,Os). Les fibres inférieures de la poutre sont
constituées de métal pur, tandis que celles supérieures sont en céramique pure. Les propriétés
matérielles sont comme suit: E, =390 GPa, E,=210GPa, p =390 kg/m?®, p, =7800kgm?,
v, =v, =0.3[10]. Le coefficient de correction de cisaillement est pris égal & 5/6 pour la poutre de
Timoshenko. Pour la convenance, les quantités non dimensionnelles suivantes sont utilisées :

— El
e w=100w tL“ pour le chargement uniforme;
0

e w=o0l’ pour la fréquence;

t

9. Comparaison des études

Afin de démontrer la précision de la solution présentée dans ce travail, quelques comparaisons des
résultats actuels avec ceux disponibles dans la littérature ont été effectuées.

Tableau 1: fléche non-dimensionnelle (w) de la poutre nano-FGM pour une charge uniformément répartie.

Paramsatre Non local, &, (M

Lk |k 3 i3 I 3

(3]

TET® | SBT¥ | Present | TET® | SBT® | Presat | TBT® | SBI™ | Presant | TBEL® | SBT® | Presaxt | TET® | SET® | Presant

O | 5.3383 [ 33381 | 33383 | 34635 | 34639 | 34839 | 3.B4ET | 3.B4E3 | 3.B487 | 64867 | 6.4883 | 64867 | T.3T9E [ T.ITT | 7.37%

03| 32169 | 32178 [ 32181 | 32938 | 32346 | 22951 | 35145 | 35134 | 35238 | 39080 [ 39002 | 390104 | 4.4472 | 44482 [ 4.4488

10 1| 24194 | 24153 | 24194 | 24772 | 24772 [ 24773 | 26308 | 26308 | 2.6309 | I%400 | 25401 | 29400 | 33430 [ 3349 33422

30| 19249 | 1923 | 19234 | 1.9710 | 1.9693 | 1.96%4 | 2.1051 | 2.1074 | 2.1074 | 2.3393 | 2.3373 | 2.3375 | 26605 | 2.6396 | 2.6395
10 | 1.5799 [ 1.5790 [ 1.5790 | 1.6176 | 1.6169 | 1.6168 | 1.7310 [ 1.7301 | 1.7301 | 1.91%0 | 1.91%0 | 1.9189 | 2.1843 | 2.1831 [ 2.1831
0 | 31237 | 3.II38 | 31118 | 3.1366 | 31366 | 52367 | 3.I7E4 | 3I7E6 | 3.IT7BI | FLMBO | F.MB0 | F34ED | TS [ 336 | T4435
03| 3.1486 | 3.1473 [ 3.1475 | 3.1570 | 3.1557 | 31559 | 3.1822 | 3.1B09 | 31811 | 3.2341 (| 3.2230 | 3.3230 | 3.2829 | 3.2815 [ 3.2518
30 1 | 23732 | 23731 | 23732 | 23793 | 23793 [ 23793 | 23983 | 1.39B4 | 2.39BD | I430L | Z4MI |4z I4TH [ z4H ) Z4TH
3 | 1.B8%4 | 1.BBSZ | 1.BB92 | 1.894 | 1.B543 | 1.8943 | 1.89055 | 1.5054 | 1.905%4 | 19347 | 1934 | 19346 | 19700 [ 1.9695 | 1.96%8

10 | 13489 | 13488 [ 1.3488 | 1.3330 | 1.3330 | 1.332% | 1.5634 | 1.3633 | 1.3633 | 1.3860 | L.3B61 | 1.3860 | 1.6149 | 1.614% [ 1.6149

0 | 3.2096 | 32097 | 52096 | 3.2108 | 5.2110 | 52109 | 3.2146 | 5.2146 | 5.2146 | 32208 | 32210 | 53.2209 | 31196 | 5.2296 | 5.1196

03| 31408 [ 31354 [ 31393 | 31416 | 31404 | 20403 | 31438 [ 31426 | 31423 | 31476 | 3.1465 | 31463 | 31519 | 31517 | 3.1313

100 1 | 2.3679 | 2.3680 | 2.367%4 | 2.3687 | 2.3686 | 2.3683 | 2.3702 | 2.3702 | 2.3702 | 2.3730 | 2.3731 | 2.3731 | 23770 | 23771 | 2.3TT0

L
-
oo
&a
hy
e

1.8833 | 1.8834 [ 1.8B3E [ 1.8838 | L.BE3E | 1.B871 [ 1.8871 | 1.8872 | 1.88%d4 | 1.B853 [ 1.8ES54 | 1.B926 | 1.5926 | 1.8926

10 | L3433 [ 13433 [ 13454 | L3457 | 13457 | 13438 | 13468 | 1.3468 | 1.3469 | 13487 | L3487 | 13487 | 1.3513 | 1.3513 [ 1.53513

110



eme

Actesdela 2™ Conférence Internationale de Mécanique (ICM’15). Constantine, Algérie. 25-26 Novembre 2015

Le tableau 1 montre les fleches maximales non dimensionnelles W d’une poutre nano FGM
simplement appuyée soumise & un chargement uniforme. Les valeurs obtenues ont été trouvees en
utilisant 100 termes dans les séries (14) et (15). On remarque que e,a =0 corresponds a la théorie
locale. Les résultats trouvés sont comparés avec ceux reportés par Larbi Chaht [6] base sur la théorie
non-locale de Timoshenko (TBT) et la théorie sinusoidale non-locale (SBT) pour une série de valeurs
du paramétre non-local (e,a), I’indice matériel (k) et le rapport longueur/épaisseur (L/h).

On peut voir que les résultats obtenus par la présente théorie sont dans un excellant accord avec
ceux calculés par les deux théories TBT et SBT [6] pour toutes les valeurs du paramétre non-local
(e,a), le coefficient matériel (k) et le rapport longueur sur épaisseur (L/h).Les valeurs des fleches

W sont proportionnelles avec le parametre non-local et inversement proportionnelles avec ’indice
matériel. Les valeurs de la fréquence fondamentale non-dimensionnelle pour différentes valeurs de
paramétre non-local e,a sont présentées dans le tableau 3. Les propriétés matérielles de la poutre nano

FGM sont les mémes que celles utilisées par [10]. Les résultats trouvés dans le présent travail sont
comparés ceux calculés par la théorie d’Euler-Bernoulli et de Timoshenko, un grand arrangement avec
cette derniére est observé. A partir de ce tableau on peut dire que la fréquence non dimensionnelle
fondamentale décroit quand le parameétre non local I’indice matériel augmentent. En général, I’effet de
la deformation de cisaillement et le paramétre non local e a est d’amplifier la fleche et réduire la

fréquence propre de la poutre. En diminuant I’indice matériel, la fléche ainsi que la fréquence propre
vont augmenter. Cela est due au fait que 1’augmentation de 1’indice matériel cause I’augmentation de
la rigidité de la poutre nano FGM.

Tableau 3: la fréquence fondamentale non-dimensionnelle (@) de la poutre nano-FGM.

Paramétra Non local, &yt | 2792 )

LJ"h k 0 0.5 1 13 2

EBT TBT | Present | EBT TBT Prasent [ EBT TBT Prasent | EBT TBT Prasant | EBT TBT Prasant

0 | 5.8193 | 90073 [ 9.7073 | 9.7102 | 9.5899 | 95899 | 93774 | 92612 | 9.2612 | B.B913 | B.7813 | B.7E13 | B.3138 | B.21%6 | B.2197

03| B.26%4 [ B.1700 | 81709 | B.1652 | B.OTIL | B.0719( 7.8852 | 7.78M [ 7.7932 | 74804 | 7.3805 | 7.3913 | 7.0019 [ 69178 | 6.9183

10 1 [ 69630 | 6.8814 | 6.8814 | 6.BB07 | 6.7961 | 6.7981 | 6.6M4E | 6.3651 | 6.3631 | 6.3003 | 6.2249 | 6.1249 ( 5.8973 | 58267 | 5.8267

[ 61573 | 6.07TB4 [ 60735 | 6.0BI9 | 6.00ME | AO0L9| FETH | 57990 | 37962 | 33700 [ 34883 | 34939 32137 | S1468 | 3.1443

10 [ 56344 | 35754 [ 55768 | 23839 [ 551018 | 33092 3355 | 33129 | 53204 | 31150 | 20470 [ 50447 47878 | 47242 | 471121

0 | 9.B431 | 98311 [ 9.8511 | 9.B316 | 9.8376 | 98376 | 9.EI14 | 2.7973 | 979735 | 97436 [ 9.7318 | 9.7318 [ 9.6336 | 9.6419 | 9.6419

03 [ 83015 | 82901 | 8.2902 | B.2902 | B.I787 | B.I7BE| B.2364 | B.2450 | B.2451 | 8.2010 | B8.1897 [ B.IE9E| B.123I1 | 8.1140 | B.1141

30 1 [ 69929 | 69832 | 69831 | 69833 | 6.9737 | 69737 | 6948 | 6.9433 | 69432 | 6.9082 | 6.8587 | 6.8987 [ 6.8 | 6.5349 | 6.8349

3 [ 61806 | 6ITIS | 61712 | 61722 | 6.1631 | 61627 | 6.1470 | 6.1380 | 6.1376 | 6.1038 | 6.0968 [ 6.0964 [ 6.0d4%d4 | 6.0405 | 6.0401

10 [ 56744 | 36638 | 56635 | 3.6667 | 56381 | 36378 | 3.6436 | 36350 | 56347 | 36057 | 33972 [ 53969 | 33340 | 5.5435 | 33452

0 | 9.8692 | 98679 | 98679 | 9.BARD | 9.8667 | 98667 | 9.BS43 | D.BE3L | 98631 | D.B3E3 | 9830 | 9.B3T0( 9.B498 | 9.B4E3 | 9.8483

03 [ 83052 | 8.304Z | 8.3042 | B.3042 | B.3031 | 8.3032| B.3011 | B.3001 | B.3001 | 82960 | 8.2950 | B.2950| B.1889 | B.2878 | B.2878

100 1 [ 69961 | 69932 [ 69931 | 69932 | 6.9943 | 69943 | 69926 | 6.9917 | 6.9917 | 6.9883 | 69874 | 6.9874 [ 6.9823 | 69814 | 6.9814

3 [ 61833 | 61825 | 61824 | 61525 | 6.1B17 | 61517 A.IBDZ | 617 | 617594 | 61784 [ 61736 | 61736 [ 61711 | 6.1703 | 6.1703

10| 56767 | 5.6760 | 3.6739 | 3.6761 | 36733 [ 3.6732( 5.6740 | 36732 | 36731 | 36703 | 5.6697 | 36697 | 36636 | 3.6648 | 3.6648
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10. Etude paramétrique

La flexion des poutres nano-FGM est étudiée ici en supposant les propriétés matérielles utilisées par
[6]. Par contre, la repense dynamique est recherchée en proposant les propriétés utilisées par [10]. Pour
les cas locales et non locales on a pris e,a =0 et g,a =1nm, respectivement. L’indice matériel est

considéré constantk =1. A partir de ces figures, on constate que les fleches prédites par la théorie non
locale sont plus grandes que celles locales, tandis que la solution non locale de la fréquence propre est
plus petite que celles prédites par la théorie locales. Ce résultat indique que le paramétre non local
assouplit la poutre nano. En outre, il est remarqué que pour des valeurs faibles du rapport longueur sur
épaisseur, 1’effet d’échelle est plus signifiant. Par contre, 1’effet d’échelle sur la flexion et la fréquence
propre diminue quand le rapport longueur /épaisseur augmente. Cela implique que les effets d'échelle
sur le comportement vis a vis la flexion statique et la vibration libre ne sont pas évidentes pour les
nano poutre élancée mais ils doivent étre pris en compte pour les na poutres courtes.

\ 5,4

260 3\ 524
g

%\ EBT 50
e-TBT

\ 4,84
. Nonlocal theory - - Present

2.55
—EBT

- TBT
- - - - Present

46
2.50

4,4 1

2.45 - 4,2

o 404/ ;
2404 /-

__________________ 384"

2.35 : : : 3,6 1

10 20 30 40 50 T y y
o 10 20 L/h 30 40 50

Figure 5: L effet du rapport longueur/épaisseur sur la fleche (& gauche) et la fréquence
propre (a droite) non-dimensionnelle pour une charge uniforme avec k=1 et e;a=1nm.

Dans le but de montrer ’influence du parameétre non locale sur la flexion et la vibration libre, la
théorie non locale des nano poutres FGM est utilisée avec différentes valeurs du rapport
longueur/épaisseur, ce qui est montré dans les figures 5 jusqu’a 7, respectivement. L’indice matériel
est assumé d’étre constant, k=1. Ces figures montrent que les repenses varient non linéairement avec le
parametre non locale. On peut remarquer que ’influence de I’effet d’échelle, présenté par le parametre
non locale eja , sur la flexion et la vibration libre pour les nano poutres FGM est significatif surtout

pour des valeurs relativement élevées du rapport L/h.

En outre, on peut conclure que le comportement des nano poutres FGM a une grande dépendance
du rapport longueur/épaisseur dans la théorie d’élasticité non locale.

L’effet de I’indice matériel sur la flexion statique et la vibration libre des poutres nano FGM est
représentées sur les figures 8 jusqu’a 10 pour différentes valeurs de parametres non locale avec
L/h =10 . On peut remarquer que les fleches dues a la flexion et les frequences propres diminuent
quand I’indice matériel augmente. On note que cette observation a été remarquée dans les tableaux 1 et
2, et cela est dii au fait qu’une augmentation de 1’indice matériel méne a une diminution de la rigidité
de la poutre nano FGM.
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Figure 5: L effet du parameétre non-local sur la fleche (a gauche) et la fréquence propre (a
droite) non-dimensionnelles pour une charge uniforme aveck =1.
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Figure 8 : L effet de ['indice de matériel sur la fleche (a gauche) et la fréquence propre (a
droite) non-dimensionnelle pour une charge uniforme avec L/h=10.

11. Conclusions

Une théorie de déformation de cisaillement non locale est utilisée pour étudier la flexion et la
vibration libre des nano-poutres FGM. Ce modé¢le actuel est capable de capturer a la fois 1’effet
d’échelle et I’influence de la déformation de cisaillement, et ne nécessite pas des facteurs de correction
de cisaillement. Des exemples numériques montrent que la présente théorie donne des valeurs
identiques a ceux genérés par la théorie de Timoshenko. Les effets du parameétre non local, du rapport
d'aspect et de I’indice matériel k sont étudiés en détail.
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