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Résumé : Dans ce travail, on présente la théorie non-locale de cisaillement des nano-poutres 

fonctionnellement graduées (FGM), pour la flexion et la vibration libre en utilisant les relations 

constitutives différentielles d’Eringen. Cette théorie développée dans ce travail prend en compte la 

variation d’ordre élevé de la déformation due au cisaillement à travers l’épaisseur du nano-poutre, et 

satisfait les conditions de la nullité des contraintes aux surfaces supérieures et inférieures. En outre, ce 

modèle de nano-poutre non-locale intègre le paramètre d'échelle de longueur qui peut traduire l’effet 

de petite échelle. Les propriétés matérielles de la poutre nano-FGM sont considérées variables à travers 

l’épaisseur. Les équations de mouvement sont dérivées à partir du principe d’Hamilton. Des solutions 

analytiques sont présentées pour des nano-poutres simplement appuyées.  

Mots clés : Nano-poutre; La théorie d’élasticité non locale; Flexion; Vibration; Matériaux à 

gradient fonctionnelle. 

1. Introduction générale  

Les nanotechnologies concernent la conception, la caractérisation, la production et l’application de 

structures, dispositifs et systèmes par le contrôle de la forme et de la taille à une échelle nanométrique. 

Par conséquent, les effets d’échelle sont importants dans le comportement mécanique de ces structures 

dans lesquelles les dimensions sont faibles et comparables aux dimensions des molécules. Cet effet 

peut être capturé en utilisant des théories comme la théorie de gradient de déformation, la théorie des 

moments modifiés et la théorie d’élasticité non-locale [1, 2] 

Contrairement aux théories classiques, les théories non-locales contient un paramètre de longueur 

interne de matériau qui peut représenter la dépendance de l’effet d’échelle. Un exposé de divers 

modèles non locaux peut être trouvé dans [3]. 

Une nouvelle classe des matériaux composites qui s’appelle « les matériaux fonctionnellement 

gradués » (FGM) a une grande importance pratique par ces vastes applications dans différents secteurs 

industriels comme les systèmes micro/nano-électromécaniques (MEMS/NEMS), les dispositifs MEMS 

électriquement actionnés et les microscopes à force atomique [4, 5].  

Le but de ce travail est de proposer une théorie non locale raffinée de poutre pour la flexion et la 

vibration des nano-poutres FGM. En outre, l’effet d'échelle est pris en compte en utilisant les relations 

constitutives non locales d’Eringen. Pour illustrer l'exactitude de la théorie actuelle, les résultats 

obtenus sont comparés avec ceux prédits par la théorie classique des poutres et celles de Timoshenko. 
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Enfin, les influences de paramètre non local, l'indice de matériel, et le ratio de longueur/épaisseur de la 

flexion et la vibration libre des nano-poutres FGM sont discutées. 

2. Formulation théorique : 

La formulation théorique de la nano-poutre FGM est basée sur des hypothèses cinématiques et 

physiques. La poutre est considérée qu’elle occupe le domaine : 

Lx 0 ;   2/2/ byb  ;   2/2/ hzh  , 

où x , y , z  sont les coordonnées cartésiennes, L  est la longueur, b  est la largeur et h  est la hauteur 

totale du nano-poutre. Le nano-poutre est chargé transversalement par une charge uniforme q(x).  

3. Les matériaux fonctionnellement gradués 

On considère que les propriétés matériels de la nano-poutre FGM, comme le module de Young (E), 

le coefficient de Poisson le module, d’élasticité transversale et la densité massique, varient 

continuellement à travers l’épaisseur de la poutre en suivant une loi de puissance [6, 7, 8], qui peut être 

décrit par : 
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Où tP  et bP  sont les propriétés matérielles correspondantes aux surfaces supérieure et inférieure de 

la poutre, k  est un nombre positif qui dicte le profile de variation matérielle à travers l’épaisseur. 

4. Les hypothèses de base  

Le champ de déplacement, dans la direction des « x » est )t,z,x(u , et dans celle des « z » est 

)t,z,x(w , peut se définir, comme suit : 
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tel que 0u est le déplacement de la fibre médiane ; bw et sw est la flèche due à la flexion et au 

cisaillement, respectivement ;  
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zzf est la fonction de gauchissement. Le champ de 

déformation s’écrit comme suit : 
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5. Les relations constitutives : 

L’élasticité non locale est considérée pour la première fois par Eringen [1, 2]. Il a supposé que la 

déformation dans un point référentiel est fonction des déformations de tous les points de la structure. 

Eringen [1, 2] a proposé la forme différentielle des relations constitutives non-locales suivantes :   

x

x

x E
dx

d
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Où 2

0 )( ae  est le paramètre non-local, 0e  est une constante appropriée pour chaque matériau et 

a  est le rapport entre la longueur caractéristique interne et celle des caractéristiques externes. En 

général, une estimation est prise pour le produit 0.20 ae nm pour les nanotubes en carbone [9, 7]. 

6. Equations de mouvement : 

En utilisant la version dynamique du principe des travaux virtuels, l’équation différentielle pour la 

nano-poutre fonctionnellement graduée est obtenue. Le principe des travaux virtuels appliqué sur la 

nano-poutre nous amène à: 
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En collectant les coefficients de 0u  , bw   et sw   de l’équation (7), les équations de mouvement 

sont : 
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Où N , bM , sM  et Q  sont les efforts internes résultants, défini comme : 


A
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A

xz dAgQ   

et ( 0I , 2I ) sont les inerties massiques définis comme : 

   
A

dAzzII )(,1, 2

20   

(6a) 

(6b) 

(7) 

(8c) 

(8b) 

(8a) 

(9) 

(10) 



Actes de la 2
ème

 Conférence Internationale de Mécanique (ICM’15). Constantine, Algérie. 25-26 Novembre 2015 

 

108 

 

Quand on néglige l’effet de cisaillement ( 0sw ), les équations d’équilibre Eq. (8) coïncident avec 

celles trouvées par la théorie de poutre d’Euler Bernoulli. En substituant Eq. (5) dans Eq. (6) et les 

résultats ultérieurs dans Eq. (9), il en résulte les efforts internes : 
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Où les composantes de la rigidité sont données par : 
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En substituant Eq. (11) dans Eq. (8), les équations non-locales de mouvement peuvent être 

exprimées en terme de déplacements ( 0u , bw , sw ) comme suit : 
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Les équations de mouvement de la théorie locales peuvent être obtenues à partir de l’équation (13) 

en mettant le paramètre non-locale  égale à zéro. 

7. La solution analytique pour la poutre nano FGM simplement appuyée : 

La solution de Navier est utilisée pour déterminer la solution analytique pour la poutre nano en 

FGM simplement appuyée. La solution prend la forme suivante : 
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où nU , bnW , et snW  sont des paramètres arbitraires à déterminer,   est la fréquence propre associée 

au mode propre n, et Ln /  . Le chargement transversal q est aussi écrit sous forme de série de 

Fourier :     
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Les coefficients de Fourier nQ  associés à un chargement uniforme sont donnés par : 
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Substituant les expressions de 0u , bw , sw , et q  de Eqs. (14) et (15) dans  Eq. (13), les solutions 

analytiques peuvent être du système suivant : 
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  8. Caractéristiques des matériaux 

Cette section est subdivisée en deux parties. La première présente une vérification du modèle 

proposé avec ceux précédemment publiées. La deuxième partie montre les effets du paramètre non-

local, l’indice matériel k et le rapport de la longueur L sur l’épaisseur h, sur la flexion statique et la 

vibration libre de la poutre nano FGM. Dans ce qui suit, deux types de poutres nano FGM sont 

(13c) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 
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étudiées. La première a les caractéristiques suivantes: TPa 25.0tE , TPa 1bE , 3.0 bt   [6]. La 

deuxième poutre est composée du métal et céramique (Al2O3). Les fibres inférieures de la poutre sont 

constituées de métal pur, tandis  que celles supérieures sont en céramique pure. Les propriétés 

matérielles sont comme suit: GPa 390tE , GPa 210bE , 3kg/m 3960t , 3kg/m 7800b , 

3.0 bt  [10]. Le coefficient de correction de cisaillement est pris égal à 5/6 pour la poutre de 

Timoshenko. Pour la convenance, les quantités non dimensionnelles suivantes sont utilisées : 

 
4

0

100
Lq

IE
ww t    pour le chargement uniforme; 

 
IE

A
L

t

t 2
    pour la fréquence; 

9. Comparaison des études  

Afin de démontrer la précision de la solution présentée dans ce travail, quelques comparaisons des 

résultats actuels avec ceux disponibles dans la littérature ont été effectuées.  

 



Actes de la 2
ème

 Conférence Internationale de Mécanique (ICM’15). Constantine, Algérie. 25-26 Novembre 2015 

 

111 

 

Le tableau 1 montre les flèches maximales non dimensionnelles w  d’une poutre nano FGM 

simplement appuyée soumise à un chargement uniforme. Les valeurs obtenues ont été trouvées en 

utilisant 100 termes dans les séries  (14) et (15). On remarque que 00 ae  corresponds à la théorie 

locale. Les résultats trouvés sont comparés avec ceux reportés par Larbi Chaht  [6] basé sur la théorie 

non-locale de Timoshenko (TBT) et la théorie sinusoïdale non-locale (SBT) pour une série de valeurs 

du paramètre non-local ( ae0 ), l’indice matériel ( k ) et le rapport longueur/épaisseur ( hL / ). 

On peut voir que les résultats obtenus par la présente théorie sont dans un excellant accord avec 

ceux calculés par les deux théories TBT et SBT [6] pour toutes les valeurs du paramètre non-local 

( ae0 ), le coefficient matériel ( k ) et le rapport longueur sur épaisseur ( hL / ).Les valeurs des flèches 

w  sont proportionnelles avec le paramètre non-local et inversement proportionnelles avec l’indice 

matériel. Les valeurs de la fréquence fondamentale non-dimensionnelle pour différentes valeurs de 

paramètre non-local ae0 sont présentées dans le tableau 3. Les propriétés matérielles de la poutre nano 

FGM sont les mêmes que celles utilisées par [10]. Les résultats trouvés dans le présent travail sont 

comparés ceux calculés par la théorie d’Euler-Bernoulli et de Timoshenko, un grand arrangement avec 

cette dernière est observé. A partir de ce tableau on peut dire que la fréquence non dimensionnelle 

fondamentale décroit quand le paramètre non local l’indice matériel augmentent. En général, l’effet de 

la déformation de cisaillement et le paramètre non local ae0  est d’amplifier la flèche et réduire la 

fréquence propre de la poutre. En diminuant l’indice matériel, la flèche ainsi que la fréquence propre 

vont augmenter. Cela est due au fait que l’augmentation de l’indice matériel cause l’augmentation de 

la rigidité de la poutre nano FGM. 
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10. Etude paramétrique 

La flexion des poutres nano-FGM est étudiée ici en supposant les propriétés matérielles utilisées par 

[6]. Par contre, la repense dynamique est recherchée en proposant les propriétés utilisées par [10]. Pour 

les cas locales et non locales on a pris 0ae0    et 1ae0  nm, respectivement. L’indice matériel est 

considéré constant 1k . A partir de ces figures, on constate que les flèches prédites par la théorie non 

locale sont plus grandes que celles locales, tandis que la solution non locale de la fréquence propre est 

plus petite que celles prédites par la théorie locales. Ce résultat indique que le paramètre non local 

assouplit la poutre nano. En outre, il est remarqué que pour des valeurs faibles du rapport longueur sur 

épaisseur, l’effet d’échelle est plus signifiant. Par contre, l’effet d’échelle sur la flexion et la fréquence 

propre diminue quand le rapport longueur /épaisseur augmente. Cela implique que les effets d'échelle 

sur le comportement vis à vis la flexion statique et la vibration libre ne sont pas évidentes pour les 

nano poutre élancée mais ils doivent être pris en compte pour les na poutres courtes. 

 

 

Dans le but de montrer l’influence du paramètre non locale sur la flexion et la vibration libre, la 

théorie non locale des nano poutres FGM est utilisée avec différentes valeurs du rapport 

longueur/épaisseur, ce qui est montré dans les figures 5 jusqu’à 7, respectivement. L’indice matériel 

est assumé d’être constant, k=1. Ces figures montrent que les repenses varient non linéairement avec le 

paramètre non locale. On peut remarquer que l’influence de l’effet d’échelle, présenté par le paramètre 

non locale ae0  , sur la flexion et la vibration libre pour les nano poutres FGM est significatif surtout 

pour des valeurs relativement élevées du rapport L/h.  

En outre, on peut conclure que le comportement des nano poutres FGM a une grande dépendance 

du rapport longueur/épaisseur dans la théorie d’élasticité non locale. 

L’effet de l’indice matériel sur la flexion statique et la vibration libre des poutres nano FGM est 

représentées sur les figures 8 jusqu’à 10 pour différentes valeurs de paramètres non locale avec 

10/ hL  . On peut remarquer que les flèches dues à la flexion et les fréquences propres diminuent 

quand l’indice matériel augmente. On note que cette observation a été remarquée dans les tableaux 1 et 

2, et cela est dû au fait qu’une augmentation de l’indice matériel mène à une diminution de la rigidité 

de la poutre nano FGM. 
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Figure 5: L’effet du rapport longueur/épaisseur sur la flèche (à gauche) et la fréquence 

propre (à droite)  non-dimensionnelle pour une charge uniforme avec 1k  et 10 ae nm. 
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11. Conclusions 

Une théorie de déformation de cisaillement non locale est utilisée pour étudier la flexion et la 

vibration libre des nano-poutres FGM. Ce modèle actuel est capable de capturer à la fois l’effet 

d’échelle et l’influence de la déformation de cisaillement, et ne nécessite pas des facteurs de correction 

de cisaillement. Des exemples numériques montrent que la présente théorie donne des valeurs  

identiques à ceux générés par la théorie de Timoshenko. Les effets du paramètre non local, du rapport 

d'aspect et de l’indice matériel k sont étudiés en détail. 

Référence : 
1. Eringen, A.C. (1972), “Nonlocal polar elastic continua”, Int. J. Eng. Sci., 10, 1–16. 

2. Eringen, A.C. (1983), “On differential equations of nonlocal elasticity and solutions of screw 

dislocation and surface waves”, J. Appl. Phys., 54, 4703–4710.  

3. Bazant, Z.P., Jirasek, M. (2002), “Nonlocal integral formulations of plasticity and damage: Survey of 

progress”, Journal of Engineering Mechanics, 128, 1119–1149.  

4. Ait Yahia, S., Ait Atmane, H., Houari, M.S.A., Tounsi, A. (2015), “Wave propagation in functionally 

graded plates with porosities using various higher-order shear deformation plate theories”, Structural 

Engineering and Mechanics, Accepted. 

0 10 20 30 40 50

1

2

3

4

5

6

7

8

 e
0
a=0

 e
0
a=0.5 nm

 e
0
a=1 nm

 e
0
a=1.5 nm

 e
0
a=2 nm

Power law index k

0 10 20 30 40 50

4

5

6

7

8

9

10

 e
0
a= 0

 e
0
a= 0.5 nm

 e
0
a= 1 nm

 e
0
a= 1.5 nm

 e
0
a= 2 nm

Power law index k

  

Figure 8 : L’effet de l’indice de matériel  sur la flèche (à gauche) et la fréquence propre (à 

droite)  non-dimensionnelle pour une charge uniforme avec 10/ hL . 
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Figure 5: L’effet du paramètre non-local sur la flèche (à gauche) et la fréquence propre (à 

droite) non-dimensionnelles pour une charge uniforme avec 1k . 
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