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Chapitre 1

Introduction

Les systémes & petit nombre de corps constituent un chapitre important de la physique . Une
caractéristique remarquable de ces systémes est leur pluridisciplinarité . I'n effet | les systémes a
petit nombre de corps apparaissent dans divers domaines de la physique : Iin physique nucléaire,
en physique atomique et moléculaire , en physique du solide , en physique des particules ,... . Du
coup , les techniques applicables dans un domaine peuvent étre transposées dans un autre avec
des échanges interdisciplinaires extrémement fructueux . Le cadre de Pétude de systémes & petit
nombre de corps est principalement la mécanique quanticque non-relativiste et les recherches se
font principalement selon deux axes

— Résolution numérique de 'équation de Schrodinger .
— Obtention de résultats cxacts .

Dans le premier axe , on s’attache & développer et & mettre en ceuvre des techniques de
résolution approximative de Péquation de Schridinger & N corps . Parmi ces méthodes |, ci-
tons le développement sur des harmoniques hypersphériques , les équations de Faddeev [1] | le
développement systématique sur des Gaussiennes corrélées [2] | ... .

Concernant le deuxiéme axe , on cherche a dériver des résultats rigourcux . Comme exemples,
citons les théorémes de I'eynman-Hellimann | les régles d’éclielle | les théorémes de hyperviriel
dont le théoréme du viriel et la régle de Schwinger généralisée sont des exemples , les limites
inférieures pour les énergies des états fondamentaux , ... .

Le travail exposé dans cette thése est une somme de contributions aux deux axes de recherche

ci-dessus mentionnés . I’lus précisément les chapitres 3 et 4 sont une contribution au premier



axe et les chapitres 5 , 6 et 7 constituent une contribution au deuxiéme axe . La thése est
organisée comme suit :

Le chapitre 1 est une courte introduction au sujet . Au chapitre 2, on a rappelé des résultats
exacts connus dont en fera un usage intensif par la suite , tels les régles d’échelle , le théoréme
du viriel et la régle de Schwinger .

Dans le chapitre 3 , on propose une nouvelle classe de fonctions d’onde d’essai pour des
systémes & deux corps interagissant par des forces invariantes par translation et par rotation.
La nouvelle classe de fonctions d’onde d’essai a commne point de départ les résultats exacts
pour les potentiels Coulombien et harmonique . La méthode est ensuite appliquée aux mésons
lourds considérés comme des systémes quark-antiquark interagissant par des potentiels en loi
de puissance .

Le chapitre 4 a trait au développement systématique sur une base de Gaussiennes corré-
lées. Plus précisément , nous nous proposons de dériver les expressions analytiques exactes
des éléments de matrice de diverses observables entre deux Gaussicnnes corrélées . Nous avons
en particulier considéré les observables énergie cinétique , énergic potentielle et corrélations a
courte portée calculées directement et via la régle de Schwinger généralisée . Ce travail a son
importance parce qu’ilest toujours bon de limiter les calculs numériques au strict minimum qui,
grice aux résultats de ce chapitre 4 , consisteront uniquement & minimiser sur les parameétres
de poids et de portée des Gaussiennes corrélées . Nous appliquerons les résultats de ce chapitre
dans le cas le plus simple non trivial , & savoir le cas d’un systéme a trois corps en adoptant
pour fonction d’onde d’essai une Gaussienne . 11 est bon de noter que la méthode du développe-
ment systématique sur des Gaussiennes corrélées est par essence une méthode variationnelle et
fournit par conséquent des bornes supérieures exactes pour les énergies des états fondamentaux
de systémes & N corps.

[’objectif des chapitresl5 , 6 et 7 est en quelque sorte complémentaire de celui des chapitres
3 et 4, car on s’intéresse alors A la dérivation de bornes inféricures exactes pour les énergies
des états fondamentaux de systémes & N corps .

Au chapitre 5 nous présentons une méthode qui permet d’obtenir des bornes inférieures pour
les énergies des états fondamentaux de systeémes non-relativistes avec un nombre quelconque

de particules N interagissant par des forces & deux corps invariantes par translation . A chaque



borne inférieure est associée une décomposition du terme d’énergie cinétique qui permet de
mettre I'Hamiltonien du systéme sous la forme d’une somme de N (N — 1) /2 [Tamiltoniens a
deux corps et d’un terme dont la valeur moyenne est nulle dans tout état invariant par trans-
lation . L’application du principe variationnel permet alors de dériver 'expression d’une borne
inférieure pour 'énergie de I’état fondamental du systéme & NV corps en termes d’énergies d’états
fondamentaux de systémes fictifs & deux corps . Nous considérons deux décompositions menant
4 deux bornes inférieures différentes . Une caractéristique essentielle de ces décompositions est
qu’elles dépendent de parametres , ce qui se traduit par des bornes inférieures dépendant de ces
mémes parameétres . Bien str , dans chaque cas , la meilleure de ces bornes est oblenue en maxi-
misant sur les parameétres impliqués , d’ol la justification de la terminologie employée borne
inférieure optimale . La borne inférieure optimale correspondant & une des décompositions de
I’énergie cinétique sera appelée ancienne borne inféricure optimale et la borne inférieure corres-
pondant & Pautre décomposition sera appelée nouvelle borne inférieure optimale , appellation
étant justifiée par Iordre chronologique d’obtention des deux bornes .

Au chapitre 6 , le cas de systeémes & cing corps est considéré en détail , spécialement pour
certaines configurations de masses .

Le chapitre 7 est dévolu aux applications physiques des deux décompositions du lerme
d’énergie cinétique et des bornes inféricures optimales correspondantes . Nous considérons deux
types d’applications . Comme premier type d’applications nous dériverons des bornes inférieures
optimales pour les énergies des élats fondamentaux de molécules positroniums (e~et)” . Le
deuxidme groupe d’application a trait & la dérivation de bornes inférieures pour Pexistence de
systémes borroméens a cing corps .

Finalement | le chapitre 8 est dévolu aux conclusions .



Chapitre 2
Rappels

Nous allons présenter dans ce chapitre quelques théorémes ct résultats exacts qui seront
utilisés par la suite . Nous allons considérer tour 4 tour les lois d’échelle , le théoréme de
Feynman-Ilellmann , les théorémes de hyperviriel dont le théordme du viriel et la régle de

Schwinger généralisée sont des cas particuliers .

2.1 Les lois d’échelle

Considérons une particule de masse m dans un potentiel en loi de puissance

ol A et v sont des nombres réels de méme signe , ou un systéme de N particules de masses

m; 1=1,2,..., N interagissant par des forces & deux corps en loi de puissance , ¢’est-a-dire ,
'l] '_,’ — S N P— ‘
V( )(7 1]) —/\»U 7ij 1<y = 1,..), veey N

ou les nombres réels A;; sont tous de méme signe , le méme signe que le nombre réel v .
Lorsque on multiplie toutes les masses m; i=1,2,..., N par un méme facteur « réel positif ,

et (ou) lorsque on multiplie toutes les constantes de couplage X ;; i<j = 1,2,..., N par un méme

facteur v réel positif , l’énérgie et autres observables du systéme se transforment de maniére

trés précise . Ces lois de transformation sont dénommées , pour des raisons évidentes des lois
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d’échelle. Ces lois d’échelle ont été dailleurs 'une des raisons ayant poussé a 'utilisation des
potentiels en loi de puissance dans 1’étude de la spectroscopie hadronicque dans le cadre des
modeles de potentiel . Donnons la démonstration de ces lois d’échelle dans le cas d’un systéme
4 deux corps de masse réduite g .

[’équation de Schréxlinger radiale réduite décrivant le mouvement relatif d’un systéme de
deux particules de masses my et mo interagissant par un potentiel invariant par translation et
par rotation , c’est-a-dire , par un potenticl V (\,7) , ou r est la distance relative des deux
particules r =[|7"2 — 7°|| et o0l X est un paramétre , s’écrit (on travaille dans un systéme

d’unités ou ki vaut 1)

1 a? . 2(e+1)
—QII—LZZ—T—zUO)-{-(L—V(,\ﬂ)— o U(r)=0 , (2.1)

ol p :=% est la masse réduite du systéme , £ le nombre quantique orbital et U (r) la
fonction d’onde radiale réduite satisfaisant a la propriété U (r=0)=0 et liée & la fonction d’onde
W (7) via la relation

v(®) =00, (2

oules Y, (0,9) €=0,1,... , m=—{, —£+1,..,0—1,¢ sont les harmoniques sphériques et
I est une valeur propre de 'Hamiltonien du systéme .

Multiplions maintenant la masse réduite g par un facteur « et la constante \ par un autre
facteur v , et posons p/ = au et N = 4\ . [équation de Schridinger avec les nouveaux

parametres u' et X s’écrit

1 & » ' £(e+1) .
2—#7 E—ilV (’I') -+ (]3 -V (/\ ,7) - 2/L’7-2—) %74 (7) =0 y (2«;)

ou W (r) est la fonction d’onde radiale réduite .
Remplagons g par /o et X par XN /vy dans (2.1) et faisons le changement de variables
R = 0r ,-ou 0 est un paramétre sans dimension qu’on [ixera plus tard & notre convenance .

I équation (2.1) prend alors la forme

1 &

E(+1)
2u dR?

U (R/0) + <cf10“2fl-a“10—2\/ (N /~, 1R/0) ~ »,un‘i') U(R/I0)=0 . (24)



Si on veut que les deux équations (2.3) et (2.1) soient identiques , il est nécessaire de satisfaire
a la relation

o 0PE — a0V (N /v, RI0) = E' -V (N, R) (2.5)

laquelle n’admet pas généralement de solutions . Autrement dit , il n’existe de valeurs de 0
qui satisfont & (2.5) que pour certaines formes trés particulires du potentiel V (\,r) . Plus
explicitement , on montre que (2.5) n’admet de solutions en 6 que pour des potentiels en loi de
puissance ou logarithmique .

Pour des potentiels en loi de puissance V (\,r) = Ar", (2.5) donne

0 = (ay)iv (2.6)
et

-1 _2 .
By =aZvyzw ), 5. (2.7)

On peut montrer que la fonction d’onde se transforme en

3
Wy (7)) = (ay) T2 W, (((.wy)ﬁ7 7) . (2.8)

Pour obtenir (2.8) , on utilise le fait que W (r) et U (r/0) sont proportionnelles ainsi que la
condition de normalisation pour W,y (7°) et ¥, \ ()

Dans le cas du potentiel logarithmique

To

V) =\ log (’-) ,

ol rg est un parametre qui a la dimension dune longueur . L’équation (2.5) se récuit dans ce
cas &
—1/2
0 = (ya) /

el

!

LA
v = 5 In(ya) = K



D’ou les lois d’échelle pour le potentiel logarithmique [1]

et

) A/
EI_U,/\I = ’7 (]'J;L,,\ - 7 ]n ("YCY)) (29)
Vo (7)) = (7“)3 WA ((7(1)1/2 7") : (2.10)

La relation (2.10) peut étre obtenue a partir de (2.8) en prenant la limite v — 0 . Ceci

n’est pas guére surprenant , car le potentiel logarithmique peut étre considéré , & une constante

pres, comme la limite d’un potentiel en loi de puissance avee un exposant v tendant vers zéro

par valeurs positives et une constante de couplage A tendant vers P'infini tel que Av soit une

constante .

2.2 Théoréme de Feynman-Hellmann (3]

Considérons un systéme décrit par un Hamiltonien H dépendant d’un parametre quelconque

a , qui peut étre par exemple une constante de couplage ou une masse réduite . L’équation aux

valeurs propres s’écrit

H(a) |¥ () = E (o) |V (@)

ou |¥ (a)) est un état propre normalisé , (¥ (o) |¥ (a))=1, de II et E(«) est Pénergie propre

correspondante . Nous avons

o
da

E(a)

ou nous avons utilisé

indépendant de « .

1

le

2 (0 (@] 1 () 19 () (2.11)
(0 @) (211 (@)) ¥ (@) + 1) 2 (¥ (@) |9 (@)

@l (@) 1)

fait que |¥ (@)) est normalisé et par conséquent (W () |V (e)) est

9



Dans'le cas d’un systéme décrit par I'Hamiltonien

2
S :
H=J-+VE)

ou le potentiel V (r) est indépendant de la masse g, on obtient en utilisant Péquation (2.11) ,
avec a=/1
] 2
=L qw 2wy
It 2
Comme P2 est un opérateur défini positif , on en déduit que

‘

[)/LE (1) <0 . (2.12)

Ce résultat stipule que les niveaux d’énergic du systéme sont de plus en plus profonds au

fur et & mesure que la masse i augmente .

2.3 Théorémes de ’hyperviriel

Considérons un systeéme décrit par un Hamiltonien I{ | dans un état propre

pn) de I
d’énergie E,, . La valeur moyenne du commutateur ({11, A]) o, €st nulle pour n’importe quel

optrateur A
H, A =0 . 2.13
Pn

Chaque choix de A meéne a ce qu’on appelle un théor¢me de 'hyperviricel .
Considérons quelques théoréme de 'hyperviriel dans le cas d'un systéme formé d’une seule

particule de masse m soumise a un potentiel central V () , décrit par PHamiltonien I7
H=—+V({@) . (2.14)

H peut aussi bien décrire le mouvement relatif d’un systéme de deux particules interagissant
via un potentiel invariant par translation et par rotation , anquel cas m désigne la masse réduite
du systéme et p’ et 7 désignent I'impulsion et la position relative des deux particules .

Considérons divers choix pour 'opérateur A

10



A=A(r)

( A est une fonction uniquement de la coordonnée radiale ) . (2.13) se simplifie en

([PHAM),=0 (2.15)

ou ¢ est une fonction propre de H .

En utilisant le résultat

h T
pif (=200 =07 6)

ou p; et 7; désignent respectivement la 7" composante de Pimpulsion et de la position de la

particule , (2.15) peut étre mise sous la forme

<§_:1 [T)ig_i/l' (r) + %A' (r) pi}> =0

¥

Pour
A(r)=r° (a#-1) (2.16)

I’expression précédente se simplifie en

<7-"—1—d—_>¢ _ D ey (2.17)

dr 2

i)

3
A= 7 75 =1t S, (2.18)
il
avec (b # —1) . (2.13) s’écrit alors comme
| 2 b
Sy > [P y T 7'1'7)1} + {2 [V (r),r 'ripi] =0 . (2.19)
m \i=1 @ i=1 @

Calculons tour & tour les deux commutateurs intervenant dans le membre de gauche de

11



(2.19) . Nous avons pour le premier commuutateur

3

3, , . y bH+1_,. L(b—1
[7)’2,rb > ijj] = ih2brb=? (Z”Z - i%—?z?? Lzl > 7‘ij) )

i=1 2 i3

= — — . . . - . . 2
ou £ =71 x p estle moment cinétique orbital du systéme . Pour obtenir la relation précédente,
nous avons fait usage de lidentité

. ; . . 3 3
L= (T x P = TR0 g~ Y v (2.20)
Jj=1 1,J=1

Le calcul du deuxié¢me commmutateur donne

3
[V (r)," Yy 7'ipi] = ihrt"! —f—V (r)
i=1 ar

11 s’ensuit que [4]

2m

(21;@ (C+1)— 9@5&) L <7-"—?>¢ —2(b+1) <7-b (F — V)><p + <r""‘1v’>¢ =0, (221)

o nous avons aussi utilisé le résultat (2.17) .
. . R2 . . . .
Dans des unités ou %’mzl et pour un polentiel en loi de puissance V (r) = A\r¥, Pexpression

précédente se simplifie en

b(AL(E+1) = (b = 1)) (r*7%) 4+ 27N (2(b-+1) +v) (1)

E = £ (2.22)
b ’
4(b+1)(r"),,
ou F désigne I'énergie propre associée a P'état |¢) .
Dans le cas d’un potentiel Coulombien , ¥ =—1 , et pour b=n entier , (2.22) se réduit a la

rclation de Kramers [5] bien connue en Physique Atomique et qui est une relation de récurrence

liant les valeurs moyennes des diverses puissances de r

n(4e(@+1)— (n*—1)) <7'""2>(p —2@2n41) (1)
d(n+1)E

(r)y, = e (2.23)



Pour b=0, la relation (2.19) se simplifie en
., = L V!
( >(P - :;5 <? ><p
St on remarque que 7V’ n’est autre que la dérivée radiale du potentiel
—
rV!=7.VV

alors (T'),, =—é (rV’),, peut se mettre sous la forme

] —

(1), = - <?."v"V(/,-)>w , (2.24)

N

t

qui n’est rien d’autre que le théoréme bicn connu du viriel . Le théoréme de viriel est donc un
cas particulier des théorémes de hyperviriel , ce qui motive appellation de ces derniers .

Pour des potentiels en loi de puissance V (r) = Ar¥
A% (r)y=vAr¥ =vV (r) ,

et par conséquent (2.24) se réduit dans ce cas & une relation entre les énergies cinétique et

potentielle

ou (T o ct (V) o désignent respectivement la valeur moyenne de Pénergie cinétique et la valeur
moyecnne de I’énergie potentielle dans ’état ¢ . Si on utilise le fait que IF = (1) ot (V) » bour
un état propre ¢ de If d’énergie IY , on peut exprimer [ en fonction de I’énergie cinéticque seule

ou de 'énergie potenticlle scule

E = (2'_;") <V>so o (_“)_:;_U_) <f]‘>w . (2.26)

13



2.4 La régle de Schwinger

Dans la section précédente on a exclu dans (2.16) et (2.18) les cas a=—1 et b=—1, qu’'on
va étudier dans cette section . Considérons le théoréme de Phyperviriel pour A (r) = 1

I'n utilisant Pexpression de I (2.14) | <[H, %]><p: 0 se réduit a

(I

Nous avons

| L3 1 1
" [771,;] = ‘Zh; (Pj (Vj;) + (W;) Pj)
1 3
- (—h,?A- 2R S f%,)j>
7 j=1 r

Mais
1

A (-) = —4n& (7). (2.27)
"
Il s’ensuit que

3 g ,
<Z %p,v> = 2inhi (6* (Tﬁ»tp . (2.28)
©

J=1

3

Considérons maintenant le théoréme de ’hyperviriel pour b = —1 , ¢’est-a-dire A = % §:1 riDj.
).—'
Nous avons
g 1
: - Z TiPj + (V)= L TiPj =0 . (2.29)
om'r = i :
@ @

D’autre part

Gkt =1

=2 1 3 ] e 3 o 3 3
p° 1 _—th (2, TiTk T . 1 i
[%, o Z TJ'PJ'J = o (‘T' pe—2 3 =3 PrPi +2ih 3] 3P th A,,“_ ]§7ij

En faisant usage des relations (2.27) et (2.28) ainsi que de Uidentité (2.20) , la valeur moyenne

de Vexpression précédente peut se mettre sous la forme

‘)l)’l P Z JpJ - m 7—— + )Wh & ( ) + 2rh 6 ( ) Z T pJ
=1 ¢ ¢

14




Il est clair que le troisieme terme entre parenthéses du membre de droite donne une contribution

nulle . Donce

—9 1 3

p
T LT ) =

j=1

2m’ r

2% [ [ £

—Zn o

, 5 421?80 ()
2m 7

® o

(2.30)

D’autre part , le deuxiéme terme du membre de gauche de (2.29) peut se mettre sous la forme

13, L /1 & ‘
v, - ; TiP; =th - 211 r; ViV (r) (2.31)
j= o i= o
+ En reportant (2.30) et (2.31) dans (2.29) , on obtient une relation trés intéressante
—
. 2m [ 1 /1 3 9 £72
3 (=2 — I X7 e [ =
<(S ( 7 )>cp - A 52 <'I‘ i;l1lV1V (1 )> Ynr3 )
® ®
ou dans des unités o h=1
m [1 Vi
L = ,
S, =5 (=7T.VV(r) - . 2.32
(" )>‘P o \ 7' () 3 (2:32)

@

Dans le cas ot on ne dispose que d’une approximation de ¢ , il s’avére plus judicieux d’utiliser

le membre de droite de (2.32) pour évaluer la probabilité |p (0)[2 de présence A Porigine que de

procéder & un calcul direct . Ceci est particuliérement vrai pour la méthode variationnelle ou

Papproximation de la fonction d’onde a Porigine peut étre entachée d’une grande erreur , alors

que la fonction d’onde exacte est en moyenne bien reproduite par Papproximation variationnelle.

Le tableau 1 illustre ce fait

On peut ¢galement dériver la relation (2.32) en utilisant comme opérateur A 'opérateur xa

(6] .

or

La relation (2.32) est une généralisation de la relation

@@, = (FV ) (233
©

27 \ dr

valable pour un moment orbital nul et connue dans la littérature sous le nom de ” regle de

Schwinger ” .



2.5 Généralisation pour N corps

Les deux théorémes (2.24) et (2.32) correspondent & des systémes & une particule (dans un
espace & trois dimensions) ou plus généralement & des systémes & deux particules interagissant
par un potentiel qui ne dépend que de la distance relative entre les deux particules . Dans ce
dernier cas , il faut juste remplacer la masse m par la masse réduite ;o . 7 ct Vi désignent
alors respectivement la distance relative || 779 — 77| entre les deux particules et leur moment
cinétique orbital .

Les deux théorémes sus-cités peuvent étre généralisés pour les systémes avee un nombre N
quelconque de particules . Pour la régle de Schwinger il suflit de procéder aux changements

suivants :

TG
m — /L‘L] -
my -+ m;
— || 5 -3
T
—3 —
V. — Vy
— —
5 ) - -3
£ — L i = T i X Pij

N
V() —» Vig= ): VED (1))

k<l

" La regle de Schwinger généralisée [2] prend alors la forme

.. wo /1 o, T2
(7. =2 P V.V J 2.34
< (7 1.])>Lp 21 rij T ij Vz] /"ij"'fj . ) ( )

on <63 (T’,g))(p dénote la probabilité pour que les deux particules 2 et 7 se trouvent au méme
point .

Généralisons maintenant le théoréme du viriel (2.24) en procédant selon ce qui suit . Dans le
repere du centre de masse d'un systéme de N particules interagissant par des potentiels & deux
corps dépendant seulement de la distance relative r;; , 'énergie cinétique et I’énergic potentielle

du systéme s’écrivent respectivement

r[‘ A/E_I l —2
= e
2t

16



et
N

i5) ().
Vi =3, V) (ry)
i<y

ou yi; représente la masse correspondant & la ¢“"¢ coordonnée de Jacobi T'; , Py, étant le
moment conjugué correspondant . A chaque pair {7, 7} on associc une matrice unicolonne dj;
((N —1) x 1) dont les éléments sont définis par

— — — N=t, k

Ty U= Ty = Z &x k(lz’j <j=12,..,N . (235)

k=1

Donc I’élément, (lfj occupant la k™ ligne de la matrice d;; est la composante de 7 sur la

coordonnée de Jacobi 'y . Calculons maintenant le commutateur [, A] avec
No1
A= 3 TP

Nous avons

—_— - - N1 N [V(H) — -
[II’ ’L] pa:]] - Z [pk) € J Iy ’L_,] + Z (’hl)a T ] PJ:J
K 2h k<l=1

h
= —~E—I_77£ +ih Y ‘ai’j.?,v(“) (ret)
J k<l=1

—_
ou V; est le gradient pour la coordonnée de Jacobi T'; . Le théoréme de Ihyperviriel (2.13)

pour 'expression précédente de A donne

N-1 1 . N )
> <"‘—_17i,-+ YRR ALY (m)> =0

L —
#ej k<l=1 @

N-1 N — N-t N | . d
— Kby ¢ — - R k) ¢,
Y TV VI k) = N Y —dy T T V) ()
J=1 k<l=1 J=1 k<=1 "kl argl
N d

k<l=1 dry

17



d’ott I'expression du théoréme du viriel pour les systémes & N corps

N
1 d
ly — E . (k) ¢,. PR
<F>(p - 2 <7 kl (l"'kl V (7 }\,l)> 3 (2«36)

N

-1
N - L2
ouonanoteT = | X P

7.:

Prenons le cas particulier on toutes les particules interagissent par le méme potentiel
KL (0o \ .
v )(7k1)-v(7k1) )

et supposons de plus que le potentiel V' (r4;) est en loi de puissance V (ry) = Ary, . On trouve

alors la méme relation que pour le systéme a deux corps

r} I/ s
<p>(p = Y (VHJL)LP : (237)

Remarque

Le théoréme du viriel est satisfait par les fonctions d’onde exactes d’un systéme de particules.
On montre que si la classe des fonctions d’onde d’essai utilisée dans une approche variationnelle
est globalement invariante sous les transformations d’échelle , alors le théoréme du viriel est
satisfait par 'approximation variationnelle de la fonction d’onde exacte . Cette propriété cst
trés utile dans les calculs variationnels . Iille peut étre utilisée pour diminuer le nombre de

parametres variationnels d’une unité .

2.6 Liaison entre potentiels en loi de puissance singuliers et
P . LY 9 . >
réguliers a lorigine
Considérons les potentiels en loi de puissance

V(ry= X" | sign(\)=sign(v) . (2.38)

On montre qu’a chaque potentiel en loi de puissance singulier  Porigine (V (0) infini) correspond

un autre potentiel en loi de puissance régulier & Porigine (V (0) fini) [7] . Donnons en une

18



démonstration .
Dans ce qui suit on s’intéresse & la fonction d’onde radiale réduite pour un systéme a deux
corps . Considérons un potentiel en loi de puissance singulier & Porigine (2.38) avec —2 <v <O0.

L’équation de Schrédinger radiale réduite correspondante s’écrit

B &2 f2€(£+1)
——U )+ [ =" — - =0
2/Ld‘)"2 (,) '_[ 1 .),“ 7'2 ] (7)
Faisons le changement de variables suivant
r=u’
Il vient que
s—1

dr=su* 'du=sr'"s du

d’on
d 1
‘ U= —U (v®)
.5
Alors
d* (1—=5) 95d gy @
;pd)() U s—l-td)(u)-{—‘—iu sd 5 (u)
avec

On peut éliminer le terme en 3 4 Jans le membre de droite de expression précédente si on fait
le changement de fonction ® (u) = uPW (u) et si on choisit p = 51 . L’équation de Schrodinger

radiale réduite prend alors la forme

B2 g2 ' B2 s20 (041 _ 1=4
-L-—~———W’(u)+[l?u23‘zsz AsZu2em2hov _ L2 Erl) =5 W(u)=0

24 u?

Eerivons que W (u) est la fonction d’onde radiale réduite d’un systéme de méme masse réduite

. 4 4 . -, .
jt que précédemment , avec un potentiel V/ (r) = X'r¥ | une énergie I’ el un nombre quantique



orbital ¢ . Donc

h? d? C RO+ 1)
— W YNy — A AW =
S (u) + [E — Nu SR W) =0

En identifiant ces deux derniéres équations , on aboutit a

P2 B 5 9 240 =0 | (2.39)
Bu?2s2 = N =25 -2 =0 (2.40)
et
9 1—s2
O +1)=s(+1) - 1 , (2.41)
ce qui donne
24+ Vv .
(2+) (v +2)=14 (2.43)
V, 2
7 — a2z 2.
B A <V> (2.44)
et
l/ 2
== . 2.45
N =—1J ( V) (2.45)

En utilisant (2.42) , (2.41) se simplific en

. 1 2 B 1/ 2 1 2 ‘
(f + Q) = (—,;' £+ E . (2.116)
1

Comme 375 > 3 pour —2 > v > 0, la relation (2.43) montre que 2+ 1/ > 2 et par
conséquent ¥/ > 0 . Il s’ensuil donc qu’a un potentiel singulier & Vorigine —2 > v > 0
correspond un potentiel régulier a Porigine v/ > 0 . De plus la relation (‘2..45) montre cque \ et
E sont de signes opposés . Comme I7 est nécessairement négatif pour des potentiels singuliers a
lorigine , X est positif , comme il se doit . Nous avons donc établi la correspondance , ci-dessus

mentionnée , entre potentiels en loi de puissance singuliers et réguliers a Uorigine .

20



Utilisons maintenant les lois d’échelle (section 1.1) . On a d’apres (2.7)

2

i n N 5.7
}1;"\! - ]’Jl (/\ ) 244/ s

o E{=Ef, , et X' doit étre compris comme /\'Il\/ . Nous avons en utilisant (2.45) et (2.43)
- A=1
Y\ T
2 A 2 Ty
E\ o= Ey (N)3 = B} (=F) 5 (=) (—;) . (2.47)

11 faut remarquer que pour obtenir expression précédente pour EI)J , on a utilisé les lois d’échelle

pour le potentiel en loi de puissance singulier a 'origine

2

DY P

By = (-—/l—> + Ex-y = (—A)"i" Ey o,
Aa=-1

ou F) désigne par convention IV [y~ . En identifiant les deux expressions de Ef\, , (2A47) et

(2.44) , on tire la relation liant les énergies propres correspondant aux deux potenticls singulier

et régulier a Yorigine se correspondant

20!
. -2 v\ 2+07 LN 2hw 24 v v .
Ey = (—Ey)%v (-;) =(—=E)" 7 ( o ) J (2.48)

ot on a fait usage de la relation (2.43) .
Cas particulier

Iixaminons le cas des ondes ”s” | c’est-a-dire le cas £ = 0 . 1 équation (2.46) se réduit alors

.

/
¢ +1)= % (4+v) (2.49)

.

et les fonctions d’onde radiales réduites sont lices dans ce cas par la relation
U (u) = u="/1W (u_"/ "') , (2.50)

on on a fait usage des relations (2.42) et (2.43) ainsi que de la définition de W en fonction de

U U@ =u"T W (u)



On peut toujours metire W () sous la forme

W) =u o)
avec
lim ¢ (u) =cte
u—0
pour respecter le comportement a Porigine de la fonction d’onde . Alors
1, v (gt _
U(u) =u" "¢y (u 7)

De (2.39) , (2.40) et (2.46) on tire que

1 v,
—Zz/—7(£’+1):£+1

I1 en résulte la relation

e

U(?L)zue“(p(u-) . (2.51)

Par conséquent U (u) vérifie aussi le comportement de la fonction d’onde a Porigine car % < 0.

i
Application

En particulier le potentiel Coulombien est 1ié & celui de Voscillateur harmonique . En effet |
le couple (v,V/) = (~1,2) vérifie bien la relation (2.43) . D’autre part , on sait que la fonction
d’onde radiale réduite du niveau fondamental du potentiel Coulombien pour onde =0 (qui
est aussi la fonction d’onde radiale réduite du niveau fondamental du potenticl Coulombien
car le niveau fondamental de ce dernier correspond 4 £=0 ) , pour un systéme de masse réduite

1/2 , une constante de couplage —1 et dans un systéme d’unité o0t h vaut 1 , est donnée par
U(r) ocre™™/?

I’équation (2.49) donne alors ¢ =1/2 . Donc & partir des relations (2.48) , et (2.50) , on peut
déterminer I’énergie du niveau fondamental et la fonction d’onde correspondante d’un systéme

de deux particules interagissant par le potentiel de 'oscillateur harmonicque pour ”un nombre



quantique orbital” ¢ =1/2

E:;:l/Z,E’:l/‘z =4 ,
Wei—1/2 (1) o 3l 2e=r?/2

Nous avons vérifié I'exactitude de ces deux résultats aussi bien analytiquement (on peut en effet

. p2 /e . . b 12 . 2 s
montrer que Wy_; /9 (r) o r3/2¢=7*/2 gst, solution de Péquation de Schrodinger radiale réduite

our l'oscillateur harmonique avec £=1/2 et 4 comme valeur propre ) que numériquement .
| ]



Chapitre 3

Nouvelle classe de fonctions d’onde

d’essai

[équation de Schridinger n’est résolvable exactement que pour un nombre trés limité de
cas . ID’olt la nécessité de recourir & des méthodes de résolution approximaltives : La méthode
variationnelle [5] , 1a méthode de perturbation {8], Papproximation semi-classicque (BKW) [1],[9]

[5],... .

b

3.1 La méthode variationnelle

L.e but de cette section est de présenter la méthode variationnelle [5], qui est une méthode
b
d’approximation trés utilisée .

Considérons un systeéme d’Hamiltonien /f . Supposons pour simplifier que le spectre d’éner-
gic est discret . Notons par Iy, I2y, ..., 1, ... les valeurs propres de I pris dans un ordre croissant.
Par conséquent , Fy, I7y, ..., I, ... désignent respectivement les éncrgies du niveau fondamental

y £A)y £2]y veey Ligy . )
du premier niveau excité | ..., du "¢ niveau excité | ... du systéme . Notons par lapi u> les états

propres orthonormés de /1

]1 |¢i,(!> = 151 “?Oi,u> 3 (J])
<{Pi,(k “Pi’,a’> = 6i,'i’ ‘S(z,(‘z' 3 (32)

ou Pindice supplémentaire o =1, 2, ..., g; permet de distinguer les états propres indépendants
4 ? LA o
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normalisés de I/ , qui sont pris orthogonaux , correspondant a la méme énergie propre F; . g;
désigne done la dégénérescence du niveau d’énergie Iv; .
Comme H est une observable , les états propres {gc,i,a> 1=0,1,... a=1,2,..,¢; constituent

une base de Pespace de Hilbert , d’ou la relation de fermeture

Z ‘2’: |‘Pi,u> <‘Pi,a| =]

T =

et par conséquent , un état quelconque | W) du systéme |, c’est-a-dire un vecteur de Vespace de

Hilbert , peut étre développé sur les ]gpi,d>

"p) = Z 'Eh: G 1‘Pi,<.z> )
1= 0 =1

ol

Ci,a = <50i,a |'P)

Nous avons en utilisant les relations (3.1) et (3.2) et le fait que I > iy Vi=0,1,...
W) = 55 Bileal” > Fo 3 5 lesal” = Eolw )
i=0a=1 i=Qc -1
Donc
Y] \
o < ST (33)

Autrement dit , la valeur moyenne de PlHamiltonien dans un état quelconque |W) est toujours
supérieure a4 I'énergie du niveau fondamental . Le résultat (3.3) est & la base de la méthode
variationnelle .

Une utilisation possible du résultat (3.3) consiste a prendre une fonction d’onde , dépendant
d’un certain nombre n de parameétres Ay,...,\, , appelée 7 fonction d'onde d’essai”, a évaluer
la valeur moyenne de I'lHamiltonien pour cetle fonction d’onde d'essai. On obtient alors une
famille de bornes supéricures pour £y , une borne | notée 19 (\g, ..., A,) , pour chaque jeu de

paramétres \q,...,A, . Le jeu de parameétres /\(,),...,/\?l tel que

, (W 1)
E(0 ... \Y) = (Y| 1) 3.4
(Ay-sAn) = min T (3.4)



[

i

mene a la valeur la plus proche de [ , c’est-a-dire & la meilleure approximation pour I’énergie
du niveau fondamental . I (/\(]), ---”\2) est appelée approximation variationnelle de Iy . Bien

sar I7 (,\(1), - /\2) reste toujours au dessus de Fy

< (L)Y (AL 0)) ‘ (3.5)
M (AL ) [ (AT A0)) '

RIS

Ey

Pour le premier état excité , si on veut avoir analogue de (3.3) , il faut choisir la fonction
d’onde d’essai |lI" (N, ..,/\'n)> de sorte qu'clle soit orthogonale & |p,) , 'état fondamental du

systéme . Iin effet le méme raisonnement que pour le niveau fondamental meéne dans ce cas a

Pincgalité o o
n = ) o0
a condition que .
[W (A A)) L o) (3.7)

et la meilleur approximation correspond de nouveaun aux valeurs de A7 qui minimisent le mmembre
de droite de (3.6) .

On a également des relations analogues & (3.3) et a (3.6) pour les autres niveaux excités .
La difficulté du traitement des niveaux excités tient au fait que les vecteurs d’état du niveau

fondamental et des niveaux excités ne sont pas connus exactement .

3.2 Nouvelle clasée de fonctions d’onde d’essai

Dans cette section on va appliquer la méthode variationnelle pour des systémes & deux corps
interagissant par un potentiel central en nous basant pour choisir la fonction d’onde d’essai sur
les fonctions d’onde connues exactes des potlentiels Coulombien et harmonique .

[équation de Schrodinger radiale réduite pour un potentiel central V () s'éerit | en unités

ou fi vaut 1,

1 d? . £(6+1 .
Z;m(} (7) + (1’1 -V (’I') - —'(—2—‘5—)‘> U (7) =0 y (38)

1

JEEN . .
17) via la relation

ou U () est la fonction d’onde radiale réduite lice a la fonction d'onde W (7

(2.2) .



Dans ce qui suit on s’intéresse sculement & la fonction d'onde radiale réduite U (r) |, que
Pon appellera par la suite simplement fonction d’onde , et on se restreint & deux observables,
I’énergie et les corrélations a trés courte porlée . On traitera en détail le niveau fondamental et

on passera en revue les niveaux excités .

3.2.1 Le nivean fondamental
L’énergie

Les fonctions d’onde des niveaux fondamentaux (n,=¢=0) pour un potenticl Coulombien et

pour un potentiel harmonique sont respectivement de la forme
U(r) ccre™"

et

U (r) o re= @™

ou les constantes a et ¢’ qui ont respectivement les dimensions de inverse d’une langueur et de
Pinverse d’une langueur carrée sont des fonctions bien définies de la masse réduite du systéme
ct de la constante de couplage dans chaque cas .

Au licu de choisir comme fonction d'onde d’essal 'une de ces deux fonctions , ce qui se fait
souvent dans la littérature , on va prendre une forme qui concilie simultanément les deux formes
précédentes , & savoir

Ue (ry oc re™ ™" (3.9)

ol les parametres a et ¢ scront considérés comme des paramétres variationnels .
Considérons des potentiels en loi de puissance V (r) = Ar” . On peut tirer profit des lois
d’échelle pour fixer ;¢ & 1/2 . Les valeurs moyennes des énergies cinétique et potentielle sont

alors données respectivement par

ANA
L

Ty =(c+1)a - (}

|



et ,
V(el3
(V)= A(2a)"¢ 1—1(—;—)
(<)
Le théoréme du viriel , qui est satisfait au minimum , car la fonction d’onde d’essai (3.9) est
invariante d’échelle , nous permet d’exprimer I'un des parametres a ou ¢ en fonction de I’autre.

Par exemple ,

S N (3.10)

D’ou Pexpression de I’énergie dépendant seulement du parametre ¢

2 - , 2
20\ \vi2 ] AN\ iz [’(“" “)uwz '
Ele):=1{{e+ DD s VT —t 3.11

Quand on minimise 7 (¢) (3.11) par rapport au parameétre ¢ pour un potentiel donné , on
trouve des valeurs trés proches des valenrs exactes obtenues par des méthodes numériques
telle la méthode de multhopp (voir annexe B) .

A titre de comparaison , nous avons aussi comparé nos résultats avec ceux obtenus par un

développement systématique sur des Gaussiennes , méthode qui fera 'objet du chapitre suivant,

ou la fonction d’onde d’essai est prise de la forme
(1 - . )—(1.1')‘:2 I —11.21"‘Z I )—(1_,,1’2 3 1{)
To(r)ocr (e + boe + ..+ bye , (3.12)

ou les paramétres de portée a; et de poids b; seront considérés comme des parametres varia-
tionnels. g qui dénote le nombre de Gaussiennes utilisées est appelé nombre de générations.
Dans le tableau 1 , nous avons reporté les valeurs approximatives des énergies des états
fondamentaux , pour certaines valeurs de v | obtenues 4 partir de (3.12) pour g=1cl g=2 et
a partir de (3.9) (en minimisant (3.11) par rapport & ¢ ) . Nous avons ¢galement reporté les

énergies exacles correspondantes .



v=-1 |v=-1/2|v=01|v=1
Eg—1 | —0.2122 | —0.4253 | 1.2381 | 2.3448
Eg—2 | —0.2429 | —0.4366 | 1.23587 | 2.33825
E, —0.2500 | —0.43801 | 1.23575 | 2.33825
Eepaet | —0.2500 | —0.43804 | 1.23573 | 2.33811

Tableau [1] .

On remarque que les valeurs obtenues en utilisant la fonction d’onde d’essai (3.9) coincident

pratiquement avec les valeurs exactes et sont nettement meilleurs que celles obtenues & partir

de (3.12) pour g=1let g=2.

On peut aussi comparer les courbes des fonctions d’onde correspondantes . On a tracé les

g=2 (r) /7 et

R (r) := U, (r) /r , ainsi que celle de la fonction d’onde radiale exacte R(r) respectivement

courbes représentatives des fonctions Fy—y (1) 1= Gg—1(r) /1 , Fy—o(r) :=

en bleu , en rouge , en noir et en pointillé et on a considéré quatre puissances différentes v = —1,

v=-1/2,v=01etv=1.
Potentiel Coulombien v=—1

Fy=1 (r) = g5 &P (—5777)

Fy—2 (1) = 3353 (exp (—0.333r%) + 0.7258 exp (—0.05r?))

R (r) = Y exp(—7/2)
R(r)-




Potentiel avec v=—1/2

Fyur (r) =5 9105 exp (—0.0473r%)
Fy—g (r) = gaa7 (exp (—0.0324r%) + 1.165exp (—0.1537r2))

R, (r) = 535 exp (—0.230371-2%7)
R(r)

Potentiel de Martin v=0.1

Fy—1 (r) = 535 exp (—0.0197r2)
Fy—s (r) = 15667 (exp (—0.046r?) + exp (—0.014r2))
R. (1) = 595 exp (—0.0734471-4674)
R(r)

0.15 -

ek

0.05 4




Potentiel linéaire v =1

Fgey (r) = T(%@ exp (—0.2617"2)
Fy=s (r) = 1577 (exp (—0.2144r?) + 0.588 exp (—0.50072))
R. (r) = gosqa &P (—0.3502r1.747)

R(r)

Les corrélations a courte portée

La largeur de désintégration leptonique des mésons est une observable intéressante en Phy-
sique des Particules . Elle dépend directement de la quantité |¥ (0)|2 qui n’est que la valeur
moyenne du delta de Dirac § (7°) évaluée dans I'état |¥) .

Les figures 1 , 2 , 3 et 4 montre que les fonctions d’onde approximatives constituent une
bonne approximation de la fonction d’onde exacte sauf au voisinage de l'origine . Ceci est une
caractéristique générale des calculs variationnels . Il s’avére que , dans de tel calcul , la fonction
d’onde est bien approximée sur tout I'espace sauf & I'origine . La quantité |¥ (0)|? est alors mal
approximée si on 1’évalue par un calcul direct . En remplacant le calcul de |¥ (0)|* par celui
d’une intégrale impliquant la fonction d’onde sur tout ’espace , le théoréme de Schwinger (2.32)
permet d’améliorer la situation .

Utilisons la fonction d’onde d’essai (3.9) avec le paramétre a fixé par (3.10) et ¢ obtenu par
minimisation de 'expression (3.11) . Calculons la quantité |¥ (0)|? directement et en utilisant

la régle de Schwinger (2.32) .
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Le calcul direct donne

. 1
v(0))? = —Ii
WOF = 5l

¢ (‘)a)

2

U (r)

r

nke

")

= 1‘1}(:

(0)|* = -— lim

1 U (r)

47 r—0 T

En utilisant la régle de Schwinger qui se simplifie pour les ondes ”s” ¢n

/117r <}l,‘ @ )> ’

) = (& (7)) =

et en tenant compte de la relation

<‘/l (1)> — U/\‘l()

1/| 1 /—ur (]]

0

on obtient

Les résultats obtenus sont regroupés dans le tableau 2

€0 42 p—are

o 1

dr

)

¢

)

= u/\a ¢

ol

(42)

"

b

p——g

2

(3.13)

(3.14)

, Ol on a aussl reporté les valeurs

obtenues par un caleul direct et par la régle de Schwinger en adoptant pour fonction d’onde

d’essai Gy (r) (3.12) pour g=1 et 2 . On a également reporté les valeurs exactes

considéré trois valeurs différentes pour Pexposant v du potentiel en loi de puissance

1 = —]

1, -1/2et 1

v ~1 ~1/2 1
[Wo—r (0)2, ., | 0.00955 | 0.00522 | 0.06
Wyt (0)f%,,., | 002251 | 0.00937 | 0.07958
Wy (0)[2, ., | 0.02172 | 0.00861 | 0.07732
Wy (0)|%,,,, | 003385 | 0.01086 | 0.07958

|\IJ (())|dzrut
|‘PC (O)IS(‘hw

0.03979
0.03979

0.01189
0.01126

0.082622

0.07958

I v exract (0)12

0.03979

0.01123

0.07958

Tableau [2] .
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Comportcement de la fonction d’onde

I>apres les résultats numeéricues obtenus dans les tablecaux 1 et 2, on peut dire que la
fonction d’onde d'essai U, (r) est tres proche le la fonction d’onde exacte . A chaque potentiel
en loi de puissance V (#)=sign (v) v correspond une valeur ¢y de ¢ obterme par minimisation

de I'énergie (3.11) . L’ensemble des points (v, ¢p) constitue une courbe dans le plan (v, ¢)

Iigure 5 : Représentation graphique co=co(v).

De méme , on peut tracer la courbe qui représente I'énergic minimisé /<y en fonction de v

E

W
<

0 !

_.1+_

Figure 6 : Représentation graphique ly=17(1/) .

En remarque que la courbe cp=cq () est continue et quasiment linéaire . ¢g (/) peut done

étre approximée par une fonction linéaire de v ¢y, () qui coincide évidemment avee ¢y, (1)
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pour v=—1 et v=2 , c’est-a-dire dans les deux cas particuliers des potentiels Coulombien et de
Poscillateur harmonique , ¢’est-a-dire ¢, (—1)=1 et ¢y, (2)=2, Lot Pexpression de ¢y, ()
1-v

Clin (V) = 3

Iin adoptant ¢, (v) & la place de ¢g () obtenue par minimisation de (3.11) , on obtient des

résultats trés proches de ccux obtenus précédemment (par minimisation de (3.11) ) .
Remarque

On peut vérifier la correspondance entre les potentiels en loi de puissance singuliers a Porigine
et les potentiels en loi de puissance réguliers a 'origine en supposant que 'exposant ¢ dans la
partie exponentielle de la fonction d’onde d’essai (3.9) ne dépend ni de 'excitation radial n,. ni
de Vexcitation orbitale £ , ce qui est vérifié pour les potentiels Coulombien et harmonicue .

Soient V' (r) un potentiel régulier a Porigine
V()= XN sign (V') =sign (\') >0
et V (r) un potentiel singulier a Porigine
V(r)y=Ar" sign () =sign (\) <0

en correspondance (section 2.6) .

Dans le but d’approximer le nivean fondamental des Hamiltoniens

2
' = P + V' (r)

2m

el

2
P .
][——2m+1/ (r)y

on prend comme fonction d’onde d’essai (3.9) . Soient (ag, ¢p) et (ap, <) les valeurs des para-
metres variationnels (a, ¢) correspondant & Papproximation variationnelle pour H et 11’ respec-
tivement . En remplacant les fonctions d’onde radiales réduites U (r) et U’ () dans la relation

(2.51) par la fonction d’onde d’essai (3.9) avee les parameétres (a, ¢) et (@', ¢) respectivement, on
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obtient une relation entre ¢ et
9

N N 3.15
=gy (3.15)

Si on prend pour ¢ la valeur ¢ correspondant & Papproximation variationnelle pour le

potentiel régulier , on obtient pour ¢ la valeur ¢

W/

~ , 2
Q= Chyr—
09 v

(3.16)

Il s’avére que o et ¢p sont trés proches . Par exemple pour (V/,v) = (1,-2/3) , ¢, = 1.7472 .
La relation (3.16) donne ¢ = 1. 165 & comparer avee ¢ = 1,164 obtenu par minimisation de

(3.11) .

3.2.2 Les niveaux excités
Pour calculer variationnellement I’énergie d'un niveau excité il faut connaitre exactement
les fonctions d’onde des niveaux inléricurs |, ce qui n’est généralement pas le cas . Présentons
)

une méthode qui peut donner de bonnes approximations pour les énergies des états excités .

Le premier niveau cexcité radial

Nous allons de nouveau nous baser sur les cas des potentiels Coulombien et harmonique
pour faire le choix des fonctions d’ondes approximatives pour les niveaux excilés .
Pour le premier niveau excité radial , les fonctions d’ondes radiales réduites exactes pour

les potentiels Coulombien et harmonique sont données respectivement par
{
U@)ocr(r—>0bye

et

Ur)or ('1'2 - b2) emar?

Prenons pour approximation de la fonction d'onde dans le cas général une forme qui concilie

les deux formes précédentes

U ocr (i =)™ (3.17)

.
o
e



L.e parametre a sera fixé en imposant le théoréme du viriel et on prendra pour le parameétre ¢

la valeur obtenue pour le niveau fondamental . Pour {ixer b on utilise le résultat général
U)=0 t=1,2, . 1,

ou les b; désignent les nocuds de la fonction d’onde radiale réduite autres que zéro [12] , ce qui

e

donne en utilisant Péquation de Schridinger (3.8)

d?

m[] (’l') I"':bi: 0 . (318)

En appliquant ce résultat général a notre cas particulier , on obtient

b 1+¢
2ca
Notons que la procédure pour fixer les parameétres a , b et ¢ fait que notre approximation

n’est pas de nature variationnelle .

Généralisation aux autres niveaux excités

Une généralisation de "approximation de la fonction d’onde radiale réduite pour le premier

niveau excité radialement aux autres niveaux excités cst la suivante :

Ny
U (r) ccr LT = 8) e (3.19)

i1
On remarque que U,,_, (r) ale bon comportement a lorigine (en 7¢! ') et possede comme il
ce doit n, noeuds. Les parametres a, cet b, <« = 1,2, ..., n, seromt {ixés comme suit : On prendra
pour c¢ la valeur correspondant 4 I’état fondamental et qui aura été déterminé auparavant |, le a
et les b; seront fixés en imposant le théoréme du viriel et en appliquant n, fois Péquation (3.18),

ce qui donne n, + 1 équations pour n, 4 1 inconnus .

Remarquons que dans le cas des potentiels Coulombien et harmonique , on obtient évidemn-
ment les résultats exacts , car on sait d'avance que dans ces cas les fonctions d’onde radiales

réduites sont bien de la forme (3.19) .
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e tableau suivant regroupe quelques résultats numéricques pour des potentiels en loi de
{ 1

puissance V (r)

sign ()" obtenus en utilisant comme fonction d’onde approximative la

fonction (3.19) . On dénote par I, , Pénergic du nivean caractérisé par Pexcitation radiale n,

et par 'excitation orbitale £ . Les résultats exacts sont indiqués entre parentheéses . Par résultats

exacts , on entend les résultats obtenus en faisant une résolution numeérique de Péquation de

Schrédinger . On a utilisé pour ce faire la méthode de Multhopp [1] qui sera exposée dans

Pannexe B3 .

En, e v=—1 v=-—1/2 r=0.1 v=1 v=2
—0. 26309 1.3337 4. 089
Eyo | (—0.06250) (7)
(—0.26320) (1.3347) (4.088)
—0. 286603 1.30719 3.36134
Fo1 | (—0.06250) (5)
(—0.286611) (1.30718) (3.36125)
—0. 209764 1.37315 4. 88513
B | (—0.02778) (9)
(—0.209800) (1.37310) (4.88450)
—0.221 503 1. 354032 4. 24824
Eoo | (—0.02778) (7)
(—0.221506) (1.354027) (4.24818)
‘ —0. 176805 1. 40399 5. 6301
Ey» | (—0.01563) (11)
(—0.176817) (1.40395) (5.6297)
—0.184004 1. 38924 5.05097
Eos | (—0.01563) (9)
(—0.184005) (1.38923) (5.05093)
—0. 154235 1. 42080 6. 3324
Ey3 | (—0.01000) (13)
(—0.154239) (1.42963) (6.3321)
—0.19749 1.3924 5.5213
Eap | (—0.02778) (11)
(—0.19756) (1.3906) (5.5206)
-0.16937 14188 6.2090 ,
Iy | (—0.01563) (13)
(—0.16942) (1.4187) (6.2076)

Taudbleau [‘)’/ .
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3.2.3 Applications

Les mésons et plus particulierement les quarkonias lourds sont les sujets principaux de
P'application des modeles de potentiel dans le cadre d’une cinématique non-relativiste [10] . A
cBté des potenticls inspirés de la QCD avee un confinement lin¢aire aux larges distances et la
liberté asymptotique aux petites distances [11] , on utilise également des potentiels phénomé-
nologicpues avec des parametres libres , fixés de telle facon a avoir le meilleur accord possible
avec les données expérimentales .

[un des potentiels les plus utilisés pour étudicr les famitles J/y (¢e) et Y (l)f)) ct également

la famille ¢ (s3) est le potentiel de Martin [7]
V (r) = —=8.064 GeV + (6.808 GeV) (.1 GeV)* | (3.20)
avec les valeurs des masses proposées par Martin [13]
my = 5.174GeV |, m,=1.8GeV et my=0518GeV. (3.21)

[En faisant usage des lois d’¢chelle , on obtient pour les masses des mésons expression
suitvante ou formule de masse :
;frrL(,rrz,L

M (E]/2,T’Lq,'f’lq’) = (m,, + mq/) — 8.064 + I 9 <—

My -+ My

£ 0
> (6.808)71 | GeV |, (3.22)

ou my el my désignent respectivermnent les masses du quark et de Pantiquark constituant le
méson q(q, 12y /9 dénote PPénergie du niveau fondamental d'un systéme de masse réduite o =1/2
pour un potentiel V (1) = +01,

Comparons les résultats obtenus en utilisant la formule de masse (3.22) avec les données

expérimentales des masses [14],{15] .



valeurs théoriques

systéme de quarks | ’état valeurs expérimentales
exacts approximées
1s 3.0066  3.0965 3.097
ce 1p 3. 534 3.531 3.415 — 3.5560
2s 3.702 3. 696 3.686
s 9.4738 9.4739 9.460
| bb 1p 9.889 9.890 9.850 — 9.913
2s 10.050 10.044 10.02
ls 0.9945 0.9947 1.02
58 1p 1.458 1.458 1.44
2s 1.637 1.631 1.65

Tableaw []] .
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Chapitre 4

Développement systématique sur

des Gaussiennes

Py

Les problémes & /N corps sont trés compliqués . Déja le plus simple d’entre eux , & savoir le
probléme & un corps dans un potentiel central ou le probléme & deux corps dans le cas dune
interaction invariante par translation et par rotation , n’est résolvable exactement que pour un
nombre de cas trés limité . La complexité du probléme est une fonction rapidement croissante
avec le nombre de particules N . Méme la résolution numeérique , trés simple pour le cas & un ou
& deux corps dans les conditions ci-dessus mentionnées |, se complique considérablement a fur et
4 mesure que le nombre de particules augmente et recuiert des moyens de calcul considérables.

Un cas ot on dispose de la solution exacte est celui on les particules du systéme interagissent
via des forces harmoniques & deux corps . in effet | énergie potentielle est dans ce cas une forme
quadratique des coordonnées de Jacobi . Iin outre , un choix approprié de ces dernieres permet
de mettre I'énergic cinétique sous une forme diagonale avee e méme cocflicient pour chacune des
coordonnées de Jacobi .Une transformation orthogonale sur ces dernicres permet de diagonaliser
I’énergie potentielle tout en gardant la forme initiale de I'énergie cinétique . I.’Hamiltonien s’éerit
alors comme une somme de (N — 1) oscillatcurs harmoniques indépendants, un oscillateur par
coordonnée de Jacobi . [l s’ensuit que le probléme considéré est exactement résolvable.

Iustrons le traitement décrit ci-dessus dans le cas le plus simiple non trivial , a savoir pour

un systéme composé de trois particules .
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4.1 L’oscillateur harmonique a trois corps

L’Hamiltonien d’un systéme de trois particules de masses my, my et mg interagissant par

des forces harmoniques & deux corps V) (r;;) = k;jr? S (i #7=1,2,3) sécrit

=2 2 2

D P
I = .P Ly . 2 : 3
2my 2meg  2my

+ k‘]‘z'l“f‘z + kl.’&""iz:; + k‘z:{"':fg . (4.1)

—>
Introduisons la coordonnée du centre de masse f2

1 —
= ———— (TI'l] -’IT)] -+ 7TL2"I_')2 -+ g ’fj;;) , (12)
my +my + msa

5
IR

—
J— L. .
et deux coordonnées de Jacobi " et A définies par les relations

— — -— .

p=T1—T2 (4.3)

— 17 mo —

A= — ?1 - ?2 -+ 7‘)3 . (44)
my + 1Mo my -+ mey

On peut inverser les relations (4.2) , (4.3) et (4.4) pour tirer les coordonnées des particules

—_ -—
— .
71, Taet 73enfonctionde B , p et A

mo msa - -
—_ — <
T = P — A -+ R’ N
my + mo my -+ 1mey 4 1msy
my _ my - -
Ty = — P — A+ RO
my + nmo my 4 meo 4+ mg

TNy ~+ 1y - =
—
17 = ———— \ 4+ I

my -+ my -+ my

In introduisant les moments conjugués p' g, p pet pade B, 7p et A respectivement,

I’énergie cinétique I’ peut étre réécrite comme

— ) -9
7= PR Py P

9M T 2M, " 2M,

avece

M = my+mg+my

?



myny
M, = ——=— |
mi -+ mo
my g 4+ mey
by o )

my + oy oy
On en déduit expression de I'Hamiltonicn relatif | ¢’est-a-dire I'Hamiltonien aprés soustraction
du terme de centre de masse , qu’on désignera par le méme symbole que 'llamiltonien total
2 2
Py PA

2 2
—me _, rud my — -
H= =2 4 kop? bk — A -Kog | ———— A
2M,  2M, b Rip” o+ iy (ml -+ Mo Pt ) T R (m, + mao pt >

I'aisons les changements d’échelle

— N 1
= —————— = _‘“—A ) — AJ‘ s
g V2M, 20,
— 1 l
/\ = —'—:*::"_—} "‘—‘A = A,
NN oM, CAT B

ce qui permet d’exprimer I'llamiltonien I en fonction de @ , de 7 et de leurs moments

conjugués p g et ?y

—

= pi+7p2+

kyp (my + 711,2)2 + (kl;;m:‘j + l\:23m‘f) 2 (kyg + k-z;;)y,z
2M, (1 +my)? . 2My

(kagrny —kiyma)

T
(ma 4+ my) /M, M)y

- . — — — —3y — p .
Sous une transformation orthogonale sur (=7, ¢") (27, ) — (T, ")) , le terme d’énergie

cinétique est invariant | tandis que le terme d’énergic potenticlle est de nouveau une forme
cuadratique en les nouvelles coordonnées . On peut toujours faire le choix d'une transformation
orthogonale de telle maniere & diagonaliser le terme d'énergic potentielle . Ceci nous ameéne a

la diagonalisation de la matrice suivante :

" 2 . 2 . 2 —
kya(mi-tmy) “’(}vlis'mfl kg;;m]) (kagmy—ki13ma) my-tmnag4mg
A= 2myma(my-tmeg) 2011 -tny) MTNYINY

(k2zmy—kigma) [my-tmsimg (k131 k23)(mn1 -ty 41n3)
2(1ny -+ my) T TN 2my(mny 4 1my)




[’Hamiltonien du systéme est alors la somme de deux oscillateurs harmoniques indépendants

o, (Sas +Suae +Sean + Vs + Loy + Lean)
H = p 5 + X
dmymyms

(S(],Q)ji + 51(1’3)2 + S(3,2)l — \/1/(]72)3 + ]1(],3)'2 + [z(.'i,‘Z)J)yIQ

'
+pyt
dmymeyms

avec

.

Sty = (mi +m;)ymk;;

— (s 2 0212 1 e e . 2
Ly = (my + m;)* mj ki +2 (mimJ — gy — MMy — m; ) mamhyk

Lies énergies propres de I/ sont par conséquent les sommes des énergies propres de chacun des
deux oscillateurs et les états propres correspondants sont les produits tensoriels des états propres
de chacun des deux oscillateurs . En utilisant 'expression , connue , des énergies propres d’un
oscillateur harmonique a trois dimensions , on en déduit les énergies propres de Poscillateur

harmonicue & trois corps

Enp = (2n43) \/(5(1,2)3 + S + S v Las + Lasye + L)

dmymegrng

(S + Saay + Sean — VL2 + Laape + Laa)

dmymerms

+ (20 +3) . (4.5)

En particulier I'énergie du niveau fondamental de Poscillateur harmonique a trois corps qui

correspond a ((n,n’)=(0,0)) peut &tre mise sous la forme

) Kyg + Ky Ko + ko Kyg + ko Mo + me
=3 lf kgt + ]f = + ]‘f + N + [ (kigkys 4 Kigkog + kyskag) (1mg + ma + ma)
2my 2my 2my MLy

(4.6)
Dans le cas ot les constantes de couplage sont toutes égales ko = ki3 = kg3 = k , Pexpression

(4.6) se simplifie en
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my me msa miyrnerns

E =3k —-+—+——+V/3<ﬂi—”—’i"iﬂ> . (4.7)

Donnons la fonction d’onde du niveau fondamental dans le cas o1 toutes les constantes de

couplage sont égales & 1. Pour deux masses égales (my = my = m) , nous avons unc Gaussienne

1 3 . 1 [2m 4 mg-—. :
\Il )\ o exr ot : ~3 o [ /\ 2 48
(p, A) oc exp 2V 2m P 2 m 7 o

el pour trois masses différentes nous avons une Gaussicnne corrélée

(—a'ﬁ’z —u N2y ¢:$’T)

U (p,A\) xe , (4.9)

avee par exemple pour (mq,my, m3) = (1,2,3)

+

a

5 <\/‘;s +3V13 4 \/l;.z - s\/u)
3 =
b= % (\/11+\/13(11—3\/13)+ 11—f13(u+3\/13))

c = \/‘3( ll_q-m(m—:;)_ 11~\/T§(\/ﬁ+3)>

6

Dans le cas le plus général la fonction d’onde du niveau fondamental est une Gaussienne en
- —3 T . p — —_— — —s N
T et Y, cest-a-dire une Gaussienne corrélée en @ et 7 . Comme 2 et 7 sont obtenus &
. — hred . s, o 5 .
partir de p" et A par des translormations d’¢chelle | 1a fonction d’onde du niveau fondamental

—
est donc une Gaussienne corrélée en o ¢t X\ .
P

4.2 Développement systématique sur des Gaussiennes

[’Hamiltonien d’'un systéme de N particules de masses my, ..., mpy interagissant par des

forces centrales a deux corps s’écrit
N 2 N
~ P ~ ()
H=5% 5%+ 3 V()

i) <l i<y 1

Iin faisant un choix de coordonnées de Jacobi , 'Hamiltonien relatif peut se mettre sous la
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forme
N=1 52
H=% %y Z VD (i (7)) (4.10)
i ~M i<je1

ot Py, dénote le moment conjugué de la i¢™¢ coordonnée de Jacobi 77; et M; est une masse
réduite” . Le potentiel V) (r;;{21}) doit étre bien entendu considéré comme une fonction
des coordonnées de Jacobi Ty .

L.a méthode de développement systématique sur des Gaussiennes corrélées , qui est 'une

des méthodes les plus utilisées pour la résolution approximative de 'équation de Schrodinger

pour des systémes a petit nombre de corps , consiste a adopter

g
V(T .. TNo1)= 3 bpexp | —= )ﬁ ALE . E (4.11)

n=1 2 2,)-21
comme fonction d’onde d’essai . A™ est une matrice carrée de rang (N — 1) réelle | symétrique
et définie posilive . g est appelé le nombre de générations . Les parametres de poids by, ct les
parametres de portée A?j seront déterminés par une procédure variationnelle .

Si on adopte la notation suivante :

1N |
(T1... T No1|m) = exp -5 _Zl AR , (4.12)
1,

(4.11) peut-étre mise sous la forme

9
WY = 3" by ) . (1.13)

=

La valeur moyenne d’une observable quelconque A évaluée dans Pétat |W) (4.13), sera donné
1 )

par Pexpression

<A>\I/ — Ziln;ln_:] bnb,’” <”| A '7”,)

myn=1

(4.14)

Dy by (12 1m0
Donc le calcul de la valeur moyenne d’une observable se raméne a celui des éléments de matrice
de I'observable en question entre deux Gaussiennes corrélées et a ’évaluation des recouvrements
de Gaussiennes . Nous allons considérer dans ce qui suit deux observables parmi les plus inté-
ressantes , a savoir 'Hamiltonien et les corrélations & courte portée . Nous donnerons également

Pexpression du recouvrement de deux Gaussiennes (n|m) comme cas particulier des éléments



de matrice de I’énergie potentielle .

4.2.1 L’Hamiltonien

le calcul des éléments de matrice de 'Hamiltonien du systéme entre deux Gaussiennes
corrélées (n| H |m) , se ramene au calcul des éléments de matrice des termes d’énergie cinétique
et des terme d’énergie potentielle entre deux Gaussiennes corrélées

72

L

lm) i=1,2,.,.N—-1 et (| VED) (rii {2 )) Im)  i<j=1,2,.., N
Considérons successivement les termes d’énergie potentielle et d’énergie cinéticue .

L’éncrgie potentielle

Notre probléme se ramene a calculer I’élément de matrice d’une fonction quelconque f (77;5)

de la variable 77;; i<j=1,2,....N entre deux Gaussiennes corrélées {n T 55) Im) . Nous avons
1) 3y 1j

(nl (7 55) 1m)=/.---/(1371...43?N_1f(?ij),, LN (AT

En posant

' |

A =5 (A + 40

Pexpression précédente peut étre mise sous la forme

—_ ' ' 33— 3 ——> —_ — N- A“?k T’
) f(Tg)my= [ - | T 1T oy [ (7a5)e =kt
Faisons sur A une transformation orthogonale 22
T . ppl
R'R=RR =1 ,

de telle maniére & la ramencr a sa forme diagonale , qu’on désignera par A . Nous avons donc

A= RART . (1.15)
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On peut aussi inversement exprimer A en fonction de A |

A=RUAR

. . I3 )
[’argument de Pexponentiel intervenant dans Pexpression de (n] f (77 ,;) [rn) peut alors se

mettre sous la forme

N-1 N-1 ~
— - — T ST -
L Anx. 2 = Z I{M,},Amn R’y @y (‘1.1())
k1l ki
N-1 _ - N N-—-1 _ 5y
= L Apn Ym-Yn = Z Ay noo
n,m T

N . . . — ., . ,

ot on a introduit de nouvelles coordonnées de Jacobi { y'x} liées aux ancienncs coordonnées de
[Era— .

Jacobi {7’} par les relations

Yi=RuT (4.17)

c’est—z‘x-(li“rc que les {Z';} et les {1} sont lites par une transformation orthogonale | celle qui
a ramené A a sa forme diagonale A . Pour obtenir (4.16) , on a également utilisé le fait que A
est une matrice diagonale .

On peut d’autre part remarcuer que 1'élément. d’intégration @7 ...d® 2y, est invariant

sous une transformation orthogonale . Donc
P PPN =T BTN
.y —> .
et (n] f(77;;) |rm) peut se mettre sous la forme
— ' 3 3 - -— _F‘N' DA
M f(Pg)m)y= [ - | &G 1 d Y Ny (T )¢ Larer Aer Uk

— . . . L, . . —
o 775 doit étre maintenant considéré comme une fonction des y'x . Comme

R Nobo
Pu= 5 dy T
k=1



ou les (lfj sont. par définition les composantes des 7745 sur les 'y,

e

) 9 ¥l =
2o 2 di By
k=1 =1

N . =y . . ,
Faisons maintenant sur les {7y';} une transformation d’¢chelle

—

Zi=A)"* P, (4.18)

ce qui permet de rééerire (n| f (77 ,;) [m) sous la forme suivante :

—),.
7

~ ~ —3/2 : ., . N -
<‘I’L|f(7‘_)ij)|77l> = (A[J...AN_],N~] / /(1'571...(l“'_/;N__lf(_f)ij)C_Zk:l

N .
= 3/2/ /d‘/1 BTy f(7)e 2 Zh

N|

A = (/T”.../TN_I,N_O

, . . — . , . ” N .
est le déterminant de la matrice A .77 dans P'expression précédente doit étre cette fois-ci

. . -
considéré comme une fonction des { 7 .}

NZIN=1 o,
} S db R (AT
=1

=1 I=1

: . — —
Il est toujours possible de faire une transformation orthogonale sur les 2 ({ Z 4} —{W})

red ~ . s,
de telle maniere que 77;; soit proportionnel & Wy . Il est claire que le facteur de proportionnalité

est
N--1 N-1 1/2 o 179 172 Ny_—;l N1 PR | 172
2_, L (d RM(AU) / )(‘lﬂ ”nm(A"””)— / ) = L Lus ‘]i"[‘)kl(/lll)_ I‘)lnd;l‘
kn=11, k 1 I=1 ’ !
n= m=1 = e

.

= [(l;!"{l_](lujl/z

3

ol on & tenu compte du fait que

RTA'"R=A"
Kk

. . : . . e 1ot ; . 377 377 N—1 779
Comme les transformations orthogonales laissent invariants &* 7 ...d> Z y_, ct de VA

18



alors

N =1 ~,

<'Il| f(T}”) l’l’)’L) = (A)‘3/2/_ ../d”wl...(l:‘WN‘_lf ( ([IIIA'"IJU_‘?I) € Lkl H'i

e . - — — . o . .. )
[’intégration sur Wo W ... W n_) est immédiate , si on utilise le résultat

" —3 T2 Q /s
/(13"1”(.‘ 13! :ﬂ_d/l

Donce

(£ (7)) = (8) 2 (V=72 / AV f ((dhA™ ) W) e T (4.19)
(u’on peut aussi réécrire comme

(n] £ (Pi) [m) = (8) 2 (m) N =D/2 (gL p=1q,;) ™ / P () e (@57 )W

si on fait le changement de variables

—3 —

W = (dh A~ ay)' W

A partir de (4.19) , on déduit le reconvrement de denx Gaussiennes en posant [ (774;)=1,
ce qui donne

(nfm) = (7rN"]/A)3/2 . (1.21)

On peut utiliser cette expression de (n|m) pour réécrire (n] f (7 ;;) |m) sous la forme sui-

vante :

(n| f (7 ;) Im) = (n] m)7r_3/2/ (PWU" ((d;-’}A_l(lij) 2 W)I) e Wi

(1.22)

Pour un potentiel en loi de puissance

V=V =Nt (1.23)
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Pexpression (1.22) se réduit a
<’I'L| /\.L'j’l':-jj ]‘ITL) = <ILI 7TL>71'_3/2/\,'J' ((l;-IJ‘-/l—l(liJ‘)V/z / (l:“—ﬁ; H] T’

Iin utilisant le résultat

. Z ° . -3 , i
/(l“Wﬂfoe—“ 1= 117T/ dWw, W 20-WE = g (1/1 ) pour v > -3 | (4.24)
. 0

<

on obtient finalement

2 ‘ -3
(n] Aijriylm) = (n]m)= (([] A“'(li‘,-)u/2 I <l—/—1 ) ,

4

w

qui peut étre rééerite comme

2\ 3 /-
(n] Xijry;|m) = (n|m) \/2 I (ﬁ—> N1

9 1j,%)

i

si on introduit la notation

Vijul = (1 A Vel

Le terme cinétique

—9

Calculons I'élément de matrice (n| 5f |m) . Nous avons

(n| )/\1 [m) )1\/ ] %) Pk |m))

En utilisant la relation de définition des Gaussiennes corrélées (4.12) | on obtient

N-1
Prlm) =ih Y ALT,Im)
p=1
Il s’ensuit que .
7?12, }12 N—:] n m e direid
(n| S, ) = ‘)/\TI: q;lﬂ kaVkp (n] 270, [m)
v s )=

(1.26)



7 . —>
Donc on est ramené au calcul des ¢éléments de matrice de (,.71_:’,,

(n| T 7, |m) =/~-~/d3?1...dx?1\z_1

(T,

N -1 s )
— A
T P) I L ai,j] i k3 J

)

. —_ .
qui en terme des Y’y ,(4.17), prend la forme suivante :

N—l 5 ]
(0| T Tplm) = 3 12;]1{;].1/m/d*’g_/"...d"?,v_l (71-.-7,*,-)(;—2:

1,j=1

-

[’intégrale figurant dans le membre de droite de Pexpression précédente est nulle pour 4 # j,

N N . . . . —_ —_
car on a alors & intégrer une fonction impaire en y’;(et en 7g';) . Donc

. LY 3—> 8-> oy 5V
(n| @ Tplm)y= 3> RIS [ - [ &Y 1 d Y vy e L

o1

LEn faisant usage du résultat

too | . 3
/ T2 TP = -

&
—0o 2a

pour a > 0, on aboutit a

(| Tq.Tplm) = =

Finalement , en reportant dans Pexpression (4.27

2

Pk 3 X
(n] {)A']kh |m) = 5 (n| T’L>')/\“lh Lx
<k = =Mk g,

TN 3/2
@

(%)
(%)

{n|m)

3/2 an.m N=1 RTIVR™]
/QWZKNT:Q [Lq] 1{&_

/1t

j=1

3/2 sy
T2 o

~

12 N-—1

-

qp

A-—l

qp

), on obtient

n o4—1m
Z }w'(]f‘(lp A‘lkp

Aji

N
o ATl

(4.29)

d’ott Pexpression de I'élément de matrice de I'énergie cinétique entre deux Gaussiennes corrélées

T 3 Nzt )2
(n|T|m) = 3 (n|m) }2_:1 _)/W,_

Dans le cas particulier d'un systéme de masses réduites toutes égales My, =AM (k=1
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2

gy

(4.30)

W N=1),



l'expression précédente se simplifiec en

3 K

(n| T|m) = 2507 (

nfm)ir [A"A7TA™] . (4.31)

. ra . ? .~ 2 {7
Remarquons que dans un systéme Q'unités on 2”}\7 = 1, on retrouve le résultal de la référence
(2.
Appliquons nos résultats au calcul de la valeur moyenne de 1'énergic pour une seule généra-

tion de Gaussiennes . Dans le cas d’un potentiel en loi de puissance (1.23) | nous avons

SNt 2 (v+3\ Y V)2
E=2Y ——Ay+—=I (-f ) DRSS 4.32
.)4 k=1 2A[L & ﬁ 2 ’i<%:l JP) Jhtd ( )

Dans le cas & trois corps , avee /\ij:—ési,gn (17) (indépendant de (4,7) ) la minimisation de
I'expression précédente de /2 pour différentes valeurs de 1 donnent les résultats consignés dans
le tableau § , ol on a indiqué également entre parentheéses les résultats exacts {1] . La compa-
raison des résultats exacts et approximatifs montre que approximation d'une scule Gaussienne
constitue déja une bonne approximation du résultat exact , spécialement pour les potentiels
confinants (¥ > 0) . On vérifie également qu’on retrouve le résultal exact pour le potentiel

harmonique comme il se doit .

(m1, mg,m3) v=—1 vr=0.1 Vo= =2 =3

—0.1232 1.9480 4.9498 7.5730 9.7638
(—0.1398) | (1.9452) | (4
—0.3432 1.8512 3.4
(—0.3848) | (1.8436) | (3.4379) | (4.3729) | (5.0166)

(1,1,0.2)

_—

9392) | (7.5730) | (9.7389)

=
-
N
l\l
LY

L3729 5. 0293
(1,1,5)

Tableaw [5] .

4
(S



4.2.2 Les corrélations a courte portée

Calcul direct

On peut remarquer que (n] 6% (7;) |m) est de la forme (n| f (7755) Im) avee [ (745)=8" (7735).

En remplagant f (7;;) par 8* (7;;

) dans (4.20) , on trouve

(n ](53 (Fi)|m) = (n] 71L)7r_3/2'y:j%2 . (1.33)

Calcul par la formule de Schwinger généralisée

Il est clair que la régle de Schwinger généralisée permet d’obtenir une meilleure approxi-
mation de la probabilité de présence de deux particules an méme point . [En effet | la regle de
Schwinger fait intervenir la fonction d’onde en tous les points , alors que le calcul direct fait
intervenir la fonction d’onde en un seul point . 1Y’autre part , méme si Papproximation de la
fonction d’onde est satisfaisante en moyenne , elle peut étre trés mauvaise ponctucilement |
d’on le résultat annoncé .

Le calcul via la régle de Schwinger généralisée nécessite la counaissance de deux lypes
d’éléments de matrice , ceux du terme " centrifuge” <n ij / rfj

=S vIR 4P
ETU.VU‘ lm> .

m> el de la dérivée radiale du

potentiel <n

On peut sans perte de généralité se limiter au calcul pour (ij)=(1,2) . Le calcul pour les
autres paires devenant alors trivial a la lumiere du caleul pour (ij)=(1,2) .
. .. , PRp— . —> " .
On peut toujours choisir les coordonnées de Jacobi {777} de telle maniere que 7719 corncide

avee la premiere des coordonnées de Jacobi

g = Xy . (4.34)

TIL> .

Calculons donc <'n,

12 /a

m) et <n \;’—1 7.V vV




Le termne centrifuge

Nous avons

2 T N -1 )
(n] 1 TEAPEL SN REE
€y €y

—
N1 — N -1
-—3> _1§ = an . L -1 LA T
ATy d Ty Iy [ 72 2engn T4 "'J—';—le T 21 FALTS
2,
7

4 N 1 N~
— > — _1 T AT T 1 — 1 R AT TR
— o AT d Ty [ LT 2 i TENT ) o7 E 2y TiAGT
3

Il est clair que le premier terme du membre de droite de la relation précédente est nul . Done

. g — N -1 —~ N -1
- _ /... e vy ;—% > i1 LA T _] ;_% Li,j:.l AT 5
; m @r|..ax 4, /1€ 3 s 1€ .
-
@y

3
k4
g

Mais
— 1 — 1 N=1 AN T
L]C 2211 T ”xj = T?IX Vl('f 2 —Ji,j‘l""‘A:J'JJ
1
1 N--1 . _1 N ‘n";"
= —= 5 A} (T x W) T i AL T
L
1 N-1 > )

= ih Y AR (W x W) e 2 Lz TIALT
IS

I1 s’ensuit que

2 N-1 e v N-1 .,
<’Ll !'"' lm) = h2 k1 m/ /([ €. --}N—]( 1 A)S S I l)(:— Zi,j;l Tl T .
N 1

l I\ Ro
(1.35)

—
I'n passant aux variables { Z ¢} , (4.17) et (4.18), on peut mettre (4.35) sous la forme

12 . 4yp N2
(nl Sy lm) = 02 Q)7 A A
1 5
N1
- —> _ X—‘\ 73
/ /(l‘/\ A /N—l( 1 X );(l X .1.1)0 2~ | s
Y

i

<
—



N - ‘
onles 27, (1=1,2,...

ion utilisant la définition du produit vectoriel

N-1 I
= " pt! 3
€Ty = L [‘in —= 7,
n 'i
\/ Ann
=y 7 m,
{ j) = L Ehnn€lsp (‘ R

Linn,p,s

S -
,N — 1) doivent &tre considérées comme des fonction des {7}

(1.37)

o ) , (1.38)

O €ppn (1, m,n=1,2,3) est le tenscur de Levi-Civita tridimensionnel totalement antisymétrique

avee e193=1 . Mais

3

}_4 Elnnlsp = ("ms‘snp - (Smp‘sns

=1

ol &, désigne le delta de Kronecker

ce qui donne

(l]X

T (W x T

Si on reporte (4.39) dans (1.36) on aboutit &

2
) ‘1
nl—|m) =
(lla:]‘l )

—

(A) 3/2 Z A m

2
/ /d*zl BTN 11 (g )

-3 -—
Délinissons 1", 1'9 et I3 par

(4.39)

Tm Al = a5 )

/['2 .

| =

AT = A T Ry ==

\n.n

11/27) }]/2 ‘ )—‘1 i

H

T
1

>
-

__(,

in \/
\HIL

~

kK l-—z Yhen \/—*‘
nn

? —I.’}.) _ ZN_l “;/:‘;g

RS |

cC

(:1.40)



. s
Lexpression de (n| =4 [m) prend alors la forme
"1

["{ 2 3/2 m. ‘/h\'k A“
(n] = lm) = h*(A)” Z AL AT -
€y A]]
1P (T2 Ts) = (T070) (T0.7Ts) =% 7
2. -1 1. 1s) - N 7
/ /1“7' N7 e &
T
Soit une transformation orthogonale des {TZI-} ({7 }— {—’7'] 1) - Test clair quil n’existe pas

l

—3 - — —
une telle transformation telle que Z{=71" Z’ Ty et Zi= T 3 mais une transformation

orthogonale telle gue

‘ Zn =T (4.41)
7’2 = I) (_fl_'] %— ﬂ:?z) (‘1/12)
ct
— — — —
7 = ¢ ('1’, Fy T+ 2’1‘3) (1.43)

est possible .
Un caleul direct mais assez compliqué | exposé en annexe A, permet de lixer @, 4y, 2, b et

c. On obtient , tous calculs faits ,

— Ay
£ = s (4.14)
172 4172
Ay A
R P Py e
y = _ Ay Lt ik 7 (1.45)

AT A;‘,‘A;k‘ — AT A
AA—:A-.I/Z Al_i‘z _An A_J

17 oy -
AR NAG AL = A AL

et

b =




Donc
7Y =T, (4.47)
1 - _
7, = = l('/" J+.«z:'/72) (1.18)
el

4l
ay =

| — — — ,
= ( 1ty ’/’2—%—z’1‘3) , (4.49)
\/—l —y? 4 2 24

avee &, y et z donmés par (4.44) | (4.45) ¢t (1.46) .

> " —
On peut inverser les relations précédentes pour exprimer 17, Iy et 174 en fonction de

2 T 7
4, Zyet Zy

— -
rI1 _— ryt
1 - 41 ]
e 1 -, Vit —1- ’
2 = —— i+ "y
1 B4
ot
5 ] o 2 2 DY
7 y—x  yva? =1, \/ l-y +e +“f7*/
I's = 1 2y + 4
2 2 2

. . . , TILS ITIe :
En faisant usage des expressions préctdentes pour 17y | 17y et 17y | on obtient

ARG o (70 70) - e
1 “

m:_]'\/_J“!ﬂ}ZQW‘Zi{- 19 e _r—')[ ‘_r-)/ "/_)/ 7’/ 7
+/al e (1 () - (7470 (74 71))

Calculons d’abord Pintégrale de P'expression

l = — p— TNV -1 -,
v (Z’,Z ( 7, 7@) - (77’; z”,) (T”z 7’1)) ¢ 2w 2 (41.50)
“1

Nous avons d'une part

" " P ryd 157 gl — 2 7 _NTNV oy : B P 157 2, 7 e
/.../(1341“.({341\,_1/’1 1</,{2,/€‘>c L,q L5 = () //d“ ,{zd“ f?i( J;.ZQ(’ “ET oY

=



- . . =7 rye iy N
o (7 est une constante venant de Vintégration sur 2, 2. 2" . Iin passant aux coordon-

A

— — —
nées sphériques et en prenant 'axe polaire pour 24 sclon 7% (on inteégre d’abord sur Z5 &

—
Z'z {ixé et on intégre ensuite sur A’Z ) . on peut montrer que

" p . p .1
3T 3 (T T - BT : St et 81— A
// cl~‘zgd-’zg<z’2.zg>e SR :87#// Ay, 7y 2y o= %= 2y / udu
. J—-1

1 . ,
Comime j_l udu = 0, il en résulte que

// AN A (7;7’;) o AE=TE

De la méme maniére , on peutl montrer que Vintégrale du deuxicme terme de (1.50) s’annule .

Il s’ensuit que

4y N AuAy; a2 =1 aw
<n|— m) = (A)¥F Ay ’-"\/*” Lyt ot

1
1.7 J /‘][ :I.'ZZ

B B Y | —, =\ 2 - P _
A dl a4 712 sl — L =4
//(Ml(uz—,/3 ((42 ) =7 A2>(, Y7
. A )

— —
lin passant aux coordonnées sphériques pour Z, et 7' ¢t en prenant 1'axe polaire d’une

* T o ’ .
des coordonnées 7 (7 2) selon /2( Y pour Z4L(Z1) fix¢ , on obtient
> 7 2 Yot TR
// (1/1(172"3 <A;Z/1) —Z{z/lez C aV- 7y =

.00 .|
YD 3 2 o2 . 5/
82 / Azt d 7 / i 7 ZE(ZR 2P — ZPR) A = o
0 /1

Il en résulte une expression pour (11! |m
L2 gy N1 AA . a2 . .
o . -3/2 MmoAT sty e (BN --4)/2
”' |’” = -2(4) >/ J14q '—‘,1——‘!/—, 5 ()
1 1,J 4111 €rez

Iin remplacant @, y et z par leurs expressions explicites (LA41),(4.15) et (1.46) respectivement
et en faisant usage de (4.21) on aboultit &

= A2 ) S A an (A= AT AT AT 1.5
= ﬁ T (e fm) L A1 ( i/ A/ 1_;') : (1.51)
i

o8



Sachant que

-1 —1
AT, , By
1 iz - (_l)lrlz(_l)llj 1)

-1 4-1 ~14-1Y _
(AllAij — Aj A]_j)_ o A
Alj Aij
ou [3;; dénote le déterminant mineur de la matrice A~1 | obtenu en supprimant la 1€7¢et la

"¢ ligne et la 1°7%ct la j¢™€ colonne [16] . [in utilisant la définition (4.26) , on peut mettre

(4.51) sous une forme plus simple

(n| L lm) = —2—7_3/2—1 (nlm)y S (=1 AL B AT (4.52)
. = Y A — 3134, ; s S 2
7 NZRELATIN e 11445

oul =1 et § =1 sont exclus de la sommation car donnant des contributions nulles comme on le

voit directement sur (4.35) .

La dérivée radiale du potenticl

\ nl L7 .v snant cormple du fait que da; = 7. = SN gk 7
Pour le terme <rL o T 1. ViV m> y en tenant compte dufait que d g5 0= 775 = » )\ @,
on a N
1 — = M 1 ?)J.(lij 1(i5) e
(n| —=2".VaVm) = Y dj(n|———=V""|m) | (4.53)
7 g1 xydy;

ou V'(#) dénote la dérivation du potentiel d’interaction V) des deux particules i el j par
rapport & d;; .

[’n passant aux coordonnées {7k} , (1.17) et (4.18)

N —>

Trod gy 479 e Wi e N-1 o,
di; {n| ——— VD ) = dy (a)~¥ /(l ZredZ i Gy e= D 21 (4.54)
Ty a5 T lgy

1l n’est pas possible de faire une transformation orthogonale sur les coordonnées de Jacobi

{7k} ({72k}——>{ﬁ}1}) de telle maniére que
ﬁ’l = (l’?1

el
-3

—
l’VQ:,H(liJ'

3
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ot a et 3 sont des constantes de proportionnalité . Mais il est possible de trouver une telle

transformation de telle sorte que

IT;1 = 71—11/2?1
el
Wy=a +bdy

Un calcul direct permet de déterminer a et b

1

Y12,i5

——\72 VY1212

1
b = —. . /vo1 ,
) \/3 712,12

N _ 2 .
o0 8 = 719,19Y45,i5 — Y1y - Ponc

|

Wy, = ’7;1],43 T (4.55)
-3 1 Y12 ,iJ ——-) Q
Wy = — | -——22271+ ./ 5 d; i . 4.56

V8 ( 2,12 \/ 121z (450

On peut inverser (4.55) et (4.56) pour exprimer 7’| et d i en fonction de Wy et 1,

| 8l
H

=¥
<
i

24

/2 7
"!12,12“’ 1

1

v 112,12

-

(712,ijwl + \/Sﬁ-)z)

L’expression (4.51) se transforme alors en

d
d; (n] Thdy

Ty

—

[’intégration sur les variables Wy, ..

s
dy; (] -
ij

_—) ,- .. w3, —3,
VIO ) =l () [T, e - T

27
Ly o) = d}; (A)” J/z/dle LWy L i V!@)e- Sea Wi

Tl

—

., Win_1 est immédiate el donne

—

.I'l([”

GO



on utilisant Pexpression (4.21) du recouvrement des Gaussicnnes on arrive a

dj; (nl Fi.d S ) ) = djm =3 (n|m) / B I (4.57)

a5

f i : . W, - 7
[faisons maintenant le changement de variables (W, Wy) — [ 01, d4). Ona

3
. —1/2
] Yo 1: 0 ; o f— e ;
(lswl(l:SWg = ’y]l:;:zl NamsT (ld?l(l‘{ ( (;ij) = 5_'5/2([3?1([; (71'_)')
- \/’Ylu W \/3
et
_ﬁ;f _ wﬁ _ _%gij P 71‘2,12 —d*fj n 27—1;&71 T

Reportons ces deux expressions dans (4.57) | ou pour simplifier les notations on a remplacé

—> — -2 — .
2y par x et d;; par y . On obtient alors

—>

df( n| z"’V'(”) |m) = x~3673/2 (n|m)d};

x1d;;
Yijig, 0 Y1212 2 5 V12j
—_— o= Y2 II‘I)
//(l y ~~V'(.l) (-4 E LT T

€y

Posons
Yijij Y12,12 Y12,ij
20—y —2 e et —2M =

6 ) ' ’ )
On peut remarquer que
oy T 1o PP T p—
- ar?—cy? 1 0. F - (arf—cy 207y
(7.7) e ) = 5ope )
Donc
._) _) .
. 1 o . d V7' (y)
1 2J 1{(23) e S a—3c-3/2 ; 17 —> 3> —ax?—cyt+ 0. T
d;; (n| ——_IJ(IU Vi®IHm) = 57 ) (n| ”L>(l”(‘)b{// da’dy — ” /) )}

hl 2. 2.0 - . o —_
En passant aux coordonnées sphériques de 2" el de 3 et en prenant Vaxe polaire de Z°

selon ' pour ¥ fixé
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J ]

Intégrons successivement sur u et sur x . On obtient

N ) ¥o'e) (—aar —Cy lzlu:y) _ (—az?—cyz—‘Zbry)
// d—-)l V (/) (-—a;zQ——cy2+2by.1:) — 471.2/ dJ(ll‘/ (J) ; €
0

2, oy = ) ge ) 0O Q| " 2,0
Z—cy? 20y :r) — 87rz / dy/ (l:l?/ duV (‘,l/) .’L‘y(f(_“m —cy© +2 :;r,y.u) )
JO 0 -1

2<o. b2

= 4r? /OodyV' () 7.(— " erf <l/ b ) ,
0 by/a va

ou on a utilisé la relation

32
_y2u1 b

oo ) 2 . > “ b
e(—amQ—cylvi-wa'y) _ e(—a:p2_cy2._lbzny)) dr = \/%(_-_____ erf (U“) a>0 ,
[, ( va Va

ou erf est la fonction errcur .
On obtient finalement 'expression générale de I'élément de matrice de la dérivée radiale du

potentiel

Ti.d;; ' o1 [ b 2ca=b?
el RVICONY =3/2 .1, V(D erf | v— | e V5 &
——L—ldr (J)lm) ” \/—\/_ / o m>8b [B ./u (v ert (lq'\/5>e ' (iy]
(4.58)

Cette relation ne peut étre calculée analytiquement que pour des cas particuliers de poten-

(l}, (n

tiels. Donnons quelques exemples de ces cas particuliers , ot on a remplacé a , b et ¢ par leurs

expressions explicites dans chacue cas

* Potentiel Coulombien V (y) = —y~!
1 4 V6 ; i
di; (n| == Z1.dij VD |m) = —dj;— Ve [T _ e, 22 arctan 7“’? (4.59)
Iy dl] s ’712 2 ’71_],1‘1 \/S \/5
* Potentiel harmonique V (y) = $y?
dz 1 K
L (] DS ) |y = Y (n] m)—m 2 (4.60)

Ty d; \/—\/_—1212
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* Potentiel linéaire V (y) =

I; 5 Y112 — 273
(l1 (nl gt (” V’(”) lm) = dj; nl m) Vo - 7:,,:1713,;z V124 o rogan 1124 (4.61)
V12,5 Y12,i5 V5

Le tableau suivant regroupe les résultats du caleul direct (n |63 (72-)-)! m) et par I'intermé-
diaire de la régle de Schwinger généralisée dans le cas d’un systéme & Lrois corps interagissant
par un potentiel lintaire V (r)=r pour une génération de Gaussicnnes ¢=1 . On a considéré
trois configurations de masses my=ma=1 ct mg=1,0.2 et 5 successivement . On a aussi reporté

les résultats exactes [1] .

) 1 direct Srhw ea‘acl direct Schw exact
m | Eyer | Pexet | 695 o7 of 015 o714 053

1 13.871 | 3.863 | 0.0507 | 0.0571 | 0.0569 | 0.0507 | 0.0571 | 0.0569

0.2 ] 4.950 | 4.939 | 0.0461 | 0.0524 | 0.0523 | 0.0184 | 0.0219 | 0.0206

5 | 3.445 | 3.438 | 0.0534 | 0.0602 | 0.0598 | 0.0842 | 0.1051 | 0.0949

Tableau [6] .

1’application de la régle de Schwinger généralisée permet d’améliorer substantiellement la
situation par rapport au calcul direct . On peut méme considérer que le résultat obtenu par
Papplication de la régle de Schwinger constitue dans certains cas une bonne estimation du

résultat exact .

63



- Chapitre 5

Bornes inférieures optimales pour

des Hamiltoniens a N corps

5.1 Introduction

Les méthodes variationnelles , dont un exemple est le développement systématique sur des
Gaussiennes exposé au chapitre 4 , appliquées a des systémes a IV corps , fournissent des bornes
supérieures pour les énergies des états fondamentaux de tels systémes . 11 serait bon d’obtenir
également des bornes inférieures pour les énergies des états fondamentaux de systémes & N
corps , de facon & avoir un encadrement des énergies des états fondamentaux de ces systémes .

Nous nous intéressons dans ce chapitre précisement a la dérivation de bornes inférieures
pour les énergies des états [ondamentaux de systémes & N corps dans le cas d’une cinématique
non-relativiste et de forces & deux corps invariantes par translation , ce qui correspond & des

systeémes décrits par des Ilamiltoniens I de la forme

SR S ST S C7 o
— 73—
H=5% s—7pi+ > V() (5.1)
i=1 <114 i<j=1
ou m; , T; et P; désignent respectivement la masse , la position et Pimpulsion de la €™¢
particule . 7y = Ti— 75 i#7=12,.,N .l est anoter que le potentiel VD (7;)

dont dérive la force a deux corps peut dépendre de la paire {,j} .
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Notre point de départ sera la décomposition suivante

N 1 o N R N N N 9
—_ g . \ .. 4
s Pi= b 2Pt Y (5.2)
i j=1 i=1 i<je=1
de la partie cinétique de I’Hamiltonien I7 , faisant intervenir les parametres b; 7 =1,2,.., N
. o . . . P — . . e, s
et les parametres nécessairement positifs a;; i<j=1,2,..., N . P’;; est une combinaison linéaire

. . . —_
des diverses impulsions g

N
D=2 Yk Pe (5.3)
k=t

avec les coeflicients de la combinaison linéaire y;; . choisis tel que 7755 et 45 solent des variables

conjuguées 'une de I'autre , c’est-a-dire satisfaisant aux relations de commutation canonicques
["‘ij,kypij,é] = ih&u k‘, = 1, 2, 3 s (54)

. . ? ey e o
ol 135 kel pii e désignent respectivement la ™€ composante de 7 ;; et la £44"¢ composante de
5.k Pije g D J
‘_[fij . Il est & remarquer que les parameétres b; , a;; et y;;x sont contraints par des relations
obtenues en identifiant les deux membres de (5.2) . Plus précisément | Videntification des deux
. . N(N-1 . .
membres de (5.2) fournit N + —(—2——2 contraintes . Si on remarque que les b; sont au nombre de
 N(N-1) . s

N et que les a;; sont en nombre ———, les contraintes peuvent permettre d’exprimer les bj et
les a;; en terme des y;;, . Dorénavant , les ag; ct les b seront considérés comme des fonctions
des yijx -

A la décomposition (5.2) de I'énergie cinétique correspond la décomposition suivante de

PIMamiltonien du systéme

N N N . .
H = Z I)j_f;)j Z mﬁ)i + Z ((L,;j—j?izj -+ V(U)(T)ij)) i (55)
= e

2.1 1< g2

Désignons par [¥) Pétat fondamental normalis¢ du systéme et & énergie correspondante .

Nous avons

N N N ..
B= ()= (¥ %07, zm)l\m > (0] (0T -+ V) )
i=1 i=1 i<y

(5.6)



Comme |W¥) est invariant par translation

2=

(E7)m -7 (5.7)

la contribution du premier terme dans le membre de droite de (5.6) est donc nulle . 11 en résulte

que

E= ﬁlm (as P + V(T ) [0) (5.8)

i<j=

Mais en vertu du principe variationnel
(¥ (aiﬁ??j + v(ij)(nj)) W) > ED [ay ({ysm))] (5.9)

ol ]j’z‘(j) [aij ({yki,m})] désigne Pénergie du niveau fondamental de I'Hamiltonien & deux particules

H Tai; ({ysim )]

1 [ {ymm ] = ai B + VO (7). (5.10)
1l s’cnsuit que
LAY -
E> _Zlf'qj lai; {yrm})) (5.11)
1< y=

Donc nous obtenons une famille de bornes inférieures pour 7, une borne inféricure
)

N .
‘leij [aij ({¥kt,n})] (5.12)
1<y=

pour chaque jeu de parameétres {yx;.m} . La meilleure de ces bornes est évidemment celle qui
N
maximise (5.12) . max_ Y Efj) [ai; ({yrim})] est appelée borne inféricure optimale pour
Ykim | i<)=1

Pénergie du niveau fondamental du systérme & N corps . Il vaut la peine de noter qu’il s’agit
d’une maximisation avec contraintes . Seuls les jeux de parametres {ywm} tels que tous les
a;; soient positifs sont permis . Donc la maximisation doit étre précédée d'une délimitation
préalable du domaine des {yxim} tel que tous les a;; soient simultanément positifs .

Notons que plusieurs choix des {yxim} satisfaisant & (5.4) sont possibles . Nous allons ci-
aprés considérer deux possibilités pour les {yx,,n} menant & deux bornes inférieures optimales
différentes baptisées ”ancienne borne inféricure optimale” ¢t ”nouvelle borne inféricure optima-

ti]

le
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5.2 Ancienne borne inférieure optimale

5.2.1 Choix des Yij k

Un choix possible des parametres y;;x est le suivant

Yijk = 0 pour k#i ks#j
1 e .
Yijk = T9uy; pour k=1 (‘).13)
g .
Yij k= mf; pour k= j

Il est en effet facile de vérifier que 7';, Pz 7 L est vraiment un moment conjugué de 7 ;5 .
LV Tty L)

La décomposition du terme d’énergie cinétique ce réduit dans ce cas 4

¥ o T = (DTN PO+ Y e (B, (610
— = i P j D Pi—Ti; Dy 5.14
Siem Tt TS Y SN (1 +LU)2 e ’
et la décomposition de I'llamiltonien correspondant a
: NN A T — 19 (W5) (=
H=(3 bp;) P+ 2 5 (Pi—wyp )"+ V() . (519)
j=1 i=1 i1 | (1 + zi)?

La borne inférieure optimale est obtenue pour ce choix des  y;;x en maximisant

5 . —1 s 1
E L [aU ({zxi})] sur les parameétres zx qui sont an nombre de ﬂﬂ;——) (Cest-a-dire le
i<j=1
nombre de paires distinctes pour le systéme de N particules)

I > max X l'“( lai; {zn})) : (5.16)

{Tri} icj=1

On appellera I{na‘f Z L'( ) [aij ({zx})] ”ancienne borne inféricure optimale” . Lorsque
Triti<g=1

Y I"( )[a,-j ({zx})] aura atteint son maximumn par rapport aux {zy} , toutes les dérivées
‘l\j =1

sartielles par rapport aux {xy;} doivent s’annuler , ¢’cst-a-dire
J¢ I Pl )

N V(Z)
dﬁ b)
} Mg k<l=1,2,.,N . (5.17)
d“w Ok

1<{y=
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(2)
Comme les -~ ne sont pas tous nuls , le déterminant du Jacobien est nécessairement nul ,
5

c’est-a-dire
E)ai]-

det

=0 . (5.18)

IS

();L‘M

Cette relation stipule qu’au maximun les parameétres oy satisfonl a une relation indépendante
du potentiel considéré . On peut en tirer parti en imposant cette relation avant d’optimiser sur
les parameétres xy; , ce qui permet de réduire leur nombre d'une unité . Mais insistons sur le
fait que la condition du Jacobien n’est pas & proprement parler une contrainte . Pour preuve ,
on peut 'ignorer , maximiser sur tous les parametres xy; et la vérifier numéricuement pour les
valeurs correspondantes au maximum .

Pour expliciter la condition (5.18) , nous avons besoin d’exprimer les a;; en termes des
zy . L'identification des deux membres de (5.14) donne & (N + 1) contraintes , N contraintes

. . . . —
venant de I'identification des coeflicients des termes en p’2

2

N xj; N 1 1
b; + E Aji——"5 + Z iy = (519)
i>i=1 " (14

X i) i<j=1 (1 :Eij)Q 2m;

et & (N — 1) contraintes venant de Videntification des coeflicients des termes en 7’395 (1<J)

25171']‘

l)i + b]' — Qi (]_—.+.—1—)§ =0 . ‘ (520)
)

En combinant les contraintes précédentes (5.19) et (5.20) , on obtient un systéme de & (N —1)

équations linéaires pour les a;; avec les -[} (N —1) ;; comme parametres

N 1
> Nygmow=45—+3 (5.21)
ki1 2m;  2my
avee .

1 si k=t et l=)

—  si k=jetl>jouk=i,l>ictl#j

144

Ny =< ¢ ‘;}") ) . . . _ . ) (5.22)

(1‘*‘1’.kl) si I=tclk<doul=),k<jethk#q

0 autrement
\ /
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qu’on peut écrire sous forme matricielle comme
CxA=a |, (5.

ol C est une matrice carrée , de rang %N(N — 1), avec Cy;=Nj12 , C9=Nyy13 , ,
Cy=Njz92 , ... . A et a sont des matrices unicolonnes avec 1N (N — 1) lignes définies
21 12 3 &

respectivement par

(L12
a3 .
A= , (5.24)
aAN—-1,N
et
Qo
Sk} _
o= , (5.25)
aN-1,N
on
1 1
O i= - + 5.26
Y 2m;  2m; ( )
In inversant C , on peut exprimer les a;; en fonction des my, et des parametres oy
A=C'a . (5.27)
Iin dérivant Péquation (5.23) par rapport aux 2y , on obtient
9C JA
- A+C——— =0 (5.28)
(—)Jlfkl ()J:k[
d’on
DA oC
();CM (‘);IIM
ou bien encore
OA _; 0C .
o -C ]{—‘— . ({).30)
()llrkl (:);I.'kl



Mais la matrice a%% a toutes ses colonnes nulles sanf celle qui correspond a (k1) . En d’autres
termes , la matrice (;)f ?2 a toutes ses colonnes nulles sauf la premicre , —(—;3}% a toutes ses colonnes

nulles sauf la deuxiéme , ... . On en déduit que U‘Z(flA est le produit de ay; par la colonne non
nulle de la matrice ;%% . Soit la matrice carrée B délinie par

Ay _ day (5.31)
ailfk[ (');[.';\,l ’ -

Bijk =

ou le couple (4j) correspond a Pindice de ligne et le couple (k1) a Pindice de colonne . B est le

produit de deux matrices carrées —C™! et M/ dont la colonne (k1) est e produit de la colonne

non nulle de 5;(2[ par ay; . det B=0 est satisfait si det M’'=0 . Soit M la maltrice carrée dont
la colonne (k1) est la colonne non nulle de (%% . Il est clair , en utilisant les propriétés des
déterminants que
N
detM' = J] ap|detM |
k<=1

et par conséquent det B=0 est satisfait si

' detM=0 . (5.32)

N
" . . (2
(5.32) donne une relation entre les xy; correspondant au maximum de Ei(j) fai; ({zw})] -
i<j=1
[orsque le systéme présente des symétries , le probléme se simplifie considérablement . Par
excimple , dans le cas d'interactions & deux corps ne dépendant que des masses des particules

constituant la paire , ¢’est-a-dire
) (= — -3 X
VEN(P35) = Vinan, (T35) (5.33)

ou m; et m; désignent respectivement les masses des particules ¢ et 3 formant la paire de par-

ticules , nous avons les simplifications suivantes selon les configurations de masses considérées.
Configurations (m,m,...,m)

Commie toutes les masses sont égales |, les interactions & deux corps sont indépendantes de
. . . i7) (= . — . .
la paire de particules considéréce v (@) (7" i5)=Vinm (7 ij) » et le systéme est par conséquent

invariant dans toute permutation des particules . On a dans ce cas tous les a;; égaux et également



tous les b; ainsi que tous les 255 , ¢’est-a-dire

apy = Q3= .. =AaN-IN = Qyn (531)
by = by=..=by =10y, (5.35)

et
Ty =I3 = ... =UEN-} N = l . (5&())

Dans ce cas on n’a pas donc de parametres a ajuster ct tous les a;; sont identiques

n masses égales (n<N)

On peut , sans perte de généralité | numéroter les particules de méme masse m de 1 an

My ="My = ... =Ny =M

Comume le systéme est invariant par permutation des particules de méme masse , on a les

relations suivantes

a2 = 413 = ... = An—1,n ’
Ay = Q9 == ... = Qp k k>n , (537)
1)1 = b-z = ... = I)n =1
et
T1g =13 = ... = Tp—1n =1 ;

(5.38)

Ty =Log = ... =Ly =X ~E>n

c’est-a-dire que nous avons N — n parameétres indépendants xy ot

1
1+N-n+(N-n)(N-n—1)/2=1+5(N-n)(N-n+1)

a;; distincts .

Configurations (m,my, .., ..., M, M, ..., M)

Dans le cas ol les particules sc présentent en deux enserbles de et N — i particules

un premier ensemble caractérisé par une masse m et un deuxiéme ensemble caractérisé par une
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masse M , on peut prendre

M| = My=..=1n, =1 (n < N) ,

Mupl = Mpy9=..=my =M

Comme le systéme est invariant dans toute permutation de particules d’un méme ensemble |

nous avons les relations

) Aij = Amm t < .] =1,..,n ’
Q;j = QM t<netj>n , (5.39)
aij = apag 1<y =n+1,.,N,
b; = b, r=1,..,n
H T 10 ’ (510)
b; = bag t=n+1,..,N
et
T =1 1,7 <n outi,j>n
| J ) ’ ’ (5.11)
Ty =1 1 S n ct J >n

On a donc un seul parametre indépendant x et trois a;; distinets . Dans la suite | on va noter

" de telles configurations de masses par
(nxm,n’ x M) (5.42)

ou n et n' dénotent respectivement les nombres de particules du systéme de masse m et de
masse M . Bien entendu n+n/=N , le nombre total des particules du systéme . On conviendra
que les particules de masse m seront numérotées de 1 & n et que les particules de masses M
seront numérotées de n+1a N .

On sc restreint dans toute la suite & des forces 4 deux corps ne pouvant dépendre que des
masses des particules constituant la paire de particules considérée .

Considérons maintenant, en détail, a tour de role les deux configurations (N — 1) x m, 1 x M)

et (nxm,n' x M) .
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5.2.2 Configurations ((N —1) x m,1 x M)

'

Rappelons ¢qu’un systéme ayant la configuration de masses ((N — 1) x m, 1 x M) est un

systéme composé de N — 1 particules de masses égales & m et d’une particule de masse A . En

identifiant les deux membres de (5.14) et en tenant compte des simplifications apportées par la

symétrie du probléme (voir section 5.2.1) , on obtient les relations suivantes

N -2 1 1 ,
b1n -+ g—_ﬂ/l—-—)(lu,n,m + (1 I :l:>2- N = :—27); s (5/1.3)

bag + (N = 1) —2 - 5.44
at (N —1) (1 n w)zamM = S (5.44)
by + 1 2 ( (5.45)

i +0pr — ——s . = 0 3.45

7 M (‘l N :17)2 m
el

. 1 .
20, — 50mm = 0 . (5.46)

En combinant les équations (5.43) a (5.46) , on penl exprimer dpy, €t @ en lonction du

parametre x

‘_)('.2 +aN —x)ah —m

Uman (11:)

(&N — 2+ 1)2mal

[ .
Qg M (;l‘.) = 35 (1 + :1')2

, (5.47)

M-+ (N~-1)m
(«N -+ D)2 mM

A titre d’exemple , considérons le cas d’une interaction a deux corps décrite par un potentiel
» ]

en loi de puissance

me (7'1']') = /\mm T

Vin

ij
ot le réel A\, a le signe de vy, , ct

e — 2 Y
‘/mM ('iN) = At ’il(;

ot le réel A, a le méme signe que v, .

I

3

i<jAEN (5.49)

iAN (5.50)



Linégalité (5.11) se réduit dans ce cas &

1 Z 1 ‘anc¢ lL“ll(" bl (5‘51)
ou
, 2 . : (N =1)(N =2)
Fancienne = Inﬁl‘\:“’\nnn|2“’""'" (‘me (1))#;"?‘} () (ann /‘:]/2) u ) (l :

<

T () 2 (N 9
+ e [Tmar (agaag () mar 2 B (g, p=1/2) (N = 1)), (5.52)
ou X (v, 1) désigne I'énergie du niveau fondamental de I’Hamiltonien a deux corps 1/
1H® = —)——7) + sign(i)»" . (5.53)
£

Pour obtenir (5.52) , on a fait usage des lois d’¢chelle (voir chapitre 2, section 1) .

5.2.3 Configurations (n x m,n’ x M)

Fn identifiant les deux membres de (5.14) , on obtient un systéme de cing équations

n—1 n' 1
b+ ( 1 )amm + _'*"‘”(l n w).z'(lm[\[ = m ) (551)

n' — 1) na? )
bar + ——a o 5 Ay = T3 5.55
A+ 1 MAL (1) WAL SR (5.55)
l"’ £ e
Wy — = = 0, (5.56)

h)l -
bin -t bag — E‘i‘_ 5 Al = 0 (557)
et

. (AN \
21)/\] - 5 - = () y (558)

ol on a tenu compte des simplifications apportées par la symétrie du probléme . On peut
considérer que (5.54) a (5.58) constituent un systeme de cing équations lindaires a cing inconnues
(brny ba1y Qmm,y @rnar  @arar) avec un parameétre x . La résolution de ce systéme permet d’exprimer

les cinq inconnues en fonction du parameétre x . Iin particulier , on obtient tous calculs faits ,
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POUr Ay , Qar €t aparar les expressions suivantes

(:1:211. + 2;1:71,) M —n'm
Qe () = 2 ; , 5.59
o () (1! + an)* mAl (5.59)

1 o M+ n ,
A () = = (14 ux)° : , 5.60
ma (<) 2 ( ) (' + an)® mM (5.60)
—ainM + (2en+n')m
ay, ) = 2 ; . 5.61
mat () (n' + an)? mAl (5.61)

Considérons a titre d’exemple de nouveau le cas de forces & deux corps dérivant d'un po-

tentiel en loi de puissance

VO (ri) = Vi (rig) = Mg 1™ i< j < ) (5.62)
V(ij) ('rij) = le\l (7‘ij) = /\mM ’l';}'"‘“ t S n ., j >n N (5(){3)
VE (1) = Ve (rig) = A M o n<i<j<N (5.64)

o les réels Apn , Amar et Aagar ont les signes de vy, ar eb vagar respectiverent . (5.11)

prend alors la forme
gl

7 .>_. ['}an('ifann(: 5 (5()5)
ol
) 2 Y . . n(n-—-1
Eancienne = IIRLXH/\mml 24 vmm (“mm (11’3)) "’{’L’L‘uh /J(z) (Vnmn /LZI/'_,)) X "_(-—)—2
x

<

2 79,5 I .
+ ’\TI 1 2ty pg Qg (X Vi t2 [‘}(2) Vil 1=1/2) x ,”LI
M /

=) (s.66)

Z

a—2 VMM n (n' —
A | T (apgar (€)7o 5P (wpy g, p=1/2) x 0 = 1)

ON A 5 Amar b apry sont donnés par (5.59) | (5.60) et (5.61) respectivement et 122 (1, 0)
désigne de nouveau lénergie de P'étal fondamental de Pllamiltonien a deux corps 1112 (5.53) .

Pour apprécier pleinement la qualité de Pancienne borne inféricure optimale (5.66) , il faut
en principe disposer de résultats de calculs numnériques qui demandent des moyens de caleuls
considérables el qui ne sont malheureusement pas a notre disposition . Pour cela on va se
contenter de la comparaison dans le cas de forces harmonicques ot on dispose de la solution

exacte . Ceel nous ameéne a Pétude de Poscillateur harmonique & N corps .

~J
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5.2.4 Loscillatcur harmonique a N corps

Considérons un systéme de N particules interagissant par des [orces harmoniques & deux
corps de méme intensité pour toutes les paires de particules | ¢’est-a-dire un systéme décrit par

un llamiltonien de la forme

H=% 1524 3 42 5.67
—'Z.)‘_ T)i *— Z ’ij ) (L.)()
=1 =M1 i< o1

Y . is  sane ‘o de séenéralité  intencité ) (1 Y=)\ 12 6eale A
ot on a pris , sans perte de généralité | intensité A | V&) (rij)=Ary , égalea 1.
On considérera dans une premicre ¢tape quelques cas particuliers de configurations
(n x m,n’ x M). On dérivera les résultats exacts dans ces cas particuliers et on lentera de gé-

néraliser pour une configuration quelconque (n X m,n’ x AM).

Configurations (2 xm,1 x M) ct (1 x m,2 x M)

Le caleul de la section 1 du chapitre 4 montre que I'énergic de I'¢tat fondamental cst donnée

par Uexpression suivante

: (5.68)

pour la configuration (2 x m, 1 x M) , et pour la confliguration (1 x m,2 x M) en ¢changeant

m et M dans Vexpression précédente de [7 | ¢est-a-dire

3 2M +m 3
II=310y/— + /—-—————~- /—— . 5.69
2m t \ 2l F\ 2A7 (5.69)

Configuration (2 x m,2 x M)

On prend comme coordonnées de Jacobi

—_ = —

p=1r1—"r2 )

N

A :—7’_‘)1+—’—)2-—"T’3”‘T>4 ) 5.70
— — — (().l)
0 = T3— Ty ,

= sariea (T + ) (Ts+ 7 4))
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Fixprimé en termes des coordonnées de Jacobi , I'llamiltonien relatif . (u’on désignera par le
méme symbole que I'Hamiltonien I/ | apparail comme la somme de trois oscillateurs harmo-

niques découplés

1 . M4+m)__,. | . . N
H = [“' Py +')/)z] + [% Py 4\ ] + [_-77(27 +201] ) (5.71)
d’oit on tire expression de énergic du niveau fondamental du systeme

/4 2M + 2m) \/ 1 .
F= 2 — ) 5.72
)IIL \/ 2mal + 2M ( )

Configurations (3 x m,2 x M) ct (2 x m,3 x M)

Considérons la configuration (3 X m,2 x M) ct faisons le choix suivant des coordonnées de

Jacobi .
— — —
p=" =y ,
—) -
)‘2_\/]73( =T+ 27) )
T =Ty (5.73)
= ‘21\[1{3m (P14 724+ 73) = 5 (Fa+775)) ,
_—) —)
R = gyrimm (M (P4 + 75) +m (7 + Ta+ 7))

PHamiltonien relatif | qu'on désignera de nouveau par le méme symbole que 'Hamiltonien I,

se réduit & une somme de quatre oscillateurs harmoniques découplés

1 1,y 5., 3C2M +3m) _,, 2 . 1 5 .
H = —2 o2 __/\2 ) —2 Z 2 2 (574
[m ot ')'() }+ [m Pats + 4mM Pot 37 * v, Y + 5! (6.74)

|V

On en déduit Pénergic du niveau fondamental de I/

(M + 3m) \/ 5
F=3 - ) 5.75
\/‘)m 2Mm k 20 (5.75)

Il est évident que Pexpression de I'énergie de I’état fondamental pour la configuration

~3
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(2 xm,3 x M) peut &tre déduite de (5.75) en permutant m et M, ce qui donne

(M +2m) 4 5
2Mm 20

Généralisation

On remarque que toutes les expressions précédentes de Uénergie du niveau fondamental pour

les différentes configurations considérées peuvent étre dérivées d'une relation générale

7+ n! ' M +nm
E=3 -1) / \/ . |
I \ 2m 2Mm " (,L )

, (5.77)

qu’on supposera valable pour toute valeur de net n' . Cette conjecture n’est pas prise en défaut
pour toutes les configurations qu’on a pu considérées .

[La comparaison des énergies exactes avec les anciennes bornes inférienres optimales corres-
pondantes dans le cas de forces harmoniques a deux corps montre que la saturation (¢’est-a-dire
Pégalité de I'énergie exacte et de ancienne borne inféricure optimale) | n'est obtenue gque pour
certaines configurations de masses . Plus précisément |, la saturation n’est obtenue que lorscue
un des deux sous-ensembles constituant le systéme ne comprend qu'une seule particule , ¢est-
a-dire dans le cas de configurations du type (1 x m,n’ x M) et (n x m,1 x M) . Le tableau 7
illustre ce point . Nous avons pris m = 1 et A = 5 et considéré différentes valeurs de n et N,
Ceci nous ameéne a adopter d’autres formes pour les y;; , entrant dans la définition des 'y
(5.3). Dans la section suivante on considérera la forme la plus générale des y;; x compatible avec
les relations de commutation canoniques (5.4) . La borne inféricure optimale correspondante

sera appelée "nouvelle borne inféricure optimale ”

I7 N =3 N =1 N=5 N=¢
' | Iancienne 4. 7890 7. 5895 10.711 14.133
" Fexacte 4. 7896 7. 5895 10.711 14,133
he 9 ancienne 6.1842 9..1099 12.879 16. 599

Poxacte 6. 1842 9. 4263 12.898 16.617

Tableau [7] .
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5.3 Nouvelle borne inférieure optimale
5.3.1 Choix des y;5
Aulicu de travailler avec les y; 1 , on va travailler avee les x5, 1i6s aux y;; 5 par les relations

i
il = f;"“ i<j=1,..N  k=1,.,N. (5.78)

La partie cinétique de I’llamiltonien du systéme s’écrit dans ce cas

—‘ N\-—*} *ﬂ (LL
5 —(Zlo P P+ > .,f(z 2k TR (5.79)

21y i i<

N
5
eS|

On peut sans perte de généralité fixer x;;; & 1 par une redéfinition de a;; et des x5 A=1,.... N
¥R 1 i3,k yeeny 4V,
k # 4. Ensuite en imposant les relations de comnmtation canoniques (5.4) , on aboulit a

x5,;=—1. La décomposition de 'Hamiltonien correspondant a (5.79) est
X ”U (i3) (=
11-(2(11 v )(Z Pi)toY (E won )+ V(T . (5.80)
i<yl L
Nous avons

N

zv=<\D|H|w>=<\If|<zbﬁfj><§:lm1w ) (‘1’|<””(L~lukp )2 +v<if><vz-]->)lw>

_}:‘-1 7= z<_)

T) et I5 désignent respectivement Pétat fondamental du systeéme et I'énergie correspondante.
La borne inféricnre optimale est obtenue pour ce choix des y;; ., cest-a-dire des @45, en

h N—l
maximisant Z I'( ) (@i ({zx1,m})] surles parametres 2y ,, , qui sont au nombre de —L———}——)
i<y=1

IJ > max L I"( )[(.Lij({;lf;\:l’m})] . (5.81)

{rklrn}l(.]"l

On appellera max ]' la;; ({xrrom " nouvelle borne inférieure optimale ™ . Lorsque
ij , I
wkt,m} 1<j=1

Z T [(zU ({#r1,m})] aura atleint son maximum par rapport aux {ay,, } , toutes les dérivées
1<y==1
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partielles par rapport aux {ag .} doivent s'annuler | c’est-a-dire

N al'/‘l(_;z) f)(l,ij

(')(lij ()fl:kl,vn

=10 m#Ekm#Ll et k<l=1,2,.,.N . (5.82)

o1(2) ) . ~
Comme les a(f-L ne sont pas tous nuls , la matrice rectangulaire B
ij

N(N=1) . N(N=1)(N-
2 2

, ) DA, . .. vy 1 . e s
d’élément de matrice =2~ on 77 correspond a 'indice de ligne et &I, m correspond a Vindice
)-Tkl,m : ’

N . 0A1» ™ , e OAy ~‘ 0A13
de colonne Bn ().1'113 ) B 12= D19, ’B 3 ()rur LA 13] —i__JL—_)N NoWN-2D = 8rn N,N -2 ’B“_ Ori2,3)
~ HA1y _O0AN . 13 ")1N 1 N
B N N"‘ “0rn_, N.N-2' BA———J 17 ()Ju g ) N(N NIN- ‘)(N 2 T xp 1 N,N=2

doit étre de rang (—L—l —1) au plus , ¢’est-a-dire que toute matrice car r(*e € (N !

. . , . N—1 - , .
extraite de la matrice B en sélectionnant —~(—2—-) colonnes doit, étre de déterminant nut .

N(I\;—l))

Cherchons maintenant les expressions explicites des ;5 en fonction des wyy ., . L'identifica-

tion des deux membres de (5.79) donne

2

]
LJ, — = .
by + z\§41 = ——‘2”1}; , (5.83)
pour les termes en ?f et
€
b 4 by + J’—L‘ai- =0 5.84
B) J

i< j=1 ~

—_ =) . . : A :
pour les termes en P . P A1 . En combinant les denx relations précédentes on obtient un
systéme de N(N—1)/2 équations linéaires pour les N (N — 1) /2 a;; avee N (N — 1) (N —2) /2

parametres Tk

N 1 1

Y Nywaw=
k<los1

2m; o 2ing

avee

2
~ Lij ke — Lijl -
N ijm= (——., - , (5.86)
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on C est une matrice carrée de rang N (N —1)/2 | avee Ci=Nyy12 , Ci2=Niz13 ,...,

Cy1=Ny312, - CN(N-]) vev-1=N(y_1) y(nv-1) n , S0iL en utilisant (5.86)
2 2

(-‘1712,1 - 3712,2)2 (Ilzs,l - 11"13,2)‘ (-'17N-l N3t —IN-} N,-z)‘
~ 1 (-’1712,1 - 11?12,3)2 (-’1713,1 - :1713,3)2 (417N—I N,1L — EN—] N,:s)2
C ::_1 !
($12,N—1 - $12,N)2 (11713,N—| - 5“13,N)2 (-"fN—l NN—1 —ITN-1 N,N)2

(5.88)

A cl asont les deux matrices unicolonnes avee N (N — 1) /2 lignes données respectivement par
(5.21) et ((5.25),(5.26)) .

[ équation matricielle (5.87) peut étre inversée | ce qui donne les N (VN —1) /2 q;; en

fonction des x4, , qui sont au nombre N (N —1) (N —2) /2,
A=C'la . (5.89)

Iin dérivant Péquation (5.87) par rapport aux @y, (m # ket m #1) , on obtient en pro-

3

cédant de la méme maniére que dans la section 5.2

IA 51 9C s (5.90)
()-'T:kl,m ()-";}cl,m .

La colonne de la matrice C correspondant & (k) ne dépend que des wyy,, . De plus , en
tenant compte du fait que ag p=—xy =1, la colonne de la matrice C correspondant a (A1) fait

intervenir seulement (N — 2) parameétres oy, m# k, m #{, m=1,2, .., N . Par conséquent,

la matrice 6;)::: a toutes ses colonnes nulles sauf celle qui correspond a (k) . Autrement dit |
o,

s matrices 2C.  _9C aC seuleme S Dremidres ¢ o 5 0C_
les matrices Beras * Brraa ' Fangw ON seulement leurs premicres colonnes non nulles | Br1s 3’
831(;4 Yy (‘3;)1(331\1 ont seulement leurs deuxicmes colonnes non nulles ... . On en déduit que
T‘;’-Q*A cst le produit de ag; par la colonne non nulle de la matrice ,),’)(’ .

OLpt e L

La relation (5.90) montre que la matrice B3 est le produit d’une matrice carrée —C™1 de di-
N(N- N(N=1)
2 2

N(N=1)  N(N=1)(N=2)
2 2

. 1 . . Nr . .
mension ) par une matrice rectangutaire M’ de dimension ,

B=-C'xM ,
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priétés des déterminants , chaque déterminant d’une matrice carrée
|

.

dont la premiere colonne est le produil de ajg par la colonne non nulle de de:

l'—)-'fl'z,:}

, la deuxieme

colonne est le produit de ajy par la colonne non nulle de 51%, ey da (N = 2) colonne est

le produit de ajp par la colonne non nulle de 7);)51\/ ,Ja (N = 1) colonne est le produit de

ajs par la colonne non mulle de %S~ | Ja (2(N —2))*" colonne est le produit de a3 par

Owyy o
pd N-—1 wmne .
la colonne non nulle de 55—(‘—; s sl ((M_z_.) ) (N —2)+ l) colonne est le produit de
N

P €ne
an—1 N par la colonne non nulle de -‘_)TNLCI—N;’ la ( ———) (N — )) colonne est le produit

0C
de an— har la colonne non nulle de S |
N-1N 1 OEN .1 NN -2

~ N(N -1 iy T . . ,
B est de rang -S—‘z———), — 1 au plus , si M’ Pest , dest-a-dire |, si toute matrice carrée

extraite de M’ est nécessairement, de déterminant nul . in utilisant les pro-
N(N-1) _ N(N=1)
5 XT3

N(N—=1) _ N(N—=1)
3 XT3

extraite

. Y , . N(N-1
de la matrice rectangulaire M’ se présente sous la forme d’'un produit de ——(2—) facteurs a;j ,

. : C . . . .. N(N=1 N(N-1
non nécessairement tous diflérents , par le déterminant d’une matrice carrée ( 5 ) M 5 )

N(N-1)  N(N=1)(N=2)
D) 2

exlraite d’une matrice rectangulaire M dont la premicre colonne est

la colonne non nulle de la matrice 0;)10“ , la deuxieme colonne est la colonne non nulle de
la matrice ?);)]C_‘ , la (N —2)°™¢ colonne est la colonne non nulle de la matrice (T;% , la
(N — 1)°™ colonne est la colonne non nulle de la matrice afgg sy la (2(N = 2))™¢ colonne
est la colonne non nulle de la matrice (();_J_C::_,; ey la (ﬁ(j&—_{)ﬂﬁ) - (N - 3))” “ colonne est la
colonne non nulle de la matrice awNa,(.;_N,T’ e <—§—_'l—))”m colonne est la colonne non

ac

. On peut noter que la matrice M est obtenue & partir de la
ALy -1 NN-2

nulle de la matrice
o N SRR A . \ ) oy [ N(N-1)

matrice M’ en posant formellement tous les a;; ¢gaux & 1. Done M est de rang | —5— — 1

au plus si M D'est . Cela signifie que tous les déterminants des matrices carrées extraites de la

matrice M en sélectionnant _ﬁ__ colonnes sont nuls . 11 vaut la peine de remarqguer que d'une

- matrices carrées n xn a des

malrice rectangulaire D n xn' (n/>n) , on peut extraire ",—(” T

n'!

permutations prés des colonnes . Donc si la matrice D est de rang n — 1 au plus | les P e |

malrices carrées n X n extraites de la matrice D doivent ¢tre toutes de déterminant nul | ce qui
semble indiquer qu’on a un nombre ¢gal de contraintes . Mais on peut montrer qu’on a en fait
seulement n' — n + 1 conditions indépendantes . On peut tenir compte de ces relations entre
N(N—l)(N—2) 5
]

les @y n deés le départ |, ce qui permet de diminuer le nombre de ces derniers de

2
Nil) N . Ceci facilite considérablement la maximisation de Z L(.) (i ({okim})]

1<j=:1
Il vaut la peine de souligner que les N(N—l.z)(N—z) - N(A.;_I) + 12{"_@’_‘.{_2_)1‘_'—_5_‘) -+ 1 relations
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t

entre les oy ., Ne sont pas & proprement, parler des contraintes . On peut les ignorer et optimiser
sur tous les parametres Ty ,, , ce qui rend inévitablerment le probleme d’optimisation beaucoup
plus diflicile | et vérifier & posteriori qu’on a bien les M:l-,}&ﬂ + 1 relations entre les “’(A)-.z,m
correspondant au maximum.

Lorsque le systéme présente des symétries , le probléme se simplific considérablement . Par
exemple , dans le cas d’'interactions & deux corps ne dépendant que des masses des particules
constituant la paire de particules (5.33) , nous avons les simplifications suivantes selon les

configurations de masses considérées .
Configuralions (m,m, ..., m)

Le systéme est invariant dans toute permutation des particules , ui sont toutes de méme

masse . On obtient done

a;; = a t<g=1,...,N (5()1)
b, = b i=1,..., N (5.92)

ct
i o= 0 k=L, N | k#i ctk#£7. (5.93)

Dans ce cas on a pas de parameétres & ajuster et les deux bornes inféricures optimales ancienne

et nouvelle meénent au méme résultat .
Configurations (nmy,m, ..., m, M)

On peut toujours | sans perte de généralité | naméroter les particules de méme masse m de

1 a N —1 et la particule unique de masse A par N | ¢’est-a-dire

ny = Iy = ...=MmMyN.1 =1 s

my = M

Comme le systéme est invariant dans toute permutation des N — 1 particules de méme masse

33



m , on a les relations suivantes

S F A= L= AN N G
;N = QM <N , (5.91)

I)l“—‘:bz:...:b/\/_lzb s

ct
@i =0 I<G<N,k#d k#j
v =1L i<N k#i k#N

(5.95)

On a donc un scul parametre variationnel £ et deux valeurs distinetes aypm ¢l amar des ag; .
Configurations (n x m,n’ x M)

Rappelons qu’un systéme ayant la configuration (n x m,n’ x M) est un systéme comnposé
de N particules se présentant en deux ensembles de et 7'=N — n particules caractérisés par

deux masses m et M respectivement . Autrement dit |

My = Mo = ... =Ny = TN ,

A'Inll S ]\’/,HQ = ...= A’[N = M

Le systéme reste toujours invariant dans toute permutation des particules de méme masse , ce

qui donne dans ce cas

A1y = A13 = ... = Qn—_1n = Qyun y
Qij = QM 1<netj>n , (596)
Aptpini2 = Qg n3 = -« = ANIN = QAN s
by=by=..=b,=10, , . am
5.97
bpj1=0bpeo=..=0by =by , < )
et
Tk =0 < g<nkFi ) on g>i>nkFEE g,
wijp =1L i<n, j>n ,k<n,k#i (5.98)
Xijk =P i<n, j>n k>n, k#j
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Nous avons donc dans ce cas deux parametres € et p el trois ag; disUinets @ @pm, , @mar €L apgag.
On peut remarquer en particulier qu’on a ici un parametre de plus comparativement au cas
de I'ancienne borne inféricure optimale pour la méme conliguration de masses |, ce qui laisse
supposer que la nouvelle borne inféricure optimale sera supérieure (meilleure) de Tancienne
borne inférieure optimale .

On se restreint dans toute la suite & des forces a deux corps ne pouvant dépendre que des
masses des particules constituant la paire de particules considérée .

Considérons maintenant, en détail, a tour de role les deux configurations (N — 1) x m, 1 x M)
et (nxm,n’ x M) . On considérera aussi le cas de N particules dans un puits de potentiel |

qui est en fait un cas particulier de la configuration (N x rn, 1 x M) dans la limite M — oo .

5.3.2 Configurations (N — 1) x m,1 x M)

En identifiant les deux membres de (5.79) en tenant compte des simplifications apportées

par la symétrie du probleme ((5.94) et (5.95)) , on obtient les quatre équations suivantes

N -2 1 N —2) . 1
b+ (—'—)amm + —amar + ( )L)zam/\‘! = T ’ (59())
q 4 4 2m
(N = 1) o )

I)N -+ ——‘1—(17”]\1 ﬁ? , (()100)

1 N -=3) .,
2b — 5 Gmmn + Laar + -(—-——_7)——)(."'(1,,,,/\,, = 0 (5-]()1)

et
1 N -2

b+by — S@mM — g——-_,) )K(L,,,,M = 0 . (5.102)

Les équations (5.99) a (5.102) peuvent &tre considérées comme un systéme d'équations lindaires
a 4 inconnues amm , Amar , b el by avee un parametre £ . La résolution de ce systéme est triviale
et donne pour ., et a,ar les expressions suivantes en fonction du parameétre £
SEHD)(EN =3+ 1+ N)M~(¢—1)*m _
Amm ([) = 4 , R y (5103)
({N 4 N = 20" mhl

o (6) = 2 M+ (N - JZm
(EN 4+ N =20 mM

(5.104)



Remarque

Pour des conligurations de masses ot on a le méme nombre de paramétres variationnels pour
I’ancienne et la nouvelle décomposition de ’énergie cinéticue correspondant & Pancienne et la
nouvelle borne inféricure optimale respectivement | les deux bornes [ournissent des résultats
identiques . Cettle propriété est valable pour les systémes & trois corps et ce indépendamment
de la configuration de masses considérée [9] . Ceci est également le cas pour des configurations
du type ((N — 1) xm,1 x M) o0t on a un scul parameétre aussi bien pour Pancienne que pour
la nouvelle décomposition . On peut d’ailleurs montrer que les parameétres correspondant a

I’ancienne et la nouvelle décomposition , notés & et € respectivernent sont liés par la relation

{=— (5.105)

obtenue en identifiant les expressions de amm ¢t ampr pour les deux cas

ancienne g _ nouvelle
Qynan (L) = (1}) )
ancienne g _ nouvelle 7
QM (I) At (()

5.3.3 Configurations (n x m,n’ x M)

Considérons un systéme de particules correspondant a une configuration de masses du type
(n x m,n’ x M) . Fnidentifiant les deux membres de (5.79) dans ce cas particulier , on obtient

le systéme d’équations

1 n . 1 .
b, + i (n = 1) @yn -+ T ((;’l (n—1)+ l) Ml = S (5.100)
. 1 | )

bas + %’ (’[)2 (ILI — 1) - 1) pr -k —i (ILI — 1) aara; = _)_W ) (5107)
) 1 2

by, — 5 @mm + £ Y (n-2))amny = 0 , (5.108)

1 2 Ind
by 4 bag -+ 5 ((n’ — 1) p—1l—t(n—=1)+pt(n—1) (-n,’ — l)) amyy = 0 (5.109)



et

AATM

(n' — 2) - l) Dl As — -f)‘ = 0 , (5.110)

<

)bAl +n (

| SR iae

ol on a tenu comple des simplifications apportées par la symétrie du probleme ((5.96) a (5.98)).
;

On peut donce exprimer n, , Gnar €b aprpre on fonction des deux paramaotres £ et p | soll

(=npr/ +pn+n+ 20 =200 +nln') (—pn' +p+ 14 E0') M — (£ — N2 n'm
(' +n—~€n' 4+ nln! — nprd + pn) mM

?

(5.111)

Qynrn (( P) =2

' M + nm
(1! +n = 0! + nln’ — npn! + pn)* mM

Qmp (/)7 T)) =2

anrn (6,p) = :)(—f + 1+ nf —pn) (nén! — £/ +2pn—npn' +2n+ 0 )m —n(p+1)° M
M1 L, < (! +n — 0/ 4+ nén! — npn! + pn)” mAl

(5.113)
Considérons a titre d’exemple de nouvean le cas de {orces a deux corps dérivant d’un poten-
tiel en loi de puissance (5.33) . La nouvelle borne inféricure optimale pour cette configuration

de masses a comime L‘.XI)I‘(TSSiOIl

nn—1)

l.\.«l r—

2
n}ax[l/\mm' 24 v ((me (é [))) “"‘"‘ wom 12 I ) (me, /L""l/ )
P

(2)
+ | Nnag |2t Zo (@mar (¢, 1)))""‘““ ) (Vg i=1/2) nn

s v, ]
+ [ Aarna [Toann (angar (€,p)) 7aea 2 153 (0, p=1/2) Sl =1)] . (5.114)

Dans le cas de la configuration de masses (n x m,n’ X M) pour n,n/>1 | nous avons prévu
que la nouvelle borne inférieure optimale donne des résultats meilleurs que ceux fournis par
I’ancienne borne inférieure optimale , sur la base que nous avons deux parameétres variationnels
pour la premiére et un scul paramctre pour la deuxi¢me . Nos prévisions sont amplement
confirmés par les résultats de nos calculs numériques . La nouvelle borne inférieure optimale
donne toujours des valeurs supéricures a celles fournies par Vancienne borne inféricure optimale,
donc plus proches des résultats exacts . Iin particulier la nouvelle borne inféricure optimale
est saturée dans le cas d’interactions harmonicgues , ce qui n’est pas le cas de I'ancienne borne
inférieure optimale . Le tableau § illustre ce point . Nous y’avons reporté les valeurs de la nouvelle

et de Pancienne bornes inféricures optimales baptisées respectivernent 19, uvenle €4 ancienne , pour
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la configuration (n x m,n x M) avec m=1, M =5 ot pour diflérentes valeurs de o, n=2.3.4,5
7 ) H 3 7 b

et dilférentes valeurs de v, v =21, —-1/2, —1 avec [ Apynl = Nnar] = arar|=1 .

n I V=2 vo=1 v=-1/2 v= -1 ]
o Baowae | 94263 | 0.0700 | 11160 | ~5806

| Bciome | 94098 | 9.0585 | —4.1296 | —6.021

L] Thowane | 19060 | 19668 | <1180 | 22813

| Baeerne | 10021 | 19637 | —11.035 | —23.345

| Baowene | 30696 | 33285 | 20527 | <5751

| B | 30627 | 33199 | 20623 | —58.02

| Fuowene | 41028 | 40528 | —12.557 | 11645

T Baiene | 43926 | 49446 | —12.726 | —119.28

Tableaw [S] .

5.3.4 N particules dans un puits de potenticl

Considérons un systéme de N + 1 particules , dont P'une d’elles qu'on numérotera N + 1
a une masse M beaucoup plus grande que celles de toutes les autres particules du systéme.
Le centre de masse du systéme est alors pratiquement confondu avee la particule de masse
M. Cette propriété est d’autant mieux réalisée que Al est d’autant plus grand | et a la limite
M — oo, le centre de masse du systéme se confond exactement avec la particule de masse
M . "Tout se passe alors comme si on a un systéme de N particules plongées dans un puits de
potentiel V' (r;)

V(7)) =vENID R 00 . (5.115)

Dans le cas o toutes les N particules du systéme autre que la particule de masse A |, ont
une masse unique m , ce probléme se réduit a celni d’une configuration (N x m, 1 x Af) dans la
limite M — oo . Comime 'ancienne et la nouvelle bornes inféricures optimales sont équivalentes
pour ce type de configurations , on peut utiliser au choix les résultats des section 5.2.2 ou 5.3.2.

I'n utilisant par exemple 5.2.2 en remplacant N par N+1 et en faisant tendre Af vers infini,

8R



on obtient

2+ N
AQnm () = 22— , 5116
nrt( ) (NI n 1)2 " ( )
(14 x)? o
s (&) = 3 (NTFWL - (5.117)

Par conséquent , la borne inférieure optimale pour I'énergie du niveau fondamental d'un systéme
de N particules interagissant par des forces & deux corps dérivant d’un potentiel en loi de
puissance v (@) (7i5)=Amm 7';'1-"“" , 8tgn (A ) =stgn (Vanm) et plongées dans un puits de potentiel

V (ri)=A7Y , sign (AN)=sign (17) scra donnée par

Yman

N -1 2 2.0 4 22N vinn )2,
Inf}x[N_T |’)‘7'n.7ll.| Vi (Zm> I‘J(Z> (1/117.’")7 /LZI/-%)

. 1 1 - 2 V12 )
S ST (5.118)
2(Nx+1)"m

+N |\|2

ot 123) (v, 1) désigne de nouvean 'énergic du niveau fondamental de I'Hamiltonien a deux corps
H® donné par (5.53) .

Le tablecau 9 regroupe quelques résultats munéricues de la borne inlérieure optimale pour
Pénergie du niveau fondamental d’un systeme de N particules de méme masse m = 1, plongées
dans un puits de potenticl en loi de puissance V (r)=sign(r) ¥ qu'on a pris le méme que celui
qui déerit Pinteraction a deux corps entre les N particules | ¢’est-a-dire A=Ay, el v=vpmpy, .
Nous avons pris quatre formes de potentiel correspondant & quatre valeurs différentes de v,

v=1,2,—1/2,—1, et avons considéré quatre valeurs pour N, N=2,4,7,9

N 2 4 7 9
=1 5.2141 15.5:41 38.5:41 58.211
V=2 5.7955 16.351 38.121 55.787

v=—1/21 =1.7783 | —6.6365 | -20.963 | —35.826

v= -1 —-1.8712 | =8.7691 | —~35.218 | —-63.001

Tableau [9] .
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Pour Poscillateur harmonicue les valenrs obtenues cotncident avee les valeurs exactes des

niveaux fondamentaux données par
L3 - — 3 .
B=5(N=1)VEN+2)+5V2 (5.119)

qui est obtenue a partir de (5.77) en posant r=1, en faisant tendre A vers Pinfini | en changeant
nen N et en posant n' égale a1 .

P’renons un autre exeniple ot on a un systéme de N particules de méme masse m inter-

‘

agissant par un potentiel de Martin V ('1')::'/'0'l , mais dans ce cas plongées dans un puits de

potentiel Conlombien V (1)==1/7 . Le tableau 10 regroupe des résultats numériques corres-
pondant & cet exemple . On a considéré quatre valeurs pour N, N=2,4,7,9 et trois valeurs
différentes de m , m=1,2,5 car contrairement & exemple précédent on ne dispose plas de lois

d’échelles car dans ce cas v # vy, .
min

N 2 4 7 9
m=1] 0.051419 | 4.2081 | 18.426 | 32.972
m=72| —1.0M8 | 1.8080 | 13.581 | 26.218

m =95 | —4.1002 | —1.6060 | 1.35655 | 9.7980

Tableau [/()/ .

5.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une méthode pour obtenir des bornes inféricures
optimales pour I'énergic du niveau fondamental d’un systéme & N corps , pour N quelconque.
Nous avons considéré deux bornes inféricures qu'on a baptisées ancienne et nouvelle bornes
inférieures optimales et avons traité le probléme en détail pour certaines configurations de
masses , a savoir les configurations (n x m,n’ x M) . La nouvelle borne inférieure optimale

s’avere meilleure ou au moins aussi bonne |, sclon les conligurations de masses considérées |, que

. 'ancienne borne inférieure optimale .
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En combinant notre borne inférieure optimale a des calcules variationnels , tels le déve-
loppement systématique sur des Gaussiennes , exposé au chapitre 4 , nous pouvons obtenir
un encadrement de 1’énergie du niveau fondamental du systéme & N corps . Pour illustrer
ceci , nous avons considéré un systéme de trois particules interagissant par un potentiel de
Martin V (r) = %! . On a pris pour simplifier les deux premieéres particules de méme masse
myp = my = 1 et la troisiéme particule avec une masse variable m3 . Dans ce cas ’énergie du
niveau fondamental £ de ce systéme est une fonction de mgz . On peut alors tracer dans le
plan (E, m3) les deux courbes représentant la borne inférieure optimale et la borne supérieure
obtenue en utilisant une Gaussienne comme fonction d’onde d’essai . La courbe représentant la
borne supérieure est tracée en rouge et celle représentant la borne inférieure est tracée en bleu.
Les valeurs exactes de 1’énergie du niveau fondamental pour les différentes valeurs de mg sont

nécessairement dans la zone hachurée de la figure 7 .

E

3.8 1

3.7

369

35

-1
ot

Figure 7 .

La nouvelle borne inférieure optimale est bien détaillée dans les références [17] et [18] pour
le cas & trois corps et dans les références [9] et [19] pour le cas & quatre corps . Nous allons a
notre tour étudier en détail les deux bornes inférieures optimales ancienne et nouvelle dans le

cas des systémes & cinqg corps .
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Chapitre 6

Borne inférieure optimale pour des

Systémes a 5 corps

6.1 Ancienne borne inférieure

La décomposition du terme d’énergie cinétique correspondant & ancienne borne inféricure

optimale s’écrit dans le cas d'un systéne a 5 corps comme

1 . 1 . 1 l . 1 .

=S - J—

1O = P T T i g
2mq 2mey 2my 2m

= P14+ PotbPas+bPatbPs)(Pr+ Do+ st Pat+Ps)

1 1

+a12(]—J; 1o (P11~ = P2) + STy (71~

+a1112~1—:l:1—7]:)—2 (D1 — w1 a)’ + (.LIS(_I-{-»{UT)Q (7

+(lz3a:-l;;;)—5 (P2— 172.';773)2 + ag Zﬁlm—q)z (pa—

+a25m (P2 — 225 75)" + asa Zi“—?la?:m)z

4-(1:;5(1 n 11_35)2 (93— fl?:zs?s,)Q -+ (“)GT]I_;,? (74—
92

— L= (2
5 (P —asaply)

(6.1)



Iin identifiant les deux membres de (6.1) , nous obtenons Péquation matricielle (5.23) donnant

les a;; en fonction des masses 1n; et des parametres x;; avee

ayy Qg

ary @13
A - ’ X =

a23 23

a.s Y45

et

/ 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 \

(+x3)? (I)? (+s)? (Tem)? (Terag)? (L4aos)?
2

1 ; 1 i ha3) 1 1
(1+x12)? l () (ens)? (T4am)? 0 0 O+xza)? (Tevss)? 0

el ]

1 1 i +34 3y 1
1+x 2 1+4x 2 1 1+x 2 0 T+v 2 0 14x 2 O 1+4x 2
(1+x12) (I+x13) (I+xy5) (T+vyyg) (T+x34) (T+xys)

2 2 &)

1 | 1 *2s X35 s
1 2 Y Y 1 0 0 [ 0 14x1¢12 T4xgs)2
(1+x12) (T+x13) (T+x14) (1+x3s) (1+x1s) (T+xys)

2 2

xi x

12 - 13 ; O 0 1 1 - ! , 1 . 1 . 0
(l+,t‘|2) (1+X13) (T+x23) (1+x25)" (1+x34) (1+X35)

2 2 2

12 0 14 0 _ 1 1 ) X34 0 1
(1+x12)? (1+x14)? (1 +xa3)? (T+xs)? (1+xy)? (1+x45)?
2 i 2 el
*12 *is 1 1 X35 Xis

2 0 0 2 32 32 1 0 2 2
(1+x12) (1+xy5) (1+x23) (I+x24) (1+xas) (T+xy5)
x'f3 -‘%4 -"%3 -’%4 1 1

0 (tragz)? (T4eyy)? 0 (O+xz3)? (lay)? 0 ! (Uxas)? (L4xes)?

+X13 +xy4)” +x23 +X24 +X35)° +X45)°

0 x’xla 0 f%s "‘%J 0 -“%s 1 1 v‘”%s

(1+x13)2 (l-b\'|5)2 (1+x23)2 (1+x25)2 (l+x31)2 (l+x45)2

0 0 x%4 -"%5 0 4"%4 x3s <% x3s 1

N2 32 2 2 2 e y2
(1+x14) (T+x15) (F+x29) (1+x25) (1+x34) (T+xas)

Lorsque Pancienne borne inféricure de Uénergie du niveau fondamental du systéme aura

atteint son maximum , toutes ses dérivées partielles par rapport aux x;; s’annulent | se qui
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signifie que la matrice M |, définie au chapitre 5 section 2 | qui a dans ce cas la forme

( 0 -2 =2 -2 -2 =2 -2 0 0 0
(l+.l‘|3)3 (l+x“)3 (l+.\‘|5)3 (l+x33)‘ (l+,\"_\,g)‘ (l+.x‘3s)]
-2 -2 -2 2vx -2 -2
(I+x12)? 0 o) 3 T+x3)? 0 0 L4vag)? b+xys)? 0
X12) (I+xy4) (I+x15) (1+x23) (I+xa4) (F+x35)

-2 -2 0 -2 0 2y 0 vy 0 -2
(I+x12)> (4xp)? (1+x15)3 (1+x24)? (T4xyy)? (1+xg5)3
-2 -2 -2 2x25 2x3s 2xys
(1+x12)3 l+xpy)} T+ryy)? 0 0 0 1425 )} 0 1+x35)? T+xgs)?
X12) (1+x13) (T+x1q) (1+x25) (1+x35) (I+x4s)
2%y 2x13 0 0 0 -2 -2 -2 -2 0
(t+xp)? (1)’ (I4x24)® (Qeags)® (Texyg)d (L=xys)?

9 Iy )

X2 . 0 “Xjq - 0 -2 - 0 -2 - X34 - 0 -2 -
(]-hrn) (I+xy4) (T+x23) (I+x25) (14x34) (T+xys)
pA3Y! 0 0 2x)s -2 -2 0 0 2v3s 2x4s
(l+.t12)3 (l+.\‘|5)} (l+,\'23)3 (]-ﬂ'zq)} (]+.x‘_‘s)3 (1+x,5)3

x 2v 4 2v 2xa - .
0 Y13 . V14 . 0 Y23 . X24 . 0 0 2 ; 2 .
(1+x13) (I+x14q) (1+.\'23) (T+xyq) (T+x35)° (1+x4s)
2v)3 2vys 2v23 2x)s -2 2x4s
0 (1+x 3 0 1+x 3 1+x 3 O 1+x 3 14x 3 O 14x 3
13) (I+xy5) (I+x23) (1+x25) (T+x34) (T+xys)
214 2vys 2xaq 2x95 x4 2x35
0 0 T3 3 0 3 ) 3 13 0
(I+x14) (1+x)5) (T+x2y4) (T+x25) (1+x34) (1+x3s)

\

est de rang 9 au plus , ce qui signifie que det M = 0, ou en utilisant Pexpression de M et en

faisant usage des propriétés des déterminants

det

0 -1
-1 0
-1 -1
-1 =1

Ty I3

€9 0
w0
0 Ta

0 €r13

0 0

-1 -1
-1 -1
0 -1
-1 0
0 0
xy 0
0 @y
xryy 0
0 a5

€y RS

oy
0
0

RIDY 0

0 RETS

-1 -1
0 -1
-1 0
oy O
L
Ly Eyg
91

iy 0

0 w35
-1 -1
ragy 0

0wy

0 -1
-1 0

=0



Cette équation nous donne une relation entre les parameétres x5 , ce qui permet d’éliminer I'un
des parametres , et par conséquent de réduire d’une unité le nombre de parametres variationnels.
6.1.1 Formes explicites et domaine de positivité des a5
Configuration (4 x m, 1 x M)

Les deux expressions (5.47) et (5.48) se réduisent pour N =5 &

o2 (1 +2z) —m

Gun () = (la + 1)2 mAil ' (62)

| 1 9y M A4dm
Ayl \T = =1+ 6.3
1 (7) 2( ) (4 4+ 1) M (6:3)

I’expression (6.3) montre que a,,p; est positif indépendamment de la valeur de . D’autre

part , d’apres I'expression (6.2) , la condition a,,,, positif sc¢ traduit par

, m .
x (1 4 2x) — oAl 2 0 . (6.4)

On en déduit le domaine de positivité des a;; pour ancienne borne inférieure optimale dans le

cas de la configuration (4 x m, 1 x M)

1 / 4 1 Ay
11:371 -1 — 1+—A%L ou :1:2] -1+ 1-#71; . ((5.5)

Configuration (3 x m,2 x M)

.

Les expressions (5.59) , (5.60) et (5.61) donnent pour N =5

3wz +2)M -2

b)Y = 9 :

wnan (i) (2 + 3;1:)‘! mhl ’ oo
1 9 2M +3m

s {x = - R P (“H

Qi M (J) 2 (l + l) (2 + 3;17)2 mM () k
322N 4+ ((5:1: + ‘2,) m

z) = 2 . o8

anrn () (2+ 3:1:)2 mM o

[’expression (6.7) montre que ag,a est positif indépendamment de la valeur de x et les

condition @ et aprpy positifs donnent , en utilisant (6.6) et (6.8) respectivement , les deux



contraintes

Se(r+2)M—-2m >0 (6.9)

el,

—32 M 4 (6 +2)m >0 . (6.10)

\

En ajoutant terme a terme (6.9) ct (6.10) on arrive a la conclusion que x est nécessairement
positif ou nul

x>0 . (6.11)

[inégalité (6.9) admet comme solutions positives on nulles (a2 > 0)

Zin
x> —1 14— . 6.1
R YV (6.12)
D’autre part Vinégalité (6.10) admet la solutions
! (m>24 2™\ <pe (14 (”L>2+0H (6.13)
- — ) 42— x — 2— ) . B
M M~ M M ’

Les valeurs acceptables de x , C’est-a-dire celles rendant amm , Gmar ¢ aarap simultanément
positifs , sont celles appartenant a I'intersection des deux domaines (6.12) et (6.13) . Ce domaine

n’est jamais vide car

2
1+ Vy?+ 2y — —l+1/l+.—;y >0 Yy

ce qui implique que

1+

(m)'l 4 L o 14114 2m
M M 301

indépendamment de la valeur du rapport 5 .

11 s’cnsuit le domaine de variation permis pour @

x € [max (a,b),¢] (6.14)
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ol on a posé

' 2m
v :<_]+\/1+'w> !
£y D
1 Z_—. m
b+ ={1- /'(ﬂ) 9"
’ < Viaz) tear) o

6.2 Nouvelle borne inférieure

(6.15)

(6.16)

[.a nouvelle décomposition du terme d’énergie cinétique correspondant & la nouvelle borne

inférieure optimale s’écrit dans le cas d’un systéme 4 5 corps commne

TG =

°n identifiant les différents termes en 2

| 1 .
pz—{— ¥

2my

(1)11)1+bzpz+b;l)x+b4P4+bsP ) (Pr+ Do+ Pa+ pPatDs)
(L]

( — Pt TstcaaPat )
+~( P1—Pa+tdePotdipat+dsps)?

a; X .
( Pi—Pat+ foloa+ f3Ps+[s75)"
(L1 . - 9
= Pi=TPs+RpPr+0Ts+arpa)
(l 9
5(7) — P+l Fha T+ s T 5)?

a(,( Po—Da+ i Pr+isPs+isps)
4'2(»* — Pk P kP s A ke “;17’4)2
+£L'1§( Ps—Pa+LP1+L72+175)°

ag( — Pt PPy P )’

(Ll()
_I__l_(pi_ Ps+erpiteyPa+esPs)?

a7

(6.18)

= = ) AT
el en 5. p 5, nous serons capable d’¢liminer les



b; et d’écrire les a;; en fonction des paramatres ¢y, ¢4, 5, da, ...y 1y, Ny, ... sous la forme matricielle

(5.87) avec

/ 1 U-d2)* (-2 (1-g)° -2 -0 kD2 (G-l )t (eg—en)? \
4 4 4 4 4 4 4 4 4
(-c3)? 1 U (=g () i)t k) =Dt =) (er—es)?
4 4 4 4 4 4 4 4 4
(1-c4)? (1-dy)? 1 (1-g4)? (h-hy)? (1+1)? (ky—k4)? (L+1)? (my=-ny)? (e1~1)?
4 4 4 4 4 K K] K 4
(1-¢5)? (1-ds)? (1-f3)? 1 (n~hs)?  (1-75)? (ky+1)? (h-15)? (n+1)? (e1+1)2
4 4 4 4 4 3 3 4 4
(I1+3)? ()2 (A1) (gme)? 1 (-0 a=40? ()P (12 (ermey)?
- 4 4 1 3 1 3 1 4 3
(I4c4)?  (da=ds)®  (H1)P (gr-ga)? (1-ha)? I (U-k)?  (+D)? (m=ng)? (ea-1)?
4 4 4 4 E] 1 4 4 4
(1+4cs)? (dr-ds)?  (faf3)? (g2+1)2 (1-hs)? (1-js5)? 1 (Ia-15)? (ny+1)? (e2+1)?
4 4 4 4 K Kl K 4 4
(c3-¢4)? (1+dy)? (f3+1)? (g3-g1)? (1+hy)? 73+1)? (ky—ky)? 1 (1-n4)? (e3-1)2
4 4 4 4 1 4 4 4 4
(e3=es)?  (1+ds)? (=502 (@3+1)? (+hs)2  (a=rs) (ha1)E (I-is)? ) (e3+1)?
Kl Kl 4 4 1 4 K 4 4
(ca=cs)t  (da—ds)? (14/5)2 (g4+1)?2 (ha—hs)? (14/5)? (ka+1)2 (1+15)? (ng+1)? 1
\ 4 4 4 1 1 4 4 4 4

Lorsque la nouvelle borne inféricure du niveau fondamental du systéme aura atteint son
maximum , toutes scs dérivées partielles par rapport aux ayj, , ¢'est-d-dire par rapport a
€3, C4,C5, day ey 1y, Ny, ..., s"annulent (5.82) . La matrice M | définic au chapitre § | section 3,

se réduit dans ce cas particulier & une matrice (10 x 30) donnée par
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0 0 I+t 0 0 I+ 0 0 I+ 0 o ¥ 0o 0
1+£2 0 0 0 0o =7 0 0o 0 1+ o CFLCF 0
1-%2 0 =tu 0 0 0 0 0 WMy o 0 I+ 0
0 I1+2 0 0 I+ o0 Y % 0 0 0 0 1=/ 0 0
0 1-% o fWwfutu=tu o 0 I+Y 0 ¥ 0o 0 0 0 0
ta-ta fa-la @ R o 1% o 0o I-%¥ o 0 1=/ 0
0 0 I+f2 0 0 I+ =0 S0 0o Yy Y=L oo CEY
0 0 I=te lw=tu o fw=lwo0 0 1Y WY oo0 fyo0 0 1Y
to-f2 0 t-Ta 0 0 -4 o0 0 1=V o0 Wy =y o FUCEY
0 le-fe te-la o Tw-tw twu-lwoo VY Y=lYoo0 o 1% o o 1-Y
=Sy Sy=ty 0 1+'8 0 0 Y/ 0 o fpfp fpfp 00 Tomfo S2-TO
+5y 0 0 0 I8 0 Y YY 0 1P 0 0 =% 0
0 Iy o 8T8 T35 9 o ¥ 0o 0 I+P 0 0t
=y 0 0 0 0 ¥ Y=Y 0 Y po00 et 120
o 1=ty o B3 o 3F o 0 1Y 0o P PPo00 130
0 0 0 0 8- 88 o Y=Y Yy o 0 P 0 0
-0 gy 0 0 o = 0o 0o 1= 0 0o 1= 0
0 'yt ty=ly -3 0 0 o o0 0o I~ 0 0 1%
0 0 ¢ 0 =% 0 =Y 0 0 0 0 0 0
0 0o 1= 0 o 1= 0o 0o 1Y 0 0o =% 0 0

0

So—to

to—<o

0

0
[+

0

1=

0

\

J

—]r

Il
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Comme toujours d’aprés la section 5.3 , la matrice M doit étre de rang 9 au plus . Cette
condition donne 21 relations liant les parameétres c¢s, ¢y, 5, dy, ..., 1, Ny, ... au maximum de la
nouvelle borne inférieure . Nous avons pu obtenir 16 de ces 21 relations . Nous avons donc
pu, a I’état actuel de nos recherches , exprimer 16 des paramatres cg, ¢y, cs5, dy, ..., 11, ng, ... €n

fonction des 14 paramétres restants do,ds, fa,fs, f5, 92, b1, hs, J1, k1, k3, L, ny et eg

-

P J2. , 6.19
1 1+ 71/f2 (o1
ly - f3
d = - Js 6.2
! fah — 1 ’ .
L [ 15 [4l 5 —
L, = 1fa +dafsly 4 o —dy ’ (6.21)
Js+1
e - ,
L= ds f3l; (.15 + fsli + fs ’ (6.22)
fa+1 l
fs + el .23
SN | ’ 6.23
94 fser +1 ( )
ey — erfa — fo+ fr?!]2€1 + g2 ’ (6.24)
1+ f5
_ i+ afo+ gidefsli = U~ gy Sl + dafsly — fsly — dy — jida + Gy -
Y . (6.25)

Hhli+anfa=1L -1

_ —hbhitbhfathdefshi + Lo —haydy ~Infs =y = fs+ i fa+ [o o

h4 = " s (6‘26)
. Jali+dafsly =1 —dy

i = =l + da fsly + Jida faly + Jifols + 1[5 — do + f3 + 51 — dadi + J1 fo (6.27)
’ (h+1)(f2+1) e

L Jsgeer +fsgeer — fs — fsd1 92 —er — JiJo 4 192 + Gienfe — i .
B = . ) (628)
(_/2 -+ 1) ((’,1 - l)

o kfsgapvHRapi o+ pife = fspr A ki fs — fo 4 [+ Rige + Ry — kS \
b= ~ . (6.29)
Jspy+ [sgapy + 14 9o

_ fa=mfs+ sl Fnads fsly — U fs 4 fs —nads — fs 4 gl fs —ny o
ng = ; A , (6.30)
Jaly 4 ds f3ly —ds — 1

Jser + fseily +ds — ds f3ly — ey [3ly 4- ey + [3ly + U — dyey 4 dsey [3l .
gs = . , (6.31)
Jser + fsery +1 41
Jser —dsfsly — fs +dsey fsly + 1 + ds — dsey + [sey + fseqly - e o
€3 = " (().d.).)
b+ fsli + 1+ s

et

. = =J1 + J1es — Jsey + Jseafa + fo -+ ey — ey fo — ey + jsea — jser f (6.33)
0 —jitfatpaiifo+1—py ' '
—gongky + g3 —ny — kg -+ gaky + Ky — g2 — gany — kg — goka -
ng = -— . (6.34)
g3+ R+ 14 g3k
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Les relations (6.19) a (6.34) permettent done de diminuer le nombre de parametres varia-
tionnels , ce qui facilite la recherche du maximum .
6.2.1 Formes explicites et domaine de positivite des q;;
Configuration (4 x m, 1 x M)

Nous avons , en remplagant N par § dans les deux expressions (5.103) et (5.104) | valables

pour la nouvelle borne inférieure optimale

S+ 1) 26+ 6) M —(¢—1)"m
- (3¢ +5)2 mA!
M +4m

G () = 22— 6.36
u () (3¢ + 5)% mM (6:36)

Amm ({’) = , (655)

I est clair , d’aprés (6.36) , que a,,ar est positif . La relation (6.35) montre que la condition

Qunan Positif se traduit par 'inégalité

(m —2M) €% —20(mn+4M) —6M +m <0 | (6.37)
ou
Clo—-2) -2 +4)—6+2<0 (6.38)
si on pose
m
xi=— 6.39
® = (6.39)

Résolvons Pinégalité (6.38) avec £ inconnue , en fonction du rapport des masses x . Nous
pouvons distinguer deux cas :

a) x — 2 =0 qui correspond & m = 2M .

Dans ce cas (6.38) se réduit & une inégalité du 197 ordre

—126 -1 <0

?

¢’est-a-dire

(> —1/3
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a)x—2#0 |, Cest-a-dire m # 2M |

Dans ce cas (6.38) se réduit & une inégalité du 2*¢ ordre . Le polynome du deuxiéme ordre

(x—=2)=20(x4-4) =6 +
a un discriminant réduit

A =(x+14)? = (#—2)(x—6) =162+

toujours positif (x>0) | et par conséquent deux racines distinctes €4 el £9 données par
) 1 1 2

(x4 4) 4 2/ du + 1
(x —2) ’
(z 4+ 1) — 2/dx + 1
S T

4y =

~

~

Ceci nous conduit a distinguer deux cas selon que (i — 2) est positif ou négatif :

i) x—2<0 ,cest-a-dire m < 2M

(6.38) est alors satisfaite pour £ en dehors des racines € <fy

<€ ou £>4,

i) x—2>0, cest-a-dire m > 2M .
Y

(6.38) est alors satisfaite pour £ & Pintérieur des racines €;>6y

<t

A/‘\

1

£

1

Done en résumé le domaine de positivité des a;; est

¢ > —1/3 pour i =2M

£ < fiou £2>4 pour m <231

SQ
IN

£< ¢ pour m > 27!

avee et £y données respectivement par (6.40) et (6.41) .
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Configuration (3 x m, 2 x M)

Iin remplagant n par 3 et n’ par 2 dans (5.111) , (5.112) et (5.113) , les expressions de amm,

amar et aprpg se réduisent respectivement a

(2041 —p) (24T —=3p) M —=2(6£—1)*m

Amm = 2 , 6.47
mm (1645 — 3;1))2 mh ( )
2M + 3
G rt 2 + - , (6.48)
(1€ 45— 3p)" m Al
30 4+p)2 M +4R2+ (2041 =3p)m
AN = 2 ( + p) ks ( N ) ( + [)) b (649)

(€ + 5 — 3p)* mMl

On remarque , d’aprés (6.48) , que a,,p7 est toujours positil . On est ramené done a I'étude
de la positivité de ampy, ot de aprpr - Lies conditions @y, €t apgag positifs se traduisent par les

deux inégalités

(2041 -p)(204+7=3p) =20 -1’z > 0 | (6.50)

—3(1+p)? +4R24+6 2 +1-3p)x > 0 | (6.51)

ou on a posé z := §; . Le polynome du denxiéme degré en p intervenant dans le membre de

gauche de (6.50) admet deux racines p; et po

1

P = 3 ((«w +5) — (6 — 1) /2B + z)) : (6.52)
1

m(© = 3 ((A1e+ 5) -+ (£ — 1) /2 (3 + 2)) . (6.53)

[’inégalité (6.50) est donc vérifice dans deux domaines ¢ui sont :

pZzpm et pZp

ou

p<pr et p<p

De méme le polynome du deuxi¢me degré en p intervenant dans le membre de gauche de (6.51)
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admet deux racines p| et p,

—1 S
hie = 3 (3(2;1:6—{—1+¢1:1¢)—2(2+£’) \ﬂ'i;r(li;zr-{»;))) ,

—1
vy (6) = 3 (.3 (el 4+ 14 4x) +2(2 4+ £) /3w (3w + .).))

Done Pinégalité (6.51) est également vérifice dans deux domaines

p>py et p<ph

ou

. p<p, ct p>pl

On a done quatre cas de figures pour satisfaire anx contraintes (a;; > 0)

p>pr ,p>p2,p>p)etp <y,

p=p1,p>p2,p<pelp>p,

p<p1,p<pr,p>p)etp<y,

p<p1,p<pr,p<pietp>ph.

(6.58)

(6.59)

I'n fait les contraintes sont impossibles a satisfaire dans les cas 2) et 3) , équations (6.57)

et (6.58) respectivement . Autrement dit , il n’existe pas de conples (p, €) pour lesquels (6.57)

et (6.58) soient satisfaites . On peul se convaincre par une méthode graphique que scules les
1 grapmq 1

contraintes des deux cas 1) et 4) donnent lieu & des domaines non vides dans le plan (p, £) .

Lorsque x varie , ¢’est-a-dire lorsque le rapport des masses m et M varic | le point (p” (), & (J))

du plan (p,£) qui correspond a la nouvelle borne inféricure optimale varie .

Pour x=1 , la

symétrie du systeéme impose p=£€=0 , point situé¢ dans la région du plan (p, €) définie par (6.59),

¢’est-a-cdire dans le domaine 1) . Par raison de contimité | le point (p“ (x), €0 (;1;)) ne peuat sortir
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du domaine 4) lorsque x varic .

Le tableau 11 regroupe quelques résultats nmériques pour les deux bornes inférieures opti-
males , ancienne F,pcienne ¢t nouvelle 19 g uvene , dit niveau fondamental de systémes a 5 corps in-
teragissant par des forces a deux corps dérivant de potenticls en loi de puissance V (r)=sign(v)r”

pour la configuration (3 x m,2 x M) . Nous avons considéré cing formes de potentiels corres-

pondant & 5 valeurs de v, v==2,1,0.1,-1/2 ¢t -1, pour quatre valeurs de M, M =0.2,1,2,

m fixé 4 1. Dans le cas de masses égales on a reporté une seule valeur car les deux bornes sont

alors équivalentes .

M L v=2 v=1 r=01 | r=-1/2 v=—1
0o | Fencienne | 28810 | 22630 | 12285 | —16012 | —2.988
Bowvelle | 28.799 | 22,605 | 12283 | —4.6137 | —3.0413
1 Fancienne 18.974 | 17.227 | 11.830 | —5.9446 | —6.2500
Ihouvelle
o | Pancienns | 16810 | 15876 | 11691 | —6.A636 | —8.0578
Epowene | 16808 | 15875 | 11.691 | —6.4615 | —8.0647
o | Dancienne | 15.020 | 14685 | 11550 | ~7.0164 | -10.596
Doowele | 14997 | 14662 | 11.551 | —7.0718 | —10.834

Tableaw [11] .
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Chapitre 7

Applications Physiques des bornes

inférieures optimales

Comme son nom l'indique , ce chapitre est consacré aux applications physiques des bornes
inférieures optimales et des décompositions correspondantes du terme d'énergie cinéticque qui ont
fait 'objet des chapitres cing et six . Nous commencerons par la dérivation des bornes inféricures
optimales pour les énergies des états fondamentaux de systémes formés ’un nombre quelcongue
d’électrons €™ et de positrons e! | systémes qu’on notera (¢7, e, ..., e, et et ety . Dans
une deuxiéme étape , nous allons nous concentrer plus spécialement sur les systémes a cing

corps. Nous établirons des conditions suflisantes d’inexistence de systémes borroméens a cing

corps et ce pour quelques confligurations de masses .

— - — o ok +
7.1 Systémes (e7,e7,...,e", et e et)

g eeey U

L’ électron et le positron sont des particules conjuguées de charge 'une de Vautre . En par-
ticulier , elles ont une meéme masse mais deux charges ¢lectriques opposées . Les interactions
Coulombiennes électron-éleetron et posilron-posilron répulsives sont done différentes de 1'in-
teraction Coulombienne électron-positron qui cst attractive . On satisfail donc aux conditions
d’application des résultats des scctions 5.2.3 et 5.3.3 | et on a par conséquent affaire & des
configurations du type (n x m,n’ xm) .

Considérons le cas particulier ou les nombres d’éleclrons et de posilrons sont les mémes |,
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c’est-a-dire n’=n . Dans de tels cas , on parle de molécules positroniums qu’on désigne par
(ete™)" .

On peut sans perte de généralité numcéroter les électrons de 1 a net les positrons de n+ 1
a 2n . En négligeant toutes les interactions & part les interactions électrostatiques , le systéme

sera décrit par 'llamiltonien 1 donné par

2n 2 7 a® 2 (12 n on (12

=3 ot 3 T4 5 Loy b (7.1)

i=1 4N GG Ty ijrm bt Ty i1 jenbt Tiy

avec g2=e?/dmeg , ont e et gp désignent respectivement la charge électricque de Iélectron et la
permittivité du vide el m désignant la masse de Uélectron .
Soit |W) Pétat fondamental du systéme et [ I'énergie correspondante . [in utilisant la dé-

composition (5.2) de Pllamiltonien /1, nous obtenons

N N
o= W= S0 ) (57w
j:l i'—fll
n 39 (12 2n 0 (12
+ 2 (W{a P+ -1+ > (W{ey v+ - )Y
i<g=1 ij i<jmn ] T4y
n 2n —39 (]2
1=l j=nt1 v}
N -3
| W) étant invariant par translation , [ 57 27; | |¥)==0 et le premier terme du membre de droite
i1

de (7.2) est par conséquent nul .

D’autre part , les parameétres a;; jouent le role de Vinverse d'une masse et doivent nécessai-

~ o o q . — 2 e [ ,
rement étre positifs . Donc les opérateurs (aij P fj + =) sont définis positifs et par conséquent
ij

ont des valeurs moyennes positives dans n'importe quel état . Iin particulier

'

2
(| ((Lij_ﬁfj + i) W) >0 . (7.3)
AL

ty

Donc

B> n 2n v g (1‘2 v ~
=D I ST s S EL (7.4)

-=1 j=n|}1 if
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Or , d’aprés le principe variationnel

2 1
) q -1 q

/] a—))z 2 Py > — 7.5

0 (a7 - L)1y = T4 75)

ol on a fait usage des lois d’échelle pour le potentiel Coulombien (= — 1) en tenant compte

du fait que E® (v=—1,p=1/2)==1/4 dans des unités on h vaut 1 , on r® (v, ) désigne

Pénergie de PPétat fondamental de 'Hamiltonien & deux corps (5.53) . Nous avons donc

n 2n 4
E>y 3 =4 (7.6)

=1 j=nt 1 4 g

Comme le systéme est invariant par permutation des électrons ct par permutation des

positrons nous avons les simplifications suivantes

Qij = Qp-g- 1< j<n
Aij = Ge-et 1<n etn<jy<2n ,
aij = Qg et n < 1 < J S 2n
et
bi = be- i<n ,
by = by n<ji<2n
Il s’ensuit que
! -1 q* .
B2 ot (7.7)
1 g

ot n? désigne le nombre de paires électron-positron .

Nous avons pour la décomposition correspondante & 'ancienne borne inféricure optimale |
en remplacant M par m et n' par n dans les expressions de apg, (5.59) , apnr (5.60) et apgar
(5.61)

2 x4 2 — 1

o - 7.8
Q- e (’) n (1 —1—;1:)2m ’ ( |
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1

Qe-et () = — (7.9)

222 — 92— |

e

et (&) = ———————— . 10
At er (2) n () m (7.10)

De plus , comme les deux interactions Coulombiennes électron-électron et positron-positron
sont identicues , le systéme est donc invariant par permutation de I'ensemble des électrons avec
Pensemble des positrons . Il en résulte que le paramétire x est obligatoirement égal & 1 . 1N
s’ensuit qu’on ne dispose pas dans ce cas de parameétres variationnels , ce qui signifie que le

yrobléme de maximisation ne se pose plus |, et les expressions (7.8) a (7.10) se simplifient en
?

1
Qoo = Qe— gt = Qet et = m . (711)

Par conséquent , 'ancienne borne inférienre optimale £7229°0%¢ gera donnée par

1
—q'm .
— 3

4

It'vuncienne -
1 =

(7.12)

Pour la nouvelle borne inféricure optimale | les ag—,- , Qgi g+ CL @p-o+ , Oblenus respective-
ment 4 partir des expressions ((5.111),(5.112),(5.113)) pour @, aprar el ayar en remplagant
M par m , dépendent de deux parameétres £ et p . De plus , comme les deux interactions Cou-
lombiennes électron-électron ct posilron-positron sont identiques |, le systéme est donc invariant

dans une permmutation globale des n électrons avec les n positrons , ce qui se traduit par la

relation suivante entre les deux parameétres p et £

p=—{ . (7.13)

Qe-g- 5 Aptot €6 Qp-o+ s’expriment alors en fonction dun seul parameétre | £ par exemple

(202 —dn+1) 2 +2(2n— 1) £+ 1

e (€) = agier (£) = n(l =L+ n)*m

(7.14)

el
An

22
(2n — 26n + 2n%)"m

Qg et (!)) = (7]5)

La nouvelle borne inféricure optimale sera obtenue en maximisant le membre de droite de
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I7 > max _—1——(]4——712 (7.16)
= 4 agiq- (€) ’ ’

ou encore en remplagant a.- .+ par son expression explicite (7.15)

I > Ignouvelks , (717)
avec
)
Jorouvvelle max —% (n—1)¢-+ 1)Z mqt| . (7.18)

Il est clair que si on ne tient pas compte des contraintes de positivité des a;;

e ‘
max (— nl (n—1)¢+1)* mq‘1> =0

z

et ce maxinmum correspond & E:(l_'—n) (n>1) . Cette valeur de € meéne & des valeurs négatives
POUr @g-o- €t ae+ o+ et est donc inacceptable . Mais Pexpression & maximiser dans le membre de
droite de (7.18) est une forme quadratique en € , donc la valeur de £ correspondant a grovvelle
tout en gardant a.-.- el a,+.+ positifs est nécessairement 'une des extrémités du domaine de
positivité de ces derniers . Pour que @, - .- €l ag++ solent simultanément positifs , le parametre

¢ doit vérifier 'inégalité suivante
(20 —tn+ 1)+ ({Un=2)¢+1) >0 . (7.19)

Le polynéme du deuxieme degré en £ intervenant dans le membre de gauche de P'inégalité

précédente admet deux racines ¢ et £y données respectivement par

I —2n+v2n
(2n?2 —4dn+1)’
1 —2n — \/'En,

2n? —dn+1

! . . . ’
Nous avons donc d’apres la discussion qui précdde

Erovvelle — max {B(6)), 15 (63)}
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avec

1 14
E(4) = — wmgt 7.20
( ]) 4 (2”, —2 \/5)2 L ( )
(l - \/‘-'2 + \/‘-_-)f”f)2 [ 4

F{ly) = -— = TN
(£2) 1202 —dn+1)° !

(7.21)

On peut vérifier que 17 (€;) est toujours supéricure a 14 (€y) pour toute valeur entiere positive
o, . . , . — n .
de n . Done la nouvelle borne inférieure optimale pour 'énergie du systéme (e”e')” sera donnée

par
1 5
= - 271"111(]4 : (7.22)
1(2n -2+ \,/E) '

Fnouvellc
4

Erowvelle gavare toujours meilleure que 12279 e tableau 12 illustre ce fait . On y’a
reporté les valeurs numériques de [ancienne ey Jonowvelle qonpees respectivement par (7.18) et

(7.22) pour différentes valeurs de n dans des unités ot h= m=|q|=1 .

n 2 3 4 ] 6

Epouvelle | —1.37258 | —4.14482 | —9.31408 | —17.6300 | —29.8424

Eancienne | —2.00000 | —6.75000 | —16.0000 | —31.2500 | —51.0000

Tableaw {12] .

7.2 Conditions suffisantes d’inexistence de systémes borroméens

a cinq corps [20]

Dans toute la suite , on va considérer un systeéme formé de cing particules interagissant par

des forces & deux corps et décrit par PHamiltonien I/

5 | 1 )
= Z:l Gy P+ ‘ L | gijvig (7755) . (7.23)
=1 =% 1< =

Il est clair que si v;; est un puits de potentiel | le systeme & deux corps décrit par PHamil-
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tonien

@ _ 1 L
11“ = j—— ) -+ o :
2my; 2my;

sera d’autant plus lié que la constante de couplage g;; est grande . 11 existe donce , pour certaines
classes de potentiels , ce qui est le cas par exemple des potentiels & courte portée de la physicue
nucléaire , une valeur minimale g;j(min) de g5 telle que pour toute valeur de gq; inférieure a
Gij(min) » I systéme & deux corps n’est plus 1i¢ . On se restreindra dans toute la suite & de telles
classes de potentiels . On peut , sans perte de généralité, redéfinir les potentiels v;; (7755) tel que
Jij(min)=1 . Dans ce cas pour toute valeur de g;; inféricure a 1 , le systéme a deux corps n’est
plus lié . Autrement dit , g;;=1 est la valeur minimale de la constante de couplage nécessaire
pour lier le systéme & deux corps de masse réduite po = mym;/ (m; +m;) .

Notre but dans cette scction sera d’obtenir des limites sur les constantes de couplage pour
lier un systéme composé de 5 particules sans qu’aucun de ses sous-systémes ne soit lié . De
tels systémes sont appelés systémes borroméens et recoivent une grande attention aussi bien
sur le plan expérimental que sur le plan théorique . Nous allons considérer tour 4 tour les deux

.configurations de masses (4 x m,1 x M) et (3 x m,2 x M) .

7.2.1 Configuration (4 x m, 1 x M)

En posant

gi2 = g13 = gi14 = g23 = g24 = §34 = GJmm
Jq15 = g2 = Gs5 = ga5 = JmM

Vg = VI3 =V = V93 = U = U344 = U,
M5 = Vs = V35 = V45 = UM »

I'Hamiltonien /I prend dans ce cas la forme

4 ?2 7)*% 4 4
- e ; -
H = Z ';_)_L + f)—— + Grman Z Vman ( 1 'ij) + Ginar Z U ( i i5)
iz12m - 2M i<j=1 i
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La décomposition de la partie cinétique du systéme & 5 corps correspondant a la nouvelle borne

inférieure optimale s’écrit

5 2
. ) — —_ . — — —_— -—
_Zl ,’m = (WP 1 +bP 2+ b3 +bVa+V D) (Pr+ Dot Pa+ Pat+ Ps)
1= - T
(¢ Qypy — ‘ Qe
+—%72(—771 - 772)24‘*%2(—7?1 - }73)2+ "; (P1— 7. )2
. m > Qmm s
+(lmm (—73)2 . 7[—)—)3)2_*_a:1m( P)z _ [) 4)2_1_ 1:11( s — [)} )z
a"t?ﬂ — ) an p eI O — \92
+ (PL—DPs+LPa+LPs+Lp )+ 1 (Pa—DPs+Ep1+HEP3+£D )
af A A, — — —
+_t—;ﬂ(1° 3= Ps+HEP 1+ P2+ 7 ) +*L‘LH( Ta— Vs HEP 1A EP 2+ 07'8)?
avec

_-/,'_-'))2/_":1'/ 2,__()[, L
W = —2 OM — 2¢<M bé/\l;—(’. m — 20m -+ m ’ (7.21)
3¢+ 5)"mM

M +1
g = 2t (7.25)
(3¢ 4+ 5) " mM

Fn désignant toujours par |¥) Pétat fondamental de I'Hamiltonien II et par 12 'énergie

correspondante

 Qynm am .
E= (‘I}I __1.'_'11‘_( p)l - -f_}) ) + gm‘m”mm( r l).) i\l‘) + (‘l}1 e (?l - ?3)2+g1n7n.'v1mn(7+1.'i) I\I’>

+ (V| —— amm (71 — 7 1) 2+ gmmVmm (T 14) [0 + (V] &'—1@(?2 — 73) o (T 2) | W)
(U (P = B0+ Gt (F20) W) 4 (0] 22 (B3 = 7)ot (7 20) | 9)
+(¥| amM( 71— P T+ P+ ) (JmM‘UmM( 7 15) | W)

+ (V| “"‘“ (P2 — Ts + 0P+ s+ 074 Fgmnrvian (Fas) | V)

+ (9| am}u( )y — 1? FEP L+ Py A+ P )+ Gmar v (7 as) [V)

+ (¥ “"‘“ (Fa—Ts+EF1+ P2+ 05 3) 4 gmrvant (T a5) |¥) (7.26)

Pour obtenir I¥ négative , 'unc au moins des valeurs moyennes du second membre de (7.26
£ )

doit étre négative . Ce qui signific aussi que si les valeurs moyennes du second membre de (7.26)

sont toutes positives , alors [7 est forcément positive et par conséquent le systéme a cing corps

n’est méme pas lié | et donc a fortiori non borroméen .
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Or , d’apres le principe variationnel

1 .
(\I’| ammi (?z - _]_))j)z +ImmVimm (?u) I\II>

«

2
1 (Pi—=T7P; g , g,
) J YJinmn — ’ (2 Jmm
= Mpm (VY| — 5 + Venan (735} | W) > magm B2 [y, 20T

e mMdamn Mdmm

pour i,7 # 5 et

1 e
(Yamm- (Pi—Ps+Epj+€Pr+E P)n)2 +Gmatvmnr (77 45) W)
4

2mM (| mAM (Ti=Ts4+E0 0k + 0\’
= ——a
m4+ M M om M 2
m+ M N 2mM . 2mM m+ M
- o ) WY > 2(2) .
2 M aynng gunntvmat (7is) W) 2 m 4+ M fn <‘m + M’ 2mMag,pm (]mM) ,

pour (i,j,k,n)=(1,2,3,4) & une permutation pres , avec EX) (ji, \) et B (5, \) désignant

respectivement les énergies des états fondamentaux des Hamiltoniens 4 deux corps

. 1
11(2) = ;; FZ -+ /\7)111‘"1 (T)) (727)
et
. 1_,.
H(Z), - ;1"7)42 + AUm (T) : (728)

Une condition suffisante pour que le second membre de (7.26) soit positif est que
(2) Qinm 2y [ 2mM m- M ot : s s o § ST
F (m, mamm) et F A 3 Tnhan g JnM solent simultanément positives , ce qui signific
que les Hamiltoniens correspondants n’admettent pas d’¢tats liés , c’est-a-dire en utilisant les

normalisations adoptées ci-dessus

1
- Jnm < 1,
MAypn
m -+ M
PN mm < 1,
2mM apm

ou en utilisant les expressions explicites de amp et ayay ((7.24),(7.25))

L, (6=1)" (M +4m)
2 T(3e+5)7 M

g‘” m ..<_
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4 (M + 4m) 1
m+M (30 +5)2

GmmM <

Posons ‘
b 1, - 1?2 (M + 1m)
T2 T@e+5)? AM

(7.29)

et
A(M +4m) 1

k= 5. 7.30
m+ M (31 45)° (7.30)

De (7.30) on tire

5 1 [4(M + 4m)
PR RN i Gl i L A 31
373V (m+ M)k (7.31)

°n reportant (7.31) dans (7.29) on obtient

7] / 4M — 2
hi(k):_§m+M ) m

() i \/(1\[ +4m)(m+ M)k

9 M oM
ou en posant x = 42
8
lli(k)=~§(w+l)k ) )~ \/*I_*_l T+ 1)k

On remarque que h (k) est toujours supéricure & h_ (k) pour toutes les valeurs de = et de k.
Par conséquent , la courbe représentative de vy (k) avec k> 0 et by > 0 définit une limite

inférieure pour la liaison du systéme & 5 corps sans la liaison des sous-systémes .

3] 2@+ 1) ] (-'1'17-+1) ‘
—E}”(A): 9 < <(;L‘+l)/\7)~‘1>

Nous avons

Et par conséquent

L (k)20 ﬂ0<A_(“+D-
ok 16 (x + 1)
el
(<1;I?+])
<0 k>
()kh} (k) < SR = 16 (¢ +1)

. : X (4 i1 C o
Il s’ensuit que la valeur maximale de hy correspond a /""W(IT{T])‘ et vaut 1/2 . Ce qui signifie

que le domaine d’inexistence de systémes borroméens A cing corps est toujours non vide.
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Nous avons donc obtenu une limite inférieure pour ’existence de systémes borroméens &
cing corps . Précisons ceci sur I'exemple x = 0.1 . Sur la figure 8 on a tracé la courbe h; (k) en

rouge et également la courbe h_ (k) en bleu .

h

1

05T

T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Figure 8

La zone hachurée correspond a des valeurs pour le couple de constantes de couplage (gmm, gmn ),
(gmm = kygmm = h) , pour lesquelles le systéme & cinq corps n’est méme pas lié , et donc &

fortiori non borroméen .

7.2.2 Configuration (3 x m,2 x M)

Posons

g12 = 013 = 923 = mm

g14 = G15 = §24 = G25 = G34 = §35 = GmM
ga5 = GMM

et

V12 = V13 = V23 = Umm

V4 = V15 = V24 = V25 = V34 = V35 = UmM
V45 = UMM
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[’Iamiltonien I1 (7.23) prend dans ce cas la forme
3.1 -39 5 T — — —
n = Z Y. i+t Z })_]\7 P+ Gmm ['Umm( r 12) + Umm ( r 13) + '”mm( r 23)]
i=1 <M i=q ¥
+Gmas ['UmM (T’M) + VM (7)15) + Ui (7)24)

AUmnt (T 95) + Vrant (T 34) + vmar (T35))

+grnvmn (7 a5)

Iin utilisant les résultats de la section 6.2.1

B = (U (1= 0" + gt (722) 9
W (3= 550+ G (7))

+ (V| amm%
+ (¥ “mM% (

(P2 = 78" + Gt (T2) |¥)

P PaH P2+ T+ pP ) + gmarvmar (714) |9
+ (¥ “mMjll (P2~ Pa+ P 1+ P+ 0F5)" + Gmarvmnr (724) |¥)
+ (V| amI\Ijl1 (P~ Fat P14+ P2+ 0P5)" + Gnarvemns (734) |0)
+ (V| (lmzw‘,l—1 (P1—Fs+ P2+ 003+ 070" 4 gmarvmar (T15) |0)
+ (V] (lmMjli (2= Ts+HLP 1+ D3+ pP0) + marvmnr (Ta5) | )

—

1 R )
+ (| Umn (Pa—Ps+EP1+EP2+070)" + dmarvmnr (735) | W)

1 .
+ (Y| anmy (Pa—75) + armonar (Fas) |¥)
avec

526+ 1 —p) (2047 —3p) M —2(€ — 1)im

(NS (1€ + 5 — 3p)mM ’
3 2M + 3m

UM = & (4@ 45— 3,))2 mh

apny = 2—3 (L4+p)’ M+1QR+O(20+1—3p)m

(46 45— 3p)* M

(7.32)

(7.33)
(7.34)

(7.35)

I est forcément positive si tous les termes du second membre de (7.32) le sont . Mais en
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vertu du principe variationnel

1 - .
(V] ammz (Fz - ﬁj)‘2 + JmmVmn (—’+U) |¥)

1 (Pi=T7; 2 g g
o T J Jman — , (2 . Jmmn
= Mapm (Y| — ( 5 ) + Crnn (T 45) | W) > Magman 179 (m, ——) ,

m Myn mamm

e

powr (i # j)=1,2,3 |

1 e _
(v Tt (Pi—=TPj+EP g+ Pk + 0P n) +dmarvmar (75) |0)

_ 2mM apt (V] mAM (Pi—=TP P e+ +pPn\’
m—+ M M 2mM 2
m+ M — 2mM . 2mM m+ M
L antVmnt (i) | — gy 1
2imMam guni vt (1733) W) 2 m -+ M i m+ M’ 2I'I'L1\'[(lrm/\lgmM ’

pour (¢,q,k)=(1,2,3) , (j,n)=(4,5) & une permutation prés , ct

1 .
(¥ amMy (Fa—7s) +9narvnn (Fas) |0

- A 1 (Pi=-P5\" | gum — . 2y M
= Mannr (Y| AU +m‘le (77 a5) W) > Mapa 0 M, Manns

ot E@ (1, X)), E@Y (11, \) et B (1, M) désignent respectivement les énergics des états fonda-

mentaux des Hamiltoniens a deux corps (7.27) , (7.28) ct
(2 1,y — ‘
HE = ;z Pl v (7). (7.36)
I1 s’ensuit qu'une condition suflisante pour que le sccond membre de (7.32) soit positif est

N “('2) Yman ,‘(2)/ 2mmM M . "(2)// A4 _UAM A cO e .3 .
que E m, et ), E et M Skl g ImM et Iy M, Ko soient simultanément

positives , ce qui , en utilisant les normalisations adoptées , se traduit par

1
—=0nun S 1 )
QA
m+ M < 1
2mM a,,p Jmd =
el
1 21
A <
Mana gmMm =
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Posons
. 2 4 (=1 (2M -3m)
= - 2_Z : , 7.37
g nm rna‘n’z‘m 3 (; (11() + 5 _ :;p)z j‘] ( )
- 2mM 4 2M 4+ 3m
= [ = : 7.38
GinM m+ M QM (ll€+5 _31))1 (!R + A[) ( )
et ‘
~ 3(1+p)° (M + 3m)
grM = Mappg =1 — T s 7.39
gn MM (4045 3p) - (7.39)
ou on a utilisé les expressions explicites de @y , @y et de apgpy ((7.33)-(7.35)) .
(7.38) donne
. 4 2M +3m
M+5-3p) = 7.40
( ) Ima (4 M) ( )
ou encore
= 2 2M + 3m
V JinM = €1 , (7.41)

(4L+5-3p)\ (m+ M)
ou gy==1 . En reportant (7.40) dans (7.37) et (7.39) on tire les valeurs de £ et p en fonction de

Imm :(;mM' et gMM

A M (2 = 3Gman)
+ €9 \/ (‘fI'L + ]\[) T ’ (7 )

' 4(L—gmn) m
R R e Ll , 7.43
P +es \/3 gmar (m-+ M) ( )

avec gy,e3 = *1 . En remplacant ¢ et p dans (7.41) par leurs expressions (7.42) et (7.43) , on

obtient

S [2M+3m ey [M (2= 3Gmn) ey [dm (]~ gnn)
JmM =g (m+M) 3 (m+ M) 4V3 (m+M)

m

ou en posant T = 37

24 3x

€+ 1

Vi =2
ImM = 6

£2 \/-(_‘_,) - gg‘m,rn) + —E_J _‘1‘1—1—‘"‘_:(:]/:;5
3 x4+ 1 1V3 x4 ’

avee €1, €9, 63 = 1

Le jeu de parametres (e, €9, 53):(—— 1,-+1, —1) est exclu car \/gpar est alors nécessairement,
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négative . D’autre par , on peul montrer que \/;ij correspondant au jeu de paramétres
(e1,c9,€3)=(1, =1, 1) est toujours supérieure a toutes les \/ﬁm a1 correspondant aux autres jeux

de parametres (g1, €9,€3) . Il en résulte que c’est la courbe représentative de

2+ 3z + l\/(z - 3.?jmm) 4 l é‘l‘ (1 - E.WAI)
x+1 3 x+ 1 4 V 3 x4+ 1

/. \

i qui définit une limite inférieure pour Pobtention de systémes liés & 5 corps sans qu’aucun de

= 1

ImM = F)'

leurs sous-systémes ne le soit , c’est-a-dire pour I'obtention de systémes borroméens a cing

COorps.



Chapitre 8

Conclusion

Dans cette thése , nous avons réalisé un cerlain nombre de travaux |, tous situés dans le
domaine des systémes a petit nombre de corps .
Nous avons commencé , au chapitre 2, par dériver certains lois et théorémes utilisés par la

suile . Nous avons en particulier dérivé les lois d’échelle pour des potentiels en loi de puissance
— .
V() = sign(v) »¥

ou logarithmiques
,
V(NT)=Alog —) ,
' 70

le théoréme du viriel et la régle de Schwinger . Tout ceci dans le cas A’une seule particule dans
un champ de force central ou d’un systéme de deux particules interagissant par un potentiel
invariant par translation et par rotation . Nous avons ensuite généralisé ces résultats pour un
nombre quelconque de particules .

Au chapitre 3 , nous avons propos¢ une nouvelle classe de fonctions d’onde d’essal pour
des systémes a deux corps interagissant par des forces dérivées de potentiels invariants par
translation et par rotation . Les fonctions d’onde d’essai proposées ont comme point de départ
les résultats exacts connus dans les deux cas des potentiels Coulombien et harmonique . Nous
avons ensuite appliqué la méthode 4 des mésons lourds vus comme des systémes quark-antiquark
dans le cadre des modeles de potentiel avec un potentiel phénoménologique en loi de puissance.

Les énergies approximatives ainsi obtenues sont trés voisines des résultats nuinériques exacts et



montrent par conséquent Peflicacité de la méthode .

Dans le chapitre 4 | nous avons dérivé en détail les expressions analytiques exactes des
éléments de matrice de diverses observables entre deux Gaussiennes corrélées . Nous avons
considéré les observables énergie cinétique | énergie potenticlle et corrélation & courte portée
ainsi que les opérateurs intervenant dans U'expression de la régle de Schwinger généralisée . Ces
expressions analytiques permettent de réduire les calceuls numériques dans le cas du dévelop-
pement systématicue sur des Gaussiennes généralisées a la seule détermination des parameétres
variationnels de poids et de portée . Ceci est trés intéressant , car on a toujours avantage a
réduire le calcul numérique au maximum . Nous avons ensuite appliqué les résultats du chapitre
4 dans le cas le plus simple non trivial possible , & savoir un systéme & trois corps approximé
par une seule Gaussienne .

Dans le chapitre 5 | nous avons commencé d’abord par présenter une méthode d’obtention
de bornes inférieures pour les énergies des états fondamentaux de systémes a N corps , régis
par une cinématique non-relativiste et interagissant par des forces & deux corps dérivées de
potentiels invariants par translation . A chaque borne inféricure est associée une décomposi-
tion du terme d’énergie cinétique , auquelle correspond une décomposition de I'Ilamiltonien
du systéme qui prend la forme de la somme d’un terme dont la valeur moyenne dans un état
invariant par translation est nulle et de N (N —1)/2 (le nombre de paires du systéme & N
corps) Hamiltoniens a deux corps . I'n tenant compte de Pinvariance par translation et en ap-
pliquant le principe variationnel , nous obtenons une borne inféricure pour I'énergic de 1'état
fondamental d’un systéme & N corps . Nous avons considéré deux décompositions du terme
d’énergie cinétique et obtenu par conséquent deux bornes inférieures . Une caractéristique re-
marquable de ces décompositions est qu’elles dépendent de parametres |, ce qui meéne a des
bornes inféricures qui dépendent elles aussi de ces mémes parametres . Done en fait , pour
chaque décomposition on obtient toute une séric de bornes inféricures , une borne inférieure
pour chaque jeu de parametres . La meilleure des bornes inféricures dans chaque série est celle
qui correspond aux valeurs des parametres maximisant la borne inférieure . Iimplicitement, ¢’est
de cette borne dont on parle , d’ott la terminologie de borne inférieure optimale . On a dérivé
deux bornes inférieures optimales , I'une baplisée ancienne borne inférieure optimale et Pautre

nouvelle borne inférienre optimale | appellation justifiée par leur ordre d’apparition chronolo-



gique . Il s’aveére que la nouvelle borne inférieure est toujours meilleure ou au moins aussi bonne
¢ue 'ancienne borne inféricure . Une explication plausible de la supériorité de la nouvelle borne
inféricure optimale vis-a-vis de Vancienne borne inférieurce optimale réside dans le nombre de
parametres impliqués, N (N — 1) (N — 2) /2 et N(N — 1) /2 parametres pour la nouvelle borne
et ancienne borne respectivement . Nous avons dans ce chapitre dérivé quelques caractéris-
tiques générales de ces deux bornes . Iin particulier |, les valeurs des paramétres correspondant
aux bornes inférieures optimales obéissent & certaines relations indépendantes de la forme du
potentiel d’interaction . Dans le cas de 'ancienne borne inférieure optimale on a une seule re-
lation entre les parameétres tandis que dans le cas de la nouvelle borne inféricure optimale on
a (au plus) N (N — 1) (N —3) /24 1 relations . Ces relations ne sont pas & proprement parler
des contraintes. PPour preuve , on peut ignorer les relations entre les parameétres au maxinumni,
maximiser sur lous les parametres et vérifier & la {in que ces relations sont bien satisfaites,
numériquement , au maximum . Cependant , vu la complexité rapidement croissante des pro-
blémes d’optimisation non linéaire , on a avantage & tenir compte de ces relations deés le départ,
ce qui simplifie considérablement le probléme d’optimisation . 11 vaut la peine de signaler la
particularité du cas a trois corps N = 3 | auquel cas les nombres de parameétres intervenant
dans les deux décompositions ancienne et nouvelle est le méme . Il en est également de méme
des nombres de relations an maximum . 11 n’est done pas surprenant que dans ce cas particulier
N =3, les deux bornes inférieures optimales s’avérent aussi bonne I'ine que autre . En fait,
on peut montrer que les deux décompositions du terme d’énergic cinélique sont équivalentes
dans ce cas . Nous avons conclu que la nouvelle borne inféricure optimale est saturée dans le
cas de forces harmoniques indépendamment de la configuration de masses considérée et des
constantes de couplage . Ceci n’est pas le cas de Vancienne borne inféricure optimale ot , &
part le cas N = 3, la saturation n’est obtenue que pour des confligurations de masses du type
((N —1) xm,1 x M) . On a montré que les deux bornes inférieures ancienne et nouvelle sont
alors équivalentes pour ce type de configurations . On a considéré en détail le cas des conligu-
rations de masses (n X m,n’ X M) et on a traité les systémes de N particules de masses toutes
égales & mn plongées dans un puits de potentiel comme des configurations (N x m, 1 x M) dans
la limite M tendant vers Pinfini .

Dans le chapitre 6 , les deux bornes inféricures optimales sont considérées en détail dans



le cas des systémes & cing corps . On s’est attaché en particulier & obtenir les relations entre
les valeurs des parameétres correspondant aux bornes inférieures optimales . On s’est également
attaché a la dérivation des expressions des coeflicients a;; , jonant le réle de masses inverses pour
les systémes fictifs & deux corps | et a la détermination de leur domaine de positivité (domaine
des parametres tel que tous les a5 soient positifs) dans les denx configurations (4 x mn, 1 x M)
et (3xm,2xM).

Enfin , au chapitre 7 , Comme application physique des deux décompositions du terme
d’énergi¢ cinétique et des bornes inférieures optimales correspondantes ancienne et nouvelle ,
nous avons obtenu des bornes inférieurcs pour les énergies des ¢tats fondamentaux des mo-
lécules positroniums (e7et)™ et avons dérivé des conditions suflisantes pour Pinexistence de
systémes borroméens a cing corps et ce pour les configurations de masses (4 X m, 1 x M) et

(Bxm,2x M) .
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Annexe A

Les transformations orthogonales

Nous allons donner dans cet appendice un critére pour reconnaitre une transformation
orthogonale et faire usage de ce critére pour donner quelques éclaircissements sur le calcul du
terme centrifuge de la section 2.2. du chapitre 4 .

Comﬁwng:orm d’abord par caractériser une transformation orthogonale . Considérons deux
N-uplets de vecteurs (0'y, ..., ¥ n) et (W7, ..., W) liés par une transformation linéaire définie

par une matrice carrée N x N A, ’est-a-dire

N
H))j = hzl Aﬂ,?k . (Al)

Nous pouvons donner un critere pour décider s’il s’agit d'une transformation orthogonale

. . —» Y _— T
ou non . Faisons comme si les N vecteurs o'y, ..., v y sont orthonormalisés , ¢’est-a-dire

ViV :61']‘ i,jzl,...,N (A?.)

et montrons alors que la transformation définie par la matrice carrée N x N A est alors
NIET N T . . — —3 .

orthogonale , ¢’est-a-dirc AAT=ATA=I | si et sculement si les N vecteurs W, ..., Wy , liés

— pu— . - o
aux vecteurs v 1,..., v y par (A.1) sont orthonormalisés . En eflet

N N N
— - — — —_ >
Wwi.w; = ZAUD v k-EAjl’ Uy = Z Aik/lj[ Vg Uyg

k== =1 k=1

N
= > Aidjebre
k=
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N

= Z Aik/ljk
k=

N Al s
= 3 Awdy; = (AAT),
k=1 ’

Doncles w; sont orthonormalisés si ct seulement si la transformation délinie par la matrice A est
orthogonale . Nous pouvons , ce ue nous allons faire plus bas , construire des transformations

orthogonales en utilisant ce critére .

~ : : w7 77 T T T
Construisons une transformation orthogonale entre </ 1y 49, A;;) et (A AT 53) telle
que
74l I7E .
Zy = 1y (A.3)
— —3 —3
7y = b (f b '1'2) (A4)
— —3 == —
7! = (:('l’1+y'l'2+z'1 3> , (A.5)

. - w . . . 4 7 4 ;
oun T'y , T'9 et T3 sont'donnés en fonction de 2, Z9 et Z 3 par les relations (4.40) .
Appliquons le critére d’orthogonalité dérivé plus haut . Remarquons tout d’abord que le choix
7 . . T . ; . -
Z41=1T) est permis car on peut facilement vérifier , en utilisant I'expression de T'; , que
o . . - 7 -7 N . N .
I"{=1si on suppose Z 1, Z o et Z 3 orthonormalisés . Attachons maintenant & déterminer les

parametres b, ¢, x , y ¢t z de telle manicre qu’il s’agisse d'une transformation orthogonale .

—3 — —3
“ommengons par fixer  , y et z en utilisant 'othogonalité de 7, Z4 et Z% . Nous avons

-3

707 = b(1+m.’1'..7"2):0 , (A.6)

N
x|

by = C<1 + ‘!/?Fl 7?2+27?].7[—?;;> =0, (A7)

N
N
X

2 o G it i it
= bc(l-{-xyﬂz +(@+y) T To+z2T . Ts+xzTy1 3) =0, (A8

. . =2
ou on a utilisé le fait que T {=1 .

. . s — .
Comme b# 0 et ¢# 0, sinon Z4 et ZY seraient nuls |

1y T T o+ 21T Ty=0 | (A.9)
— — —

LbayTd + (et y) T Ty 4 2T

il o :
].] 3+:15212.1 3:U y
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soit un systéme de trois équations & trois inconnues

, y et

P

<

Ion utilisant les expressions

i g il . : 7 - ‘ o
explicites (4.40) de 1"y, T'9 et 1'3 en fonction de 7y, Z 4 el Z 3 supposés orthonormalisés,

on obtient

et

1/2 41/2
T, 7]—,’2 — 1 S A]l
Ap
1/2 41/2
T 7‘?,‘ _ Ak /}L
' Agi
1/2 41/2
/112 //1‘ = /1” /1‘\1}0
Ay
' r 12 —

Les équations (A.9) se réduisent alors &

L+ zy + (x +y)

1/2 (172
1 -+ :1:—————/]“/ Al{ =
Ap
AVZ V2 QU202
Pl A A A
T AL Ag1
1/241/2 A2 AV 172 ,1/2
L kk A1 +.1,,,A A _
Ay Ag Ay,

Les deux équations (A.14) et (A.15) donnent respectivement

[n reportant (A.17) et (A.18)

.

Ap1 A

e = —Aua
T Arap
o Ai

SRVERE

A”/h] - A[zl

3

<_

dans (A.16) , on peut tirer Pexpression de z

] —2z

A

/11/241/2

)

11

A

—~2
Al]

—1
_All

-1
All

k4

0

0 .

A1/2 11/2/1“

(

ApnAg — A An

>:

~1/2
Ay

~1

(:

1 —_
i Am

1 =1 54—
- ALA]

)

(A.13)

(A.14)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)



i

I’n substituant & z son expression (A.19) dans (A.18) , on obtient Vexpression de y

y=— \/71—1; Ap Ay — AllAlk — _Aﬁ]/z ATIIAI_};I - Al_l_lAl—k] (A.QO)
VAL Audy — A Ay AT AT AR - AL AL

Les deux [acteurs de proportionnalité b et ¢ dans (A.4) et (A.5) scront obtenus en imposant

saat) 7 L
la normalisation de Z% et de Z% . Nous avons

. o (=3 — \?2 9,
2 = ¥ (Ti+aTs) =1? (@2 =1)=1. (A21)
‘ b - -—> 2 ‘ « 1
22 = &2 (Tl—i—y'l’z—}-z']’g) = ¢? (—1 -yz+22+25‘> =1, (A.22)
. Ty 2T - , . L v
ol on a tenu compte du fait que T'7=71"5="1T"35=1 el utilis¢ les ¢quations (A.9) pour déduire

— = — —_ — .
T4.7T, ?1 Taet Ty T3enfonctiondex, yet z. De (A2]) et (A22) on tirebet ¢

b = ,

22— 1

1
u2 4 22 42U
\/:l—yz—kz + 24
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Annexe B

La méthode de Multhopp

La méthode de Multhopp est une méthode de résolution numdérique des équations différen-

tielles aux valeurs propres telle que ’équation de Schrodinger radiale réduite

1 d? , ,
‘)—Hiﬁu )+ =V MU @) =0 r>0 (B.1)

ou pu, U(r) et If désignent respectivement la masse réduite du systéme |, la fonction d’onde
radiale réduite et I'énergie correspondante . V¢ () est le potentiel effectif qui est la somme du
potentiel d’interaction V (r) et du terme centrifuge € (€ -+ 1) /202 .

Généralement la résolution numérique se base sur une division d'un domaine fini . Cepen-
dant, le domaine de définition de la fonction d'onde radiale réduite U (r) solution de I'équation
(B.1) n’est pas borné (r € [0,00[) , d’ont la nécessité de construire une bijection de [0, oo[ sur
un domaine borné .Un exemple d’'une telle bijection est

@

b gy e 2
7 ,01—-:1,‘ (B )

ou encore en inversant
r

770
ou x € [0, 1] est la nouvelle variable sans dimension et 7 est un parameétre de méme dimension

que r et qui doit étre choisi de l'ordre de grandeur du rayon de la fonction d’onde (par exemple
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le rayon de Bohr dans le cas du potentiel Coulombien) . Nous avons

4 (z— 1)? d

dr ro dr
et par conséquent

& (x— ' a2 (x—1)° d

=T 2 2
dr ry  dr g da
Dans le but d’éliminer le terme en a‘—i , on va adopter le changement de fonction suivant

v \/—
()= 725 ()

[équation (B.1) s’écrit dans la nouvelle variable x et la nouvelle fonction v (x) comme

1(1- ;1) d? .
— ‘ Vepr (r(@))v(x) = v (x . 3.4
2/11 "'é (lrzv( ) Bff(' (1))“(‘1) U(’) ( )
On remarque que v (0) = limg_,; v () = 0 . I S’ensuit qu'un développement en série de Fourier

est possible

N
v(x) =Y. a;sin(ime)

=1
ol les a; sont les coeflicients du développement . Pour N fini | on peut diviser le domaine de
définition de v (x) [0,1[ en N + 1 intervalles de méme largenr =+~ i7- Toutes les informations
sur la fonction d’onde sont contenues dans les parametres de poids a; et les valeurs v; de v (@) aux
points x;=(1 + 1) h

N
vj =3 aisin (imw;) . (B.5)

i1

En utilisant le fait que

P sm( ”f\’f—l)) sin (A:”(i + ”) ~ Nj s, (B.6)

[+ 1 N 41

<

on peut inverser (13.5) pour obtenir les poids a; en fonction des vj et des ;)

N
a; = 2h " wjsin (imr))

i
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Toujours en faisant usage de la relation (13.6) , I'équation (B.1) se simplifie en

1 (z;—1)* ) ' N
: k2x? sin (kma;) sin (kma;) v; — 9 —Vesp (r (2 v;=0
/L(N+l)73k¥1;:1 (kma) sin (kmeej) 0; = 3 U= Vegy (r (@) 05

équation qui peut étre réécrite comme une équation aux valeurs propres

; N
Z Aij'l)j = I’J‘L’i 3 (B?)
it
avec
o (L —uy .
Ay = 1P h—Y ( ) (Z k2 sin (km;) sin (lwrrj)) + 6,V (r (x:)) . (B.8)
g k=1

Notons que la matrice A n’est pas symétrique . Néanmoins , nous pouvons ramener le probléme
aux valeurs propres (B.7) a celui du probléme aux valeurs propres d’une matrice symétrique .

Pour ce faire , définissons un nouveau vecteur w d’éléments

'“’j —_—

— v,
(x;—1)

[in remplacant v par son expression en terme de w , 'équation aux valeurs propres (B.7) se

réduit a

N
' }: “ij"”j = Iy’wi N (159)

1.1

o1 la matrice I3 est maintenant une matrice symétrique dont les éléments f3;; sont donnés par

w2} N
Bi; = ;(1 —a)? (1 - z)* (Z k% sin (k) sin (k'fr;r:ﬂ) + 6V (r (23)) . (13.10)
I k=1

La diagonalisation de la matrice B donne des valeurs approximatives pour les énergies des
N premiers niveaux et des vecteurs d’états correspondants . Il est bon de remarquer que les
niveaux les plus bas sont les mieux approximés .

La valeur moyenne d’une observable K (r) dans I'état U (r) correspondant au n®¢™ niveau

excité s’écrit comme une somme discréte . Iin utilisant par exemple la méthode d’intégration
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numérique de Simpson , on obtient en notant |n) le vecteur w) correspondant au n™¢ niveau

(n) 2 : N iD)/2 (n) 2 -
Azu‘zj_‘z} K (r(egj—9)) +2 > ["‘“zj-:;} K (r(zgj-3))

j=1 o
(B.11)

1 hr (N4 1)/2
(n|K (r)|n) = ([(n)) 1.70 4 [

[

avec N est obligaloirement impair et

e (N+41)/2 2 (NED/Z Ly
1™ = (n|n) = L;0 1 Z; [“"S)_:z] +2 Zz ["lvg;)_z]
: 7 =

est la norme du vecteur w(™

Les corrélations & courte portée sont aussi des observables faisant intervenir la fonction

d’onde en un seul point z=0 . Sachant que

Un (1) 2

T

s 1
[¥n (0)]" = 1 lim

on obtient en termes de w(™ ()

1 11 — ) 2
|V, (0)|2 = s———-—7 lim gl—g~ "m(”) ()

- 3.12
(ninydmwry =0 x? ( )

La valeur de z la plus proche de zéro est xg=h . Fn remplacant x par 2o dans Uéquation (B.12),

. . R 92
on obtient une approximation pour |¥,, (0)]

L1 N l (n)‘"2
‘H’() .

[ O = (109) 7 o A
dxry (N +1)

(B.13)
. . . 5 g 9 .

I est clair que Papproximation (13.13) pour |, (0)]” est dautant meilleure que A est d’antant
. . . 2 . o

plus petit , la limite & — 0 donnant la valeur exacte pour |¥,, (0)]” . Autrement dit , en utilisant

la relation liant le pas h au nombre de points de discrétisation N | h:N—lH , Papproximation pour

|, (0)|2 est d’autant meilleure que N est d’autant plus grand , ce qui rend la diagonalisation

de la matrice carrée (N x N) B ’autant plus ardue . On peut contourner cette difficulté en

faisant appel & la régle de Schwinger (2.32) , ceci donne en utilisant la méthode d’intégration



numérique de Simpson

12 112 -1 ’I,'I"() (N+1)/2 " 2| d
e @F = g2 (1) 0 2 [ TV ©)
2 . J (2 -2)
(N-+1)/2 21
2 [‘”‘g?)—:s] o Verr (v) b (B.14)
=2 r(ryj.-3)

Si nous étudions le comportement des valeurs approximatives de |, (())I2 obtenues par un
calcul direct et via la régle de Schwinger , en fonction du nombre de points de discrétisation
N, nous remarquons une convergence plus rapide pour la regle de Schwinger que pour le calcul
direct . Le tableau 13 illustre ceci dans un cas résolvable exactement , & savoir le cas d’un
-1 1

vaul z— =~ 0.03

]2
87

potentiel Coulombien V (r)=—r~" au quel cas la valeur exacte de |¥ (0)

979 pour le niveau fondamental . On a reporté dans le tableau 13 les valeurs approximatives de
I

| ¥ (0)|2 obtenues par un calcul direct et par entremise de la régle de Schwinger pour différentes

valeurs de N (on a pris ro=1) .

N 30 100 400 00
2 AR 3G3¢ . )

W (0)‘Lmect 0.03830 | 0.03932 | 0.03960 0.03979

| Vo (()) ‘ é,ﬂ hwin 0.03935 0.03965 0.03971

Tableau [13] .
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Some results about few-body
systems

Abstract

This thesis gathers two sets of works .

The first set of works is the sum of two contributions . We have proposed a new
class of trial wave functions for two-body systems interacting via translationaly and
rotationaly invariant potentials and applied the method to the case of mesons . On the
other hand , we have derived analytical expressions of matrix elements of various
observables between two correlated Gaussians . These expressions may be used to reduce
the numerical part in the systematic Gaussian expansion .

The second set of works deals with the derivation of optimized lower bounds for
the ground state energies of non-relativistic N-body systems interacting via translationaly
invariant two-body forces . At the origin of each optimized lower bound , there is a
parameter-dependent decomposition of the kinetic energy term . We have considered two
such decompositions leading to two optimized lower bounds , baptized old and new
bounds . The general features are derived for arbitrary N and the five-body case 1s treated
in detail . The two optimized lower bounds and the kinetic energy decompositions behind
them are then used in two physical applications : To derive lower bounds for the ground
state energies of positronium molecules and to establish sufficient conditions of
inexistence of five-body borromean systems.

Key words :

Trial wave function , variational method , mesons , optimized lower bounds ,
ground stats , few-body systems , the five-body problem . positronium molecules ,
borromean systems .



Résumé

Cette these regroupe deux ensembles de travaux.

Le premier ensemble de travaux est la somme de deux contributions. Nous avons
proposé d'une part une nouvelle classe de fonctions d'onde d'essai pour des systémes a deux
particules interagissant par des potentiels invariants par translation et par rotation et appliqué
la méthode aux cas des mésons. Et d'autre part, nous avons dérivé les expressions analytiques
des éléments de matrice de diverses observables entre deux Gaussiennes corrélées . Ces
expressions pourront étre utilisées pour réduire la part des calculs numériques dans le cas de
développement systématique sur des Gaussiennes .

Le deuxiéme ensemble de travaux a trait a la dérivation de bornes inférieures
optimales pour les énergies des états fondamentaux de systémes a N corps non-relativistes
interagissant par des forces a deux corps invariantes par translation. A la base de chaque
classe de borne inférieure optimale, se trouve une décomposition paramétrisée du terme
d'énergie cinétique. De ces décompositions, nous en avons considéré deux, menant a deux
bornes inférieures optimales baptisées ancienne et nouvelle bornes. Les caractéristiques
générales pour N quelconque sont dérivées et le cas a cinq corps est traité en détail. Les deux
bornes inférieures optimales et les deux décompositions qui en sont a l'origine sont ensuite
utilisées dans deux applications physiques : Pour dériver des bornes inférieures pour les
énergies des états fondamentaux des molécules positroniums et pour dériver des conditions
suffisantes d'inexistence de systémes borroméens a cinq corps .

Mots clefs : ,

Fonction d’onde d’essai , méthode variationnelle , mésons , bornes inférieures
optimales , état fondamental , systémes a petit nombre de corps , probleme a cinq corps ,
molécules positroniums , systémes borroméens .





