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Chapitre 1

Introduction

Lies systèmes à petit nombre de corps constituent un chapitre important de la physique . Une

caractéristique remarquable de ces systèmes est leur pluridisciplinarité . En effet , les systèmes à

petit nombre de corps apparaissent dans divers domaines de la physique : En physique nucléaire,

en physique atomique et moléculaire , en physique du solide , en physique des particules . Du

coup , les techniques applicables dans un domaine peuvent être transposées dans un autre avec

des échanges interdisciplinaires extrêmement fructueux . Le cadre de l’étude de systèmes à petit

nombre de corps est principalement la mécanique quantique non-relativiste et les recherches se

font principalement selon deux axes

— Résolution numérique de l’équation de Schrôdinger .
- Obtention de résultats exacts .

Dans le premier axe , on s’attache à développer et à mettre en œuvre des techniques de

résolution approximative de l’équation de Schrôdinger à N corps . Parmi ces méthodes , ci¬

tons le développement sur des harmoniques hypersphériques , les équations do Faddeev [l] , le

développement systématique sur des Gaussiennes corrélées [2] , ... .

Concernant le deuxième axe , on cherche à dériver des résultats rigoureux . Comme exemples,

citons les théorèmes de Feynman-Uellmann , les règles d’échelle , les théorèmes de l’hyperviriel

dont le théorème du viriel et la règle de Schwinger généralisée sont des exemples , les limites

' inférieures pour les énergies des états fondamentaux , .
Le travail exposé dans cette thèse est une somme de contributions aux deux axes de recherche

ci-dessus mentionnés . Plus précisément les chapitres 3 et 4 sont une contribution au premier
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axe et les chapitres 5 , 6 et 7 constituent une contribution au deuxième axe . La thèse est

organisée comme suit :

Le chapitre 1 est une courte introduction au sujet . Au chapitre 2 , on a rappelé des résultats

exacts connus dont en fera un usage intensif par la suite , tels les règles d’échelle , le théorème

du viriel et la règle de Schwinger .

Dans le chapitre 3 , on propose une nouvelle classe de fonctions d’onde d’essai pour des

systèmes à deux corps interagissant par des forces invariantes par translation et par rotation.

La nouvelle classe de fonctions d’onde d’essai a comme point de départ les résultats exacts

pour les potentiels Coulombien et harmonique . La méthode est ensuite appliquée aux mésons

lourds considérés comme des systèmes quark-antiquark interagissant par des potentiels en loi

de puissance .
Le chapitre 4 a trait au développement systématique sur une base de Gaussiennes corré¬

lées. Plus précisément , nous nous proposons de dériver les expressions analytiques exactes

des éléments de matrice de diverses observables entre deux Gaussiennes corrélées . Nous avons

en particulier considéré les observables énergie cinétique , énergie potentielle et corrélations à

courte portée calculées directement et via la règle de Schwinger généralisée . Ce travail a son

importance parce qu’il est toujours bon de limiter les calculs numériques au strict minimum qui,

grâce aux résultats de ce chapitre 4 , consisteront uniquement à minimiser sur les paramètres

de poids et de portée des Gaussiennes corrélées . Nous appliquerons les résultats de ce chapitre

dans le cas le plus simple non trivial à savoir le cas d’un système à trois corps en adoptant

pour fonction d’onde d’essai une Gaussienne . 11 est bon de noter que la méthode du développe¬

ment systématique sur des Gaussiennes corrélées est par essence une méthode variationnelle et

fournit par conséquent des bornes supérieures exactes pour les énergies des états fondamentaux

de systèmes à N corps.

L’objectif des chapitres 5 , 6 et 7 est en quelque sorte complémentaire de celui des chapitres

3 et 4 , car on s’intéresse alors à la dérivation de bornes inférieures exactes pour les énergies

des états fondamentaux de systèmes à N corps .

Au chapitre 5 nous présentons une méthode qui permet d’obtenir des bornes inférieures pour

les énergies des états fondamentaux de systèmes non-relativistes avec un nombre quelconque

de particules N interagissant par des forces à deux corps invariantes par translation . A chaque
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borne inférieure est associée une décomposition du terme d’énergie cinétique qui permet de

mettre l’IIamiltonien du système sous la forme d’une somme de TV (TV — 1) /2 Hamiltoniens à

deux corps et d’un terme dont la valeur moyenne est nulle dans tout état invariant par trans¬

lation . L’application du principe variationnel permet alors de dériver l’expression d’une borne

inférieure pour l’énergie de l’état fondamental du système à N corps en termes d’énergies d’états

fondamentaux de systèmes fictifs à deux corps . Nous considérons deux décompositions menant

à deux bornes inférieures différentes . Une caractéristique essentielle de ces décompositions est

qu’elles dépendent de paramètres , ce qui se traduit par des bornes inférieures dépendant de ces

mômes paramètres . Bien sûr , dans chaque cas , la meilleure de ces bornes est obtenue en maxi¬

misant sur les paramètres impliqués , d’où la justification de la terminologie employée borne

inférieure optimale . La borne inférieure optimale correspondant à une des décompositions de

l’énergie cinétique sera appelée ancienne borne inférieure optimale et la borne inférieure corres¬

pondant à l’autre décomposition sera appelée nouvelle borne inférieure optimale , l’appellation

étant justifiée par l’ordre chronologique d’obtention des deux bornes .
Au chapitre G , le cas de systèmes à cinq corps est considéré en détail , spécialement pour

certaines configurations de masses .
Le chapitre 7 est dévolu aux applications physiques des deux décompositions du terme

d’énergie cinétique et des bornes inférieures optimales correspondantes . Nous considérons deux

types d’applications . Comme premier type d’applications nous dériverons des bornes inférieures

optimales pour les énergies des états fondamentaux de molécules positronimns (e“e * )n . Le

deuxième groupe d’application a trait à la dérivation de bornes inférieures pour l’existence de

systèmes borroméens à cinq corps .

Finalement , le chapitre 8 est dévolu aux conclusions .
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Chapitre 2

Rappels

Nous allons présenter dans ce chapitre quelques théorèmes et résultats exacts qui seront

utilisés par la suite . Nous allons considérer tour à tour les lois d’échelle , le théorème de

Feynman-IIellinann , les théorèmes de Phyperviriel dont le théorème du viriel et la règle de

Schwinger généralisée sont des cas particuliers .

Les lois d’échelle2.1

Considérons une particule de masse ni dans un potentiel en loi de puissance

V (7*) = À 7
y

où À et v sont des nombres réels de même signe , ou un système de N particules de masses

rrii i=l, 2, N interagissant par des forces à deux corps en loi de puissance , c’est-à-dire ,

ï/(<i) (ÿ»*«) = A i<j = 1,2, ...,7V

où les nombres réels sont tous de même signe , le même signe que le nombre réel u .

Lorsque on multiplie toutes les masses m* i=l,2, ..., N par un même facteur a réel positif ,
et (ou) lorsque on multiplie toutes les constantes de couplage À .Lj i<j = 1,2, N par un même

facteur 7 réel positif , l’énergie et autres observables du système se transforment de manière

très précise . Ces lois de transformation sont dénommées , pour des raisons évidentes des lois
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d’échelle. Ces lois d’échelle ont été d’ailleurs l’une des raisons ayant poussé à l’utilisation des

potentiels en loi de puissance dans l’étude de la spectroscopic hadronique dans le cadre des

modèles de potentiel . Donnons la démonstration de ces lois d’échelle dans le cas d’un système

à deux corps de masse réduite /*. .
L’équation de Schrôdinger radiale réduite décrivant le mouvement relatif d’un système de

deux particules de masses rri\ et m*2 interagissant par un potentiel invariant par translation et

par rotation , c’est-à-dire , par un potentiel V (À, 7*) , où r est la distance relative des deux

particules r = ||”r*2 — et où À est un paramètre , s’écrit (on travaille dans un système

d’unités où h vaut 1)

1 (fi £(£ + i)U(r)+[E-V( À,r)- U (r) = 0 (2.1)2 ft dr2 2f.LT1

mima
mi -\tn2

est la masse réduite du système , £ le nombre quantique orbital et U (?') laoù fi :=

fonction d’onde radiale réduite satisfaisant à la propriété U (?•— 0)ÿ0 et liée à la fonction d’onde

'P (“r*) via la relation
U(r)y (iq = , (2.2)

où les Y™ (0,<p) 7=0,1,...
E est une valeur propre de l’Hamiltonien du système .

m=— £) —£ + — 1, £ sont les harmoniques sphériques et

Multiplions maintenant la masse réduite ft par un facteur a et la constante À par un autre

et /V := 7À . L’équation de Schrôdinger avec les nouveauxfacteur 7 , et posons // :== ajt

paramètres /1' et À' s’écrit

2 fi' dr2 W(r) + (l? -V (A',?•) - 7(7 + 1) (2.3)W (r) = 0 ,2/i'r2

où W (r) est la fonction d’onde radiale réduite .

Remplaçons fx par ///a et À par A7/7 dans (2.1) et faisons le changement de variables

R = Or , où 0 est un paramètre sans dimension qu’on fixera plus tard à notre convenance .

L’équation (2.1) prend alors la forme

1 (fi
U (7I/O) + fa~10~2E- a~'0-2V (>'/7, Ii/0) 7(7+1) U (R/0) = 0 . (2.4)

2/t' dlP
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Si on veut que les deux équations (2.3) et (2.4) soient identiques , il est nécessaire de satisfaire

à la relation

a~]0~2E - a~{0~2V (A'/7, 11/ 0) = E' - V (A', R) (2.5)

laquelle n’admet pas généralement de solutions . Autrement dit , il n’existe de valeurs de 0

qui satisfont à (2.5) que pour certaines formes très particulières du potentiel V (A ,?•) . Plus

explicitement , on montre que (2.5) n’adinet de solutions en 0 que pour des potentiels en loi de
puissance ou logarithmique .

Pour des potentiels en loi de puissance V (A,?') = A r", (2.5) donne

- 1
0 — (0:7)S f (2-6)

et
- U

(2.7)= a**»'?**"' ■

On peut montrer que la fonction d’onde se transforme en

'ÎV.A' Cÿ) = (ÿ7) 2(2+1/) ((«7)21" (2.8)

Pour obtenir (2.8) , on utilise le fait que \V (7') et U ('r/0) sont proportionnelles ainsi que la

condition de normalisation pour î* / A/ (T*) et (T*) .

Dans le cas du potentiel logarithmique

V(A,r) = Alog ro

où 7'o est un paramètre qui a la dimension d’une longueur . L’équation (2.5) se réduit dans ce

cas à
“1/20 — (7a)

et
A'

7FJ — — ln (70) = F1 .
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D’où les lois d’échelle pour le potentiel logarithmique [l]

,A' = 7 ( - TT ln (7«)) (2.9)

et

'V.A' (ÿ) = (7«) 4 ((7«)1/2 (2.10)

La relation (2.10) peut être obtenue à partir de (2.8) en prenant la limite v

n’est pas guère surprenant , car le potentiel logarithmique peut être considéré , à une constante

près, comme la limite d’un potentiel en loi de puissance avec un exposant v tendant vers zéro

par valeurs positives et une constante de couplage A tendant vers l’infini tel que \v soit une

constante .

0 . Ceci

2.2 Théorème de Feynman-Hellmann [3]

Considérons un système décrit par un Hamiltonien H dépendant d’un paramètre quelconque

a , qui peut être par exemple une constante de couplage ou une masse réduite . L’équation aux

valeurs propres s’écrit

H(a)\9(a)) = E(a)\9(a)) ,

où (a)) est un état propre normalisé , (a) \yV (a-))=l , de II et E (a) est l’énergie propre

correspondante . Nous avons

£e(o) = 21 «*(<*)! Il (<«) !*(«)» (2.11)

(A;,(«)) |»(n)) + 11(a) «4> (a) |* (a)))<*MI

(£//(„)) H’M)W«)l

où nous avons utilisé le fait que l'P (a)) est normalisé et par conséquent (a) |M/ (a)) est

indépendant de a .
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Dans le cas d’un système décrit par l’IIamiltonien

// = 2/i

où le potentiel V (r) est indépendant de la masse ft , on obtient en utilisant l’équation (2.11)
avec a=fi

(££)'*> l'i') •2ft/-*

Comme est un opérateur défini positif , on en déduit que

(2.12)Dft

Ce résultat stipule que les niveaux d’énergie du système sont de plus en plus profonds au

fur et à mesure que la masse fi augmente .

Théorèmes de Phyperviriel2.3

dans un état propre \<pn) de II

d’énergie En . La valeur moyenne du commutateur ([//, A])ÿ est nulle pour n’importe quel

opérateur A

Considérons un système décrit par un Hamiltonien II

<[",*\)Vn = 0 (2.13)

Chaque choix de A mène à ce qu’on appelle un théorème de l’hyperviriel .
Considérons quelques théorème de l’hyperviriel dans le cas d’un système formé d’une seule

particule de masse m soumise à un potentiel central V (7-) , décrit par l’IIamiltonien II

(2.14)II =

II peut aussi bien décrire le mouvement relatif d’un système de deux particules interagissant

via un potentiel invariant par translation et par rotation , auquel cas m désigne la masse réduite

du système et p et r désignent l’impulsion et la position relative des deux particules .

Considérons divers choix pour l’opérateur /1
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0
A= A (r)

( A est une fonction uniquement de la coordonnée radiale ) . (2.13) se simplifie en

(2.15)= 0

où est une fonction propre de H .

En utilisant le résultat

h
Vjf (r) = TVJ/ (R) = 4ÿ/' (r) ,

où pj et Tj désignent respectivement la jeme composante de rirnpulsion et de la position de la

particule , (2.15) peut être mise sous la forme

£ \pi—A'(r) + —A'(r)pi
L r r = 0

Pour

A (r) = r° (a -1) (2.16)

l’expression précédente se simplifie en

(a +_1) / a-2\
2 ' h (2.17)

ii)
3

E riVi >/1 = (2.18)
1

(6 —1) . (2.13) s’écrit alorsavec comme

3 -,

£ Y2,rbrij)i + / £ f17 (r) . ’’«Pi
1 (2-19)= 02m t — i 1

Calculons tour à tour les deux commutateurs intervenant dans le membre de gauche de

11
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(2.19) . Nous avons pour le premier commutateur

3 (t.- 1) * \b + 1r6 rjPj — ih2lrrb 2 "p*2 + i/i*—>2
biÿi

où f = r x p est le moment cinétique orbital du système . Pour obtenir la relation précédente,

nous avons fait usage de l’identité

3 3
p*2 + 2ih E 7VPJ - E rï>'jP>P] ■

i>j-1
i.1 2 — (T* x "p*)2 = ■�>2 (2.20)7

J-” I

1x3 calcul du deuxième commutateur donne

V (r) , rb riPi = ibrb v 1 —V (r)
1=1 d'¬

il s’ensuit que [4]

b(b2~1)\ Jt (rb-2\J 2771\ / cp
2 (6 + 1) y'b (E — V)ÿ + (rb-Wy!2bt(i + 1) - (2.21)= 0

2 v5

où nous avons aussi utilisé le résultat (2.17) .
»2Dans des unités où Tÿ=1 et pour un potentiel en loi de puissance. V (7-) = \ru , l’expression

précédente se simplifie en

=
b (41 (£ + 1)- (b‘> -1)) (rb-2)y + 2À (2 (b + 1 ) + »;) (

4(b + 1) (r6)ÿ
>,rt> H'

(2.22)

où E désigne l’énergie propre associée à l’état |<p) .

Dans le cas d’un potentiel Coulombien , v~ — 1 , et pour b — n entier , (2.22) se réduit à la

relation de Kramers [5] bien connue en Physique Atomique et qui est une relation de récurrence

liant les valeurs moyennes des diverses puissances de r

n (Ai (£ + 1) - (n2 - l)) (7-n"2) - 2 (2n + 1) (7.71—1 >,<*-">„= (2.23)
4 (n + 1) E
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Pour 6= 0 , la relation (2.19) se simplifie en

1

Si on remarque que rVf n’est autre que la dérivée radiale du potentiel

rV' = 7\'VV

alors (T ){fi = (FV7)ÿ peut se mettre sous la forme

(2.24)

qui n’est rien d’autre que le théorème bien connu du viriel . Le théorème de viriel est donc un

cas particulier des théorèmes de l’hyperviriel , ce qui motive l’appellation de ces derniers .
Pour des potentiels en loi de puissance V (r) = À rv

~Ÿ (7*) = v\rv — vV (r)

et par conséquent (2.24) se réduit dans ce cas à une relation entre les énergies cinétique et

potentielle

0% = r2 (V)v (2.25)

où (T)<p désignent respectivement la valeur moyenne de l’énergie cinétique et la valeur

moyenne de l’énergie potentielle dans l’état </? . Si on utilise le fait que E = (T)ÿ + (Vr) pour

un état propre <p de II d’énergie E , on peut exprimer E en fonction de l’énergie cinétique seule

ou de l’énergie potentielle seule

(V) - (T) .
2 ' 'V V ' 'V (2.26)E =

13



2.4 La règle de Schwinger

Dans la section précédente on a exclu dans (2.16) et (2.18) les cas a=— 1 et ft= — 1 , qu’on

va étudier dans cette section . Considérons le théorème de l’hyperviriel pour A (r) = £ .

En utilisant l’expression de II (2.14) , ([//, -]) = 0 se réduit à

1y2,- = 0
r

Nous avons

E (w (vç) 4 (v,I)1
P r

1 J* .
- +
7 jÿï '

—h2A

Mais
1 — 47T<53 ( 7ÿ)A (2.27)r

Il s’ensuit que
3 7. .

= 2irf («•ÿ(-?)), • (2.28)

Xr E riPi.Considérons maintenant le théorème de l’hyperviriel pour ft = — 1 , c’est-à-dire yl =
Nous avons

y2 i A 17 W , 7 È nrn7
(2.29)= 0 .+

1

D’autre part

y2 i 3 - rjrk . A 7 J3-PfcPj + hh L -
7 j:-l 7

3ih,-y>- 2 rr iA-1

1
2m

En faisant usage des relations (2.27) et (2.28) ainsi que de l’identité (2.20) , la valeur moyenne

de l’expression précédente peut se mettre sous la forme

3" + 2*h2b3 ( r*) + 2TT/IV (T*) £ rjVj j7 j-i y
—2i/i
2m

V3
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Il est clair que le troisième terme entre parenthèses du membre de droite donne une contribution

nulle . Donc

£2-2ih
--j- + 2tth2ÔA (T*)E VJPJ (2.30)2m=ÿl

D'autre part , le deuxième terme du membre de gauche de (2.29) peut se mettre sous la forme

1 1 .5
l/>- E rjPj

7 j=i
- E rjVjVir)
1 j-J

(2.31)= itï

' En reportant (2.30) et (2.31) dans (2.29) , on obtient une relation très intéressante

2£ 21 J*2m 1 - E nVtV (r)r t=lh2 2mr*4ix
<p

ou dans des unités où h= 1

£21m(e3 (T*)), = -r.VVlr)--=r rnrs (2.32)2TT
<P

Dans le cas où on ne dispose que d’une approximation de ip , il s’avère plus judicieux d’utiliser

le membre de droite de (2.32) pour évaluer la probabilité \(f (0)|2 de présence à l’origine que de

procéder à un calcul dii*ect . Ceci est particulièrement vrai pour la méthode variationnelle où

l’approximation de la fonction d’onde à l’origine peut être entachée d’une grande erreur , alors

que la fonction d’onde exacte est en moyenne bien reproduite par l’approximation variationnelle.

Le tableau 1 illustre ce fait .
On peut également dériver la relation (2.32) en utilisant comme opérateur A l’opérateur

[6],
La relation (2.32) est une généralisation de la relation

dm (2.33)27r

valable pour un moment orbital nul et connue dans la littérature sous le nom de ” règle de

Schwinger ” .
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Généralisation pour N corps2.5

Les deux théorèmes (2.24) et (2.32) correspondent à des systèmes à une particule (dans un

espace à trois dimensions) ou plus généralement à des systèmes à deux particules interagissant

par un potentiel qui ne dépend que de la distance relative entre les deux particules . Dans ce

dernier cas , il faut juste remplacer la masse m par la masse réduite //, . r et £ désignent

alors respectivement la distance relative ||"r>2 — ”7ÿ11| entre les deux particules et leur moment

cinétique orbital .
Les deux théorèmes sus-cités peuvent être généralisés pour les systèmes avec un nombre N

quelconque de particules . Pour la règle de Schwinger il suffit de procéder aux changements

suivants :

rriiTrij
rrii 4- rrij

-> rij = ||r% - T*j|i

m -» litj =

V Vii
y ij£

N

v(r) - Vtot = y{kl) (ni) ■

k<l

La règle de Schwinger généralisée [2] prend alors la forme

2?.ij-T'ij.VijV - (2.34)»32TT rij W / *

où (T*#)) dénote la probabilité ])our que les deux particules i et j se trouvent au même

point .
Généralisons maintenant le théorème du viriel (2.24) en procédant selon ce qui suit . Dans le

repère du centre de masse d’un système de N particules interagissant par des potentiels à deux

corps dépendant seulement de la distance relative i , l’énergie cinétique et l’énergie potentielle

du système s’écrivent respectivement

N-1 1
rri 1 ->2~ 9 V Xi

i— 1
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et

= E V(ij) (ry)Vtot
i<j

xi étant le

moment conjugué correspondant . A chaque pair {i,jf}on associe une matrice unicolonne rfy
((N — 1) x 1) dont les éléments sont définis par

où représente la masse correspondant à la icine coordonnée de Jacobi x i

TV-1
~rij= E (2.35)i<j = 1,2, Nr 3 r i :=

k-=1

Donc l’élément rfy occupant la fc67716 ligne de la matrice rfy est la composante de ~r*y sur la

coordonnée de Jacobi le k . Calculons maintenant le commutateur [II, A] avec

TV— 1
A = E X?- V x, •

i=i

Nous avons

TV-1
?.,]+ E k(“>(r«)1 \pk ) **’ j •[//, = x] * j- P XJ~k

ih N
-Plj+i* E

oil V j est le gradient pour la coordonnée de Jacobi ~x j . Le théorème de l’hyperviriel (2.13)
pour l’expression précédente de A donne

A: < Z — 1

(rkl) ,X j.
Pj

TV-1 1 , N
+ E V3V(kl) (ru))/ <p

E = o
PJj=i i

En utilisant la définition (2.35)

TV — 1 TV _v

E E =
TV-1 TV i

E E
J=1 k<l~l 'M

Ê ,

(>•«)
j— I fc<|=l

/j</ —•1
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d’où l’expression du théorème du viriel pour les systèmes à N corps

1 N /E
k<l=l X -?-VW (rw)\ ,drkl / v

(T)v (2.36)ru

N- 1

S ■où on a noté T —
Prenons le cas particulier où toutes les particules interagissent par le même potentiel

V(kl) (ni) = V (rkl)

et supposons de plus que le potentiel V (rÿi) est en loi de puissance V (TM) — Àrÿ . On trouve

alors la même relation que pour le système à deux corps

(r% = (Vlol)v (2.37)

Remarque

Le théorème du viriel est satisfait par les fonctions d’onde exactes d'un système de particules.

On montre que si la classe des fonctions d’onde d’essai utilisée dans une approche variationnelle

est globalement invariante sous les transformations d’échelle , alors le théorème du viriel est

satisfait par l’approximation variationnelle de la fonction d’onde exacte . Cette propriété est

très utile dans les calculs variationnels . Elle peut être utilisée pour diminuer le nombre de

paramètres variationnels d’une unité .

Liaison entre potentiels en loi de puissance singuliers et

réguliers à l’origine

2.6

Considérons les potentiels en loi de puissance

V (r) — Arv , sign (A) = sign (is) (2.38)

On montre qu’à chaque potentiel en loi de puissance singulier à l’origine (V (0) infini) correspond

un autre potentiel en loi de puissance régulier à l’origine (V (0) fini) [7] . Donnons en une

18



démonstration .
Dans ce qui suit on s’intéresse à la fonction d’onde radiale réduite pour un système à deux

corps . Considérons un potentiel en loi de puissance singulier à l’origine (2.38) avec —2 < u <0.

L’équation de Schrôdinger radiale réduite correspondante s’écrit

h2 d2 H1 £(£+ I)U (r) + [E - Arv -2 fi dr2 2/4

Faisons le changement de variables suivant

r ~ u'

Il vient que
3—13-1du= sr s dudr = su

d’où
d n , v 11— U (?') = -r a
ar à* £uw ■

-3

Alors
d2 d21-25(n) = <F (n)dr2 s2 rf’U2

avec

<ï>(n) = f/(u*) .

On peut éliminer le terme en dans le membre de droite de l’expression précédente si on fait

le changement de fonction <î>(u) — uplF (u) et si on choisit p = • L’équation de Schrôdinger

radiale réduite prend alors la forme

d2 s'2l(t+l)-ÿd2 d2 W (u) + [.EU23~‘2S 2 - AsVs-2+w - *-]iy (u) = o .2 fi du2 u2o

Ecrivons que IF (?i) est la fonction d’onde radiale réduite d’un système de même masse réduite

fi que précédemment , avec un potentiel V' (?*) = A*rv une énergie FJ et un nombre quantique
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orbital (! . Donc

II2 d2 = 0 .
iiz

W (u) + \Hf -\'uu' -
2/t du2 , 2/t

En identifiant ces deux dernières équations , on aboutit à

-As2u2a~Uav = Ë => 2A- - 2 + sv = 0 , (2.39)

Eu2"-**2 = -\'uv‘ =*2#-2-i/ = 0 (2.40)

et

/(ÿ + l) =s2ÿ(ÿ + i) - (2.41)

ce qui donne
2 + i/ (2.42)cS = 2

(2 4- z/) (// + 2) — 4

AÿV
(2.43)

Ë = - (2.44)
u

et

A' = -E (2.45)v

En utilisant (2.42) , (2.41) se simplifie en

1 V2 i/\‘2C + - (2-46)<+52 /y

î î pour —2 > i/ > 0 , la relation (2.43) montre que 2 + 1/ > 2 et par

conséquent 1/ > 0 .11 s’ensuit donc qu’à un potentiel singulier à l’origine —2 > u > 0

correspond un potentiel régulier à l’origine 1/ > 0 .De plus la relation (2.45) montre que Xf et

E sont de signes opposés . Comme E est nécessairement négatif pour des potentiels singuliers à

l’origine , À/ est positif , comme il se doit . Nous avons donc établi la correspondance , ci-dessus

mentionnée , entre potentiels en loi de puissance singuliers et réguliers à l’origine .

Comme > 22+1/
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Utilisons maintenant les lois d’échelle (section 1.1) . On a d’après (2.7)

R'y = El M 2 fV

X1où et Xf doit être compris comme . Nous avons en utilisant (2.45) et (2.43)

l/\ 2 fi/'
= E\ {-Ex)& (—A)fiy = fil (A') (2.47)2-fV

1/

Il faut remarquer que pour obtenir l’expression précédente pour Efx, , on a utilisé les lois d’échelle

pour le potentiel en loi de puissance singulier à l’origine

A 2 f u

E\=-\ — ( — À)2**' El yEx = A U=-i
où E{ désigne par convention E |A=-I • En identifiant les deux expressions de Ey
(2.44) , on tire la relation liant les énergies propres correspondant aux deux potentiels singulier

et régulier à l’origine se correspondant

(2.47) et

i/\ 24V 2±M /2 + 1/ VE\ =(-JSi)5ÿ (2.48)9w

où on a fait usage de la relation (2.43) .

Cas particulier

Examinons le cas des ondes ”s” , c’est-à-dire le cas £ — 0 . L’équation (2.46) se réduit alors

à
1/'('+ 1) = ië(4+,/) (2.49)

et les fonctions d’onde radiales réduites sont liées dans ce cas par la relation

U(u) = u~u/4W (u-1'/"') , (2.50)

où on a fait usage des relations (2.42) et (2.43) ainsi que de la définition de W en fonction de

U U (us) = U W ( u) .
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Ou peut toujours mett re W (u) sous la forme

\V (u) = ue * lip(u) ,

avec

lirn (p (u) = de
u— »o

pour respecter le comportement à l’origine de la fonction d’onde . Alors

u (u) =7r*u-W H)<p

De (2.39) , (2.40) et (2.46) on tire que

1
■i

Il en résulte la relation

U (u) = u<+V [u~ÿ (2.51)

Par conséquent U (u) vérifie aussi le comportement de la fonction d’onde à l’origine car < 0.

Application

En particulier le potentiel Coulombien est lié à celui de l’oscillateur harmonique . En effet ,
le couple {v,ÿ) — (—1/2) vérifie bien la relation (2.43) . D’autre part , on sait que la fonction

d’onde radiale réduite du niveau fondamental du potentiel Coulombien pour fonde i = 0 (qui

est aussi la fonction d’onde radiale réduite du niveau fondamental du potentiel Coulombien ,
car le niveau fondamental de ce dernier correspond à i = 0 ) , pour un système de niasse réduite

1/2 j une constante de couplage —1 et dans un système d’unité où h vaut 1 , est donnée par

-r/2U (7*) ex. rc

L’équation (2.49) donne alors =1/2 . Donc à partir des relations (2.48) , et (2.50) , on peut

déterminer l’énergie du niveau fondamental et la fonction d’onde correspondante d’un système

de deux particules interagissant par le potentiel de l’oscillateur harmonique pour ”un nombre
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quantique orbital” f! = 1/2

£'=1/2 “

Wf'=l/2 (r)°cr3/2fi .

Nous avons vérifié l’exactitude de ces deux résultats aussi bien analytiquement (on peut en effet

montrer que Wÿi/2 (r) oc r3/2e*~r2/2 est solution de l’équation de Schrôdinger radiale réduite

pour l’oscillateur harmonique avec £= 1 /2 et 4 comme valeur propre ) que numériquement .
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Chapitre 3

Nouvelle classe de fonctions d’onde

d’essai

[/équation de Schrodinger n’est résolvable exactement que pour un nombre très limité de

cas . D’où la nécessité de: recourir à des méthodes de résolution approximatives : La méthode

variationnelle [5] , la méthode de perturbation [8], l’approximation semi-classique (BKW) [4],[9],
[5],... .

La méthode variationnelle3.1

Tx: but de cette section est de présenter la méthode variationnelle [5], qui est une méthode

d’approximation très utilisée .
Considérons un système d’Hamiltonien II . Supposons pour simplifier que le spectre d’éner¬

gie est discret . Notons par EQ, E\ , Ei , ... les valeurs propres de II pris dans un ordre croissant.

Par conséquent , E’o, E\ , ..., E*, ... désignent respectivement les énergies du niveau fondamental,

niveau excité ,... du système . Notons par |</h-u) les étatsdu premier niveau excité , ...,du i

propres orthonormés de II

(nnc.

Il - Ei

( V'Ù.a l'éV.a') " t , t' <*>( >

(3.1)

(3.2)

où l’indice supplémentaire a = 1,2, gt permet de distinguer les états propres indépendants
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normalisés de II , qui sont pris orthogonaux , correspondant à la même énergie propre Ei . gi

désigne donc la dégénérescence du niveau d’énergie Ei .

Comme II est une observable , les états propres |<£>ÿa) i = 0,1, a = 1,2, ..., gz constituent

une base de l’espace de Hilbert , d’où la relation de fermeture

E E Ka) (<Pi,a|= 1
i a-1

et par conséquent , un état quelconque |lP) du système , c’est-à-dire un vecteur de l’espace de

Hilbert , peut être développé sur les | a)

W = E E Ci,a K«)
2-0 tt— 1

où

Ci,a = (ÿal'U •

Nous avons en utilisant les relations (3.1) et (3.2) et le fait que Ei > EQ V / = 0, L, ...

W // |<I») = £ E Ki \Ci,a\2 ≥ Ko E E |Ci,«|2 = W W •
2-0a—i i -(la I

Donc
<*["!*>Fo < (3.3)('E'i')

Autrement dit , la valeur moyenne de l’Hamiltonien dans un état quelconque |VI;) est toujours

supérieure à l’énergie du niveau fondamental . Le résultat (3.3) est à la base de la méthode

variationnelle .
Une utilisation possible du résultat (3.3) consiste à prendre une fonction d’onde , dépendant

appelée ” fonction d’onde d’essai”, à évaluer

la valeur moyenne de rilamiltonien pour cette fonction d’onde d’essai. On obtient alors une

famille de bornes supérieures pour EQ , une borne , notée E (Ai, ..., Àn)

paramètres A],...,An . Le jeu de paramètres tel que

d’un certain nombre n de paramètres Aj,...,An ,

pour chaque jeu de

. <¥|//|¥)AS) = (3,1)mm — 7TT7T
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mène à la valeur la plus proche de ICo , c’est-à-dire à la meilleure approximation pour l’énergie

du niveau fondamental . 1C (Aj , est appelée approximation variationnelle de Eu . Bien

sûr E (A?,...,A°) reste toujours au dessus de JCQ

(vP A»)[ 7/ (A», -, A»))
(xi/ (AV,--,A«) |'Iÿ (AV,..,A«))Ro< (3.5)

Pour le premier état excité , si on veut avoir l’analogue de (3.3) , il faut choisir la fonction

d’onde d’essai J'!'' (Aj,..,A't)) de sorte qu’elle soit orthogonale à |y?0)
système . En effet le même raisonnement que pour le niveau fondamental mène dans ce cas à

l’inégalité

l’état fondamental du

(*' (A'„..,A'n)|//|'I/' (A',,.., A'n))EI < (3.6)<*' (A|,-,A'n) |r (A) , .., A',))
à condition que

|V (A), A'J) _L |v?o) (3.7)

et la meilleur approximation correspond de nouveau aux valeurs de Aÿ qui minimisent le membre

de droite de (3.6) .

On a également des relations analogues à (3.3) et à (3.6) pour les autres niveaux excités .

La difficulté du traitement des niveaux excités tient au fait que les vecteurs d’état du niveau

fondamental et des niveaux excités ne sont pas connus exactement .

Nouvelle classe de fonctions d’onde d’essai3.2

Dans cette section on va appliquer la méthode variationnelle pour des systèmes à deux corps

interagissant par un potentiel central en nous basant pour choisir la fonction d’onde d’essai sur

les fonctions d’onde connues exactes des potentiels Coulombien et harmonique .

L’équation de Schrodinger radiale réduite pour un potentiel central V (? ) s’écrit , en unités

où h vaut 1 ,
1 d2 U (r) + (E -V (r) 1(1+1)

2 fir2

où U (/') est la fonction d’onde radiale réduite liée à la fonction d’onde (T*) via la relation

U (r) = 0 (3.8)2 ft dr2

(2.2) .
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Dans ce qui suit on s’intéresse seulement à la fonction d'onde radiale réduite U (r) , que

l’on appellera par la suite simplement fonction d’onde , et on se restreint à deux observables,

l’énergie et les corrélations à très courte portée . On traitera en détail le niveau fondamental et

on passera en revue les niveaux excités .

3.2.1 Le niveau fondamental

L’énergie

Les fonctions d’onde des niveaux fondamentaux (nr=<?=0) pour un potentiel Coulombien et

pour un potentiel harmonique sont respectivement do la forme

U (r) oc rc ar

et

— a1r2U (r) oc rc

où les constantes a et a' qui ont respectivement les dimensions de l’inverse d’une langueur et de

l’inverse d’une langueur carrée sont des fonctions bien définies de la masse réduite du système

et de la constante de couplage dans chaque cas .

Au lieu de choisir comme fonction d'onde d’essai l’une de ces deux fonctions , ce qui se fait

souvent dans la littérature , on va prendre une forme qui concilie simultanément les deux formes

précédentes , à savoir

— nrcUc (r) oc ré (3.9)

où les paramètres a et c seront considérés comme des paramètres variationnels .

Considérons des potentiels en loi de puissance V (r) = Ar1' . On peut tirer profit des lois

d’échelle pour fixer \i à 1/2 . Les valeurs moyennes des énergies cinétique et potentielle sont

alors données respectivement par

{T) = (r.+ 1) 1 *'i’(?)
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et

«LËÏÏ(V) =\Çln)- i'(3)
car la fonction d’onde d’essai (3.9) est

invariante d’échelle , nous permet d’exprimer l’un des paramétres a ou c en fonction de l’autre.

Par exemple ,

Le théorème du viriel , qui est satisfait au minimum

c—y —2 r(ü±3)ÿa
2~ÏTT —ÿ

,

u\ 1/ I 2
(3.10)a — (c+ 1)

D’où l’expression de l’énergie dépendant seulement du paramètre c

-1'
U y 2 r(ÿ)-122v\ 2u\v l 2 1E(c) := (c + 1) (3.11)+ A(c+1) (c + 1)'1 l’(ï)”’l'(?)

Quand on minimise Z?(c) (3.11) par rapport au paramètre c pour un potentiel donné , on

trouve des valeurs très proches des valeurs exactes obtenues par des méthodes numériques ,
telle la méthode de multhopp (voir annexe B) .

A titre de comparaison

développement systématique sur des Gaussiennes , méthode qui fera l’objet du chapitre suivant,

où la fonction d’onde d’essai est prise de la forme

nous avons aussi comparé nos résultats avec ceux obtenus par un

Gg (r ) oc r (e a'jr'2) ,—air2 —a2?*2 (3.12)+ b‘2c + + bgC

où les paramètres de portée a* et de poids b{ seront considérés comme des paramètres varia¬

tionnels. g qui dénote le nombre de Gaussiennes utilisées est appelé nombre de générations.

nous avons reporté les valeurs approximatives des énergies des états

fondamentaux , pour certaines valeurs de u , obtenues à partir de (3.12) pour g — 1 et g = 2 et

à partir de (3.9) (en minimisant (3.11) par rapport à c ) . Nous avons également reporté les

énergies exactes correspondantes .

Dans le tableau 1
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U = -1/2v= -1 t/ = 0.1 i/ = 1

Eg=l — 0.2122 — 0.4253 1.2381 2.3448

Eg=2 -0.2429 -0.4366 1.23587 2.33825

Ec -0.2500 -0.43801 1.23575 2.33825

Eexact -0.2500 -0.43804 1.23573 2.33811

Tableau [1] .

On remarque que les valeurs obtenues en utilisant la fonction d’onde d’essai (3.9) coïncident

pratiquement avec les valeurs exactes et sont nettement meilleurs que celles obtenues à partir

de (3.12) pour g = 1 et g = 2 .

On peut aussi comparer les courbes des fonctions d’onde correspondantes . On a tracé les

courbes représentatives des fonctions Fg~\ (r) := Gg=i (r) /r , Fg=2 (r) := Gg=2 (r) /r et

ainsi que celle de la fonction d’onde radiale exacte R (r) respectivement

en bleu , en rouge , en noir et en pointillé et on a considéré quatre puissances différentes v = — 1

v = —1/2 , v = 0.1 et u — 1 .

Rc (r) := Uc (r) /r
J

Potentiel Coulombien v = —\

F9=1 (r)= 2ÿ6eXP(-ÿr2)
1 (exp (— 0.333r2) + 0.7258exp (—0.05r2))Fg=2 (r) =

Rc(r) =
3.303

R(r).

0.6 - -

0.4 - -

0.2-“

++ + r102 4 6 80

Figure 1
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Potentiel avec i/ = — 1/2
Fg=1 (r) = 3ÿ5 exP (-0.0473r2)
Fg=2 (r) = (exp (— 0.03247'2) + 1.165exp (— 0.1537r2))
Rc (r) = Y58Ÿ exP (— 0.2303r1237)

R(r)
0.4 --

0.3 --

0.2 --

0.1 --

++ ro 2 4 6 8 10 12 14

Figure 2

Potentiel de Martin u= 0.l

Fg=i (r) = 7ÿ27 exP (-0.0197r2)
Fg=2 (r) = î3ÿ67 (exP (-0-046r2) + exp (-0.014r2))
Rc (r) = 5-ÿ22 exP (— 0.07344r1.4674)

R(r)

0.15 - r

0.1 - -

0.05 - -

+ i r0 5 10 15 20

Figure 3
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Potentiel linéaire v=\

Fg=\ (r ) = exp (— 0.261r2)
Fg=2 (r) = 1 (exp (— 0.2144r2) + 0.588exp (-0.500r2))

exp (— 0.3502r1747)
1.611
1Rc(r) = 0.9814

R(r)

1

0.5 --

+ + + v0 1 2 3 4

Figure 4

Les corrélations à courte portée

La largeur de désintégration leptonique des mésons est une observable intéressante en Phy¬

sique des Particules . Elle dépend directement de la quantité (0)|2 qui n’est que la valeur

moyenne du delta de Dirac 6 (~r*) évaluée dans l’état lÿ) .

Les figures 1 , 2 , 3 et 4 montre que les fonctions d’onde approximatives constituent une

bonne approximation de la fonction d’onde exacte sauf au voisinage de l’origine . Ceci est une

caractéristique générale des calculs variationnels . Il s’avère que , dans de tel calcul , la fonction

d’onde est bien approximée sur tout l’espace sauf à l’origine . La quantité (0)|2 est alors mal

approximée si on l’évalue par un calcul direct . En remplaçant le calcul de (0)|2 par celui

d’une intégrale impliquant la fonction d’onde sur tout l’espace , le théorème de Schwinger (2.32)
permet d’améliorer la situation .

Utilisons la fonction d’onde d’essai (3.9) avec le paramètre a fixé par (3.10) et c obtenu par

minimisation de l’expression (3.11) . Calculons la quantité (0)|2 directement et en utilisant

la règle de Schwinger (2.32) .
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I je calcul direct donne

U (r) 2 "c (r) 2] 1l#(0)|2 “ |Hfc (0)|2 = — lim
47r r— ♦()— lim47T r— ►<) r r

c (2a) c

ni)

En utilisant la règle de Schwinger qiii se simplifie pour les oncles ”sv en

|*(0)|2 = («3(T*)> = ~( cl-V (r) (3.12)cir

et en tenant compte de la relation

ar'dv nn*)= I/Aû c(V" (r)\ = fÿ° r2e~arCdr i' (ï)

on obtient
LKÎ)i*(o)r=ÿ(2«r (3.M)ni)

IJOS résultats obtenus sont regroupés dans le tableau 2

obtenues par un calcul direct et par la règle de Schwinger en adoptant pour fonction d’onde

d’essai G(J (r) (3.12) pour g=l et 2 . On a également reporté les valeurs exactes . Nous avons

considéré trois valeurs différentes pour l’exposant v du potentiel en loi de puissance , à savoir

-1 , -1/2 et 1

où on a aussi reporté les valeurs

v —

-1/2-1 1v

l*s=i
lÿy=i (0)lscfcu>

0.00955 0.00522 0.06772

0.02251 0.00937 0.07958

0.02172 0.00861 0.07732

0.03385 0.01086 0.07958

IMoJlLc*
(ÿ) LsV/no

0.03979 0.01189 0.08262

0.03979 0.01126 0.07958

(o)|2 0.03979 0.01123 0.07958exact

Tableau [2] .
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Comportement de la fonction d’onde

D’après les résultats numériques obtenus dans les tableaux 1 et 2 on peut dire que la

fonction d’onde d’essai Uc (r) est très proche le la fonction d’onde exacte . A chaque potentiel

en loi de puissance V (r)=sign(i/) r1' correspond une valeur e<) de c obtenue par minimisation

de l’énergie (3.11) . L’ensemble des points (z-qco) constitue une courbe dans le plan (z/,c)

î

co
2 - -

1.5 --

I --

+ + V-1 o 2 31

Figure 5 : Représentation graphique CQ=CQ(I/).

De môme , on peut tracer la courbe qui représente; l’énergie minimisé h\y en fonction de u

F.

3 --

2 --

1 --

1
0 2I V

-1

Figure G : Représentation graphique' /'à)=L’(/.') .

Kn remarque que la œurbe co=co (/>-) est continue et quasiment linéaire . co(z/) ]>eut donc

être approximée par une fonction linéaire de; // e‘;,;n (i>) epii coïneâele évielemment avex; <‘iin (u)
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pour //=—1 et u—2 , c’est-à-dire dans les deux cas particuliers des potentiels Coulombien et de

l’oscillateur harmonique , c’est-à-dire (— 1)=1 et cliri (2)— 2 , d’où l’expression de cun (v)

En adoptant cnn{y) à la place de co (//) obtenue par minimisation de (3.11)
résultats très proches de ceux obtenus précédemment (par minimisation de (3.11) ) .

on obtient des

Remarque

On peut vérifier la correspondance entre les potentiels en loi de puissance singuliers à l’origine

et les potentiels en loi de puissance réguliers à l’origine en supposant que l’exposant c dans la

partie exponentielle de la fonction d’onde d’essai (3.9) ne dépend ni de l’excitation radial nr ni

de l’excitation orbitale i , ce qui est vérifié pour les potentiels Coulombien et harmonique .

Soient Vf (r) un potentiel régulier à l’origine

V' (r) = AV*' sign (C) —sign (A') >0

et V (r) un potentiel singulier à l’origine

sign (/') —sign (A) <0V(r) = A rv

en correspondance (section 2.6) .
Dans le but d’approximer le niveau fondamental des Hamiltoniens

f +V [r]2m v//' -
et

— + V' (r)
2m v ’n =

on prend comme fonction d’onde d’essai (3.9) . Soient («o,c0) et (a(t, r.ÿ) les valeurs des para¬

mètres variationnels (a,c) correspondant à l'approximation variationnelle pour II et 11' respec¬

tivement . En remplaçant les fonctions d’onde radiales réduites U (r) et U' (r) dans la relation

(2.51) par la fonction d’onde d’essai (3.9) avec les paramètres (a, c) et (a (!) respectivement,, on
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obtient une relation entre c et d
2/ (3.15)c = e

2 + i/

Si on prend pour d la valeur d{) correspondant à l'approximation variationnelle pour le

potentiel régulier , on obtient pour c la valeur ?o

(3.16)2 + i/

Il s’avère que eb et e*o sont très ]>roches . Par exemples pour (//,/./) = (1, —2/3) , — 1.7472 .
La relation (3.16) donne 7*o = 1. 165 à comparer avec ro = 1.161 obtenu par minimisation de

(3.11) .

Les niveaux excités3.2.2

Pour calculer variationnellement l’énergie d’un niveau excité il faut connaître exactement

les fonctions d’onde des niveaux inférieurs , ce qui n’est généralement pas le cas . Présentons

une méthode qui peut donner de bonnes approximations pour les énergies des états excités .

Le premier niveau excite radial

Nous allons de nouveau nous baser sur les cas des potentiels Coulombien et harmonique

pour faire le choix des fonctions d’ondes approximatives pour les niveaux excités .

Pour le premier niveau excité radial , les fonctions d’ondes radiales réduites exactes pour

les potentiels Coulombien et harmonique sont données respectivement par

U (r) oc r ( r — b) e ar

et
—cir2U (r) a r (r2 — b2) c

Prenons pour approximation de la fonction d’onde dans le cas général une forme qui concilie

les deux formes précédentes
~arrU (/*) a r (rc — //') e (3.17)

35



Le paramètre a sera fixé en imposant le théorème du viriel et on prendra pour le paramètre c
la valeur obtenue pour le niveau fondamental . Pour fixer b on utilise le résultat général

U (6i) = 0 i = J, 2, ...,nr

où les hi désignent les noeuds de la fonction d’onde radiale réduite autres que zéro [12] , ce qui

donne en utilisant l’équation de Schrodinger («1.8)

cP U (r) \r=bi~ 0 . (3.18)dr2

En appliquant ce résultat général à notre cas particulier , on obtient

1 +cbc = 2ca

Notons que la procédure pour fixer les paramètres a , b et c fait que notre approximation

n’est pas de nature variationnelle .

Généralisation aux autres niveaux excités

Une généralisation de l’approximation de la fonction d’onde radiale réduite pour le premier

niveau excité radialement aux autres niveaux excités est la suivante :

nr

no-'- u — arc/11Unr,t (r) a (3.10)!

i~\

On remarque que U7lr (r) a le bon comportement à l’origine (en rn 1 ) et possède comme il

ce doit nr noeuds. Les paramètres a , c et bi i = 1, 2, ..., nr seront fixés comme suit : On prendra

pour c la valem* correspondant à l’état, fondamental et qui aura été déterminé auparavant , le a

et les bi seront fixés en imposant le théorème du viriel et en appliquant nr fois l’équation (3.18),

ce qui donne nr + 1 équations pour nr H- 1 inconnus .

Remarquons que dans le cas des potentiels Coulombien et harmonique , on obtient évidem-

car on sait d’avance que dans ces cas les fonctions d’onde radialesment les résultats exacts

réduites sont bien de la forme (3.19) .
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lie tableau suivant regroupe quelques résultats numériques pour des potentiels en loi de

puissance V (r) = sign (//) /

fonction (3.19) . On dénote par rénergie du niveau caractérisé par l’excitation radiale nr
et par l’excitation orbitale £ . Les résultats exacts sont indiqués entre parenthèses . Par résultats

exacts , on entend les résultats obtenus en faisant une résolution numérique de l’équation de

Schrodinger . On a utilisé pour ce faire la méthode de Multhopp [l] qui sera exposée dans

l’annexe B .

.V obtenus en utilisant connue fonction d’onde approximative la

-1/2I'Jnr ,1 U = 2V = -1 U = U.l U = 1U =
-0. 21)309 1.3337 4.089

(-0.06250) (7)#1,0
(-0.26320) ( 1.3317) (4.088)

-0.286603 1.30719

(1.30718)

3. 36134
(-0.06250) (5)ko, î

(-0.286611) (3.36125)
-0. 209764

(-0.209800)

1.37315

(1.37310)

4.88513
(-0.02778) (9)£1,1

(4.88450)

-0. 221 503 1.354032 4.24824
(-0.02778) (7)E0,2

(-0.221506) (1.354027) (4.24818)

-0.176805 5.63011.40399
(-0.01563) (H)£l,2

(-0.176817) (1.40395) (5.6297)
-0.184004 1. 38924 5. 05097

(-0.01563) (9)ÆO.3
(-0.184005) (1.38923) (5.05093)

-0. 154235 1.42980

(1.42963)

6.3324

(6.3321)
(-0.01000) (13)Æi,3

(-0.154239)

-0.19749 1.3924 5.5213
(-0.02778) (H)/V2,0

(-0.19756) (1.3906) (5.5206)

-0.16937 6.20901.(188
(-0.01563) (13)/?2,1

(-0.16942) (1,4187) (6.2076)

Tableau [3] .
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3.2.3 Applications

Les mésons et plus particulièrement les quarkonias lourds sont les sujets principaux de

rapplication des modèles de potentiel dans le cadre d’une cinématique non-relativiste [10] . A

côté des potentiels inspirés de la QCD avec un confinement linéaire aux larges distances et la

liberté asymptotique aux petites distances [II]
nologiques avec des paramètres libres , fixés de telle façon à avoir le meilleur accord possible

avec les données expérimentales .

L’un des potentiels les plus utilisés pour étudier les familles J /'ijj (ce) et T (Mn et également

la famille <f> («ss) est le potentiel de Martin [7]

on utilise également des potentiels phénorné-

K (r) = — 8.0CM CeV + (6.898 CeV) (r.1 GeV)° 1 (3.20)

avec les valeurs des masses proposées par Martin [13]

(3.21)rnb = 5.171 CîeV mc = 1.8GeV et ma = 0.518 CJeV.

En faisant usage des lois d’échelle , on obtient pour les masses des mésons l’expression

suivante ou formule de masse :

- !

A/ /2irnq,mq>) = |(m, + rnq’) - 8.064 + Ei/2
2rnqrnqi \ ‘2* ‘20

(6.898) sï GcV , (3.22)
(j + Tftq'

où inq et rrigi désignent respectivement les masses du quark et de l’antiquark constituant le

méson qqf , E\/2 dénote l’énergie du niveau fondamental d’un système de masse réduite ft — 1 /2
pour un potentiel V (/*) = r0,1.

Comparons les résultats obtenus en utilisant la formule de masse (3.22) avec les données

expérimentales des masses [14],[15] .
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valevi rs tl16oriques

exacts approxirnces
système de quarks l’état valours expérimentales

3.0966 3.0965 11.097Is

15. 534 3.531 3.415 3.5561Vcc

2s 3. 702 3. 696 3.686

9. 4738 9. 4739Is 9. 460

bb 9. 889 9.890 9.859 9.913Ip

2s 10.050 10.044 10.02

0. 9945 0.9947 1.02Is

1.458 1.458 1.44Ipss

2s 1.637 1 . 631 1.65

Tableau [Jt] .
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Chapitre 4

Développement systématique sur

des Gaussiennes

lies problèmes à TV corps sont très compliqués . Déjà le plus simple d’entre eux , à savoir le

problème à un corps dans un potentiel central ou le problème à deux corps dans le cas d’une

interaction invariante par translation et par rotation , n’est resolvable exactement que pour un

nombre de cas très limité . La complexité du problème est une fonction rapidement croissante

avec le nombre de particules AT . Meme la résolution numérique , très simple pour le cas à un ou

à deux corps dans les conditions ci-dessus mentionnées , se complique considérablement à fur et

à mesure que le nombre de particules augmente et requiert des moyens de calcul considérables.

Un cas où on dispose de la solution exacte est celui où les particules du système interagissent

via des forces harmoniques à deux corps . En effet , l’énergie potentielle est dans ce cas une forme

quadratique des coordonnées de Jacobi . En outre , un choix approprié de ces dernières permet

de mettre l’énergie cinétique sous une forme diagonale avec le môme coefficient pour chacune des

coordonnées de Jacobi .line transformation orthogonale sur ces dernières permet de diagonaliser

l’énergie potentielle tout en gardant la forme initiale de l’énergie cinétique . L’Hamiltonien s’écrit

alors comme une somme de (TV — l) oscillateurs harmoniques indépendants, un oscillateur par

coordonnée de Jacobi . 11 s’ensuit que le problème considéré est exactement résolvable.

Illustrons le traitement décrit ci-dessus dans le cas le plus simple non trivial , à savoir pour

un système composé de trois particules .
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L’oscillateur harmonique à trois corps4.1

L’Hamiltonien d’un système de trois particules de masses m-\ , m*2 et m3 interagissant par

des forces harmoniques à deux corps (rij) = k'ij’rfj (i ÿ£ j = 1,2,3) s’écrit

11
irri 1

‘ 2m2
P 3 + k\2r\2 + fcj3ÿi3 + (4.1)// = + - + 99

->
Introduisons la coordonnée du centre de masse R

1 (m,y] + m2T*2 + m3 A) (4.2)/2 = m1 + m2 + in;i

_
y -

et deux coordonnées de Jacobi p et À définies par les relations

(4.3)P = /' 1 - r 2

ni] m2 r 2 + r-i (4-4)A =
m\ + m2

On peut inverser les relations (4.2) , (4.3) et (4.4) pour tirer les coordonnées des particules_
y

_
y

_ — ->, r 2 et r 3 en fonction de R , p et À

mj +m*2

r i

m2 m3
À -f- R ,7’ 1 — ;— Pm1 + m2

mi-p
m j + m2
mj + m2

771] J- 7112 + m3
m3

À + ,2
77ii + m2 + 7/13

/• 3
771] + 7712 4- m3

En introduisant les moments conjugués ~p n
l’énergie cinétique T peut être réécrite comme

p et À respectivement

V‘2 ~V 2 V2P R , P f) p x
2A/ 2A/p 2A/a

T —

avec

A/ mj 4- m2 4- 7773
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rn\ni2MP rn i + ru2

+ m2)
rn\ + m2 -f- rri\\

Mx

On en déduit l’ex])ression de l’IIamiltonicn relatif , c’est-à-dire rilarniltonien après soustraction

du terme de centre de masse , qu’on désignera par le meme symbole que rilarniltonien total

2 ‘2n — 7112 ni]+ knp2 +Il = +f) + A2MP 2Mx mj + m2 m j -f rnÿ

Faisons les changements d’échelle

1 1
A„- A*P y/m x

vm v

2A/p
1A = AÀ -=> 2MA

de // et de leurs momentsce qui permet d’exprimer rilarniltonien // en fonction de IF

conjugués et ~p y

fci2 ("M + + Aÿmf) (A*13 + A'23) 2~mT~yPï + ~PI + :r2 +//
2A/;) (mi + m2)2

(Aÿmt - fc13m2) — ►

(m-i + m2) yjNÏpM\
x . y

~y) — ► (!?', VO) ? ternie d’énergie

cinétique est invariant , tandis que le terme d’énergie potentielle est de nouveau une forme

quadratique en les nouvelles coordonnées . On peut toujours faire le choix d’une transformation

orthogonale de telle manière à diagonaliser le terme d’énergie potentielle . Ceci nous amène à

la diagonalisation de la matrice suivante :

Sous une transformation orthogonale sur (1?, ~y‘) (( x

ky2ÿriiXrn2)2\-(kVsrnlxk2:iTn2]) fami-feiamg)
2(mi m2)

(A:13 I A,~23)(wi I m2 -1 m3)
2m-j(rn\ 3 m?)

7ri\ \ rriÿi
mimÿrria2mim2(mi -| m2)

~-k\zm2)
2(mi l m2)

A := ;mi -| m-) 1 m3
7n\rn2iii'A
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L’Hamiltonien du système est alors la somme de deux oscillateurs harmoniques indépendants

{$( 1,2)3 + + £(3,2)1 + >/fr(l,2)3+ 1,3)2 + t) ,2
j-

4/nim2m;t
(5(1,2)3 + + 5(3,2)! “ \/5(1,2)3 + 5(1,3)2 + 5(3,2)])

-I ni i Tïiÿïïiw

~ > 2 IP a:' +//

+ P"y' + /2

avec

‘%J)( = (rni + mj) mikj

et

L(ij)i = (ÿi + rn,)2 m2fr*2 4- 2 (nqmj — //ij/zq — rnymi — m2) rniVijknkji .

Les énergies propres de II sont par conséquent les sommes des énergies propres de chacun des

deux oscillateurs et les états propres correspondants sont les produits tensoriels des états propres

de chacun des deux oscillateurs . En utilisant Lexpression , connue , des énergies propres d’un

oscillateur harmonique à trois dimensions , on en déduit les énergies propres de l'oscillateur

harmonique à trois corps

(*-*(1,2)3 + *"*(1,3)2 + 5(3,2)! + \/ÿ(L2)3 + +(2;i + 3)En,nl irnÿmÿrnÿ

(ÿÿ(1,2)3 + + 5(3,2)1 — \j 5(1,2)3 + + l)
+ (2nl + d) ■ (4-5)

4m17712/713

En particulier l’énergie du niveau fondamental de l’oscillateur liarmonique à trois corps qui

correspond à ((ri, n')=(0, 0)) peut être mise sous la forme

(m2 + m3 + m\ )fri 2 + k 13 kl3 + fr'23fri 2 + fr'23
* + \ / ( fr 12fr 1 3 + fr 1 2 fr’23 + fr'!3fr'23)2/n*2 2ma mj77127/13

(4.6)
Dans le cas où les constantes de couplage sont toutes égales /ÿ2 = A:13 = Àÿ3 — fr , l’expression

(4.6) se simplifie en
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v( 1 1 m2 4- m3 + mif (-1.7)|---1--_j_
rn 1 m2 m3 rn1 m2m3

Donnons la fonction d’onde du niveau fondamental dans le cas où toutes les constantes de

couplage sont égales à 1 . Pour deux masses égales (m 1 = m2 = m) , nous avons une Gaussienne

2rn + ïU\\ — *À 24' (p, A) a exp (4.8)2rnÿm

et pour trois masses différentes nous avons une Gaussienne corrélée

4* (p, A) cc e (4.9)

par exemple pour m3) = (1,2,3)avec

a

~ Çy/u + y/13 (11 - a/la) -H y/n- /Ta (i1 + a/la))b

c

Dans le cas le plus général la fonction d’onde du niveau fondamental est une Gaussienne en

7' et ~yl , c’est-à-dire une Gaussienne corrélée en ~x et Ij* . Comme et y sont obtenus à

]>artir de p et A par des transformations d’échelle , la fonction d’onde du niveau fondamental

x

est donc une Gaussienne corrélée; en p et A .

Développement systématique sur des Gaussiennes4.2

L’Hamiltonien d’un système de N particules de masses interagissant par des

forces centrales à deux corps s’écrit

‘2rrii
N

+ £ w«»(r«) .
i<j— l

//= E
i --- 1

En faisant un choix de coordonnées de Jacobi , l’Hamiltonien relatif peut se mettre sous !a
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forme
yv-i -p>‘*

-V . + V rÿ(ru{:r,})Xi (4.10)II = 2 AUi--J i<j-l

où p a* dénote le moment conjugué de la i

” réduite” . Le potentiel (rij{lc fc}) doit, être bien entendu considéré comme une fonction

des coordonnées de Jacobi .

La méthode de développement systématique sur des Gaussiennes corrélées

des méthodes les plus utilisées pour la résolution approximative de l’équation de Schrodinger

pour des systèmes à petit nombre de corps , consiste à adopter

coordonnée de Jacobi Tu*i et Mz est une masseterne

qui est l’une

1g
’ï' = %2bnexp )J ArA x i.~x j (4.11)•>Tl— l * ÙJ -1

comme fonction d’onde d’essai . An est une matrice carrée de rang ( N — 1 ) réelle , symétrique

et définie positive . g est appelé le nombre de générations . Les paramètres de poids bn et les

paramètres de portée seront déterminés par une procédure variationnelle .

Si on adopte la notation suivante :

i N-1
- £Z ij~ 1

{~x .lx w-i |m) = exp (4.12)

(4.11) peut-être mise sous la forme

M = É bm\rn) (4.13)

La valeur moyenne d’une observable quelconque À évaluée dans l’état |ty) ,(4.13), sera donné

par l’expression
KKi (»| A I ni)

bvbm(n |m)
1(A)ÿ — (4.14)V-7/Lan,n--1

Donc le calcul de la valeur moyenne d’une observable se ramène à celui des éléments de matrice

de l’observable en question entre deux Gaussiennes corrélées et à l’évaluation des recouvrements
de Gaussiennes . Nous allons considérer dans ce qui suit deux observables parmi les plus inté¬

ressantes , à savoir l’Hamiltonien et les corrélations à courte portée . Nous donnerons également

l’expression du recouvrement de deux Gaussiennes (n|m) comme cas particulier des éléments
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de matrice de l’énergie potentielle .

L’Hamiltonien4.2.1

Le calcul des éléments de matrice de rilamiltonien du système entre deux Gaussiennes

corrélées (n\ H \rn) , se ramène au calcul des éléments de matrice des termes d’énergie cinétique

et des terme d’énergie potentielle entre deux Gaussiennes corrélées

<n|V<ÿ>(rÿ{-5?fc})|m> /</=1,2, N .|m) - 1 et
2Mi

Considérons successivement les termes d’énergie potentielle et d’énergie cinétique .

L’énergie potentielle

Notre problème se ramène à calculer l’élément de matrice d’une fonction quelconque / (TV,)
de la variable T*\j entre deux Gaussiennes corrélées (ri\ f (TV/) \m) . Nous avons

N- i
kyi-~1(n\fC?ij)\rn) = J - ■ ■ J (Pi? N-if Çr*ij)<- 2

En posant
14M =2 (ÿ+43) .

l’expression précédente peut être mise sous la forme

— 2-ÿkyl — 1
-]

H /CA/) |rn) = J ■■■ J <P~x Akl~3*k‘~ÿ?l
i

Faisons sur A une transformation orthogonale R

li‘ R = RRr = 1

de telle manière à la ramener à sa forme diagonale , qu’on désignera par A . Nous avons donc

T (4.15)A = RAR
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On peut aussi inversement exprimer A en fonction de A

A — Jv Ail .

L’argument de l’exponentiel intervenant clans l’expression de (n| / |rri) peut alors se

mettre sous la forme

N-1 N-1
ftkmÂY Aki~xk.~xi l k • *£ l (4.16)mn

k,l k,l,ii,7ri
N-1

__
N~l ~'Y Ynn V tn ■ '.(/ n = Y, Ann y n ;

n,m 7i

où on a introduit de nouvelles coordonnées de Jacobi { if k} liées aux anciennes coordonnées de

Jacobi {Ü?*.} par les relations

~V k — K-ki i (4.17)

c’est-à-dire que les {Ir?*} et les { yyk] sont liées par une transformation orthogonale , celle qui

a ramené A à sa forme diagonale A . Pour obtenir (4.16) , on a egalement utilisé le fait que A
est une matrice diagonale .

On peut d’autre part remarquer que l’élément d’intégration c/’5!? ab¬
sous une transformation orthogonale . Donc

est invarianti

..(Z3 fl?£~x — d* V i --(P ~v NN-11- „1

et (n\ f (f?ij)|ni) peut se mettre sous la forme

Ni —••• / r/:i ÿY-d3 r\,y E Akk v'i(n|/(ÿ)|m) = k - 1

où r* ij doit être maintenant considéré comme une fonction clos ~y k ■ Comme

N- 1
'*ij = E 4i *k

k=\
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où les (lÿj sont par définition les composantes des ~Ÿ tJ sur les ~x /.

N-l N-\
= E E 4 •

k— I /= I
r 13

Faisons maintenant sur les {if 1} une transformation d’échelle

~Zi = (Au)i/2 (4.18)y u >

ce qui permet de réécrire {/z.| f (~r* ij) |m) sous la forme suivante :

r/-/ N 1 -7>»2
A:<n|/(ÿü) lm> fc - 1

il N- 1
/— /fc-1rf* yy_j /("7**jy)e—3/2(A)

où

)A .4i j

est le déterminant de la matrice Tl . dans l'expression précédente doit être cette fois-ci

considéré comme une fonction des { Z

N-l W-l _ , v

Y. Y <tt,nl(Au)-m Z l ■

k~- 1 l~ 1

11 est toujours possible de faire une transformation orthogonale sur les Z {{% A,- } — > { V Vr })

de telle manière que T*ij soit proportionnel à W i . 11 est claire que le facteur de proportionnalité

r ij =

est

.1/2 1/2

E E .....)~,/2) E' E'4«SA)-‘«I»4
1c,T1=1 /-=1Ar,n=.1tm=l

où on à tenu compte du fait que

ifÀ ' R—- A-I

Comme les transformations orthogonales laissent invariants d * Z \ Z N — 1 y 2Z k ><*£/V-l
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alors

/•ÿÿ/ — > N — 1 —e-£*-. "'i<n|/(rii)|m) = (A)-3/'2 1IJ

L’intégration sur est immédiate , si on utilise le résultatyv-i

/ U'*2rfHvV

Donc

j /((</ -ü»ïe 11/2-3/2 3(N-2)/2<«l/Cÿy)M = (A) 00 (4.19)

qu’on peut aussi réécrire comme

(n| / ( r»y) |m) = (A)-3/2 (TT)3(/V_2)/2 (rfÿ/T1ÿ) 3/2 J d'‘\V\ f (ÏTj) e-('ifjA-'diiY'ïv?

(4.20)
si on fait le changement de variables

1/2H", = (ÿ"‘rfy) ir i

A partir de (4.19) , on déduit le recouvrement de deux Gaussiennes en posant / ( y\j)=1 ,
ce qui donne

3/2(n|m) — (7rN VA) (4.21)

On peut utiliser cette expression de (n| m) pour réécrire (n| j ( r*ij) \rn) sous la forme sui¬

vante :

y r/3ÿ,/ ((dÿ-'dy) i/2 rd \Vv i J e — M'?-3/2<nl / Cÿij) lm) = (n|m)7r 1

(4.22)
Pour un potentiel en loi de puissance

v/ = l/(ij)(T\j) -, A • rvtj 1 ij (4.23)
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l’expression (4.22) se réduit à

|m) = (n|m)7T (d/j/1 Xdij)1ÿ1 J dA\V \\V"e~"'ï(n\ Aiji.v
ij

Un utilisant le résultat

roo

J0I <PwxWfe , /V + 5-ïï1? dWWVÿe-ÿ = 2"11 =r 4?r (4.24)pour > --3•>w

on obtient finalement

‘iAfj /y + 3(n| |ra) = (n| m)
2

qui peut être réécrite comme

(n\ A |m) = (n| m)~ÿr +
V/TT

*72 (4.25)'ij,ij2

si on introduit la notation
Y» |

7zj,A:i = • (4.26)

Le terme cinétique

11Calculons l’élément de matrice (n\ |rn) . Nous avons2AJk

P k 1 (H ~Pk)(~Pk |m))H |m) = 2A/*

En utilisant la relation de définition des Gaussiennes corrélées (4.12) , on obtient

N-l

1h |m) = ih Aklp~ï?7> I™) •
j/~ i

Il s’ensuit que

\rn) = Tû~ £ 'VÆM ;jTV :7l/n) •2A'/; I
M (4.27)2A4
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Donc on est ramené au calcul des éléments de matrice de .1: (/• x p

H -1
Aij~Xi.~Xj(fi X(n| le q. x v |m) = ...cfilc (4.28)11 N-1

qui en terme des y k ,(4.17), prend la forme suivante :

E‘RÿiÇj f [ -VX-CPIJN
r-v N

C~
-i -Akkiri(?i| x q.~xv|m) = -- 1-1

L’intégrale figurant dans le membre de droite de l’expression précédente est nulle pour i 7ÿ j

car on a alors à intégrer une fonction impaire en t en Ijt j) . Donc

E W/-/ÿ f
TV -~iP~y N -

- 1
Âkklf‘1(n\ le q.~x p \rn) = i*

En faisant usage du résultat

Hoo

J —00

3/2— m
2a Va/

pour a > 0 , on aboutit à

w\ 3/2ÿ3l5ÿa }1PJ]3
2 VA -'E/j= 1

3 / 7T \ 'b'2 3(.V-2)

2 VA/
71

r, <«l m}ÿ1

Finalement , en reportant dans l’expression (4.27) , on obtient

T/2 'Y-13 E
<?,P i

|m) = - (n| m) (4.29)2Mfc 2A/fc

d’où l’expression de l’élément de matrice de l’énergie cinétique entre deux Gaussiennes corrélées

h2N-\3 [/TM-'/T](n|T |m) = - (n| m) £
k-.= I

(4.30)ArA;2 A4

Dans le cas particulier d’un système de masses réduites toutes égales Mk=M (À:=l,2,...,iV—l) ,
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l’expression précédente se simplifie en

;! h?
22M (n\ rn) tr [AnA~';\m](n|T |m) = (4.31)

Remarquons cjue dans un système d’unités où — 1 , on retrouve le résultat de la référence

[2].
Appliquons nos résultats au calcul de la valeur moyenne de l’énergie pour une seule généra¬

tion de Gaussiennes . Dans le cas d’un potentiel en loi de puissance (4.23) , nous avons

3 N~] h2 v' \ y!'*
y ijÿi j.ijH--7=1'

U +3E (4.32)2Mk2 2A:=- 1 i<j-1

Dans le cas à trois corps , avec (r) (indépendant de (i,j) ) la minimisation de

l’expression précédente de E pour différentes valeurs de ;/ donnent les résultats consignés dans

le tableau 5 , où on a indiqué également entre parenthèses les résultats exacts [l] . La compa¬

raison des résultats exacts et approximatifs montre que l’approximation d’une seule Gaussienne

constitue déjà une bonne approximation du résultat exact , spécialement pour les potentiels

confinants (;' > 0) . On vérifie également qu’on retrouve le résultat exact pour le potentiel

harmonique comme il se doit .

(mi,m2,m3) v = 0.1 u = 2u = -1 u = 3u = 1

-0. 1232 1.9180 4.9498

(4.9392)

7. 5730 9. 7638

(9.7389)
(1, 1,0.2)

(-0.1398) (1.9152) (7.5730)

-0.3432 1.8512 3. 4452 4.3729 5. 0293
0,1,5)

(-0.3848) (1.8436) (3,1379) (4.3729) (5.0166)

__
l.

Tableau [5] .
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4.2.2 Les corrélations à courte portée

Calcul direct

On peut remarquer que{/i| é3 (Tÿij ) |rn) est de la forme (u| / (T*ÿ) |m) avec f Çr*ij)=&* (~r*ij)-
En remplaçant f (~r*ij) par è3 (T\*y) dans (4.20) , on trouve

(n |<5'{ ( r*ÿ)| rn) = (n| m)TT (4.33)

Calcul par la formule de Schwinger généralisée

Il est clair que la règle de Schwinger généralisée permet d’obtenir une meilleure approxi¬

mation de la probabilité de présence de deux particules au même point . En effet , la règle de

Schwinger fait intervenir la fonction d’onde en tous les points , alors que le calcul direct fait

intervenir la fonction d’onde en un seul point . D’autre part , même si l’approximation de la

fonction d’onde est satisfaisante en moyenne , elle peut être très mauvaise ponctuellement ,
d’où le résultat annoncé .

Le calcul via la règle de Schwinger généralisée nécessite la connaissance de deux types

et de la dérivée radiale dud’éléments de matrice , ceux du terme ’’centrifuge” yi Lfj/rj- rri'j
potentiel (ri rnÿ .

On peut sans perte de généralité se limiter au calcul pour (ij)~(1, 2) . Le calcul pour les

autres paires devenant alors trivial à la lumière du calcul pour (ê/) — (1,2) .

On j>eut toujours choisir les coordonnées de Jacobi {"?*.} de telle manière que TVi coïncide

avec la première des coordonnées de Jacobi

— > (4.;M)'/* 12 = •*' 1

Calculons donc (n| |m) et lyi ~~x j.ViK m\ .
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Le terme centrifuge

Nous avons

/ 2/ J i / 2
ij i2 1

-> N 1
-tj-lsEiAïjÿ j le iAYj~x jH3 (Z i ...rZ J' /v-K- Urrt :r?:î:1 l

H N • 1

'2 ZÿtJ-1
- 1-i y

C 2 Z- !(Z~ï; ..(Z .7; Lj- /V-l 1

/v 1
/,j -• î

N 1
ij-l-JE 1 -èE-> x'iAyx'jdx \ ...d x Lie L i cN-l .3X 1

11 est clair que le premier terme du membre de droite de la relation precedente est nul . Donc

a
2 Z-t./-/ 1 T» _iVN

L |C 2Z-fiJr.»
-11x iA'ïj x j ~x iA\nj~x j("I -3 lm>

•ri
L [C .3.7 1

Mais

L je 2 Z-rifi=i 1 , /--> „i
T a; i x [ V ic 2 Z-aj- 1"x* j

/

AA--1 1 v-ÿ TV — 1 _v kîUj-l1
7 E (E
1 k

■ i X ;i: k a

N- 1 N - 1
i,j-lEî SiAZ?j= ih E Al\ (El X 7Ÿk)e 5

A:

Il s’ensuit que

L? TV — J
= E E ( :r i X 7ü\.) ( :r i x x—4 -1

X j(n| -± |m> (Z ;? j...dl?/V-l ...3.rA:,/1 1
(.1.85)

Kn passant aux variables { iÿA:} , (4.17) et (4.18), on peut mettre (4.85) sous la forme

/2/ÿ1 ;*2(A)-3/2<"l 4 l™>
A:,/I

N- l

3) - E *ï— e ‘v 1
(7? i x 7?fc) (7i?| x JH dl z\...d:i~Z (-1.36)N — I ...3 3

I
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où les Xi (i— 1,2,...,/V — 1) doivent être considérées comme des fonction des { Z n]

N — I
V R~{
es in

— 4 (-1.37)■•*' i
Tî

un

lin utilisant la definition du produit vectoriel

E .
l,in,n,p,s ' '

(;r j x ~x i ) (1? i X ~x j ) (-1.38)

où eimn (Z,m,n=l, 2, 3) est le tenseur de Levi-Civifa tridimensionnel totalement antisymétrique

avec e123=1 . Mais
3

54 £hnn* Isp — bmpÿn s '

on ôns désigne le delta de Kronecker

1 n — s
àns

U n s

ce qui donne

i) - ( ( X\-Xj) (4.39)

Si on reporte (4.39) dans (1.36) on aboutit à

a
AltAÏ!(ni -4- |m)

xf k,l

x\ (~xk. x*i) - (~r a*t) ( T* I .II /,:) -y— e
N — 1 — ►

c? Z i...(P Z X Zî1N-\ .3
1

Définissons 7 T 2 et 7’ 3 pari 5

T, :=yiî{2â?J=/i,1(2' E1 «7n
1/2"

1

/T ■

ri n ri

- 11/2 E 'C
u

N- 1

E «

1 (4.40)7’2:=/l;) =\Z* ÙiTt
1/2 r'i = 41'•r k uikk

1/2 -1 I7’ •= 41/1 * ' *lkk Zn ■A’TI \/aN un
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L'i[/expression de (ni 7ÿ |m) prend alors la forme
*ï

E'-IMï Akk'hlH \m)
*i AnA,/

T( (r 2. T:,) - (r,.r2) ( A' -1r 1 - 7 ’ 3 £H dvzl . . A- - ]eiV-l 7';!
1

Soit une transformation orthogonale des { Z ;} ({ Z2}— >{ Z ) . 11 est clair qu’il n’existe pas

et Z[\~rr 3 mais une transformation, E' = 7'2une telle transformation telle que Z\ — 1'

orthogonale telle que

1

~2\ (4.41)

(4-42)

T 1

6 (ît +0:7*2)=

et

c{Ty +yT2+ ZTÿ/j 3 (4.43)

est ]>ossible .
Un calcul direct mais assez complique , exposé en annexe A , permed de fixer x , y , z , b et

c. On obtient , tous calculs faits ,

-An (4.4-1)X A]/W/2
■ln -MI

.1-1/2 A-' 4-1 _ A A~l
-Ml -*1k y‘l l yl IA;

A-Ci-' _ 4-' 4-1yM l *llk -1!AM Ml_ 4“' 4-1yin - lu__
A~x A~ 1 - 4_l 4~nu /MI 71a- -‘/i

Ai (4.45)y -1/2Ai
4-,/2 - *2/1AA 01-16)2 -1/2

et

i
b \fx*

1
c

\J -1- Z/2 + 21 + 2((
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Donc

~7'/j , 7 (4.47)

(4.48)

1 5

1 -> --»
T + .*'/’ 2Jy/x1 - 1

et
1 — y — >T i + yT ‘2 + ZT 3 (4.49)>

1 - y2 4- Z + 2ÿ

7/ et z donnés par (4.44) , (4.45) et (4.46) .

On pont inverser les relations précédentes pour exprimer 7

Z 2 et Zÿ

avec
77? — >

7’ 2 et 7’ 3 (*n fonction de5

Z'I 5

Z'T î î 5

y/x* — 11-Z + ~
77?7'7 2 :r :r

et

y\AZ ~ 1V “77? y 7
Z/ i Z (, 4 Z 7

s •Tl i —
>'r z;r z

Hn faisant usage des expressions précédentes pour T 7’ 2 et 7*3 . on obtient1

zî(I7 3)-(TVT2)(7.7 2%?'- Ï/CT - z'2z.'2■�3 17 î i

-J-!/a 12ÿ — ►X<2 — I ’ Z7 Z3. Z,JL
2 Z'? .1 1X 1

Calculons d’abord l’intégrale de l’expression

1 N - 1_ 'sy! "7/7/j 2* /j a
— y

z<x.z' ~yf ~yf/j 2- /j 1
/2Z'2 (4.50)a\ !Z?1

Nous avons d’une part

E; 1 y'i— yz , y /2 y /2Z 2 Z 3...S z yf — \ Z7 Z 7
Z> 2 • /y SZ -C 7' Z72* z 31C cN-1J 1 ?
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où G est une constante venant de l’intégration sur Z .

nées spliériques et en prenant l’axe polaire pour Z % selon ~Z 2 (on intègre d’abord sur Z 3 à

on peut montrer que

Zÿ.Z / . I MI passant aux coordon-! ? N- 1

Z 2 fixé et on intègre ensuite sur Z2 )

~y l‘l l'ZA 2 2ê~zÿS z'a e-Z?-Z? = g7r2 dZÿlZÿZf Z%c udu .

Comme udu = 0 , il en rés\ilte que

rf3 y'Z'-y* ( ~yi‘2 ~yl‘2yj 2 /j 2C

De la même manière , on ptmt montrer que l’intégrale du deuxième terme de (4.50) s’annule .

Il s’ensuit que

/,? Aî{ /1 , y J'Z—rÿy—
N — \ 3(N 3)-3/2(ni — r |m)

*1
(A) X AWfi 27T.2/ln XÿZij

__ Z'2 — ~Z if- y?d Z\dZ 2 CZ?1

Km passant aux coordonnées spliéricjvicïs pour Z2 et Z\ et en prenant Taxe polaire d’une
v4/1 y — —des coordonnées Z',(Z'2) selon Z 2( Z\) ])our Z2(Z\) fixé , on obtient— »

I ciz\d~ÿf2 1 "7? /2 y* /2A I 2 —y?y? cZ?1
-1/ÿ00

Jo du-l-Z? {Z?Z?** - Z?Z?) e-y*-z? = -2tt5''2 .Z1
8tt2 rfZ',rfZ£

-1

L?Il en résulte une expression pour (n\ -p} |m)

Ü 2N~ï Aa A
A 1 1

x-3/2 (3/V~4)/2(ni -4 Irn)4 -2(A) X A'jW (TT)— y .2
UJ

D11 remplaçant x }yetz par leurs expressions explicites (4.44),(4.45) et (4.40) respectivement

et en Taisant usage de (4.21) on aboutit à

a -Oïff"HE'1’,'!'1”, (ÿ'•n1--'Vn ij ' V
■

1 -1H (4.51).3 OX 1
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Sachant que

*7Ï AH I j HaAUAljÿj = (-i)u*(-i)1

A/T1 -iA:i j

— ioù Bij dénote le déterminant mineur de la matrice A

colonne [16] . Cri utilisant la défini Lion (1.26)

, obtenu en supprimant la lercet la

ligne ,et la lerect la j

(4.51) sous une forme plus simple

:eme :eme on peut mettrei

ü(n| H (4.52)
*/ 1 »i/ 1

où i=l et j =1 sont exclus de la sommation car donnant des contributions milles comme on le

voit directement sur (4.35) .

La dérivée radiale du potentiel

Pour le terme /n ~ !v i . V i V , en tenant compte du fait que d ij —
N

E d\j M
i<j~ i

où dénote la dérivation du potentiel d’interaction des deux particules i et j par

rapport à dxj .
En passant aux coordonnées { Z , (4.17) et (4.18)

N-1
h~J

on a
:)•']. d ij(n| — ~x j . V iV lm) = V,(ij) |m) , (4-53)x\ d-ij:î:i

X j. Cl ij
— »

V,(l3) |m) = d\j (A)~3/2 J d/l ...d Z n_i

N- 1 — »— ► nd\j (n| . (4.54)fc-1

1

Il n’est pas possible de faire une transformation orthogonale sur les coordonnées de Jacobi

{Z k] ({ Z k}—*{W i}) de telle manière <]ue

W i = a~x \

et

\V2 = [j d ,
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où a et /3 sont des constantes de proportionnalité . Mais il est possible de trouver une telle

transformation de telle sorte que

W i = 7] i x i

et

VU 2 = aà?i + b d ij

Un calcul direct permet de déterminer a et b

1 T'ia.ÿa
yfTvïj2

16 \/'yia,i2

où 5 = 712,127ij,ij -7?a,y • Donc

-1/2— +712,12 1lUi (4.55)
1

i + \/ln,u d ij (4.56)VU 2 y/6 V/ÿ12,1‘2

On peut inverser (4.55) et (4.56) pour exprimer ~x \ et d en fonction de W\ et TV 2

7Îg2'ÿiX I

1 (712,ÿ1 + vÿfu,)d ij = vA12,12

L’ex])ression (4.54) se transforme alors en

s*1. d jj V'(ij) |m) = d]3 (A)~3/2 J d3VUi...d:,VÿN_,

I /intégration sur les variables U73, IV

N -1

dij H A:-- 1
.T]dij •J 1 d-i j

est immédiate et donne-1

plV’W |m) = 4(A)-3/'27T3(ÿ-3) r
‘ J ilY'(ij)c-w'i-ÿ'iX t. d3VU\d3VU2d}j H a:1 dvj
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En utilisant l’expression (4.21) du recouvrement des Gaussiennes on arrive à

X[ .dij V'iij) |m) = rfÿ-3 (n| m) j Xydij4 ("I (4.57)
x\dij

— >
Faisons maintenant le changement de variables VF|, U72 x 1, d ij). On a

-1/2712,12

1
N/Tü

0
7:!lFid3ÏF2 d:!dV:i ( rf = trÿd3ÿ,*3 (40)

VS

et

MT*2
5' Jl

712,12-ÿ2 , 07l2,ti-/
-7“ ri v + --7- d ü-îF? - îF:ÿ = — �'1'

Reportons ces deux expressions dans (4.57) , où pour sirnplilier les notations on a remplacé

H?\ par ~x et d par ~ÿ* • O11 obtient alors

V'W |rn) TT 35 3/2(n|m)d-4;H y
— fII X . 7/d"5?d

Posons
7zj,f/ 7:12,12 712,y =: 6— : c et6 6

On peut remarquer que

1 9(~y.!c) e(-ax*-c'j'2 1 2!) w*•‘ï’) = i. (— au;2— cy2 I ‘2b~y.~x )
2 Ob

Donc

|m) — > ('!/) (— ax2-et/2 4 f2b~ÿ*.-x )a: ].4 ("l d~x d yx j d-i j xy

En passant aux coordonnées sphériques de !? et de ~y et en prenant l’axe polaire de x

selon ~y pour ~y fixé
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-> V (y) -Ci/2 \ 2b~y .~x ) I dy I dx I duV (y) xyc( ax
./() Jo J-1

/ / rf‘yJ J ' xy
— cy2 |2tarj/u j8TT2

Intégrons successivement sur u et sur x . On obtient

(-ax2— cj/2-|-2tecy) __ (-ax2— Cî/2-26XJ/)J J d.~xd~y YUÿ/1 -cy2+‘2,1l/' r°°/ dî/Æfï/' (</)
7o

r«> e~y
4?r2 j dyV' (y) X/TT—

47T2
6

2 ca -62
6

erf yÿibs/7i
où on a utilisé la relation

/.QOI f e(-ax2-cy‘2 ] ‘2bxy) _ ax2— cy2 — 2fccy

JO '

bdx = X/TT- erf a > 0 ,x/â

où erf est la fonction erreur .

On obtient finalement l’expression générale de l’élément de matrice de la dérivée radiale du

potentiel

•oopiv'M)\m) = d}j 2 6-3/2 1 f

y/7* y/a Ob b J0
V (y) erf ( y-4= 2 rq-62X 1.4 H -y

“ % •

(4.58)
Cette relation ne peut être calculée analytiquement que pour des cas particuliers de poten¬

tiels. Donnons quelques exemples de ces cas particuliers , où on a remplacé a , b et c par leurs

expressions explicites dans chaque cas

* Potentiel Coulombien V (y) = —y

vVexid{j

-î

l-'l'iMi
x\ .d{j
x\dij

712,0' 712,12 712,0V,{ij) |rn) =4 w (4.59)arctan yft J ‘

* Potentiel harmonique V (y) =

xi.dij 1 7l2,tj
N/ÿ VÿÏ'A12

P,(lJ) |m) = 4 (n| m) —4 <nl (4.60)X]<kj
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* Potentiel linéaire V (y) = y

y/S ” 2Ti2,f/|m) _ rf!.- (ni m) 7l2,tj(lij («I — arctan . (4.61)/kiJæifiy

Le tableau suivant regroupe les résultats chi calcul direct (n |é3 (Tÿ-)| m) et par l’ intermé¬

diaire de la règle de Schwinger généralisée dans le cas d’un système) à trois corps interagissant

par un potentiel linéaire V (r)=r pour une génération de Gaussiennes g~1 . On a considéré

trois configurations de masses mj=m2=l et ma — 1 , 0.2 et 5 successivement . On a aussi reporté

les résultats exactes [l] .

eSchw0 1 2
eSchwcdirect°V2 Xdirect°J3cexar.t°\2

cexact°13B Ern exetuar

3.8633. 871 0.0507 0.0571 0.0569 0.0507 0.0571 0.05691

0.2 4. 950 4.939 0.0524 0.05230.0461 0.0184 0.0219 0.0206

3. 445 3.438 0.0534 0.06025 0.0598 0.0842 0. 1051 0.0949

Tableau [6] .

L’application de la règle de Schwinger généralisée permet d’améliorer substantiellement la

situation par rapport au calcul direct . On peut môme considérer que le résultat obtenu par

l’application de la règle de Schwinger constitue dans certains cas une bonne estimation du

résultat exact .
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Chapitre 5

Bornes inférieures optimales pour

des Hamiltoniens à N corps

Introduction5.1

Les méthodes variationnelles , dont un exemple est le développement systématique sur des

Gaussiennes exposé au chapitre 4 , appliquées à des systèmes à N corps , fournissent des bornes

supérieures pour les énergies des états fondamentaux de tels systèmes . 11 serait bon d’obtenir

également des bornes inférieures pour les énergies des états fondamentaux de systèmes à N

corps , de façon à avoir un encadrement des énergies des états fondamentaux de ces systèmes .

Nous nous intéressons dans ce chapitre précisément à la dérivation de bornes inférieures

pour les énergies des états fondamentaux de systèmes à N corps dans le cas d’une cinématique

non-relativiste et de forces à deux corps invariantes par translation , ce qui correspond à des

systèmes décrits par des Hamiltoniens II de la forme

N l tî+ E (5.1)*/=E 2m*I i<j— l

où m* , T et ~p i désignent respectivement la masse , la position et l’impulsion de la i

i ■=/=■ j = 1,2, ...,7V . Il est à noter que le potentiel VÿÇlÿij)
dont dérive la force à deux corps peut dépendre de la paire {i, j} .

cine

particule . r i - r jij
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Notre point de départ sera la décomposition suivante

N 1 N
I \ — vi+ E anPij

i<j~1
£ (5.2)Pi =2m»i— 1

de la partie cinétique de rilamiltonien II , faisant intervenir les paramètres bj j — 1, *2, /V

et les paramètres nécessairement positifs a*j i<j— 1, 2, iV . est une combinaison linéaire

des diverses impulsions ~p * N
Ÿij= E Vij.k'Ÿ k (5.3)

avec les coefficients de la combinaison linéaire (Jijyk choisis tel que T*ij et ~p ij soient des variables

conjuguées l’une de l’autre , c’est-à-dire satisfaisant aux relations de commutation canoniques

[rij,k,Pij,e] = ihàkt (5.4)k,£= 1,2,3 ,

composai île de Vij et la die,ne composante de

~Pij • H est à remarquer que les paramètres bj , atj et yij,k sont contraints par des relations

obtenues en identifiant les deux membres de (5.2) . Plus précisément , l’identification des deux

où rijk et pij}£ désignent respectivement la kcrue

membres de (5.2) fournit N + contraintes . Si on remarque que les bj sont au nombre de

N et que les sont en nombre , les contraintes peuvent permettre d’exprimer les bj et

les ciij en terme des . Dorénavant , les a+j et les bj seront considérés comme des fonctions

des yijtk .

A la décomposition (5.2) de l’énergie cinétique correspond la décomposition suivante de

rilamiltonien du système

) (?, y‘) +
N

E brfjII = (5.5)
j= i

Désignons par [ty) l’état fondamental normalisé du système et E l’énergie correspondante .

Nous avons

)(EW)I*>+ E m («J-Pi
) \i=1 J i<j - 1 v + vWc?ij))\*)

j=-1

(5.6)
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Comme \ yV) est invariant par translation

CI#*» (5.7)0

la contribution du premier terme dans le membre de droite de (5.6) est donc nulle . 11 en résulte

que

(5.8)
i<j=~-1

Mais en vertu du principe variationnel

<*l («ÿPtf +Vm(rzj)) |$) > 42) [ciij ({yw,m})] (5.9)

où [dij désigne l’énergie du niveau fondamental de l’Hamiltonien à deux particules

Hij lav ({2/fc*,m})]
[an ({*/«,„.})] = + VÿÇT-'n) . (5.10)

Il s’ensuit que

E — [aij ({î/M.m})] (5.11)
i<j— 1

Donc nous obtenons une famille de bornes inférieures pour E , une borne inférieure

X [aij ({ykl',n})] (5.12)
t<j=l

pour chaque jeu de paramètres {yki,m} ■ Ha meilleure de ces bornes est évidemment celle qui

maximise (5.12) .
l’énergie du niveau fondamental du système à N corps . Il vaut la peine de noter qu’il s’agit

d’une maximisation avec contraintes . Seuls les jeux de paramètres {ykitm} tels que tous les

soient positifs sont permis . Donc la maximisation doit être précédée d’une délimitation

préalable du domaine des {yki}rn} tel que tous les soient simultanément positifs .

Notons que plusieurs choix des {yki,rn} satisfaisant à (5.4) sont possibles . Nous allons ci-

après considérer deux possibilités pour les {yÿm} menant à deux bornes inférieures optimales

différentes baptisées ” ancienne borne inférieure optimale” et ’’nouvelle borne inférieure optima¬

le” .

N (2)max [aij ({yjti.m})] est appelée borne inférieure optimale pour
î<j— î
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Ancienne borne inférieure optimale5.2

Choix des k5.2.1

Un choix possible des paramètres yyÿ est le suivant

pour k 7ÿ i, k j

pour k = i

pour k — j

Vij,k = 0

(5.13)1

H Xij

Il est en effet facile de vérifier que ~]î ij — "2 csty vraiment un inornent conjugué de T*y .

La décomposition du terme d’énergie cinétique ce réduit dans ce cas à

TV TV TV
?? = (EVP*)(E ?*) + E

N 1 ij
2 ('~v i - xij v jŸ , (5.14)E 2m* t<j=l (1 + Xy)

et la décomposition de l’IIamiltonien correspondant à

TV TV TV
/' = (£ÿ;)Œ7;)+ £ ij

Xij V jŸ +VM(ÿij) (5.15)i ~
i<j=l (1 + iCy)2J=1 i— 1

La borne inférieure optimale est obtenue pour ce choix des yyÿ. en maximisant

[ûy ({#*/})] sur les paramètres xÿi qui sont au nombre de (c’est-à-dire le
i<j-i
nombre de paires distinctes pour le système de N particules)

13 ≥ max E U™ [ûÿ ({*fci})]
*<i=i

(5.16)

N (2)On appellera max Y1 &y [fly ({ÿA:/})] ” ancienne borne inférieure optimale” . Lorsque

N (2)£ [«y ({#fcz})] aura atteint son maximum par rapport aux {x , toutes les dérivées
t<j— i
partielles par rapport aux {xÿ} doivent s’annuler , c’est-à-dire

y »1®*« 0
l~zi 'dan Oxki (5.17)A: <1 — 1,2, ..., N .
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ne sont pas tous nuis , le déterminant du Jacobien est nécessairement nul ,Comme les dciij

c’est-à-dire
ddij (5.18)det = 09xkl

Cette relation stipule qu’au maximum les paramètres xki satisfont à une relation indépendante

du potentiel considéré . On peut en tirer parti en imposant cette relation avant d’optimiser sur

les paramètres xki , ce qui permet de réduire leur nombre d’une unité . Mais insistons sur le

fait que la condition du Jacobien n’est pas à proprement parler une contrainte . Pour preuve ,
on peut l’ignorer , maximiser sur tous les paramètres xki et la vérifier numériquement pour les

valeurs correspondantes au maximum .

Pour expliciter la condition (5.18) , nous avons besoin d’exprimer les ci{j en termes des

L’identification des deux membres de (5.14) donne y (N + 1) contraintes , N contraintes

venant de l’identification des coefficients des termes en ~pf
xkl .

NN 1 1Ü (5.19)h + Y aji
i>j=1

+ Y aij
i<j—\(i +xji)2 (1 + Xij ) 2mi

et (N — 1) contraintes venant de l’identification des coefficients des termes en ~p i-~V j (*<j)

2 (5.20)bt + bj - ciij = 0
(1 + Xij)2

En combinant les contraintes précédentes (5.19) et (5.20) , on obtient un système de (N — 1)

équations linéaires pour les axj avec les ~ ( N — 1) xxj comme paramètres

N 1 1 (5.21)Y Nijtkl akl =
k<l~l 2nii 2mj

avec
k—i et l—j

si k=j et l>j ou k—i , l>i et l j

si l—i et k<i ou l=j , k<j et k =/ÿ- i

1 si

i
(n-*«r

\ •> (5.22)Nijtki :=
X -ixkl

(H‘*kl)

0 autrement
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qu’on peut écrire sous forme matricielle comme

(5.23)C x A = a

de rang ±N (N - 1) , avec Cn=N12|12 , C|2=N,2,i3 , ... ,
. A et a sont des matrices unicolonnes avec (N — 1) lignes définies

où C est une matrice carrée

C21=N,3,12 > •••

respectivement par

«12

«13
(5.24)A :=

\ J
et

«12

«13
(5.25)a

\ aN-I,N /
où

1 1 (5.2G)aij 2vu + 2mj

lin inversant C , on peut exprimer les «q en fonction des mn et des paramètres x

A — C_la (5.27)

En dérivant l'équation (5.23) par rapport aux x/;; , on obtient

OC OA (5.28)A + C = 0
0xkl0xkl

d’où
OA OC (5.29)C -A ,
0xkl 0.i~ki

ou bien encore
OCOA -i (5.30)= -C -—A .
0xkl0.f.ki
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Mais la matrice a toutes ses colonnes milles sauf celle qui correspond à (kl) . En d’autres

a toutes ses colonnes nulles saufla première , a toutes ses colonnes

' milles sauf la deuxième , ... . On en déduit que A est le produit de aki par la colonne non

nulle de la matrice .

octermes , la matrice ()x ] 2

Soit la matrice carrée B définie par

OA D(u,ij C7 (5.31)HijM :~ 9xU Dxkl

où le couple (ij) correspond à l’indice de ligne et le couple (kl) à l’indice de colonne . B est le

et M7 dont la colonne (kl) est le produit de la colonne

par aki . det 13=0 est satisfait si detM'— 0 . Soit M la matrice carrée dont

en utilisant les propriétés des

-1produit de deux matrices carrées —C

non nulle de -n*— -

la colonne (kl) est la colonne non nulle de oc . Il est clairdXki
déterminants que

N \n aM M ,del M' =
k<Jz=\

et par conséquent detB=0 est satisfait si

(5.32)det M = 0 .

de £ [«<J ({ÿfci.})] ■(5.32) donne une relation entre les xki correspondant au maximum

Lorsque le système présente des symétries , le problème se simplifie considérablement . Par

exemple , dans le cas d’interactions à deux corps ne dépendant que des masses des particules

constituant la paire , c’est-à-dire

i<j=1

V{tj) Cr>ij) = V, C?ij ) (5.33)7riitrij

où rrii et rrij désignent respectivement les masses des particules i et j formant la paire de par¬

ticules , nous avons les simplifications suivantes selon les configurations de masses considérées.

Gon figurations ( rri, rn, m)

Comme toutes les masses sont égales , les interactions à deux corps sont indépendantes de

la paire de particules considérée , (~r*ij )=Vr, (~r*ij) , et le système est par conséquent

invariant dans toute permutation des particules . On a dans ce cas tous les égaux et également

rmn
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tous les bi ainsi que tous les Xij , c’est-à-dire

(5.34)

(5.35)

ai3 — ... = uyv-i,7V — «d\ 2

6i b‘2 = ... = bu — bm

et

(5.36)•** 1 2 = *13 = ••• = *i:N~l,/V = 1

Dans ce cas on n’a pas donc de paramètres à ajuster et tous les sont identiques .

égales (n<N )n 7nasses

On peut , sans perte de généralité , numéroter les particules de même masse rn de 1 à n

rri\ = m2 = ... — mn — m

Comme le système est invariant par permutation des particules de même masse , on a les

relations suivantes
ûi2 = du = ... d-n— l ,n

(5.37)k > nd\k — d.2k — ... d,nk

b\ — b‘2 = ... = bn = b

et
X]2 = Xu = ... = *n-lfn = 1

(5.38)
k > n*1* = *2k = •• = = *A

c’est-à-dire que nous avons N — n paramètres indépendants et

1
1 + TV - 77 + (TV - /7) (N -n-1) /2 = 1 + - (TV - 77) (TV - 7?. + 1)

aij distincts .

Configurations (m,m, ...m, . A/, A/, M)

Dans le cas où les particules se présentent en deux ensembles de n et N — n particules ,
un premier ensemble caractérisé par une masse m et un deuxième ensemble caractérisé par une
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masse M , on pent prendre

(n < N) ,771\ rn2 = ... = mn = rn

mn+<2 = ... = mjv = A/

Comme le système est invariant dans toute permutation de particules d’un même ensemble

nous avons les relations

i <j = 1, n ,
i < n et j > n ,
i < j = n + 1 , N ,

Ûij — &Tnin

(5.39)&ij — <hnM

aij “

i=i,...,?i

•i = n + 1 , A''
(5.40)

- frA/

et
i,j < n ou i, j > n ,

/ < n et j > n

Xij = 1
(5-11)

Xij = .r

On a donc un seul paramètre indépendant rc et trois aî;- distincts . Dans la suite

de telles configurations de masses par

on va noter

(zi x m , n7 x À/) , (5-42)

où n et nf dénotent respectivement les nombres de particules du système de masse m et de

masse M . Bien entendu n+nf=N , le nombre total des particules du système . On conviendra

que les particules de masse m seront numérotées de 1 à n et que les particules de masses M

seront numérotées de n + 1 à N .
On se restreint dans toute la suite à des forces à deux corps ne pouvant dépendre que des

masses des particules constituant la paire de particules considérée .

Considérons maintenant, cm détail, à tour de rôle les deux configurations ((N — 1 ) x rn , 1 x M)
et (n x m , nf x M) .
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5.2.2 Configurations ((TV — 1) x m, 1 x A7)

Rappelons qu’un système ayant la configuration de masses ((Àÿ — 1) x m , 1 x Al) est un

système composé de TV — 1 particules de masses égales à m et d’une particule de masse M . En

identifiant les deux membres de (5.14) et en tenant compte des simplifications apportées par la

symétrie du problème (voir section 5.2.1) , on obtient les relations suivantes

(N - 2) 11 (5.43)bm 4~ (lmm H" 2 inM4 2m(1 +:<:)
X 2 1

&A/ + (Ar-i) (5.4.1)2 A / 271/(1 + X')
2.r (5.45)ftm + A/ — 0G'rnM(1 +xf

et
1 (5.4(5)— ftrn aimn 0

En combinant les équations (5.43) à (5.4(3)
paramètre x

on peut exprimer (irnrn et am\i en fonction du

(2 + x N — x) T M — m
( xN — x + 1 )'2 niMmin (•*’) (5.47)

M -h (TV - 1) m
mM (*ÿ’) (5.48)

(xN — x + 1 )2 rnM

A titre d’exemple , considérons le cas d’une interaction à deux corps décrite par un potentiel

en loi de puissance

l'rnm (jij ) — 7ÿmm i < j z/z N (5.49)mm

a le signe deoù le réel À etmm mm i

VrnKl (riN) = XrnM r'"‘M (5.50)* /- N ,

où le réel \UM a le même signe que I'VIM .
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L’inégalité (5.11) se réduit dans œ cas à

(5.51)L 5

Oil

(N - 1)(N — 2)‘2 Hi;2) Km,/'=1/2)

/v(2)(i'mA/,//-=l/ÿ)(ÿV- O] , (5.52)

inax[|À («r/jm («))
____

2_

______
_7j

+ |AmM|2tlymM («mA/ 0i*))"mA/

ne 2 f l'inin m i 2mm 2;r

12

où /£ÿ (iq/i) désigne l’énergie du niveau fondamental de l’Hamiltonien à deux corps 11ÿ

7/ (2) — — "p*2 + sign(i') r1' . (5.53)2 fi

Pour obtenir (5.52) , on a fait usage des lois d’échelle (voir chapitre 2 , section 1) .

5.2.3 Configurations (n x ni , n! x M)

En identifiant les deux membres de (5.M) , on obtient un système de cinq équations

(n- 1) n' 1+ (5.54)«mm «mA/( 1 + a:)24 2m
.‘2(n' - 1) nx

(5.55)+ «A/A/ + «TAl A /(J + a:)2 221/4
«mm (5.56)25m - 0

2
2x (5.57)5m -f- 5ft, — 0«mA/(1 + a:)2

et
«A/ A/25A, - —

où on a tenu compte des simplifications apportées par la symétrie du problème . On peut

considérer que (5.54) à (5.58) constituent un système de cinq équations linéaires à cinq inconnues

amM ) «A/A/) avec un paramètre x . La résolution de ce système permet d’exprimer

les cinq inconnues en fonction du paramètre x . En particulier , on obtient tous calculs faits ,

(5.58)0

(Jhn i b&ï 5 «mrn 5
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pour (imm , fynM aMM l<'s expressions suivantes

(x2n + 2xrij AI
(n* + .T/?.)2 rnM

v!ni
&7nm (•*’) — (5.59)

n' AI -f nin

(ri + ;m)2 m;l/

~x2nAI + (2:m 4- n7) rri

(ri + :m)2 mil/

ÜmM (•*■) (5.60)

aMM (x) — (5.61)

Considérons à titre d’exemple de nouveau le cas de forces à deux corps dérivant d’un po¬

tentiel en loi de puissance

V(ij) (m)

vm(ni)

v(ij) (ru)

Cfirn (nj) — A

VmM (nj) = \nM r"]"*'
VMM (nj) = A A/ A/ rp'Af

l'inin (5.G2)

(5.63)

(5.61)

i < j < nrimm

i < n , j > n

n < / < j < N

AmA/ et AA/A/ ont les signes de j/mm , /'mA/ et //A/à/ respectivement . (5.11)où les réels Àmm ?

' prend alors la forme

~ (5.65)

où

/i (/i -- 1 ).-XlUJlL—
•ÿ'tu m I 2 /'ÿ2) Ktmj/ÿ1/2) X— IUax[|À7Mm| a f "mm (•*’))

x _2_ _l/ tlL A / / v

+ |AmA/|2"'-“A' (amM (*))"”‘w ’ ("mM, /‘=1/2) X ««
2

n' (/;' - L).2_ _LyA/A£_

+ AA,Mr1™" ((lMM (*)rA1A/ (VMM , fi=l/'2) xI 2 (5.66)
2

où amm , amA/ et aA/ A/ sont donnés par (5.59) , (5.60) et (5.61) respectivement et FS2ÿ(UÿL)
désigne de nouveau l’énergie de l’état fondamental de l’IIamiltonien à deux cor]>s (5.53) .

Pour apprécier pleinement la qualité de l’ancienne borne inférieure optimale (5.66) , il faut

en principe disposer de résultats de calculs numériques qui demandent des moyens de calculs

considérables et qui ne sont malheureusement pas à notre disposition . Pour cela on va se

contenter de la comparaison dans le cas de forces harmoniques où on dispose de la solution

exacte . Ceci nous amène à l’étude de l’oscillateur harmonique à N corps .
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L’oscillateur harmonique à N corps5.2.4

Considérons un système de N particules interagissant par des forces harmoniques à deux

corps de meme intensité pour toutes les paires de particules , c’est-à-dire un système décrit par

' un Hamiltonien de la forme

N y Nn+ E
i< j ■■■ 1" = £ (5.G7)7 ij

i- I 2m*

où on a pris , sans perte de généralité , l’intensité À , , égale à 1 .

On considérera dans une première étape quelques cas particuliers de configurations

(n x m, n' X A/). On dérivera les résultats exacts dans ces cas particuliers et on tentera de gé¬

néraliser pour une configuration quelconque (n x m, n' x A/).

Configurations (2 x m, 1 x A7/) et (1 x m,2 x A/)

Le calcul de la section 1 du chapitre 4 montre que l’énergie de l’état fondamental est donnée

par l’expression suivante

3 M + 2m
2A I ni

(5.68)E = 3 + 0
2/n 2A7

pour la configuration (2 x m, 1 x A/)

m et M dans l’expression précédente de E , c’est-à-dire

et pour la configuration (1 x m, 2 x A/) en échangeant

3 / 2A7 + m
V ~2mKT V £7

a (5.69)Æ = 3 0\ — +2m

Configuration (2 x m, 2 x A/)

On prend comme coordonnées de Jacobi

P ~ r i - r *2

(5.70)— >
7’ 3 - r 4 ,

= 2Ârb7i (m i + + A/ (

CT

“7* + 7* 4))' 3
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Exprimé en termes des coordonnées de Jacobi , l’Hamiltonien relatif qu’on désignera par le

meme symbole que l’Hamiltonien 11 , apparaît comme la somme de trois oscillateurs harmo¬

niques découplés

(M + rri)1-y;+2p2 +rn H ~vl + A2 f +2a‘2 (5.71)II = rriM

d’où on tire l’expression de l’énergie du niveau fondamental du système

(2A Y + 2rn)4 4 (5.72)E = 3
2m 2mM 2A7

Configurations (3 x m, 2 x A[) et (2 x m, 3 x A/)

Considérons la configuration (3 x rn, 2 x A7) et faisons le choix suivant des coordonnées de

Jacobi
p = r i - r 2

1A =~ N/3
(5.73)G r 4 - 'ÿ 5 )

I (Cÿ1 + 1ÿ2 + ‘'dO -|Cÿ.1 + r r>))2Af } 3m
1 (A/ (T% + Tÿ) + m ( r' t -h “r*2 + “ÿ3))R = 2À/ } 3m

rilamiltonien relatif , qu’on désignera de nouveau par le meme symbole que riIamilLonien //,

se réduit à une somme de quatre oscillateurs harmoniques découplés

3 (2A/ + 3m)1 — 5 9
Pp + ôP +m p 2

21 5 9»C+ d +
1 — > 9 S .»

P’' + 2,;— >2 , w 2Pa + . (5.74)/7 = +4mA/ 3 A/

On en déduit l’énergie du niveau fondamental de 7/— (Yddddvï) (5.75)

il est évident que l’expression de l’énergie de l’état fondamental pour la configuration
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(2 x rn,3 X AI) peut être déchiite cio (5.75) en permutant rn et AI ce qui donne

(3AI + 2m)5 5E = 3 (5.76)+ 2— +2rn 2 Aira •2AI

Généralisation

On remarque que toutes les expressions précédentes de l'énergie du niveau fondamental pour

les différentes configurations considérées peuvent être dérivées d'une relation générale

3 ( (n- 1 ) y + (n -l)yjn + n* n' Al + nni n+ n!E = (5.77)4-2m 2Adm 2M

qu’on supposera valable pour toute valeur de n et n' . Cet te conjecture n’est pas prise en défaut

pour toutes les configurations qu’on a pu considérées .

La comparaison des énergies exactes avec les anciennes bornes inférieures optimales corres¬

pondantes dans le cas de forces harmoniques à deux corps montre que la saturation (c’est-à-dire
Légalité de l'énergie exacte et de l’ancienne borne inférieure optimale;) , n'est obtenue que pour

certaines configurations de masses . Plus précisément , la saturation n’est obtenue que lorsque

un des deux sous-ensembles constituant le système ne comprend qu’une seule particule , c’est-

à-dire dans le cas de configurations du type (1 x m,n' x AI) et (n x rn, 1 x AI) . Le tableau 7

illustre ce point . Nous avons pris m — 1 et AI = 5 et considéré différentes valeurs de n et N.

Ceci nous amène à adopter d’autres formes pour les ylj fc entrant dans la définition des ~p 2J

(5.3). Dans la section suivante on considérera, la forme la plus générale des yij k compatible avec

les relations de commutation canoniques (5.4) . La borne inférieure optimale correspondante

sera appelée ’’nouvelle borne inférieure optimale ” .

N = 3E N = 1 N = 5 N = G

7. 58954. 7896 10.711 14. 133
n- 1

4. 7896 7. 5895 10.711 14. 133

L'ancienne 6. 184 2 9. 4099 12.879 16.599
n = 2

L'exacte 6. 184 2 9. 4263 12.898 16.617

Tableau [7] .
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Nouvelle borne inférieure optimale5.3

Choix des yij>k5.3.1

Au lieu de travailler avec les Vij,k , on va travailler avec les Xijk liés aux par les relations

(5.78)k=] , ..., N .

La partie cinétique de l’Hamiltonien du système s’écrit dans ce cas

N
E

N N N ... N
-(EWŒW+ E •

j I i l i<j I 1 A: I
Pi (5.79)2mii I

On peut sans perte de généralité fixer à 1 par une redéfinition de «y et des a:y * À:= 1, N,
A: i. Ensuite en imposant les relations de commutation canoniques (5.4)

— La décomposition de l’Hamiltonien correspondant à (5.79) est

on aboutit à

N N N« = (E‘jp’i)(E'?i)+ E ‘1 A:
(5.80)

j 1 i<j 1 I

Nous avons

E

_
(CI II I») = <1'| (E bj p-j-xë p*i) |*>+ E <t|(Si(Ê + v(ü>(ry)) j*>

j 1 t -: l i<j - ] \ 1 A- I /

oti |'I') et E désignent respectivement l’état fondamental du système et l’énergie correspondante.

La borne inférieure optimale est obtenue pour ce choix dos yij k , c’est-à-dire des xy k
7V(W — 1)(W— 2)

en
N ,(2)maximisant /£b’ [a;.,- ({iW m})] sur les paramètres , qui sont au nombre de •2

i<j--l

(5.81)E > max
{xkl,in } i<j - 1

E [ftO ({*fci,m})] ”

N ,(2)E [«ÿ ({ÿw,m})] aura atteint son maximum par rapport aux {xfcj,m} , toutes les dérivées

On appellera max nouvelle borne inférieure optimale ” . Lorsque
{xkl,,n } i<j— 1

t<j=-l
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partielles par rapport aux {xk iy7n} doivent s’annuler . c’est-à-dire

ÙL dlS2) ()(l0'E (5.82)ni k, ni / et Â:<ü = 1,2, N= 0
da-ij dxki,ini<j=1

Comme les

d’élément de matrice

ne sont pas tous rails , la matrice rectangulaire B x

7ÏXM*~~ °11 correspond à l’indice de ligne et Ar/,m correspond à l'indice

T> _ i>&N - \ N
NüLÿLzn NtN_2

1) au plus , c’est-à-dire que toute matrice carrée x N{N~X)\

colonnes doit être de déterminant nul .

N(N-1)(N~2)
2

de colonne, B11=75ÿ , B12= /Mi,)
<**1*2,4

(Miv
<**1*2,5 ’ *

<Mi*>, B|;5 B 1

OA /v 1 yv

N,N 2 ’
doit être de rang (MÿYJZD
extraite de la matrice B en sélectionnant

,B2 B/V(/V- 1)N(N -\)(N -2) — <-**12,3 ’ ‘1‘2 ‘2

/V(7V-1)
2

Cherchons maintenant les expressions expliciter des <q;- en fonction des xki>m • L'identifica¬

tion des deux membres de (5.79) donne

N T*
h+ E '-yL<kj =

i< j~\ 1
(5.83)2mk

pour les termes en \ et

r* *ij9kVij,lbk + i»i + y:
i<j- A

(5.84)2 ““ = °
pour les termes en "pV~7M
système de iV(7V — 1)/2 équations linéaires pour les N ( N — 1 ) /2 riy avec N (N — 1 ) (N — 2) /2
paramètres rryÿ

A: 7ÿ / . Kn combinant les deux relations précédentes on obtient un

N
_

yy, N ijÿki (IM
1 1 (5.85)+

k <i — 1

avec
2

xij,l (5.86)Nij,Ai= 2

qu’on peut écrire sous forme matricielle comme

C x A = a (5.87)
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où C est une matrice carrée de rang N (N — 1 ) /2 , avec Cn=Ni2,1*2 ,
C‘2i ==N|3jj2) CN(N-I) N(N-I) — N(/y- q yv,(N-i) N >

soÿ en utilisant (5.8(5)
Ci2=N12,13 •>

2 2

(:/*7V— 1 iV,l — N,2)2
0*r/V-l ,V,1 - .T/V-l TV ,.'i )

—(ÿ12,1 — ®I2,2)2
(;i-i2,i -3:12,3)'2 fai3,11C :=

4

\ — (3'13,/v ••• 0,:/V •i:/V-l 7V,aO'2 /-1 JV,/V-1- 1

(5.88)

A cl a sont les deux matrices unicolonncs avec N (N — 1) /2 lignes données respectivement par

(5.2 1) et ((5.25),(5.26)) .

L’équation matricielle (5.87) peut être inversée , ce qui donne les N (N — l)/2 (i{j en

qui sont au nombre N ( N — 1 ) ( Ar — 2) /2 ,fonction des XM trn ?

A=C“‘a . (5.89)

I3n dérivant l'équation (5.87) par rapport aux :i'ki,rn (rn 7ÿ k »'l m I ) , on obtient en pro¬

cédant de la même manière que dans la section 5.2

f)A <)C-1 (5.90)= -C
h!iïX'kljn

La colonne de la matrice C correspondant à (kl) ne dépend que des . De plus

tenant compte du fait que I , la colonne de la matrice C correspondant à (kl) fait

intervenir seulement (N — 2) paramètres xuÿn m 7ÿ k , m l , m~ 1 , 2, ..., Ar . Par conséquent,

a toutes ses colonnes milles sauf celle qui correspond à (kl) . Autrement dit ,
ont seulement leurs premières colonnes non nulles

ont seulement leurs deuxièmes colonnes non nulles

en

ocla matrice dXkl,rn
ococ oc ocles matrices Oxi2y3 ’ Ox 1 2,4 flan 2 ,N Ox13,2 ’

.. . On en déduit que

1 •

OC OC
0X13,4 ’ &P13.N

est le produit de par la colonne non nulle de la matrice

La relation (5.90) montre que la matrice B est le produit d’une matrice carrée —C-'1 de di¬

mension x tLitLzll par une matrice rectangulaire M' de dimension x N(N~]KN~~‘2). ,

? •

kl ,m

— I x M'B -C
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OCdont la première colonne est le produit de a\% par la colonne non nulle de la deuxième
oc crnela (N — 2)colonne est le produit de a 1*2 par la colonne non nulle de

le produit de a*2 par la colonne non nulle de

a 13 par la colonne non nulle de

la colonne non nulle de

colonne est
i' 12,4

oc cme.la {N - 1) colonne est le produit de

colonne est le produit de a 13 par
Ox12,N

c)C C7ÎIC...,1a (2 (N - 2))
N(N-1)

:13,2 ’ cincOC JV - 2) + ]

(AT - 2))
colonne est le produit de

colonne est le produit

...,1a0'X\ztN 2
crue

aÿv_1 par la colonne non nulle de — ...,1a
N I N,1 5

ACde aÿv_i /y par la colonne non nulle de
N(N-l). — 1 au plus , si M' rest

1 N, N -2

c’est-à-dire , si toute matrice carréeB est de rang
N(N-i) w N(N-l)

2

extraite de M' est nécessairement de déterminant rml . Du utilisant les pro¬

priétés des déterminants , chaque déterminant d’une matrice carrée

x 22
N(N — \) w N(iV-l)

X extraite2 2

de la matrice rectangulaire M' se présente sous la forme d’un produit de; facteurs .

N{N-\)non nécessairement tous différents , par le déterminant d’une matrice carrot; — — x

extraite d’une matrice rectangulaire -

la colonne non nulle de la matrice ,

colonne est la colonne non nulle de la matrice TOx 1‘2 , N

2
7V(/V-l)(/V-2) M dont la première colonne est

la deuxième colonne est la colonne; non nulle de

x - 2

la matrice emela (N ~ 2) la

colonne est la colonne non nulle de la matrice , .
jY(/V— l)(/V~-2) _

erneerne la (2 (N -2))
~ (N - 3))

(yv-i) colonne
erne

est la colonne non nulle de la matrice TT--— -
OXw N

colonne est la.., la5 • 2
crueN(N-\)(N~2)OC colonne est la colonne noncolonne non nulle de la matrice

nulle de la matrice

matrice M' en posant formellement tous les a.ij égaux à 1 . Donc M' est de rang

laOxpj - 1 N,1 ’ *

. On peut noter que la matrice M est obtenue à partir de la
2

OC
ÔXf\j _

! N, N -2
Aq/V-l) - 12

au plus si M l’est . Cela signifie que tous les déterminants des matrices carrées extraites de la

colonnes sont nuis . 11 vaut la peine de remarquer que d’une

matrices carrées n x n à des

N(N-\)matrice M en sélectionnant

matrice rectangulaire D n x n' (n'>n) , on peut extraire

permutations près des colonnes . Donc si la matrice1 D est de rang n

matrices carrées n x n extraites de la matrice D doivent être toute;» de; déterminant nul , ce qui

semble indiquer qu’on a un nombre égal de contraintes . Mais on peut montrer qu’on a en fait

seulement nr — n + 1 conditions indépendantes . On peut tenir compte de ces relations entre

2
7J' !

7i!(n' — n.)!

1 au Ph,s » les ÏÏT(fe)ï

les Xkijn dès le départ , ce qui permet de diminuer le nombre de ces derniers de --- à
A' ,2). Ceci facilite considérablement la maximisation de bJÿj [n.q ■

N(N-l)(N-2)

{N \ \){N-2)
2

i<j- 1
/V(/V-1) + 1=--ÿ—ÿ-— -g 1 relationsIl vaut la peine de souligner que les 2 2
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entre les Xkim ne sont pas à proprement parler des contraintes . On peut les ignorer et optimiser

sur tous les paramètres , ce qui rend inévitablement le problème d'optimisation beaucoup

plus difficile , et vérifier à posteriori qu’on a bien les _|_ ] relations entre les m

correspondant au maximum.

Lorsque le système présente des symétries , le problème se simplifie considérablement . Par

exemple , dans le cas d’interactions à deux corps ne dépendant que; des masses des particules

constituant la paire de particules (5.33) , nous avons les simplifications suivantes selon les

configurations de masses considérées .

Configurations (m, m, ...,m)

Le système est invariant dans toute permutation des particules , qui sont toutes de même

masse . On obtient donc

(r,.9i)

(5.92)

i < j — 1, Naij a

h b

et

(5.93)k fi i et k fi j .= 0

Dans ce cas on a pas de paramètres à ajuster et les deux bornes inférieures optimales ancienne

et nouvelle mènent au meme résultat .

Configurations (m, m, m, Al)

On peut toujours , sans perte de généralité , numéroter les particules de même masse m de

1 à TV — 1 et la particule unique de masse 71/ par N , c’est-à-dire

ni i — ... — m/v_ i •— m

MmiV

- Comme le système est invariant dans toute permutation des TV 1 particules de même masse
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ni , on a les relations suivantes

* «12 «!3 — ••• — «TV — 2,/V — 1 -- «/in/i

i<A' (5.91)— (hriM

bi z=z b2 ~ ... — 6/v-i — &

et

= 0 i<j<N , A: / A- j

k ± i k N .
(5.95)

•i'ÎNyk l<N

On a donc un seul paramètre variationnel t et deux valeurs distinctes a et (imM (1(>S aij ■mm

Configurations (n x rn, n' x M)

x M) est un système composé!Rappelons qu’un système ayant la configuration (n x m, n

de N particules se présentant en deux ensembles de n et n'—N — ri particules caractérisés par

deux masses m et M respectivement . Autrement dit

m2 — ... — rrin ~ rnni)

A/n.( 2 = • = A/AT — A/A/n ! 1

Le système reste toujours invariant dans toute permutation des particules de même masse , ce

qui donne dans ce cas

n1‘2 — a ] 3 — ... — Q>n— l,n — «mm

i < n et j > n (5.96)«ij — &rriA/

«n+lf?H-2 — j-3 — «/V — \,N — «A7A/

l)\ — è‘2 — ••• — Ai — brn
Ai | 1 = Ai | 2 — ••• “ bN = Al/

(5.97)

et
i < j < A: /, j ou j > i > //, A: / /, j ,

i < // , ;/ > /i , A- < 7 / , A: /

7 < 77 , j > 77 , A: > 77 , A: / j

(5.98)

= P
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Nous avons donc dans ce cas deux paramètres t et p ci trois a-ij distincts : a

On peut remarquer en particulier qu’on a ici un paramètre de plus comparativement- au cas

de l'ancienne borne inférieure optimale pour la meme configuration de masses , ce qui laisse

supposer que la nouvelle borne inférieure optimale sera supérieure (meilleure) de l'ancienne

borne inférieure optimale .
On se restreint dans toute la suite à des forces à deux corps ne pouvant dépendre que des

masses des particules constituant la paire de particules considérée .
Considérons maintenant, en détail, à tour de rôle les deux configurations ((N — I ) x m, 1 x AI)

et (n x m,vl x M) . On considérera aussi le cas de N particules dans un puits de potentiel ,
qui est en fait un cas particulier de la configuration (N x m, 1 x AI) dans la limite AI — * oc .

<hnM *;t a A / M .riira )

Configurations (( N — 1) x m, 1 x M)5.3.2

En identifiant les deux membres de (5.79) en tenant compte des simplifications apportées

par la symétrie du problème ((5.94) et (5.95)) , on obtient les quatre équations suivantes

(N - 2)1 PdinM (5.99)b + + ~nmM +4

1>N +

mm1 i 2ni

(N — 1 )
(5.100)(lrnM

2 AI•1
(Ar

Cy (l7n fa]
1

(5.101)+£(lmM + 0-arnm

et
(N - 2)1

(5.102)b -{- bN — -<lmM —

Les équations (5.99) à (5.102) peuvent être considérées comme un système d'équations linéaires

b et bff avec un paramètre £ . La résolution de ce système est triviale

et amM les expressions suivantes en fonction du paramètre £

£a 0m M2

à 4 inconnues amm , arnÿj

et donne pour amm

0 {£ + 1) (£N -31+1+ N) M - (/: - 1f m

(£N + N-2£fmAl
(Imm (ÿ) (5.103)

M + (N - 1) rn

(£N + N - 2(f mM
arnM (f) (5.104)2
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Remarque

Pour des configurations de masses où on a le meme nombre de4 paramètres variationnels pour

l’ancienne et la nouvelle décomposition de l’énergie cinétique correspondant à l’ancienne et la

nouvelle borne inférieure optimale respectivement , les deux bornes fournissent des résultats

identiques . Cette propriété est valable pour les systèmes à trois corps et ce indépendamment

de la configuration de masses considérée [9] . Ceci est également le cas pour dos configurations

du type ((TV — 1) x m, 1 x M) où on a un seul paramètre aussi bien pour V ancienne que pour

la nouvelle décomposition . On peut d’ailleurs montrer que les paramètres correspondant à

l’ancienne et la nouvelle décomposition , notés x et t respectivement sont liés par la relation

x — 1 (5.105)
1 -f x

obtenue en identifiant les expressions de amm et amM pour les deux cas

(*) ouvoile
mm (0
nouvelle
ni Al

anciennearnM (x) (0 ■a"

5.3.3 Configurations (n x m , n' x M)

Considérons un système de particules correspondant à une configuration de masses du type

(n x m,7i; X M) . Kn identifiant les deux membres de (5.79) dans ce cas particulier , on obtient

le système d’équations

1 n'6?n ” (n 1 ) (hnrn ”1“ “J" (f (ÿ 1 ) “f” 1 ) (lmM

bAl + — (p2 (il! — l) l) dmAl d~ 1 {lL'

1 (5.106)
‘2ni

11) aMM (5.107)2Al

%)(lmrn + (jl 2)ÿ (5.108)026m - Il (Iff) AI

1
l>rn + I'M + ~ ((,,/ 1) P- l - £ (n- 1 ) + (n - 1 ) (/».' - 1 ) ) am M (5.109)0
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et

(s aM M (5.110)02bM + n VamM 2

- où on a tenu compte des simplifications apportées par la symétrie du problème ((5.00) à (5.98)).
1

On peut donc exprimer amm , amM et a A/ A/ en fonction des deux paramètres £ et p , soit

2£11' + n£n') {—pnf + p + 1 + M) M — (£ — 1 )2 n'm(~npnf + pn + n + 2nf
(hmri (ÿ) p) — 2 *2(n' + n — £rif + n£n' — npn1 + pn) rnAI

(5.111)
n' M + ‘fini

IhnM {£, P) = 2
(n' + n — £nf 4- n£n! — npn! -f p/?-)2 rnM

(5.112)
n(p+ l)2 M(—1 + 1 + ni — pn) (ntri1 — in' + 2 pn — npn' + 2n + n') m

aKJ M (£,P) — 2
(n' + n — in! + nin' — npn' + pn)2 rnM

(5.113)

Considérons à titre d’exemple de nouveau le cas de forces à deux corps dérivant d’un poten¬

tiel en loi de puissance (5.33) . La nouvelle borne inférieure optimale pour cette configuration

de masses a comme expression

1
2-ÿmm (ttmm (£,p))l'*nrnn'‘2 ifâ fa

(«mil/ (£pp))''ÿM rI FS1ÿ (nmA/,/t=l/2)

(aMM {i,p))‘'wi2 i!{ ) (VMM,P=[/-2) 7)n {n1 - l)] . (5.114)

rnax[|A /i=l/2) -n {n — 1)nm imm 2£p

+ |ÿmM 2 1 urnM nn

+ 1 A A/A-/

Dans le cas de la configuration de masses (n x m, n' X M) ]>our n,nl> 1

que la nouvelle borne inférieure optimale donne des résultats meilleurs que ceux fournis par

l’ancienne borne inférieure optimale , sur la base que nous avons deux paramètres variationnels

pour la première et un seul paramètre pour la deuxième . Nos prévisions sont amplement

confirmés par les résultats de nos calculs numériques . La nouvelle borne inférieure optimale

donne toujours des valeurs supérieures à celles fournies par Lancienne borne inférieure optimale,

donc plus proches des résultats exacts . Lu particulier la nouvelle borne inférieure optimale

est saturée dans le cas d’interactions harmoniques , ce qui n’est pas le cas de l’ancienne borne

inférieure optimale . Le tableau 8 illustre; ce point . Nous y’avons reporté les valeurs de la nouvelle

et de l’ancienne bornes inférieures optimales baptisées respectivement /ÿnouvelle et /'./ancienne , pour

nous avons prévu
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la configuration (n x m, n x AI) avec rn=1 , A/=5 et pour différentes valeurs de n , «.=2,3,4, 5

et différentes valeurs de //,// = 2, 1 , — 1/2, — 1 avec |\niri|— 1 — ! 'ÿ A / A / |— 1 •

E 1/2/y - 2 u = 1 ;y = -1n u = —
C-'novivellf!

rK'iori ne

9.i2n:ï 9.0700 — 1.1 ItiO —5.896
2

9.1098 9.0585 —11296 -6.021

19.061 19.668 22.813-1 1 .890
3

19.021 19.637 -11.935 23. 315

30.696 33.255 —2-1.527 -57.5-1
4

30.627 33. 199 -58.92-2-1.623

‘■'nouvelle '14.028 49. 528 -42. 557 -116.45
5

43.926 49. 446 — 12.726 -119.28

Tableau [S] .

5.3.4 N particules dans un puits de potentiel

Considérons un système de N + 1 particules , dont l’une d’elles qu'on numérotera N + 1

a une masse AI beaucoup plus grande que celles de toutes les autres particules du système.

Le centre de masse du système est alors pratiquement confondu avec la particule de; masse

Ai. Cette propriété est d’autant mieux réalisée que Al est d’autant plus grand . et à la limite

oo , le centre de masse du système se confond exactement avec la particule de masse

AI . '['out se passe alors comme si on a un système de N particules plongées dans un puits de

potentiel V (r;)

AI

C(r\) = l/<‘ N-n)(r*iJv.u) ■ (5.1.15)

Dans le cas où toutes les N particules du système autre que la particule de masse Al , ont

ce problème se réduit à celui d’une configuration (N x m, 1 x AI) dans la

limite Al — > oo . Comme l'ancienne et la nouvelle bornes inférieures optimales sont équivalentes

pour ce type de configurations , on peut utiliser au choix les résultats des section 5.2.2 ou 5.3.2.

En utilisant par exemple 5.2.2 en remplaçant N par Ar+1 et en faisant tendre AI vers l’infini,

une niasse unique m
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on obtient

'2x + x*N
(Nx -|- l)2m

1 (l+:r)2

(5.116)(,/rnn (-c)

(hnM (ÿ ) (5.117)2{Nx+\fm

Par conséquent , la borne inférieure optimale pour l’énergie du niveau fondamental d’un système

de N particules interagissant par des forces à deux corps dérivant d’un potentiel en loi de

puissance (>\j)=Amm rÿmm , sign (Amm)=«si//n plongées dans un puits de potentiel

V (i'i)=\r\ , sign(\)~sign(n) sera donnée par

2;r + x1N
"(Nx + 1 ) 2 rn

1/2)]

rAr7V-lmaxliv — -—x 2
*'mw» *'2

/1=1/2)|ÿmm| 2 1 iÿmtn

1 (1 + J')2
2 ( iVx + 1 )2

l'H 2
2

+iV |A| (5.118)2\i/

rn

où (i/, //,) désigne de nouveau l’énergie du niveau fondamental de l’Hamiltonien à deux cori>s

IIW donné par (5.53) .

Le tableau 9 regroupe quelques résultats numériques de la borne inférieure optimale pour

l’énergie du niveau fondamental d’un système de N particules de même masse ni — 1 , plongées

dans un p\iits de potentiel en loi de puissance V (r)=sign(v) rv qu’on a pris le même que celui

qui décrit l’interaction à deux corps entre les N particules , c’est-à-dire À=A

Nous avons pris quatre formes de potentiel correspondant à quatre valeurs différentes de v ,
et avons considéré quatre valeurs pour N , N=2, 4, 7, 9

et u=uimn rnrn •

i/=l,2,-l/2,-l

N 2 1 rj !)

5.2141 15.514 38.541 58.211v = 1

5.7955 16.351 55.787v = 2 38.121

-1/2 1.778:1 -6.6365 -20.963 -35.826v —
-1.8712 -8.7691 -35.218 68.004v = -1

Tableau [9j .
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Pour l'oscillateur harmonique les valeurs obtenues coïncident avec les valeurs exactes des

niveaux fondamentaux données par

-2(N -\) s/(2N + 2) + ,K = (5.119)

qui est obtenue à partir de (5.77) en posant, rn— 1 , en faisant tendre Al vers l’infini , en changeant

n en N et en posant n' égale à 1 .

Prenons un autre exemple où on a un système de N particules de même masse rn inter¬

agissant par un potentiel de Martin V (>’) — r° 1 , mais dans ee cas plongées dans un puits de

potentiel Coulombien V (r)=— l/r . Le tableau 10 regroupe des résultats numériques corres¬

pondant à cet exemple . On a considéré quatre valeurs pour N , et trois valeurs

différentes de rn , m=l,2, 5 car contrairement à l’exemple précédent on ne dispose plus de lois

d’échelles car dans ce cas v yé i/Jn7n .

N 2 4 7 9

0.05119 4.2981 18.426 32.972rn = 1

rn = 2 -1.0148 1.8980 13.581 26.218

-4.1002 -4.6060 9.7980ni = 5 1 .3555

1ablc.au [Kl] .

Conclusion5.4

Nous avons présente dans ce chapitre une méthode pour obtenir des bornes inférieures

optimales pour l'énergie du niveau fondamental d’un système à N corps , pour N quelconque.

Nous avons considéré deux bornes inférieures qu’on a baptisées ancienne et nouvelle bornes

inférieures optimales et avons traité le problème en détail pour certaines configurations de

masses , à savoir les configurations (n x m, nf x Al) . La nouvelle borne inférieure optimale

s’avère meilleure ou au moins aussi bonne , selon les configurations de masses considérées , que

l’ancienne borne inférieure optimale .

90



En combinant notre borne inférieure optimale à des calcules variationnels , tels le déve¬

loppement systématique sur des Gaussiennes , exposé au chapitre 4 , nous pouvons obtenir

un encadrement de l’énergie du niveau fondamental du système à N corps . Pour illustrer

ceci , nous avons considéré un système de trois particules interagissant par un potentiel de

Martin V (r) = r01 . On a pris pour simplifier les deux premières particules de même masse

m\ = m2 = 1 et la troisième particule avec une masse variable 7713 . Dans ce cas l’énergie du

niveau fondamental E de ce système est une fonction de m3 . On peut alors tracer dans le

plan (E,m3) les deux courbes représentant la borne inférieure optimale et la borne supérieure

obtenue en utilisant une Gaussienne comme fonction d’onde d’essai . La courbe représentant la

borne supérieure est tracée en rouge et celle représentant la borne inférieure est tracée en bleu.

Les valeurs exactes de l’énergie du niveau fondamental pour les différentes valeurs de m3 sont

nécessairement dans la zone hachurée de la figure 7 .

E

3.8--

3.7 - - C\

3.6 - "

I++ + +3.5 - - 5 “33 41 20

Figure 7 .

La nouvelle borne inférieure optimale est bien détaillée dans les références [17] et [18] pour

le cas à trois corps et dans les références [9] et [19] pour le cas à quatre corps . Nous allons à

notre tour étudier en détail les deux bornes inférieures optimales ancienne et nouvelle dans le

cas des systèmes à cinq corps .
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Chapitre 6

Borne inférieure optimale pour des

Systèmes à 5 corps

Ancienne borne inférieure6.1

La décomposition du terme d’énergie cinétique correspondant à Fancienne borne inférieure

optimale s’écrit dans le cas d’un système à 5 corps comme

1 11 L 17’(5) 'vl + ■—>‘1V 52m
(bil?1 + b-2~p 2 + h~P :i + x + br>~p r>) (y/, + ~p2 + y*3 -(- 7/4 + ~p 5)

2m2 2m3 stnTi1

1 1
2 (7+ - H- «i3 2 C/M “+«12 (] + X12) (1 +«'13)

1
«• 14 P’4) + «15 (~V 1 - xia~Pr>)2

— > \ 2
*21 P 4 )

2 (7+5 -*34 7*4 )2

2 (7*4 - *457*5) 2
•

(V+a14 1 “

(1 + JM)2 (1 + *15) 2

1 1
*237*3ÿ + «242 CP2

(7*2 - X-lbVï>Ÿ + «34

2+«23 (1 + *23) (1 + «-24 )
1 1

+«25 ( 1 + *25) 2 (1 + *34 )

2 (7*3 “ •*'35 ~V Xt) -1' «45 (6.1)+«35 ( 1 + «'35) (1 +«'45)
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En identifiant les deux membres de (6.1) , nous obtenons l’équation matricielle (5.23) donnant
les ciij en fonction des masses tnl et des paramètres x Lj avec

/ \ ( \
«12 C*1‘2

Cl13 O'13

A — Ot

«23 <*23

«15 <*45 //

et

0 Aî î î î i1 0 0U+*13)2 U+*14)2 (*+V15)2 (l+*23)2 O-f-Vi-l)2 ( • + V25 )

xh1 1 1 1 11 0 0 0: (1+A'l.j)2 (lï*15)2 (l+A‘23)2 2 0+.V35)2U+*12) (I+-O4)

*24 xh1 1 1 101 0 02 (l+*u)2 (1+*I5)2 2 (1+-V34)2 2(1+*12 ) (1 +.V24 ) U+A.-45)

.2A25 *35 *451 1 1 01 0 0(1+*12)2 (l+*n)2 (1-+-.V , 4 ) 2 (1ÿ25)2 (1+-V35)2 (I+A-45)2
*12 *13 1 l 1 10 0 1 0(1+-U2)2 (i+A-13)2 (l+-»'2l)2 (1+-V25)2 0+-O4 )2 (1+-V35)2o
x2
■*12 *14 Xl\I 1 10 0 1 00+*l2)2 0+*u)2 2 (1ÿ25)2 (1+*3*1)2 (1+JC45)2(I+.V23)

*12 *15 xh xh1 10 0 1 00+*12)2 (1+.V15)2 (1+-V23)2 (l+.v24)2 0+*35)2 (1+-Ï45)2

*13 *14 *23 *24 1 10 0 0 1(1+-Ï13)2 2 (l+.*23)2 (1+.V24)2 (IH-.V35 )2 (1+.T45)2(l+.rn )
x7x 13 *15 *23 *25 *4510 0 0 1

C1■*■-*•*13 )2 (IW15)2 (l+*23)2 0+*25 )2 (I+V34)2 (1+V45)2
r2•*14 *15 *24 *25 *31 *350 0 0 1U+-U4)2 0+*15)2 (1 -H-V2-I )2 2 2 (1+-V35)2(* +*25 ) q+*3i) j

Lorsque l’ancienne borne inférieure de l’énergie du niveau fondamental du système aura

toutes ses dérivées partielles par rapport aux xzj s’annulentatteint son maximum se qui
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signifie que la matrice M , définie au chapitre 5 section 2 qui a dans ce cas la forme

A_2 _2 _2 _20 -2 _2 o o 03 3 9+-U5)3 0+*23)3
2V23

0+-Xn) 30+*ll) 3(1+.V2.,) O + Xis)
-2 -2 -20 _2 _2o o 0(1+.ÏI2)’ (l+'ll)3 3 3U+*IS) (l+.V.vi)3

2tJ4
U+*JS)3U+*23)

-2 _2 2*24_20 0 ~20 0(1+*I2)3 U+X13)3 (1+.Ï15)3 3 0+x,.,)3 (l+*45)3
2*43

(l+*2-l)
-2 -2 -2 2r2-i 2X350 0 0 0U+-X12)3

2v,2

3 (1+-V|.| )3(l+.v13)
2X13

( 1 +A*25 )3 (1+Jf33)3 O+X45)3
_o _20 -20 -20 0(1+-Ï12)3

2ri2
(l+*u)3 (1+.X24 )3 U+**)3 (1-r.V.vl )3

2X34
(1ÿ35)3M=

2xi4 -20 -20 -20 0(1+X12)3
2vi2

(1+x 1 4 )3 (l+A-23)3 (I+X25)3 C1+X34)3 (1+-X45 )3
2T452xi5 -2 2X35_o0 0 0 03 (1+.V15)3 (1+.V23)3

2X23
(I+.V12) (1+X24)3

2X-4
(1+X35 )3 (I+X45)3

2X13 2vU0 0 -2 -20 0(I+-X13)3
2vj3

(l+.x14)3 (1+-X23 ) 3

2X23
(1+-X24)3 (Ï+-X35)3 (1+X45)3

2X452x,5 2x250 0 _20 0(l+vl3)3 (1+ïls)3
2xi5

(l+ÿ23)3 (l+*25)3
2X25

(i+v3.,)3
2X34

(l+*45)3
2xu 2X24 2x350 0 0 0(l+-xu)3 U+*,5)3 (1+-X24)3 (I+A-25)3 (l+A-34)3 (I+.X35)3

est de rang 9 au plus , ce qui signifie que dotM
faisant usage des propriétés des déterminants

0 , ou en utilisant l'expression de M et en

0 -1 -1 -1 -1 0-1 0 0

0-1 -1 0 0 0-l -1*23

Ü-1 -1 0-1 0 0 -1*24 *34

-1 -1 0-1 0 0 0*25 *35 *45

0 00 -1 0-1*12 *13det - 0 .
0 0 -1 0 0 -1*12 *14 *34

0 0 0-1 0*12 *15 *35 *45

0 0 0 0 -1 -1*13 *14 *23 *24

0 0 0 0-1*13 *15 *23 *25 *45

0 0 0 ° y*14 *15 *24 *25 *34 *35
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Cette équation nous donne une relation entre les paramètres ay , ce qui ])erniet d’éliminer l’un

des paramètres , et par conséquent de réduire d’une unité le nombre de paramètres variationnels.

Formes explicites et domaine de positivité des ay6.1.1

Configuration (4 x m, 1 xM)

Les deux expressions (5.47) et (5.48) se réduisent pour N = 5 à

0‘2xM (1 +2x) - rri

(ÿla; + 1 f mM
Qmm 0ÿ) (6.2)

A/ 4- 4m
(4a: -| - 1 )* ni M*hnM (•**) (6.3)

L’expression (6.3) montre que amÿ.j est positif indépendamment de la valeur de x . D’autre

part , d’après l’expression (6.2) , la condition a positif se traduit par7run

III (6.4)

On en déduit le domaine de positivité des ay pour l’ancienne borne inférieure optimale dans le

cas de la configuration (4 x m,1 x M)

lm1 1 4/n
1 + — (6.5)x < -~ 4

-1- 1 + TT" 1 +A/ AI

Configuration (3 x m, ‘2 x Al)

Les expressions (5.59) , (5.60) et (5.61) donnent pour N — 5

3a; (a; + 2) AI —2ni

(2 + 3a;)2 ni AI

—3a;2A/ + (6a: + 2) m
(2 + 3a:)2 mA7

(lmm (*r) (6.6)9w

271/ + 3m(•*’) (G.7)
(2 + 3a;)2 mM

«A/ A/ (*) (6.8)

L’expression (6.7) montre que awyw est positif indépendamment de la valeur de ri: et les

et CIMM positifs donnent , en utilisant (6.6) et (6.8) respectivement , les deuxcondition arruri
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contraintes

Sx (x + 2) M -2m > 0 (6.9)

et

— 3:r2 A/ + (6»: + 2)m > 0 . (6.10)

En ajoutant terme à terme (6.9) et (6.10) on arrive à la conclusion que x est nécessairement

positif ou nul

(6.11)x > 0 .

I /inégalité (G.9) admet comme solutions positives ou milles (:/: > 0)

2/n (6.12)x > -1 + ;i M

D’autre part l’inégalité (6.10) admet la solutions

(6.13)

Les valeurs acceptables de x , c’est-à-dire celles rendant a

positifs , sont celles appartenant à l’intersection des deux domaines (6.12) et (6.13) . Ce domaine

n’est jamais vide car

ti-mM et aA/ M simultanémentmm î

2
1 + vV + 2 y 1 + TÿJ > 0 Vy ,-1 +

ce qui implique que
2mrn+ 2— > -1 +1 + 1 +M 3M

indépendamment de la valeur du rapport — .
Il s’ensuit le domaine de variation permis pour x

x G [max («, b) , c] (6.14)
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où on a posé

2m (6.15)-1 + 1 +a
3A7

\0 rn (6-16)b + 2—1 -
A/

(6.17)c

Nouvelle borne inférieure6.2

La nouvelle décomposition du terme d'énergie cinétique correspondant à la nouvelle borne

inférieure optimale s’écrit dans le cas d’un système à 5 corps comme

1 1 117*(5) P 2 + ~P 3 + n
— >2P 52m22mi

= + h~p-A + A14 ~V A + 6577s) (77 I + V 2 + 1> 3 + Tu + 7s)
2m3 2m,1 2m5

i
aj /— ►+T(P

+T(p
+ÿ(y, - 7ÿ4 + /2y2 + hi?'* + hith24

, a‘i/—+T(P
+"7(7ÿ2 - Its + h\ Il + h/i jt 4 + /15 7ÿ5)2

4

+— r (7ÿ2 - 7ÿ4 + ii 771 + TT;?3 + hita)2

- ~jt 2 + 05 p*3 + f-M P*4 + ('aita)21

P>3 + hit 2 + diy4 + (hita)21 —

- p\-> + ()'2~ft‘2 + P:5 P*3 + (J‘lit 4)*ÿ1

1
+7r( p'2 - P+5 + Ail /7 I -1- A-;t ;7;{ + A"4 774 )

4

+-7(773- 774 + h it\ + /2y2 + hitaŸ4
(ly ,

__
_

y

__
_

y
_

y l\

+— ( P 3 - P 5 + ni p 1 + n-2 P 2 -I- «4 71 4)

+“T( 774 - Jta + e1771 + e27ÿ2 + e37ÿ3) '2
4

(6.18)

En identifiant les différents termes en ~p*f et en p {. p j nous serons capable d’éliminer les
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hi el d’écrire les dij en fonction des paramétres <?;*, c,\ , 05, &>, n\ , 7*2. ••• sous la forme, matricielle

(5.87) avec

/ (1-/2)2(1—dj )~ : c/1-1 )a 2 (/1-/2)2 2 (g» -g?)2y*1-1) (A-1-1 ) (Wl-W?)1 4 4 4 4 4 4 4 44
U-*3)2 U-/3)2 (1-K3)2 (fti+O2 C/1-/3 )2 (k\-k\)2 : ("i-l)2 (gl~g3)2(/|-1 )14 4 4 4 4 4 4 44

U-C4 )2 (Hé! (/a1~/i Q2 2 (Ày-À'.i )2 2 (gi-1)2C/l+1) (è+o
4 4 4 44 4 4 4 4

(1-/5)2U-ÿ5)2 (h1-//5)2 C/1-/5 )2 2 C/1-/5 )2 (»1+1 )2(A' J +1 )14 4 4 4 4 4 4 4 4
{fr-hŸ (g2~g 3 )2(l+c-,)2 (J?+l )2 2 0-h)2 (h+i)2 2 (g2-g3)2(W.O ("2~1 )14 4 4 4 4 4 4 4 4c= 0+*4)2 2 (A+1 )2 (j?2~g4)2 (i-/u)2 2 (/2+1 )- (flj-n4)2 (t'2-l)214 4 4 4 4 4 4 4 4

(l+*5)2 (ÿ2-ÿ5 )2 V'r-h)2 )2 (1 —/7 5 ) ~ (1-7O2 (/2-/3 )2 ("2+1 )2 (6*2 +1 )2I4 4 4 4 4 4 4 4 4
(CI-C4)1 (1+dQ2 (/*3+1 )2 0?3“£4 )2 (1+J»<)2 (/3+1 )2 2 (1— "4 )2 (*3-1 )2(kÿ-k 4) 14 4 4 4 4 4 4 4 4

(/3-/3 )2(*3~*3 )2 (l+c/3)2 (g3+l)2 (1+/l*)2 (O-/*)2 (*ÿ3+1 )2 2 («3+1 )2(1-/5)
4 4 4 4 44 4 4 4

(*4-ÿ5 )2 (6/4-675 )2 (1+/02 Çg4 +1 )2 2 2 (M 1 )2 Çl-ÿ/Q2 2Vu-hs ) (1+/3) ("4+1) IV y4 4 4 4 4 4 44 4

Lorsque la nouvelle borne inférieure du niveau fondamental du système aura atteint son

maximum , toutes ses dérivées partielles par rapport aux xljk

03, c\, 05, d‘2, ...jMi, /i2, ... , s’annulent (5.82) . La matrice M , définie au chapitre 5 , section 3,

se réduit dans ce cas particulier à une matrice (10 x 30) donnée par

c'est-à-dire par rapport àî
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f o 0 I + Z 0 0 l+Zf 0 0 l+sf 0 0
o i-ç/ 0 0 0 I+£Ÿ 0 Z"-Z 0
0 0 0 0 £Y-ty ZHÿ 0 0 ï+Z 0
0 cl-sl çhZj 0 0 0 0 l~Z 0 0
0 0 I+ll 0 0 0 0 0 0

o i-Z 0
I+1* Z-Z 0 Z-Z

0 I+Z
/—Z H-1!'
0 i-Z

0 I+tw 00
I+£3 0 0 00
I-£3 0 0

0 I+z* 0
0 \-Z3

{-*11 0
0 l+c«

0 zu—fu

cd— z d — z d Q 0 \~Zu 0 0 I-zl 0 0 l~Z 0
0 l+'w ’/-*/ 0 f/-T/ 0 0
o o o i+’/ z-z o z-Z o
0 I-Tw 0 0 I-1/ 0 Z-Z Z“Z 0

0 xl-z! zHl 0 0

0 I+1» 0
0 [-<<? 'W-<"M

!a-':a o c3-'2 o
o ’w-ÿw LW_IM

0
0

I

i-Z oV 05

o A0 l+Z o
l+Z 0 0 0 \+is

0 !+*ÿ*/ 0
l-ÿl 0 0 0 0

0 0

o i+Z o o Z7-5/7 çp-rp o
0 '-Z-5/ s/-£/ 0 l+Z7 0 0 i3~i3 0
0 0 l+£/ 0 0 H1’/7 0

i+Es z15/ o Z-Z’ Z7-5;7 o
o o i+Z o
o Z2-Z z-z* o

0 I-5/ 0 0 I-Z7 0 0
ooooo i-Z7 0
0 0 I-Z 0 0 0 0

o i-cs o o i-Z' o o i-Z7 o o

<"3-5.7

*$-*3 t8-iS 0 fT-fj t".7-f3

çp-zP l+ic> 0 0
Zp-tp t-p-Zp 0 l+t-3 0

0 l+Z7 0 0 l+£ÿ

l-53 0 0
0 L-ÿ 0

0 0 l-£2

zS-*2 0 r8-zs

0 zg_zg ig_zg I\TI0 0 0
I H-iH o î;/-!(/ o 0

o Z-Z <z~Z 1-ÿ o
l-£s0 I + Z 0

0 l~Z 0
0

0 J0



Comme toujours d’après la section 5.3 , la matrice M doit être do rang 9 au plus . Cette

condition donne 21 relations liant les paramètres e;i, Q, 05, d‘2ï ---Cdî **ÿ au maximum de la

nouvelle borne inférieure . Nous avons pu obtenir IG de ces 21 relations . Nous avons donc

pu , à l’état actuel de nos recherches , exprimer 16 des paramètres c;*, evj, C5, clÿ ri\ , 772 , ... en

fonction des 14 paramètres restants dÿdrÿ /2,/3, /5, hi, hr>, A'i, A:;}, / j, 77 j et ci

Ji “ h (6.19)fi'4 -l+Jl/2
*1 - /3
/3/1 -1
Il /2 + <£2/3*1 + /2 ~~ <*2

/:s + 1
<*5/3*1 — <h + /5*1 + /5

</4 (6.20)

/2 (6.21)

*5 (6.22)/3 + 1
/5 + fii

/5e] +1
c1 /2 - /2 + /517261 + /72

1 + Jr>
/1/2*1 + j1/2 + j 1 <*2/3*1 — h — /1/3*1 + <*2/3*1 — /3*1 ~ <*2 — Ji<*2 + /1

/1/2*1 + ./1/2 — ii — 1
—/3*1 + + h\d‘if:\l\ + il /2 — *M<*2 — h\J\\ — h\ — /4 + /11/2 + /2

(6.23)<74

(6.2-1)e2

(6.25)fi'3

/14 (6.26)/3*1 + <£2/3*1 — 1 — d‘t
—il + <*2/3*1 + j\(hj:\h + /1/2*1 + /1/3 ~ <*2 + /3 + /1

(il + 1) (?2 + l)
/5.<72C I + il /50261 — /5 - /sjl ~t~ ff2 fi 1 —j\h + /l.<*2 +.7161/2 — /]

(j‘2 + 1) (fi 1 — 1 )
hhdïP\ + Ai] pi /2 + pi /2 - /5P1 + Aii /5 - /2 + /5 + Ai] 172 + A'i - Ai1/2

<*2/ 1 + .71/2 (6.27)/73

(6.28)95

A4 , (6.29)JbP 1 + /5/72P] + 1 + <72
h ~~ 7 < 1 /is + /3*1 + 1 <7,3 /31 1 — *1/5 + «1/5 — ni<ir> — /5 + »1*1/5 — «1

/3*1 + <*5/3*1 — <*5 — 1
/5fil + /5fiiii + <*5 - <£5/3*1 — <3/3*1 9- <9 + /3*1 + i| - <£5 <’ 1 + <*5 1 /3i i

(6.30)n4

, (6.31)/7.3 /5fil + /5fi i*i + *1 + 1
/5fi [ — <£5/3*1 — /5 + <*5 fi J /3*1 H- *1 + <*5 “ <*5fil + /5fi] + Zifil*! -I- fil (6.32)fi’3 *1 + /5*1 + 1 + /5

et

~/l + /l <-2 - /5fil + ,7562/2 + /2 + <-2 - Cl /2 - fil + /5fi 2 - ,7561/2
-/1/2 + P2/1/2 -I- 1 -712

~0‘2n 1 A'3 + /73 — ii-i — A/j -f <73 Ali + A~i — <72 — <72«1 — «1 A,’3 — /72ÿ3

(6.33)fi'5

(6.3-1)«2
/73 + A4 + 1 + <73 A-,
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Les relations (6.19) à (6.34) permettent donc de diminuer le nombre de paramètres varia¬

tionnels , ce qui facilite la recherche du maximum .

6.2.1 Formes explicites et domaine de positivité des

Configuration (4 X m, 1 x M)

Nous avons , en remplaçant N par 5 dans les deux expressions (5.103) et (5.104) , valables

pour la nouvelle borne inférieure optimale

9
(1+ 1 ) (21 + 6) M — (l — 1 )2 ni

(3e + 5)2rnMmm (ÿ) (6.35)

9 M + 4 m
-(;«+5fmMmM (ÿ) (6.36)

11 est clair , d’après (6.36) , que amM est positif . La relation (6.35) montre que la condition

positif se traduit par l’inégalitémm

(rn-2M)f - 2t! {m + AM) - 6M + rn < 0 (6.37)

ou

e2 (:X - 2) -U (x + 3) - 6 3: < 0 (6.38)

si on pose
rn (6.39)x
M

Résolvons l’inégalité (6.38) avec t inconnue , en fonction du rapport des masses x . Nous

pouvons distinguer deux cas :

a) x — 2 = 0 qui correspond à rn = 2M .

Dans ce cas (6.38) se réduit à une inégalité du 1er ordre

-12£-4 < 0 ,

c’est-à-dire

e > - 1 /3 .

101



a) x — 2 0 , c’est-à-dire rn 2M .
Dans ce cas (6.38) se réduit, à une inégalité du 2(Tne ordre . Le polynôme du deuxième ordre

? (x - 2) - 2(! (x -1-4) -6 + a:

a un discriminant réduit

A' = (:r + 4)2 — (J; — 2) (x — fi) 16 x + 1

toujours positif (x>0) , et par consécjuent deux racines distinctes £\ et £2 données par

(x + 4) + 2y/‘lx 4 1£ (6.40)1 (x- - 2)
(x + 4) - 'isjAx + 1h (6.41)(x - 2)

Ceci rums conduit à distinguer deux cas selon que (;r — 2) est positif ou négatif :

i) x — 2 < 0 , c’est-à-dire rn < 2M

(6.38) est alors satisfaite pour £ en dehors des racines

i<l (6.42)OU £ > f'21

ii) x — 2 > 0 , c’est-à-dire rn > 2M .

(6.38) est alors satisfaite pour £ à l’intérieur des racines £\>£-2

ti < ( < h ■ (6.43)

Donc en résumé le domaine de positivité des atj est

£ > -1/3 (6.44)

(6.45)

(6.46)

pour m — 2M

£ < £[ ou £ > £2 pour rn < 2M ,

h < £<£. pour m > 2 Al1

Det £2 données respectivement par (6.40) et (6.41) .avec
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Configuration (3 x m, 2 x A/)

Tin remplaçant n par 3 et nf par 2 dans (5.111) , (5.112) et (5.113) , les expressions de a

amM et aAïM se réduisent respectivement à

mm î

(2£ + 1- p) (2£ -I- 7 - 3/;) M - 2 {£ - 1 )2 m (6.47)2Umm (4/? + 5 - 3//)2 m7l7
2A7/ + 3m

(4tJ + 5 — 3p)'2 mA/
-3(1+ p)2 M + 4 (2 + £) (2e + 1 -3p) m

{ÿU + 5 - 3p)2 ni A I

(6.48)Ûm À I

(6.49)(LMM

On remarque , d’après (6.48) , que aniÿ est toujours positif . On est ramené donc à l’étude

et (IMM positifs se traduisent par lesde la positivité de a

deux inégalités

et de a A/ A / . Les conditions arnrn mm

(2£ + 1 - p) (2£ + 7- 3p) - 2 (£ - 1 f x > 0

-3(1 + p)2 + 4 (2 + £) (2£ + 1 - 3p) x > 0

(6.50)

(6.51)

où on a posé x JJ . Le polynôme du deuxième degré en p intervenant dans le membre de

gauche de (6.50) admet deux racines pi et p%

~ ((4£ + 5) — (t — 1) y/ 2 (3:/; + 2)ÿ
+ 5) -\- {£ — 1) y/ 2 (3.r + 2))

Pi C) (6.52)
1

P2 C) (6.53)3

L’inégalité (6.50) est donc vérifiée dans deux domaines qui sont :

P ≥ P\ et p > p2

ou

P < Pi et p < P2 ■

De même le polynôme du deuxième degré en p intervenant dans le membre de gauche de (6.51)
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admet deux racines p\ et pÿ

-4 (3(2x1 + 1 + 4:r) - 2 (2 + t) (3.r + 2))
— j- (2xi + 1 + *1:7: ) -|- 2 (2 + ( ) \J ,ix (lx + 2)ÿ

p\ (0

p* (0

(6.54)

(6.55)

Donc l’inégalité (G.51) est également vérifiée dans deux domaines

p > p\ P < P'2et

ou

p ≤ p\ p ≥ A •et

On a donc quatre cas de figures pour satisfaire aux contraintes (cqj > 0)

i)

P > P\ , P > P2 , P > p\ et p < p'2 . (6.56)

3)

P ≥ Pi ) P ≥ P2 ,P<P\ et p > p'2 ■ (6.57)

3)

PÿPl ,P<P‘2,P> p\ et p < p2 . (6.58)

4)

P < P‘2 ,P < P\ et p > p2 . (6.59)P < P i

lîn fait les contraintes sont impossibles à satisfaire dans les cas 2) et 3) , équations (G.57)

et (G.58) respectivement . Autrement dit , il n’existe pas de couples (p, f) pour lesquels (G.57)

et (G.58) soient satisfaites . On peut se convaincre par une méthode graphique que seules les

contraintes des deux cas l) et -1) donnent lieu à des domaines non vides dans le plan (pt£) .

Lorsque x varie , c’est-à-dire lorsque le rapport des masses m et M varie , le point (p° (x) , (P (x))
du plan (p, f.) qui corres]>ond à la nouvelle borne inférieure optimale varie . Pour x=l

symétrie du système impose p— t=Q , point situé dans la région du plan (p, ê) définie par (G.59),

c’est-à-dire dans le domaine 4) . Par raison de; continuité , le point (p° (x) , é° (x)) ne peut sortir

la
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du domaine 4) lorsque x varie .

Le tableau 1 1 regroupe quelques résultats numériques pour les deux bornes inférieures opti¬

males , ancienne Ancienne et nouvelle /ÿnouvelle , du niveau fondamental de systèmes à 5 corps in¬

teragissant par des forces à deux corps dérivant de potentiels en loi de puissance V (r)=sign(i/)i
pour la configuration (3 x m, 2 x M) . Nous avons considéré cinq formes de potentiels corres¬

pondant à 5 valeurs de v , u— 2, 1 , 0.1,-1/2 et -1 , pour quatre valeurs de M, M =0.2, 1, 2. 5

m fixé à 1 . Dans le cas de masses égales on a reporté une seule valeur car les deux bornes sont

alors équivalentes .

v

avec

-1/2M E v =‘l î > = 0.1v = 1 u = -1U =
28.840 22.630 12.285 -4.6012 -2.9885

0.2
28.799 22.605 12.283 -4.6137 -3.0413

' ''nouvelle
18.974 17.227 11.830 5.94461 -6.2500

16.810 15.876 11.69 1 -6.4636 -8.0578
2

16.808 15.875 11.691 -6.4615 -8.0647

-ÿancienne 15.029 14.685 1 1 .554 -7.0404 -10.596
5

14.997 14.662 -7.071811.551 -10.834

Tableau [11] .
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Chapitre 7

Applications Physiques des bornes

inférieures optimales

Comme son nom l’indique , ce chapitre est consacré aux applications physiques des bornes

inférieures optimales et des décompositions correspondantes du terme d’énergie cinétique qui ont

fait l’objet des chapitres cinq et six . Nous commencerons par la dérivation des bornes inférieures

optimales pour les énergies des états fondamentaux de systèmes formés d’un nombre quelconque

d’électrons e“ et de positrons e* , systèmes qu’on notera (c~, e“, e+, , ...,e+) . Dans

une deuxième étape , nous allons nous concentrer ])lus spécialement sur les systèmes à cinq

corps. Nous établirons des conditions suffisantes d’inexistence de systèmes borrornéens à cinq

corps et ce pour quelques configurations de masses .

7.1 Systèmes (e , e c+), ..., * * 5

U électron et le positron sont des particules conjuguées de charge l’une de l’autre . En par¬

ticulier , elles ont une même masse mais deux charges électriques opposées . Les interactions

Coulombiennes électron-électron et positron-positron répulsives sont donc différentes de l’in¬

teraction Coulombienne électron-positron qui est attractive . On satisfait donc aux conditions

d’application des résultats des sections 5.2.3 et 5.3.3 , et on a par conséquent affaire à des

configurations du type (n x m, n' x rn) .

Considérons le cas particulier où les nombres d’électrons et de positrons sont les mêmes ,
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c’est-à-dire n'=n . Dans de tels cas

(eÿ-f :
On peut sans perte de généralité numéroter les electrons de 1 à n et les positrons de n + 1

à 2ri . En négligeant toutes les interactions à part les interactions électrostatiques , le système

sera décrit par rilamiltonien // donné par

on parle de molécules positronmms qu’on désigne par

2n
'T' V i

il ffi 2n ffi n 2n (fi
+ E -+ E — - E E —"= E (7.1)2/n Kj- i rij i- 1 j -n |- I ? iji<j-n|l l ij

avec c;2— e2/47rto , où e et désignent respectivement la charge électrique de Vclect/mn et la

pennittivité du vide el m désignant la masse de Y électron .

Soit |ÿ) l’état fondamental du système et K l’énergie correspondante . En utilisant la dé¬

composition (5.2) de l’Hamiltonien II , nous obtenons

+ E mUij-p%+f
i<j- 1 \ lij

n 2n / (fi
+ E E wUrj-f

E

)i*>+ £ w p’f, + ~) i*>
/ i<j - n \ ï \ 1 ij /

I») • (7.2)
nji -1 j- ni1

N — ->1ÿ)— 0 et le premier terme du membre de droite1 4*) étant invariant par translation , (
de (7.2) est par conséquent nul .

D’autre part , les paramètres aXJ jouent le rôle de l’inverse d’une masse et doivent nécessai¬

rement être positifs . Donc les opérateurs sont définis positifs et par conséquent

ont des valeurs moyennes positives dans n’importe quel état . En particulier

.2-1

<*i (•**& + E |'l») > 0 . (7.3)

Donc
n 2n / ..2

≥ E E W - — m ■ (7.4)
rü2-1 j—n \ 1
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Or , d’après le principe variationnel

(«I («0 vïj - I*) > (7.5)

où on a fait usage des lois d’échelle pour le potentiel Coulombien (i/= — 1) en tenant compte

du fait que (v= — 1 , //=1/2)=— 1/4 dans des unités où h vaut l où désigne

l’énergie de l’état fondamental de rilamiltonien à deux corps (5.53) . Nous avons donc

n 2n
E ≥ E >: (7.G)

tÿî j- 71} 1

Comme le système est invariant par permutation des électrons et par permutation des

positrons nous avons les simplifications suivantes

i < j ≤ n ,dij ae~ e ~

i < n et n < j < 2n ,&ij

n < i < j < 2naij ae+e+

et

bi K i < n ,

be i n < j < 2n .bi

Il s’ensuit que

(7.7)E > n
i eA

où n2 désigne le nombre de paires électron-position .

Nous avons pour la décomposition correspondante à rancienne borne inférieure optimale ,
(5.59) , amM (5.GO) et aMMen remplaçant AI \rdr m et n! par n dans les expressions de armn

(5-61)

2 x 2 + 2x - 1(x) (7.8)a(. - e- n (1 + ;r)2 ni
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ae.~e+ 0*0 (7.9)nm
2 a:2 - 2x - 1
n (1 +u*)2 mOO (7.10)

De plus , comme les deux interactions Coulombiennes électron-électnm et positron-positron

sont identiques , le système est donc invariant par permutation de l’ensemble des électrons avec

rensernble des positrons . Il en résulte (pie le paramètre x est obligatoirement égal à 1 . Il

s’ensuit qu’on ne dispose pas dans ce cas de paramètres variationnels ce qui signifie que le

problème de maximisation ne se pose plus , et les expressions (7.8) à (7.10) se simplifient en

1 (7.11)ne e - — :~e+ — nm

Par conséquent , l’ancienne borne inférieure optimale /<;aru:,eime sera donnée par

(7.12)
4

Pour la nouvelle borne inférieure optimale , les (ie-c-

ment à partir des expressions ((5.111),(5.112),(5. 118)) pour a

M par m , dépendent de deux paramètres i et p . De plus , comme les deux interactions Cou¬

lombiennes électron-électron et positron-positron sont identiques , le système est donc invariant

dans une permutation globale des n électrons avec les n positrons

relation suivante entre les deux paramètres p et é

obtenus respective-

aMM amM remplaçant

(ie+e+ et cie-e+

mm >

ce qui se traduit par la

(7.13)

ae+e+ et ae~e\- s’expriment alors en fonction d’un seul paramètre , f. par exemplee"e

(2ri2 - An + \)P + 2 (2n -l)£+l(*) = (0 = (7.14)ae' e n(l — f + fnf m

et
An

®e~e* O (7.15)
(2n -‘lf.n + 2nHf m

La nouvelle borne inférieure optimale sera obtenue en maximisant le membre de droite de
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(7.7)
<1A-1 n2 (7.16)E > max

4 ac-ï c- (/?)i

ou encore en remplaçant ae- e+ par son expression explicite (7.15)

nouvelle (7.17)E > E

avec:
n3nouvelle — ((n — 1)ÿ + l)2 rruf1
4

(7.18)E = max
*

Il est clair que si on ne tient pas compte des contraintes de positivité des dij

s
1)* + 1 j2rn<ï'

4 = 0max
£

1 (n>1) . Cette valeur de i mène à des valeurs négativeset ce maximum correspond à &= (1— Tl)

pour ae-e- et ae+e+ et est donc inacceptable . Mais rexpression à maximiser dans le membre de

droite de (7.18) est une forme quadratique en (. , donc la valeur de t correspondant à 2ÿIlollvelle

et ae-\ (J\ positifs est nécessairement l’une des extrémités du domaine de

positivité de ces derniers . Pour que a(i~e- et ntÆe\ soient simultanément positifs , le paramètre
• , ♦ • • *i doit vérifier l’inégalité suivante

tout en gardant ae-e

( (2n'2 - In + 1) tl + (ln- 2) i + 1 ) > 0 . (7.19)

Le polynôme du deuxième degré en t intervenant clans le membre de gauche de l’inégalité

précédente admet deux racines i\ et ti données respectivement par

1 — 2a + y/2n
(2n2 ~ An -fl)’
1 — 2n — y/2n
2/i2 -- 4n -f J

11

Nous avons donc d’après la discussion qui précède

:niou voileE — max
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avec

1Æ(*i) (7.20)
4 (2n - 2 + y/2)
(1 -VÏ+ s/2nf

2 ri'ymq4 ./?(«2) (7.21)
•1 (2u2 — 4H -f~ 1 )

On peut vérifier que E (ÿi) est toujours supérieure à IC (Zÿ) pour toute valeur entière positive

de n . Donc la nouvelle borne inférieure optimale pour l’énergie du système (e'~e 1 )n sera donnée

]>ar
1'•nouvelle 5 AmqE (7.22)

■1 (2n -2+ s/2)
y a’av(\r0 toujours meilleure que y.;tincK'r"'° . ]jC tableau 12 illustre ce fait . On y’a

reporté les valeurs numériques de /£anclen,)e et /<;no,1V('llp données respectivement par (7.18) et

(7.22) pour différentes valeurs de n dans des unités où h= m=|r/|= l .

2 3 •1 5 (in

-ÿnouvelle — 1.37258 —4.14482 -9.31408 -17.6300 -29.8424

-2.00000 -6.75000 -16.0000 -31.2500 -54.0000

Tableau [12] .

Conditions suffisantes d’inexistence de systèmes borroméens

à cinq corps [20]

7.2

Dans toute la suite , on va considérer un système formé de cinq particules interagissant par

des forces à deux corps et décrit par l'Hamiltonien II

r> 51
V Î + E üijVij i/r ij) ■

1
(7.23)2rriii—i

Il est clair que si V{j est un puits de potentiel , le système à deux corps décrit par l’Hamil-
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Ionien
1 1//<?> = i?ï + 1> ) + iJip’ij Ç?ij)2.; 9zrrij

sera d’autant plus lié que la constante de couplage gij est grande . Il existe donc , ]>our certaines

classes de potentiels , ce qui est le cas par exemple des potentiels à courte portée de la physique

nucléaire , une valeur minimale de gij telle que pour toute valeur de gij inférieure à

9ij(m\a) > système à deux corps n’est plus lié . On se restreindra dans toute la suite à de telles

classes de potentiels . On peut , sans perte de généralité, redéfinir les potentiels Vij (T*ij) tel que

9ij(mm)=1 • Dans ce cas pour toute valeur de cjij inféricîure à 1 , le système à deux corps n’est

plus lié . Autrement dit , — \ est la valeur minimale de la constante de couplage nécessaire

pour lier le système à deux corps de masse réduite ft = rriirrij/ (m* + rrij) .

Notre but dans cette section sera d’obtenir des limites sur les constantes de couplage pour

lier un système composé de 5 particules sans qu’aucun de ses sous-systèmes ne soit lié . De

tels systèmes sont appelés systèmes borroméens et reçoivent une grande attention aussi bien

sur le plan expérimental que sur le plan théorique . Nous allons considérer tour à tour les deux

.configurations de masses (4 x m, 1 x M) et (3 x m, 2 x M) .

snii

7.2.1 Configuration (4 x rn, 1 x M)

En posant

513 — (J 14 — gx\ = 524 = 534 = 9mm ,512

515 525 — 535 = 545 — 5m M

*>13 = *>14 = <>23 = *>‘24 = <>34 = *>mm*>12

*>15 *>25 — *>35 = *>45 = *>7/i A/

l’Hamiltonien II prend dans ce cas la forme

4 V2 l>i 4

E
4

( *' ij) 4” 5mAf *>mA7 ( * iô)+ + 5 *>7/17/1ram2A/2mi— i t<j=i 7-- I
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La décomposition de la partie cinétique du système à 5 corps correspondant à la nouvelle borne

inférieure optimale s’écrit

5 y?
y' *' i

2m,
(b~p i + b~p2 + b P A + b p 4 + b'~p 5) (~p 1 + p* 2 + P -A + ~p A + ~pr>)

i~1

- jfSf+=(r.- ?3)*+-
‘1 4

mm / — � — � \ 2 . / — > — 4 \‘2 ,— p 2 - p 3) +— —( p 2 - p 4) +-

7rim
1•1

/ — > — > \ 2( P 3 ~

(hnM

mm

4 4
-y5 + + T' + T!y.i)24

4
(y2 - pv> + 1+ÿ3 + Ty4)2

4
(y3 - y5 + + T /A + — ( p -1 - y,-.+ e pS + Ty2 + Ty3)2+ 31 1

avec

-CM - 27'2M - 87!A7 + 7/2m - 275« + m
(7.24)-2(Warn

(M + 5)2 mM 3

. A7 + 4m
= 2----5--.

(371+ 5)2 m AI
(7.25)(hri M

En désignant toujours par |'t) Tétât fondamental de Tllamiltonien II et par E l’énergie

correspondante

E = {V|-

+ W£72(P
+ <®|

+ <*l
+ <#l

(V,,)|ÿ) + (ÿ|-

(y14)i*>+<*i-
+ W -

(y, - ys + 2 + 7y3 + Ty.t)2 + umMVmMÇr* i5) w
<y» - y5 + 1 -f- 7y3 + AŸ+amMvvllKi (Ty) 1 40

+ (ÿi~— (ys - y5 + T'y 1 + +eÿ Af+ymMvm\ /(T*35) 1ÿ)

+ (vj/i - y5 + 1 + T*y2 + Ty3)2+<7mAr(;mA/(y45) 1ÿ) .

( P*1 ~ y2)2+<7mn,«mm

P 1) "TflVnmÿmm

( P 1 P .'{) "t*ffmmÿmmmm mm (ÿ13)1*)
4 4

( P*2 ” "P .'Oÿ+PmmÿmmCÿ'irO |ÿ)

( P 3 P 4) +Jmm%m( 34) |®)

7111fl
1 4

(hnm ( P ‘2 P 4) "T Qmmÿrmn
mm

4 4

1
ûmA/

4

(7.26)

Pour obtenir E négative , Tune au moins des valeurs moyennes du second membre de (7.26)

doit être négative . Ce qui signifie aussi que si les valeurs moyennes du second membre de (7.26)

sont toutes positives , alors E est forcément positive et par conséquent le système à cinq corps

n’est même pas lié , et donc à fortiori non borroméen .
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Or , d’après le principe variationnel

{ÿ1 (Irma - { P i P j) ~ÿPinmvrnrn ( r ij) lÿ)
21 P i - P j Pmm PmrnZ?<2> rn,«mm (Vjj) l'I') > ma<*l- +mamm rmn2rn rrnijmn niu7ï\m

pour i, j 5 et

(ÿ|
|

( P i P 5 + P j + P & + P n) "ÿpmA/ ( 7 iô) |ÿ)

"p\ - 1> 5 + /’V j + + fj)1t\12mM rn 4 M
OtnM (ÿ1

m 4 M
m 4 M

2mM 2
2mM 2mM m + Mf](VOmMÿuihî ( ir>) |'J*)1 (l7TlM fjrn Mrn 4 M 1 2mMain\i2mM UmA/ rn 4 M

pour fc, n)=(l,2,U,4) à une permutation près , avec /ï(2)(/i, A) et Z?ÿ)' (/i, A) désignant

res]>ectivement les énergies des états fondamentaux des Hamiltoniens à deux corps

1//(2) = -y2 + AIW (rj (7.27)
P'

et
1//(2> = -y2 + A,;mA/(r) . (7.28)
fl

Une condition suffisante pour que le second rnonibnÿ de (7.2(5) soit positif est que

2rnMiL~M 9™ Al} soient simultanément positives , ce qui signifie

que les Hamiltoniens corres])ondants n’admettent pas d’états liés , c’est-à-dire en utilisant les

normalisations adoptées ci-dessus

(rn, ) et l'py ( 2m MQmm
rn \ AI ’TfMlnim

1 < 1 >Pmm
11 Kljrun

rn 4 M < 1PmM2mA/(lmM

utilisant les expressions explicites de amm et arn\j ((7.24), (7.25))ou en

I _ „(l-l)2 (A/+4m)
2 “(3£ + 5)2 IA/

<Prnm

111



1(AI + 4m)
m + M (ai + 5)2

1<9mM

Posons
(tL11! (M+-[rn)

"(3£ + 5)2
1 (7.29)h :=
2 4 M

et
4 (A/ f 4m) 1

m + A/ (;» + 5)2 (7.30)A: :=

De (7.30) on tire
5 1 /4 (M + 4m)
3 3 y (m 4- A7) A: (7.31)€= -

En reportant (7.31) dans (7.29) on obtient

8 m + M 4A /f — 9rn /1 ---___ ± VÿATÿ 4m) (m + M) A ,/i± (A) = -- k +A/

ou en posant x :=

h± (A) = (x + 1) A — (a: — 2) ± I sJ (4:ï; + 1 ) (a: + 1 ) A .

On remarque que h+ (k) est toujours supérieure à /i_ (A:) pour toutes les valeurs de x et de k.

Par conséquent , la courbe représentative de h } (k) avec k > 0 et h

inférieure pour la liaison du système à 5 corps sans la liaison des sous-systèmes .

Nous avons

> 0 définit une limitei

2(x+ 1) (4a: + 1)
-TT II -y (A) =Ok ’ 9 - 4(x-+ 1) A

Et par conséquent
(4:r + 1 )

16 (x + 1)— h| (k) > 0 si 0 < k <c)k

et
(4;r + 1 )

" 16 (a: + 1)
0

si k >

éi j\ 1)11 s’ensuit que la valeur maximale de correspond à k et vaut 1/2 . Ce qui signifie

que le domaine d’inexistence de systèmes borroméens à cinq corps est toujours non vide.
!<>(*» 1)
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Nous avons donc obtenu une limite inférieure pour l’existence de systèmes borroméens à

cinq corps . Précisons ceci sur l’exemple x = 0.1 . Sur la figure 8 on a tracé la courbe h+ (k) en

rouge et également la courbe /i_ (fc) en bleu .
h

1

0.5 - -

+ + ko 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 8

La zone hachurée correspond à des valeurs pour le couple de constantes de couplage (g

= = h) , pour lesquelles le système à cinq corps n’est même pas lié , et donc à

fortiori non borroméen .

5mAf)îmm 5

(<?mrn

Configuration (3xm,2xM)7.2.2

Posons

<712 <713 = <723 = 9mm

<?14 <715 = <724 — <725 = <734 = .<735 = 9mM

#45 9MM

et

1112 Hl3 = Ü23 = Hmm

Hl4 Hl5 = H24 - H25 = H34 = Ü35 = %M

H45 VMM
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L’Hamiltonien II (7.23) prend dans ce cas la forme

3 1 ~vï + E î
P i "1“ fhmn [«mm ( 1 1 ‘2 ) “H '«

[t:mM ( 1 14 ) 4“ «m M ( 1 15) "H «mA/ ( 1' 21 )

+VmM ("ÿ25) + «mM (r34) + %M ("«*;!/>)]

+9MM VMM -îr.)

(y13) + « (y23)]E// mm mm2m 2Mz— 1 t— 4

En utilisant les résultats de la section 6.2.1

1 _
2 _v

7 ( P 1 - P 2) + (JmmVmm ( '« U>) |'l')
4

1 _ 2- ( P 1- P 3) + <7mm'«mm ( « 13) |ÿ)

(P*2 - Pÿ)2 + <7mm'«mm Çr 2i) |

+ {'H «mA/ ~ (p'i - y4 + rp 2 + /'y.3 + Pys)2 + <7mA/'«m.M Çr*14) |V1')

+ (®i «mM~ (y2 - y4 + 1 + 3 + + gmMvmM (~rw ) w
+ {ÿi ûmA/~ (y3- y4 + 1 + + py3)2 + gmMvmM yEo w
+ 1 «mM (y1 -y5+*y2 + 3 + 77y4 )2 + gmMvmM (y15) 1 xi;)

+ (*i (y2 -y5 + /yi + + py3)2 + gJnMvmM (TV.) W
+ {'I;| «mA/ÿj ( P 3 - P5+ÿPl+fp2+PP 4) + 9m M VmM ( r 35) |ÿ)

J _ 2 _
+ (ÿ| «A/M- ( P 4 — P 5) + 9\I M 11 M M ( 7' 45) |lI;) ,

E = (\p|amm

+ (ÿ|amm

1
+ (V\amm 1

(7.32)

avec

(21+ \ - y) (21 + 7 - 3p) M - 2 (l - 1 )'2 ni9 (7.33)
(4 T1 + 5- 3p)2 mJW 7

2M + 3m
“(•« + 5-3p)2mA7 ’

9
-3(1 H- pf A/ + 4 (2 + i) (21 + 1 - 3p) m

(4£ -t- 5 -3p)2 rnA I

(7.34)(lmM

(7.35)«MA/

E est forcément positive si tous les termes du second membre de (7.32) le sont . Mais en
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vertu du principe variationnel

( P i P j) “1“ 9mmV (~r ij) l'I')mm rmn
21 Pi - P j 9rmn 9mmiPï rn,l’mrn ij) W >('l'I-ma mamm rmn •>2rn ma tfl(Immmm

pour (i = 1,2,3 ,

(ÿl «mA/7 (~Pi - ~Pj + ?~Pq + £J>\ + Pl>nf +!hnM»mM Çï*ij) |lI')
~ ~Pj + l~V q + Upk +pl?n V22mM m + M P i

«mM {ÿ1m + A/
m + A/

2mA/ 2
2m M 2mA/ rn + A/ES2)'f/mM'VinM ( ij) l'I') *hnM 9m Mm + A/ 5 2mAJ amut

?2mMllrnHi m 4* A/

pour (i,g, fc)=(l, 2, 3) , 0Vÿ)=(4, 5) à une permutation près , et

(4'| ûà/A/ÿ (7ÿ4 “ "Pÿ)*2 +//A4A/'*;A/Af (ÿ45) |ÿ)

AlaMM (*|
2

(T%5) |») > Ma.MM ]<M)" (MP 4 ~ P 5 9MM
ï’MM2 MaMM M aA/ A/

oxi (/i, A) , Zÿ2!' (/t, A) et Eÿ" (/t, A) désignent respectivement les énergies des états fonda¬

mentaux des Hamiltoniens à deux corps (7.27) , (7.28) et

-"p 2 + XVMM (~y) ■

P
//(2)" — (7.36)

Il s’ensuit qu’une condition suffisante pour que; le second membre de (7.32) soit positif est

soient simultanément) , »m' ( uSUk*-») «* ,5<2)" («.Æi,
positives , ce qui , en utilisant les normalisations adoptées , se traduit par

)2mMfjrnin

TfMljniïl
que m, m-j- A/ ’

1 < 19mmma
rn + AI

mm

< 19mM2tnAI alu\t

et
1

YÏ---//A/ A/AldMM
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Posons
2 _ 4 (I - 1 )'2 (2/1/ -h 3m)
3 3 (,tf + 5

_ ;ipj2 (7.37)9mm 'ÿ — mOmm — M

2niAl 4 2M + 3m (7.38)9mM • amM — (M + 5- 3p)2 (m + M)m + Al

et
3(1 +pf (2AI + 3m)

(4t + 5-3Vf9MM AICIMM — 1 - (7.39)m

(hnM fit O.MM ((7.33)-(7.35)) .où on a utilisé les expressions explicites de a

(7.38) donne

mm î

4 2A7 + 3m(U + 5-3pf = (7.40)
9mM (m + A7)

ou encore
9 2AI + 3mvdmM = £i (7.41)(4/1 + 5 — 3p) y (m -f AI)

où ei=±l . En reportant (7.40) dans (7.37) et (7.39) on tire les valeurs de I et p en fonction de

9mm ? 9mM 9M M

Al (2 39mm)
(m + Al)£ (7.42)1 + £2

9mM

4(1 9M M ) rn
(7.43)P (rn + AI) ’9mA!

avec £2, £3 = ±1 . En remplaçant £ et p dans (7.41) par leurs expressions (7.42) et (7.43) , on

obtient

2A7 + 3m £2 / A4 (2 - 3jjjrmm)
(m + A/)

4 rn([ ~ 9mm)
3 (m + Al )\J9mM — + —(m + Ai )3 1

ou en posant x

V 9mM — y (2 -3tf 1 x (1 ~ 9MM)2 + 3a: t"2 mm
3:c + 1 x -f- 1 X + 1

avec £\,£2,£:i = il .
I ,e jeu de paramètres (ci, e-2, £j)=(— 1 , -M , — 1) est exclu car \/<),nM est alors nécessairement
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négative . D’autre par , on peut montrer que y/gmM correspondant au jeu de paramètres

(e*i , £*2} (15 —1,1) est toujours supérieure a toutes les \JymM correspondant aux autres jeux

de paramètres £3) ■ Il on résulte que c’est la courbe représentative de

V 9mM = Yi y
2 + 3a: 1 /(2 — 3<jrmm) 1
x + 1 3

1 r ( 1 - 9MM)
+ jV3X + 1 X + 1

- qui définit une limite inférieure pour l’obtention de systèmes liés à 5 corps sans qu’aucun de

leurs sous-systèmes ne le soit c’est-à-dire pour l’obtention de systèmes borroméens à cinq

corps.
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Chapitre 8

Conclusion

Dans cette thèse , nous avons réalisé un certain nombre de travaux , tous situés dans le

domaine des systèmes à petit nombre de corps .

Nous avons commencé , au chapitre 2 , par dériver certains lois et théorèmes utilisés par la

suite . Nous avons en particulier dérivé les lois d’échelle pour des potentiels en loi de puissance

V (T*) = sign (//) i

ou logarithmiques

V (A, T*) — A log -
'()

le théorème du viriel et la règle de Schwinger . Tout ceci dans le cas d’une seule particule dans

un champ de force central ou d’un système de deux particules interagissant par un potentiel

invariant par translation et par rotation . Nous avons ensuite généralisé ces résultats pour un

nombre quelconque de particules .

Au chapitre 3 , nous avons proposé une nouvelle classe de fonctions d’onde d’essai pour

des systèmes à deux corps interagissant par des forces dérivées de potentiels invariants par

translation et par rotation . Les fonctions d’onde d’essai proposées ont comme point de départ

les résultats exacts connus dans les deux cas des potentiels Coulombien et harmonique . Nous

avons ensuite appliqué la méthode à des mésons lourds vus comme des systèmes quark-antiquark

dans le cadre des modèles de potentiel avec un potentiel phénoménologique en loi de puissance.

lÿes énergies approximatives ainsi obtenues sont très voisines des résultats numériques exacts et
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montrent par conséquent Fefficacité de la méthode .

Dans le chapitre 4 nous avons dérivé en détail les expressions analytiques exactes des

éléments de matrice de diverses observables entre deux Gaussiennes corrélées . Nous avons

considéré les observables énergie cinétique , énergie potentielle et corrélation à courte portée

ainsi que les opérateurs intervenant dans l’expression de la règle de Schwinger généralisée . Ces

expressions analytiques permettent de réduire les calculs numériques dans le cas du dévelop¬

pement systématique sur des Gaussiennes généralisées à la seule détermination des paramètres

variationnels de poids et de portée . Ceci est très intéressant , car on a toujours avantage à

réduire le calcul numérique au maximum . Nous avons ensuite appliqué les résultats du chapitre

4 dans le cas le plus simple non trivial possible , à savoir un système à trois corps approximé

par une seule Gaussienne .

Dans le chapitre 5 , nous avons commencé d’abord par présenter une méthode d’obtention

de bornes inférieures pour les énergies des états fondamentaux de systèmes à N corps , régis

par une cinématique non-relativiste et interagissant par des forces à deux corps dérivées de

potentiels invariants par translation . À chaque borne inférieure est associée une décomposi¬

tion du terme d’énergie cinétique , auquelle correspond une décomposition de l’IIamiltonien

du système qui prend la forme de la somme d’un terme dont la valeur moyenne dans un état

invariant par translation est nulle et de N (N — 1) /2 (le nombre de paires du système à N

corps) Hamiltoniens à deux corps . En tenant compte de l’invariance par translation et en ap¬

pliquant le principe variationnel , nous obtenons une borne inférieure pour l’énergie de l’état

fondamental d’un système à N corps . Nous avons considéré deux décompositions du terme
i

d’énergie cinétique et obtenu par conséquent deux bornes inférieures . Une caractéristique re¬

marquable de ces décompositions est qu’elles dépendent de paramètres , ce qui mène à des

bornes inférieures qui dépendent elles aussi de ces rnemes paramètres . Donc en fait , pour

chaque décomposition on obtient toute une série de bornes inférieures , une borne inférieure
pour chaque jeu de paramètres . La meilleure des bornes inférieures dans chaque série est celle

qui correspond aux valeurs des paramètres maximisant la borne inférieure . Implicitement, c’est

de cette borne dont on parle , d’où la terminologie de borne inférieure optimale . On a dérivé

deux bornes inférieures optimales , l’une baptisée ancienne borne inférieure optimale et l’autre

nouvelle borne inférieure optimale , appellation justifiée par leur ordre d’apparition chronolo-
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gique . Il s’avère que la nouvelle borne inférieure est toujours meilleure ou au moins aussi bonne

que l’ancienne borne inférieure . Une explication plausible de la supériorité de la nouvelle borne

inférieure optimale vis-à-vis de l’ancienne borne inférieure optimale réside dans le nombre de

paramètres impliqués, TV (TV — 1) (TV — 2) /2 et TV (TV — 1) /2 paramètres pour la nouvelle borne

et l’ancienne borne respectivement . Nous avons dans ce chapitre dérivé quelques caractéris¬

tiques générales de ces deux bornes . Un particulier , les valeurs des paramètres correspondant

aux bornes inférieures optimales obéissent à certaines relations indépendantes de la forme du

potentiel d’interaction . Dans le cas de l’ancienne borne inférieure optimale on a une seule re¬

lation entre les paramètres tandis que dans le cas de la nouvelle borne inférieure optimale on

a (au plus) TV (TV — 1) (TV — 3) /2 + 1 relations . Ces relations ne sont pas à proprement parler
1 des contraintes. Pour preuve , on peut ignorer les relations entre les paramètres au maximum,

maximiser sur tous les paramètres et vérifier à la fin que ces relations sont bien satisfaites,

numériquement , au maximum . Cependant , vu la complexité rapidement croissante des pro¬

blèmes d’optimisation non linéaire , on a avantage à tenir compte de ces relations dès le départ,

ce qui simplifie considérablement le problème d’optimisation . 11 vaut la peine de signaler la

particularité du cas à trois corps TV = 3 , auquel cas les nombres de paramètres intervenant

dans les deux décompositions ancienne et nouvelle est le meme . Il en est également de même

des nombres de relations au maximum . Il n’est donc pas surprenant que dans ce cas particulier

TV = 3 , les deux bornes inférieures optimales s’avèrent aussi bonne l’une que l’autre . En fait,

on peut montrer que les deux décompositions du terme d’énergie cinétique sont équivalentes

dans ce cas . Nous avons conclu que la nouvelle borne inférieure optimale est saturée dans le

cas de forces harmoniques indépendamment de la configuration de masses considérée et des

constantes de couplage . Ceci n’est pas le cas de l'ancienne borne inférieure optimale où , à

part le cas TV = 3 , la saturation n’est obtenue que pour des configurations de masses du type

((TV — 1) x m, 1 x M) . On a montré que les deux bornes inférieures ancienne et nouvelle sont

alors équivalentes pour ce type de configurations . On a considéré en détail le cas des configu¬

rations de masses (n x m, vl x M) et on a traité les systèmes de TV particules de masses toutes

égales à rn plongées dans un puits de potentiel comme des configurations (TV x m, 1 x M) dans

la limite M tendant vers l’infini .

Dans le chapitre (i , les deux bornes inférieures optimales sont considérées en détail dans
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le cas des systèmes à cinq corps . On s’est attaché en particulier à obtenir les relations entre

les valeurs des paramètres correspondant aux bornes inférieures optimales . On s’est également

jouant le rôle de masses inverses pour

les systèmes fictifs à deux corps , et à la détermination de leur domaine de positivité (domaine
des paramètres tel que tous les a*j soient positifs) dans les deux configurations (4 x m, 1 x AI)
et (3 x m, 2 x M) .

hnfin , au chapitre 7 , Comme application physique des deux décompositions du terme

d’énergié cinétique et des bornes inférieures optimales correspondantes ancienne et nouvelle ,
nous avons obtenu des bornes inférieures pour les énergies des états fondamentaux des mo¬

lécules positroniums (e~e+)n et avons dérivé des conditions suffisantes pour Y inexistence de

systèmes borrornéens à cinq corps et ce pour les configurations de masses (4 x m,l x M) et

(3 x m, 2 x M) .

attaché à la dérivation des expressions des coefficients aiij »
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Annexe A

Les transformations orthogonales

Nous allons donner dans cet appendice un critère pour reconnaître une transformation

orthogonale et faire usage de ce critère pour donner quelques éclaircissements sur le calcul du

terme centrifuge de la section 2.2. du chapitre 4 .

Commençons d’abord par caractériser une transformation orthogonale . Considérons deux

~v N) et (Tu ] , ..., lu H) liés par une transformation linéaire définieTV-uplets de vecteurs ( v

par une matrice carrée N x N A , c’est-à-dire

!)•••>

N
j = E Ajk (A.1)

k-l

Nous pouvons donner un critère pour décider s’il s’agit d’une transformation orthogonale

v jv sont orthonormalisés , c’est-à-direou non . Faisons comme si les N vecteurs v 1) ••

(A.2)

et montrons alors que la transformation définie par la matrice carrée N x N

orthogonale , c’est-à-dire AAT—Ar A=I , si et seulement si les N vecteurs ~w H , liés

aux vecteurs ~v ..., ~v par (A.l) sont orthonormalisés . Fn effet

A est alors

N N

E ~ü*k- E Aje~û*e —
N

— E AikAjtSkt
k,t- 1

N

E AikAjrlu i.13 j — U k • v e
k-i t- 1 k,e~1
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N
Y AfcAjk

Y A*Al = (ÿ'O
A: — 1

v;

Donc les lu i sont orthonorrnalisés si et seulement si la transformation définie par la matrice A est

orthogonale . Nous pouvons , ce que nous allons faire plus bas , construire des transformations

orthogonales en utilisant ce critère .

Construisons une transformation orthogonale entre (*,, Z2, Z3) et Çz\, 0Z'.2,~Z telle

que

Z\ (A.3)T ,I

ft(T, +x'/pZ' (A.4)

cpi +T/T2 + ZT3) (A.5)

Z 2 et Z 3 par les relations (4.40) .

Appliquons le critère d’orthogonalité dérivé plus haut . Remarquons tout d’abord que le choix

- Z T x est permis car on peut facilement vérifier , en utilisant l’expression de T
T f—l si on suppose Z 1

paramètres b , c , x , y et 2 de telle manière qu’il s’agisse d’une transformation orthogonale .
Z 2 et Z 3 . Nous avons

où Ti T 2 et T 3 sont donnés en fonction de Z !

1 , que

Z 2 et Z 3 orthonormalisés . Attachons maintenant à déterminer les— >

Commençons par fixer x , y et z en utilisant Pothogonalité de Z'i 7

b 1 + x 7

c (1 + //'/

(l + XVTÏ + (* + ?/)

T,) - ü ,

+ 0 ,

r 2 + z T

"z' —
Zÿ.Z'3 = bc

(A.6)1 •

(A.7)1 ■

T:, -h®* '/VA) =0 ,77i (A.8)T i- i*

où on a utilisé le fait que T .
— y •**• 4

Comme 0 et c 0 , sinon Z '2 et Z 3 seraient nuis ,

] + x~T T -i — 0

1 +yTl.T‘1+ zT \.Tni = 0 (A.9)

1 + x y 1'% + (x + y) r 1. r 2 + 2 / 'J\+ XZT 2.1*3 = 01-
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soit un système de trois équations A trois inconnues x , y et 2 . lOn utilisant les expressions
-y -y

7’2 et 7' 3 en fonction de Zexplicites (4.40) de 7

on obtient

, Z 2 et Z 3 supposés orthonormalisés,l i

d1/2yl,/2

AX/2A]/22kk_SMI

TJ.T2 (A.10)

Ti.7’3 = (A.11)Afci

A1/2A1/2
(A.12)T 2. 7’3 Tin

et

72 = 7;( - 1 (A.13)

Les équations (A.9) se réduisent alors à

A 1/2A 1/2
/ia /]n (A.14)01 -|- y:

A/,
n II (A.15)1 + y 0 ,+ 2

An Aki

A1/2A]/2
'Mi AV2A1/2 A1/2A1/2

/1111+ + ( x -f y) (A.16)+ z- + xz-
An Aki Aik

Les deux équations (A.14) et (A.15) donnent res]>ectivement

-Aii (A.17)x A1/2A,/271it 1 1

A'/* A'12Ajj 'MlAi\ (A.18)y
À,/‘24j/2

‘111
Ajl

Ln reportant (A.17) et (A.18) dans (A.16) , on peut tirer l’expression de 2

A"1/2 /1-2 _ 4-1 /1-1-rin /pi_ Atÿii — A‘f{_\ _
A}{2Aÿ2An VAIAïk-AkiAu)

Ak\Aik (AA9)A-1A-1- A~J 4_1yill nk 1 iA 'Ul
-1/2A,
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En substituant à z son expression (A.19) dans (A.18) , on obtient l’expression de y

-V- A~] 1 _ A-{ /l-1n il nM Jï\ky/Aii A\\Aik - A\[A\k (A.20)y =
An Jiik yiïk/luy/ Au AuAik — A\kAa

Les deux facteurs de proportionnalité b et a dans (A.4) et (A.5) seront obtenus en imposant

la normalisation de Z '2 et de Z . Nous avons

Z'2 = l? ( T J + xT 2)' = b2 (x2- 1) =

3? = J (Ÿ ! + yT .2 + zT -,>y
où on a tenu compte du fait que 7’ *f= 7’ 2= 7’ 2=1 et utilisé les équations (A.9) pour déduire

7* j.T 3 et T 2. T 3 en fonction de x , /y et 2 . De (A.21) et (A.22) on tire b et c

(A.21)

■=*( -„a + *’ + 2ÿ)
X J (A.22)-1 = 1

—4

T 1.7 ‘2 j

16
\/a;‘2 — 1 ’

i
c

\J-{~v2 + 22 + 2*
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Annexe B

La méthode de Multhopp

La méthode de Multhopp est une méthode de résolution numérique des équations différen¬

tielles aux valeurs propres telle que l’équation de Schrodinger radiale réduite

J_dÿ
2 fi dr1U (r) + {E-Vllff (r)]U (r)= 0 (B.l)r > 0 ,

où il , U (r) et E désignent respectivement la masse réduite du système , la fonction d’onde

radiale réduite et l’énergie correspondante . Vc/f (>’) est le potentiel effectif qui est la somme du

potentiel d’interaction V (r) et du terme centrifuge £(£+ 1) /2//?*2 .
Généralement la résolution numérique se base sur une division d’un domaine fini . Cepen¬

dant, le domaine de définition de la fonction d'onde radiale réduite U (r) solution de l’équation

(B.l) n’est pas borné (r G [0, oo[) , d’où la nécessité de construire une Injection de [0,oo[ sur

un domaine borné .Un exemple d’une telle Injection est

x (B.2)r =

ou encore en inversant

(B.3)X — r + /*o

où x G [0, l[ est la nouvelle variable sans dimension et 7*0 est un paramètre de même dimension

que r et qui doit être choisi de l’ordre de grandeur du rayon de la fonction d’onde (par exemple
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le rayon de Bohr dans le cas du potentiel Coulombien) . Nous avons

(x — 1 )2 dcl
dx ’dr U)

et par conséquent

(x- l)4 (fi (x — ! )'* dcfi
+ 2'2

' 0
2

'0dr2 dx2 dx '

Dans le but d’éliminer le terme en J- , on va adopter le; changement de fonction suivant

y/n)v (x) = U (r (x)) .( i - x)

L’équation (B.l) s’écrit dans la nouvelle variable x et la nouvelle fonction v (x) comme

1 (1 - x)* cl2
v (x) + Veff (r (a-)) v (x) — Ev (x) (B.4)r2'o dx22 fi

On remarque que v (0) = liniÿi v (x ) = 0 .11 s’ensuit qu’un développement en série de Fourier

est possible
N

v (x) := ai s*n C*7™:) >
z-- 1

où les cii sont les coefficients du développement . Pour N fini , on peut diviser le domaine de

définition de v (x) [0, 1[ en N +1 intervalles de meme largeur h

sur la fonction d’onde sont contenues dans les paramètres de; poids a.{ et les valeurs de v (x) aux

points X{=(i + 1) //.

i . doutes les informationsNil

N

Y2 ai sin (i7TXi) (B.5)vj :=
î-'-l

En utilisant le fait que

N (
Y2 sin ( k
k--[ \

* ( j + i ) \ ,
N + 1

,.*•(* + 0k N + l
N + \

~---fl. (B.6)S1I)

on peut inverser (B.5) pour obtenir les poids a* en fonction des vj et des x ,
N

<ii — 2h vj sin {iÿXj)
J - i
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Toujours en faisant usage de la relation (B.fi) , l'équation (15. 1) se simplifie en

“ 7 vy1 . .V 2 E E sin (knxi) sin (k-KXj)Vj - E [Æ - E// (r (xf))] = 0 ,
/1 + IJ7() l

/V

équation qui peut être réécrite comme une équation aux valeurs propres

N
E AUvj = , (B.7)
f 1

avec

Y1 s*n (fora:*) sin (k7tXj)\ -|~ S{jV (r (rr*))
0 \Aî= 1 /

ylij = TC2H (B.8)
/"o

Notons que la matrice A n’est pas symétrique . Néanmoins , nous pouvons ramener le problème

aux valeurs propres (B.7) à celui du problème aux valeurs propres d’une matrice symétrique .

Pour ce faire , définissons un nouveau vecteur w d’éléments

1
2VJ *Wj — (x-j - 1)

En remplaçant v par son expression en ternie de w , l’équation aux valeurs propres (B.7) se

réduit à
/V

E IhjWj (B.9)l'JWi ,

où la matrice B est maintenant une matrice symétrique dont les éléments B{j sont donnés par

TT*2h (1 — x*i)2 (1 — x.jŸ sin (kTTXi) sin (fc7rxj)ÿ + SijV (r (a;*)) (13.10)ïhj =
/<ro

La diagonalisation de la matrice B donne des valeurs approximatives pour les énergies des

N premiers niveaux et des vecteurs d’états correspondants . Il est bon de remarquer que les

niveaux les plus bas sont les mieux approximés .

La valeur moyenne d’une observable K (? ) dans l’état f/M (r) correspondant au n

excité s’écrit comme une somme discrète . En utilisant par exemple la méthode d’intégration

terne niveau
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numérique de Simpson , on obtient en notant |n) le vecteur corres])ondant au nterne niveau

rf«T[ (N |1)/2
K (r(x-2J-2)) +2 Ehrn (») ]2

"'2,-2
(n) l2w2jU(„|/l(r)|»>=(/<">) K (r(x2i_3)) I ,

(B.11)
J - '2

avec /V est obligatoirement impair et

,(n) , , N hr0 ( (Ni|)/‘2
/l' = <n|n) = — U E

(/V+l)/2 r«4”U +2 r (»0 l2
"E-3j--2

est la norme du vecteur urn'

lies corrélations à courte portée sont aussi des observables faisant intervenir la fonction

d’onde en un seul point x=0 . Sachant que

C'n (r) 21l*n(0)|2 = — lim
47T r— »0 r

on obtient en termes de (x)

O-*)41 1 1 «><"> (:r)
2

.l«'n(0)|2 = (B.12), I , . -7 H ni
|n) 47T r ;) x— o .2y:

La valeur de a: la plus proche de zéro est xo—h . Ko remplaçant :r par XQ dans l’équation (B.12),

on obtient une approximation pour |tyn (0)|2

-ill N4|'I'n(0)|2- (/(">) (B.13)4TT r{\ (N + \j2 °
Il est clair que l’approximation (B.13) pour |\Pn (0)|~ est d’autant meilleure que h est d’autant

plus petit , la limite h — > 0 donnant la valeur exacte pour |tyn (0)|2 . Autrement dit , en utilisant

la relation liant le pas h ati nombre de points de discrétisation N > h

l'I'n (0)| est d’autant meilleure que N est d’autant plus grand , ce qui rend la diagonalisation

de la matrice carrée (N x N) B d’autant plus ardue . On peut contourner cette difficulté en

faisant appel à la règle de Schwinger (2.32) , ceci donne en utilisant la méthode d’intégration

1 l’approximation pour/v n ’
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numérique de Simpson

/ , A-i /rm (N+'V*(/"") -fl 4 E 12 rf00l'Mo)|2 Veff (r)w2j-227T <7r ~'i)
(N { 1)/2

. +2 E 12 f/00w2jU -rK„(v) (lî.1-1)
j=r-2 r(x2j-6)

Si nous étudions le comportement des valeurs approximatives de |4;n (0)|2 obtenues par un

calcul direct et via la règle de Schwinger , en fonction du nombre de points de discrétisation

iV, nous remarquons une convergence plus rapide pour la règle de Schwinger que pour le calcul

à savoir le cas d’un

potentiel Coulombien V (r)— — 7’-1 au quel cas la valeur exacte de |4> (0)|2 vaut g- ~ 0.03

979 pour le niveau fondamental . On a reporté dans le tableau 13 les valeurs approximatives de

|\t (0)| obtenues par un calcul direct et par rentrernise de la règle de Schwinger pour différentes

valeurs de N (on a pris TQ=1 ) .

direct . Le tableau 13 illustre ceci dans un cas resolvable exactement

N 30 100 400 co

IM0)lL*t
l*o Wbv/tiuùi

0.03830 0.03932 0.03900
0.03979

0.03935 0.03905 0.03973

Tableau [13] .
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Some results about few-body
systems

Abstract
This thesis gathers two sets of works .

The first set of works is the sum of two contributions . We have proposed a new
class of trial wave functions for two-body systems interacting via translationaly and
rotationaly invariant potentials and applied the method to the case of mesons . On the
other hand , we have derived analytical expressions of matrix elements of various
observables between two correlated Gaussians . These expressions may be used to reduce
the numerical part in the systematic Gaussian expansion .

The second set of works deals with the derivation of optimized lower bounds for
the ground state energies of non-relativistic Wbody systems interacting via translationaly
invariant two-body forces . At the origin of each optimized lower bound , there is a
parameter-dependent decomposition of the kinetic energy term . We have considered two
such decompositions leading to two optimized lower bounds , baptized old and new
bounds . The general features are derived for arbitrary N and the five-body case is treated
in detail . The two optimized lower bounds and the kinetic energy decompositions behind
them are then used in two physical applications : To derive lower bounds for the ground
state energies of positronium molecules and to establish sufficient conditions of
inexistence of five-body borromean systems.

Key words :
Trial wave function , variational method , mesons , optimized lower bounds ,

ground stats , few-body systems , the five-body problem , positronium molecules ,
borromean systems .
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Résumé
Cette thèse regroupe deux ensembles de travaux.
Le premier ensemble de travaux est la somme de deux contributions. Nous avons

proposé d'une part une nouvelle classe de fonctions d'onde d'essai pour des systèmes à deux
particules interagissant par des potentiels invariants par translation et par rotation et appliqué
la méthode aux cas des mésons. Et d'autre part, nous avons dérivé les expressions analytiques
des éléments de matrice de diverses observables entre deux Gaussiennes corrélées . Ces
expressions pourront être utilisées pour réduire la part des calculs numériques dans le cas de
développement systématique sur des Gaussiennes .

Le deuxième ensemble de travaux a trait à la dérivation de bornes inférieures
optimales pour les énergies des états fondamentaux de systèmes à N corps non-relativistes
interagissant par des forces à deux corps invariantes par translation. A la base de chaque
classe de borne inférieure optimale, se trouve une décomposition paramétrisée du terme
d'énergie cinétique. De ces décompositions, nous en avons considéré deux, menant à deux
bornes inférieures optimales baptisées ancienne et nouvelle bornes. Les caractéristiques
générales pour N quelconque sont dérivées et le cas à cinq corps est traité en détail. Les deux
bornes inférieures optimales et les deux décompositions qui en sont à l'origine sont ensuite
utilisées dans deux applications physiques : Pour dériver des bornes inférieures pour les
énergies des états fondamentaux des molécules positroniums et pour dériver des conditions
suffisantes d'inexistence de systèmes borroméens à cinq corps .
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Mots clefs :
Fonction d’onde d’essai , méthode variationnelle , mésons , bornes intérieures

optimales , état fondamental , systèmes à petit nombre de corps , problème à cinq corps ,
molécules positroniums , systèmes borroméens .
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